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Das vorliegende Skript entstand aus einer 3 + 1-Vorlesung im Wintersemester 2018/19 (15 Wochen) an
der Friedrich-Schiller-Universitat Jena und richtet sich vorrangig an Studierende der Studiengénge:

e Mathematik Lehramt Gymnasium

e B.Sc. Mathematik, Wirtschaftsmathematik, Informatik

Es werden Kenntnisse der Linearen Algebra 1 und Analysis 1 vorausgesetzt. Einige Teile wurden nicht
prisentiert (insbesondere das letzte Kapitel). 2020 und 2021 wurden umfangreiche Anderungen und
Ergénzungen vorgenommen, unter anderen die Ramanujan-Kongruenzen und die Rogers-Ramanujan-

Identitaten.
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1. Endliche Mengen

Bemerkung 1.1. Kombinatorik ist die Lehre vom Abzéhlen diskreter Objekte:
e (leicht) Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge ist (Z)
e (mittel) Die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen auf {1,...,n} ist [n!/e].
e (schwer) Die Anzahl der Partitionen von 5n + 4 ist durch 5 teilbar.

e (sehr schwer) Jede Landkarte lasst sich mit vier Farben farben, sodass benachbarte Lander
verschiedene Farben haben.

e (offen) Wie viele magische Quadrate der Grofe 6 x 6 gibt es?

Definition 1.2.
e [eere Menge: &.
e Natiirliche Zahlen: N = {1,2,...} No ={0,1,...}.
e Primzahlen: P ={2,3,5,7...}.
e Ganze Zahlen: Z=1{...,—-1,0,1,...}.
e Rationale Zahlen: Q = {§ : a,b € Z, b # 0}.
e Reelle Zahlen: R (Analysis).
e Komplexe Zahlen: C = {a +bi:a,b € R}.

e Fiir eine Menge A sei |A| die Méchtigkeit von A. Man nennt A endlich, falls |A] < oo und
anderenfalls unendlich. Wir unterscheiden mit der Schreibweise |A| = oo keine Kardinalitéten
(abzéhlbar, tiberabzahlbar etc.). Zwei Mengen A und B heifen gleichmdchtig, falls eine Bijektion
A — B existiert.

e Sind A; (i € I) Mengen, so auch ihr kartesisches Produkt X, ; A; = {(a; :i € 1) :a; € A;}. Im
Fall A = A; fiir alle i € I schreiben wir auch A’ := X, ; A. Fiir I = {1,...,n} schreiben wir
Ap x ... x Ay und A" = A x ... x A (n Faktoren).

e Sind A; (i € I) Mengen, so auch ihre disjunkte Vereinigung

|_|AZ- = U{(a,z’) ta€ A} C (UAZ) x I.

el el el
Fir I = {1,...,n} schreiben wir A; LI... Ll 4,.

e Fiir eine Menge A ist 24 := {B C A} die Potenzmenge von A. Fiir k € Ny sei
A
<k> ={BCA:|B|=k}c24

die Menge der k-elementigen Teilmengen von A.


https://doi.org/10.1017/CBO9781139167239

Bemerkung 1.3. Fiir Mengen A und I kann man A’ mit der Menge aller Abbildungen I — A
identifizieren, indem man (a;);e; € A’ durch f: I — A mit f(i) := a; ersetzt.
Satz 1.4. Fiir endliche Mengen A, B, Aq,..., A, gilt
(i) |A1 x ... x Ap| = |A1] ... |An| und |A™] = |A|".
(i) [AjU...UA,| =|A1|+ ...+ |An]-
(iii) A und B sind genau dann gleichmdachtig, falls |A| = |B|.
(i) 24| = 2141
Beweis.

(i) Fiir jedes Element (ai,...,a,) € A1 X ... x A, gibt es |A;| Moglichkeiten a; zu wihlen, |As|
Moglichkeiten fiir as usw. Umgekehrt liefert jede solche Wahl genau ein Element von Ay X ... x A,.

(ii) Jedes Element in A; U...U A, liegt in genau einer der Mengen {(a,7) : a € A;}. Dabei gilt
{(a,i) s a € Ai}| = |Ail.

(iii) Sei A = {a1,...,an} und f : A — B eine Bijektion. Dann gilt B = {f(a1),..., f(ay)} mit
f(ai) # f(a;) fir i # j. Dies zeigt |B| = n = |A|. Sei umgekehrt |[A| = |B| und A = {a1,...,a,}
sowie B = {by,...,b,}. Dann ist f : A — B, a; — b; eine Bijektion.

(iv) Sei A = {a1,...,an}. Fir M C A sei f(M) = (x1,...,2y) € {0,1}" mit 2; = 1 <= a; € M.
Dann ist f: 24 — {0,1}", M — f(M) eine Bijektion. Nach und ({i) folgt

24] = [{0,1}"| = [{0, 1}|" = 2" = 214, .
Definition 1.5.

e Fiir n € Ny ist n! := [[;_, k die Fakultdt von n. Beachte: 0! = 1 (leeres Produkt).

e Fir a € C und k € Ny definiert man den Binomialkoeffizienten

(Z) _ala —11? 2(a .—kk +1)

e Firn,ki,...,ks € Ngmit n =Fk{ + ...+ ks sei

n o n!
ki,....ks)  kil... k!

der Multinomialkoeffizient von n und ki, ..., ks.

Bemerkung 1.6. Es gilt () =1 (leeres Produkt) und (}) = 0 fiir k > n € Ny. Fiir k < n € Ny gilt

(Z) - _11?'2‘-..(.71. _kk 1 k!(nni k) <n i k> - (k,nn— k)

und




Man kann die Binomialkoeffizienten daher mit dem pascalschen Dreieck berechnen:

Bemerkung 1.7 (,Variation mit Wiederholung®). Fiir endliche Mengen A und B existieren nach
Satz 1.4 genau |B4| = | B|l4! Abbildungen A — B.

Beispiel 1.8. Ein 4-stelliges Zahlenschloss besitzt 10* = 10.000 mogliche Zustinde (wihle A =
{1,2,3,4} und B = {0,1,...,9} in [Bemerkung 1.7)). Wenn ein Dieb pro Sekunde einen Zustand priift,
braucht er durchschnittlich ca. 8 Minuten um das Schloss zu knacken.

Satz 1.9 (,Variation ohne Wiederholung®). Fir endliche Mengen A und B existieren genau (ED |AJ!
injektive Abbildungen A — B.

Beweis. Im Fall |A| > |B| gibt es keine injektiven Abbildungen A — B und in der Tat ist (||]A3||) =0.
Sei nun k:= |A| < |B| =:nund A ={ay,...,a;}. Fir jede injektive Abbildung f: A — B gibt es n
Méglichkeiten fiir f(a1). Ist f(a1) festgelegt, so bleiben noch n—1 Méglichkeiten fiir f(a2) € B\{f(a1)}
usw. Die Anzahl der injektiven Abbildungen ist also n(n —1)...(n —k+1) = (nﬁi'k)' = ()KL O

Beispiel 1.10 (Geburtstagsparadoxon). Fiir Personen Py, ..., P, betrachten wir die Abbildung f :

{1,...,n} — {1,...,365}, die i auf den Geburtstag von P; abbildet (Schaltjahre, Zwillinge etc.
vernachléssigt). Nach [Bemerkung 1.7| gibt es 365" solche Abbildungen, wovon (325)711 injektiv sind. Die
Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben ist daher

1 365\ n!
n ) 365™

(Laplace-Formel). Fiir n = 23 erhélt man bereits > 50%.

Bemerkung 1.11.

(i) Der Fall |A| > |B] in liefert das Dirichletsche Schubfachprinzip: Verteilt man n Objekte
in k < n Schubladen, so muss mindestens eine Schublade mehrere Objekte enthalten. Beispiel: In
Leipzig gibt es zwei Personen mit der gleichen Anzahl von Haaren auf dem Kopf (niemand hat
mehr Haare als Leipzig Einwohner hat (> 500.000)).

(ii) Im Fall [A] = |B| ist jede injektive Abbildung A — B auch bijektiv (vorausgesetzt |A| < 00).
Bijektionen A — A heiflen Permutationen auf A. Bekanntlich bilden die Permutationen auf A die
symmetrische Gruppe Sym(A) bzgl. Komposition von Abbildungen. Das neutrale Element ist id 4
und das Inverse zu f € Sym(A) ist die Umkehrabbildung f~!. Wir setzen S, := Sym({1,...,n}).

Nach [Satz 1.9/ ist 4l
()] =[5 = (| )14l = 41



Beispiel 1.12.
S__123 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
57\t 2 3)0\1 3 2)°\2 1 3)°\2 3 1)°\3 1 2/)'\3 2 1)
Satz 1.13 (,Kombination ohne Wiederholung®). Fir jede endliche Menge A und k € Ny gilt

G)1=(5),

Beweis. Sei Ay die Menge der injektiven Abbildungen {1,...,k} — A. Dann ist die Abbildung

A

fo A, f(R)}

surjektiv. Fir o € Sy gilt F(foo) ={f(c(1)),..., f(o(k))} = F(f). Fir B € (‘2) ist sogar F~1(B)
{foo:0 € S}, wobei f € Ay ein festes Urbild von B unter F ist. Insbesondere hat jedes B € (

genau |Si| = k! Urbilder. Es folgt ‘(‘2)} = % = ("2') nach

Beispiel 1.14. Beim Lotto ,,6 aus 49“ gibt es (469) = 13.983.816 Moglichkeiten und die Wahrscheinlichkeit
fiir einen 4er ist

0Oz

(D(5) _ 645
(1) 665896 0,1%.

Bemerkung 1.15.

(i) [Satz 1.13|liefert eine kombinatorische Interpretation der Identitét (nigl) = (Z) + (kﬁl): Firae A

gibt es genau ('Ak\j‘i}|) Teilmengen B € (’2), die a enthalten und ('A\é“}‘) Teilmengen B € (‘2),
die a nicht enthalten.

(ii) Nach [Satz 1.4/ und [Satz 1.13|ist

k=0

Dies ist ein Spezialfall des bekannten Binomialsatz (setze a =b=1)

(a+b)" = zn: (:) a*b" k| (a,bER).

k=0

Satz 1.16 (VANDERMONDE-Identitét). Firn,ay,...,a, € N und k € Ny gilt

CL1 + “ e + an - (11 an
(K1,....kn ) ENE
ki+4...+kn=Ek




Beweis. Seien Ay, ..., A, Mengen mit |A;| = a; fiir : = 1,...,n. Wir bestimmen ‘(Alu‘,'g""A")’ auf zwei

Weisen. Nach [Satz 1.13]ist einerseits

‘Alu...uAn ‘_ [ArU. . UAL  (ar+...+ay
k N k N k '

Jede k-elementige Teilmenge von A; U ... U A, setzt sich andererseits zusammen aus k;-elementigen
Teilmengen von A; firi =1,...,nund k1 +...+k, = k. Fiir jede dieser Teilmengen gibt es | (’21) = (Zz)

Moglichkeiten. Dies zeigt
AiU...UA, ai Qn
= e . O
LG [P Y (RN

(k1o skon ) END
k1...tkn=k

Beispiel 1.17. Der Spezialfall n =2 und a1 = ag = k in liefert

Y= )- ()"

Satz 1.18 (,Variation mit Wiederholung® II). Seien A = {ai,...,a,} und B endliche Mengen und
ki,...,kn, € Ng mit |B| = k1 + ...+ k,. Dann ezistieren genau (hl?'kn) Abbildungen [ : B — A mit
]ffl(ai)] =k; firi=1,...,n.

Beweis. Sei |B| =k und f: B — A mit |f~(a;)| = k; fiir i = 1,...,n. Nach [Satz 1.13| gibt es (kkl)
Moglichkeiten fiir f~1(ay). Ist f~'(a1) festgelegt, so verbleiben noch (k;fl) Moglichkeiten fiir f~1(az)
usw. Also gibt es

k\ (k= ki k—ki— o=kt Kk =R (k—ki = — k)l k
ki )\ ke ) e T kal(k — k)kol(k — kr — ko) . k! \K1,. .k

Moglichkeiten fiir f. O

Beispiel 1.19.

(i) Ein Anagramm ist eine Vertauschung der Buchstaben eines Worts. Nach [Satz 1.18| gibt es

(2 151 1) = 60 Anagramme von EULER (widhle A = {E,U,L,R}, B = {1,2,3,4,5}, k1 = 2,

ko = ks = k4 = 1). Zum Beispiel REUEL, LUREE usw.

(ii) Es gibt (10 1%210 2) = 2.753.294.408.504.640 Moglichkeiten 32 Skatkarten an drei Spieler zu verteilen.

Bemerkung 1.20. Nach [Bemerkung 1.7/ und [Satz 1.18]ist

k
(R D DU (AR
eng \FLo o kn

(k17"'7kn)
E1+...Akn=F
Dies ist ein Spezialfall des Multinomialsatz
k k k1 kn
(a1 +...4ay)" = Z f g Jat - -an (a1,...,an € R)
(k1,okn)ENg T
1+ Akn=F

(Aufgabe 7). Fiir n = 2 erhélt man den Binomialsatz.



Definition 1.21. Fiir eine beliebige Menge A bezeichnet man die Elemente aus Ng‘ als Multimengen tiber
A. Man kann eine Multimenge m := (n4)qca als ,,Teilmenge* von A interpretieren, wobei jedes a € A
genau n, mal vorkommt (im Fall n, <1 fiir alle a € A ist m also eine echte Menge). Dementsprechend
setzt man |m| = 4 nq. Wir werden Multimengen oft in der Form {a, a,b,c, ¢, c, ...} notieren, wobei
wie bei Mengen die Reihenfolge keine Rolle spielt.

Satz 1.22 (,Kombination mit Wiederholung). Fine n-elementige Menge besitzt genau

()= ()

viele k-elementige Multimengen (n,k € Ny).

Beweis. O.B.d. A. sei A={1,...,n}. Man kann dann die k-elementigen Multimengen iiber A mit den
Tupeln (ai,...,ax) € Ak mit ay < ... < a identifizieren. Sei A;, die Menge dieser k-Tupel. Offenbar
ist dann

FiAL o ({1,...,nk—|—k—l}>’

(al,...,ak) |—>{a1,a2—|—1,...,ak—|—k—1}
bijektiv. Aus[Satz 1.13|folgt |Ax| = |f(Ak)| = (""']]:_1). O

Beispiel 1.23. Beim gleichzeitigen Werfen von drei identischen Wiirfeln gibt es ((g)) = (g) = 56
mogliche Ereignisse, die allerdings nicht alle gleichwahrscheinlich sind.

Bemerkung 1.24.
(i) Fir 1 <k <n gilt

() =030 = () ()= (G5) ()

(ii) Fir endliche Mengen A und B ist bekanntlich |A U B| = |A| + |B| — |A N B|. Offenbar gilt auch

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|.

O®

Dies lasst sich wie folgt verallgemeinern.

Satz 1.25 (Inklusions-Exklusions-Prinzip). Fir endliche Mengen Ay, ..., A, gilt

n

AL UL UAR =D (DR YT A 0 Ayl

k=1 1<i1<...<ip<n




Beweis. Wir zahlen wie oft ein Element a € A1 U ... U A, auf der rechten Seite beriicksichtigt wird.
Dafiir sei 0.B.d.A. a € A1 N...NA; und a ¢ A; fiir i > [. Dann wird a genau dann gezihlt, wenn
{i1,...,ix} € {1,...,1} gilt. Im k-ten Summanden wird a also (—1)*+! (li)—rnal gezahlt. Insgesamt wird
a auf der rechten Seite genau

Zn:(—U"”“ (,i) =1- i(—l)’“(,i) —1-(1-1)'=1

k=1 k=0

Mal gezéhlt. Dies zeigt die Behauptung. O

Definition 1.26. Wie {iblich heifsen a,b € N teilerfremd, falls 1 der einzige gemeinsame positive Teiler
von a und b ist, d.h. ggT(a,b) = 1. Man nennt

()=l <a<n:ggllan) =1} (neN)

die eulersche p-Funktion.

Satz 1.27. Sein = pi*...p.* die Primfaktorzerlegung von n € N. Dann gilt

Beweis. Firi=1,...;ksei A;:={1<a<n:p;|a}. Dannist A:={1<a<n:ggl(a,n)#1} =
AiU...UAL, Firl <ip <...<qy <kist

) . n
Ailﬂ...ﬁAil:{]pil...pil:jzl,...,i}.
Piy - - - Dy

Mit [Satz I.25] folgt
k
n

o) = [{L,...on}\ A =n— Al =n+ D> (-1)' > = ———

=1 1<ip<..<i;<k Diy - - - Py
1 1
=n 1—*)(1—7>: ap al—l.” ap akfl. .
(- Y = Y )

Bemerkung 1.28. In der Algebra beweist man mit dem chinesischen Restsatz.

Satz 1.29 (ERDOS-SZEKERES). Jede reelle Folge paarweiser verschiedener Zahlen aq, ..., a2 mit
n € N besitzt eine monotone Teilfolge der Linge n + 1.

Beweis. Fiir i = 1,...,n% + 1 sei o; (bzw. ;) die maximale Linge einer monoton steigenden (bzw.
fallenden) Teilfolge, die mit a; endet. Nehmen wir an, dass alle monotonen Teilfolgen Lénge < n haben.
Dann gibt es héchstens n? Paare (a4, 3;). Nach dem Schubfachprinzip existieren 1 <i < j < n? +1
mit (o, Bi) = (85, ;). Im Fall a; < a; (bzw. a; > a;) kann man die mit a; endende monoton steigende
(bzw. fallende) Folge mit a; erweitern. Dann wére aber o; < o oder f; < 3;. Widerspruch. O

Beispiel 1.30. Die Folge
n,n—1,...,1,2n,2n—1,...,n—|—1,...,n2,n2—1,...,n2—n+1

der Linge n? besitzt keine monotone Teilfolge der Lange n + 1.



2. Permutationen und Partitionen

Definition 2.1.

e Sei A eine Menge und o € Sym(A). Man nennt a € A Fizpunkt von o, falls o(a) = a. Besitzt o
keine Fixpunkte, so nennt man o fizpunktfrei.

e Fiir z € R sei [2] € Z mit |z — [z]| < § oder [z] =z + 1 (,Runden®).
Satz 2.2 (MONTMORT). Die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen in Sy betragt [n!/e], wobei e die

eulersche Zahl ist.

Beweis. Firi=1,...,nsei F;:={o € Sy, :0(i) =i}. Die Anzahl f,, der fixpunktfreien Permutationen
von Sy, ist dann f,, =[Sy, \ (F1U...UF,)|=n!l—|FiU...UF,|. Fir 1 <i; <...<i; <nist

|Fiy N N Fy | =[Sym({1,...,n}\ {i1,...,ik})| = (n— k)L

zeigt
RS S SENNCIC RS o S 4 IS STIT) stk
L k k!
k=1 1< <..<1x<n k=1 k=0

Nun ist

n! > (=1)F 1 1 1 1

— = Jfa| = |n! = - +... <=

‘e f }”k;n; ! ‘ n+l (n+l)(n+2) Shtlo2
und f,, = [n!/e]. O

Beispiel 2.3.

. . . . . 1 3 4 1 2 3 4
(i) Die fixpunktfreien Permutationen von Sy sind 9 1 2), ( 43 9 1>,

1

3
12 3 4\ (1 23 4\ (1 23 4\ (1 23 4\ (1 23 4\ (1 2 3 4
<2341>’<2413>’<3421>’<3142>’<43 2)’(4123)'

(ii) Beim vorweihnachtlichen Wichteln schenken sich n Personen gegenseitig etwas, indem sie vorher
Lose ziehen, auf denen steht, an wem das Geschenk zu richten ist. Dies beschreibt eine Permutation
auf {1,...,n}, die genau dann fixpunktfrei ist, wenn keine Person ihr eigenes Los zieht. Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Person ihr eigenes Los zieht, betrégt daher 1 — el 1 — % ~ 63%.

n!

2 3 4 2
1 4 3)° 4
3
1

(iii) Die im zweiten Weltkrieg benutzte Verschliisselungsmaschine Enigma permutiert die 26 Buchstaben
des lateinischen Alphabets. Um die Verschliisselung vermeintlich sicherer zu machen, wurden nur
fixpunktfreie Permutationen eingesetzt. Dies war jedoch eine entscheidende Schwachstelle, die es
den Alliierten ermoglichte, die Enigma zu entschliisseln.E]

Beispiel 2.4 (Sekretérinnenproblem). Es werden n Bewerber auf eine offene Stelle nacheinander zum
Vorstellungsgesprich geladen. Direkt nach jedem Gesprich soll dem Bewerber mitgeteilt werden, ob
er genommen oder abgelehnt wurde. Im ersten Fall ist das Verfahren beendet und es werden keine
weiteren Bewerber berticksichtigt. Mit welcher Strategie findet man einen moglichst guten Bewerber?

"https://de.wikipedia.org/wiki/Enigma_(Maschine) #Kryptographische_Schw%C3%A4chen
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Man lehne zunéchst die ersten k < n Bewerber konsequent ab und wéhle unter den verbleibenden n — k
den ersten, der besser als die ersten k Bewerber ist (moglicherweise muss man alle Bewerber ablehnen,
womit die Strategie gescheitert ist). Die Reihenfolge der Bewerber beschreibt eine Permutation o € Sy,
wobei (1) die Position des besten Bewerbers ist und o(2) die Position des zweitbesten usw. Sei

m:=min{i <n:0(i) < o(1)}.

Die obige Strategie findet genau dann den besten Bewerber, wenn o(1) > k und o(m) < k gilt. Die

Wahrscheinlichkeit, dass o(1) an Stelle [ steht, betrdgt 1/n. Die Wahrscheinlichkeit fiir o(m) < k ist

dann % Die Erfolgswahrscheinlichkeit der Strategie ist daher

) . 1ho) 1
1 1 "1 %

oLk _k zk/ L ae = Etogn —1og ). I e
nl—1 n I ™ nJ, x n

I=k+1 1=k |k k+1 n

Die Funktion f(z) = £(logn — logz) hat Ableitung f'(z) = 1(logn —logz — 1) und nimmt daher ihr
Maximum bei z = n/e an. Fiir k = [n/¢] ist die Erfolgswahrscheinlichkeit also ca. f(n/e) = 1/e ~ 37%
(fiir ,,grofse’ n). Man kann zeigen, dass dies die beste Strategie ist. Fiir n = 20 ergibt sich £ = 7 und ca.
38%.

Definition 2.5. Fiir eine Menge A nennt man o € Sym(A) einen (k-) Zyklus (oder Zyklus der Linge

k), falls paarweise verschiedene ay, ..., a; € A existieren, sodass
o ay
ajrq falls = a; mit i < k, O'/ \a
olx) =< a; falls © = ay, a aq

2
x sonst. 0\ as j o

Man schreibt dann o = (ay,...,a). Diese Schreibweise ist eindeutig bis auf ,Rotation®, d. h.

o= (ag,...,ax,a1) =... = (ag,a1,...,a5_1).

Der einzige 1-Zyklus ist id4. Um Formulierungen einheitlich zu gestalten, werden wir dennoch die
1-Zyklen (1),(2),...,(n) formal unterscheiden. Auferdem fassen wir id4 als Produkt aller 1-Zyklen
auf. Zyklen der Lénge 2 heifsen Transpositionen. Zyklen o = (ay,...,ax) und 7 = (by,...,b;) heifen
disjunkt, falls

{al,...,ak}ﬁ{bl,...,bl} =J.
Bemerkung 2.6.

(i) Es gilt (a1,...,ax) "t = (ag, ag_1,---,a1).

(ii) Disjunkte Zyklen o, 7 € Sym(A) sind vertauschbar, d.h. o o 7 = 7 0 0. Wir werden im Folgenden
das Verkniipfungssymbol o oft weglassen.

Lemma 2.7. Jede Permutation o einer endlichen Menge A ist eine Komposition von paarweise
disjunkten Zyklen o = o1 . ..oy der Linge > 1 und diese sind bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmi.

11



Beweis. Existenz: Sei A, := {a € A:0(a) # a}. Wir argumentieren durch Induktion nach |A,|. Im
Fall A, = @ ist 0 = id4 das leere Produkt. Sei also a € A, # @. Wegen |A,| < |A| < co koénnen

die Elemente a,o(a),o?(a),... € A, nicht alle verschieden sein. Sei also 0 < k < [ mit o*(a) = o'(a).
Dann ist ¢!~%(a) = a. Sei s € N minimal mit ¢*(a) = a. Dann sind a,o(a),...,o* (a) paarweise
verschieden und o1 = (a,0(a),...,0° 1 (a)) ist ein s-Zyklus mit s > 1. Fiir 7 := 0] 'o € Sym(4,) und

t=20,...,5s—1 gilt dann ' ' .
7(0'(a)) = 07 0" (a) = o'(a).

Dies zeigt Ar = A, \ As,. Nach Induktion existieren paarweise disjunkte Zyklen o9, ..., 0, € Sym(A;)
mit Lange > 1 und 7 = g3...0y. Offenbar sind auch oy, ..., o; paarweise disjunkt und ¢ = o7 ... 0.

Eindeutigkeit: Seien ¢ = 01...0p = 71...7 zwei Darstellungen mit paarweise disjunkten Zyklen
O1ly...,0% sowie T1,...,7. Sei a € A mit o1(a) # a. Dann existiert genau ein 7; mit 7;(a) = o1(a).
Weiter ist o7(a) = 77(a) usw. Dies zeigt oy = 7;. Indem man beide Seiten mit o' multipliziert, erhlt
man gg...0p =Ty ...Ti—1Ti+1 - - - T{. Die Behauptung folgt nun leicht durch Induktion nach k. O

Bemerkung 2.8.
(i) Man kann die Schreibweise in disjunkte Zyklen

o= (at,...,as)(br,...,b)...

vollstdndig eindeutig machen, indem man a; = min{ay,...,as} < by = min{by,..., b} < ...
fordert. Dies wird im Computeralgebrasystem GAP realisiert.

(ii) Im Folgenden sagen wir, dass o € S, einen Zyklus 7 enthdlt, falls 7 in der disjunkten Zyklendar-
stellung vorkommt. Dabei wollen wir die Fixpunkte als 1-Zyklen mitzahlen.

(iii) Bekanntlich (Lineare Algebra?) lésst sich jede Permutation auch als Produkt von Transpositionen
schreiben, allerdings sind diese in der Regel nicht disjunkt.

Beispiel 2.9.

. 1 2 3 4 5 6
(i) (2,5,3,1)(3,1,6) = (1,6)(2,5,3) (Abbildungen werden von rechts nach links ausgewertet).

(iii) S3=1(),(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)}.

Satz 2.10. Firl <k <n gilt:

(1) Die Anzahl der k-Zyklen von Sy, ist k(%_'k),

(ii) Ist zi(o) die Anzahl der k-Zyklen von o, so gilt

% S ai(o) = %

’ O'ESn

(iii) Die durchschnittliche Anzahl von Zyklen einer Permutation o € S,, ist die n-te harmonische Zahl

"1
=1
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Beweis.

(i)

(i)

(iii)

Jeder k-Zyklus permutiert eine k-elementige Menge {a1,...,ar} C {1,...,n}. Fir die Wahl dieser
Menge gibt es (Z) Moglichkeiten . Jeder k-Zyklus auf dieser Menge lasst sich eindeutig
in der Form (a1, ba,...,bx) mit {ba,...,bx} = {ag,...,ar} schreiben. Dies liefert (k — 1)! Zyklen,
denn die Ziffern bo, ..., b, kann man beliebig permutieren. Insgesamt gibt es

n _onl(k-1)! n!
(k:) (k=1 = Kl (n—k)! ~ k(n—k)!

Zyklen der Lange k.

Sei C, C S, die Menge der k-Zyklen. Jeder k-Zyklus ist in (n— k)! vielen Permutationen enthalten,
denn man kann die n — k Ziffern aufserhalb des Zyklus beliebig permutieren. Es folgt

Z zi(0) = |{(o,¢) € Sy, x C : o enthilt c}| = Z (n— k) = |Ch|(n — k)! ® W n!

oES, ceCl

— k) Ok

Die durchschnittliche Zyklenanzahl ist

3|~
(]
g
&
S
I
=

nach . O

Bemerkung 2.11. Bekanntlich (Analysis) ist

v := lim (H, —logn) = 0,577...

n—0o0

die Euler-Mascheroni-Konstante. Fiir groke n ist daher H,, =~ log(n) + . Man weifs bislang nicht, ob v
rational ist.

Beispiel 2.12.

(i)
(i)

Die durchschnittliche Zyklenanzahl von o € Sg ist Hg = % ~ 2,71.

(Problem der 100 Gefangenen) Die Namen von 100 Gefangenen werden in 100 verschlossenen num-
merierten Umschldgen aufbewahrt. Die Gefangenen werden nacheinander gebeten 50 Umschlage
ihrer Wahl zu 6ffnen mit dem Ziel ihren eigenen Namen zu finden. Gelingt es jedem Gefangenen
seinen eigenen Namen zu finden, so erhalten alle die Freiheit. Sie diirfen sich vorher eine Strategie
iiberlegen, aber wiahrend des Experiments nicht kommunizieren. Was ist eine gute Strategie? Ohne
Strategie (d.h. jeder 6ffnet 50 zuféllige Umschlége) betriagt die Erfolgswahrscheinlichkeit nur

27100 = (219)710 = 102471 < 100071 = 107%.

Die Gefangenen werden durchnummeriert, sodass die Verteilung der Namen in die Umschléige
eine Permutation o € Sygg beschreibt. Ist der Gefangene mit Nummer a an der Reihe, so 6ffnet
er zunéchst Umschlag a und findet darin den Namen vom Gefangenen o(a). Danach 6ffnet er
Umschlag o(a) und findet darin den Namen von o2(a) usw. Auf diese Weise findet er seinen
eigenen Namen genau dann, wenn der Zyklus von o, der a enthélt Lange < 50 hat. Das Verfahren
ist also genau dann erfolgreich, wenn ¢ keinen Zyklus der Lénge > 50 enthélt. Offenbar kann o

13



hochstens einen solchen Zyklus enthalten. Die Anzahl der Permutationen mit Zyklus der Léinge

k > 50 ist daher
100

Z Z zi(0).

k=51 c0€S,

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Strategie scheitert ist folglich

| oo 100 100 ¢
=33 ao) =< / = da = log(2 - 50) — log(50) = log(2) < 0,7
" =51 08, k=51 50 ¥

(vgl. [Beispiel 2.4)). Die Erfolgswahrscheinlichkeit ist daher grofer als 30% (unabhéngig von der
Anzahl der Gefangenen).

Definition 2.13. Die Anzahl der Permutationen von S,, mit genau k Zyklen nennt man Stirling-Zahl
erster Art und schreibt dafiir [Z] Fasst man die Identitét auf der leeren Menge als Produkt von 0

Zyklen auf, so erhalt man [8] =1.

Bemerkung 2.14. Fiir n € Ny gilt

Beispiel 2.15.

(i) Nach Definition ist [}}] = 0, falls k = 0 < n oder k > n. Da id die einzige Permutation in S,
mit n Zyklen ist, gilt m = 1. Im Gegensatz zum Binomialkoeffizient ist also im Allgemeinen

HESIN
(ii) Eine Permutation mit nur einem Zyklus ist ein n-Zyklus. Aus [Satz 2.10| folgt [}] = (n — 1)!.

(iii) Offenbar ist [nfl] die Anzahl der Transpositionen und damit auch die Anzahl der 2-elementigen

Teilmengen von {1,...,n}. Dies zeigt [ "] = (5).

(iv) Nach |Bemerkung 2.14| ist [;1] =4l - [ﬂ — [g] — [jﬂ =24 —6—6—1=11. Die entsprechenden Per-

mutationen sind (1,2,3), (1,3,2), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4), (1,4,3), (2,3,4), (2,4,3), (1,2)(3,4),

Lemma 2.16. Fiir k,n € N gilt

n n n+1
[k—l] “M B [ k }
Beweis. Sei o € S, mit genau k — 1 Zyklen. Durch Anfiigen des 1-Zyklus (n + 1) erhélt man eine
Permutation in Sy mit genau k Zyklen. Sei nun ¢ € S, mit genau k Zyklen. Dann lésst sich die
Ziffer n + 1 an n Stellen in der Zyklendarstellung von o anfiigen (Beispiel: 4 einfiigen in (1,2)(3) ergibt
(4,1,2)(3), (1,4,2)(3), (1,2)(4,3)). Auf diese Weise erhdlt man n verschiedene Permutation in Sp41

mit genau k Zyklen. Offenbar entsteht jede Permutation von .S, 11 mit genau k& Zyklen auf genau eine
der beiden Weisen. Dies zeigt die Behauptung. O
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Satz 2.17. Fir 0 <k <n gilt

m - Y aa

0<ar1<...<ap_<n

Beweis. Induktion nach n: Fiir £ = 0 erhalt man die leere Summe, denn es gibt nur n — 1 natiirliche
Zahlen zwischen 1 und n — 1. In der Tat ist [g] = 0. Insbesondere gilt die Behauptung fiir n = 1. Sei
nun k£ > 0 und die Behauptung fiir n bereits bewiesen. Nach ist

n+1 n n
[ f :|:|:k_1:|—|—n|:k:|: Z ai...0p—k+1 +N Z ai...0p—k

0<a1<...<ap—g+1<n 0<a1<...<ap—_<n

= E al...0p41—k- O

0<ai<...<apy1-p<n+l

Beispiel 2.18. Fiir n € N gilt

(vgl. [Beispiel 2.15)).

Definition 2.19.

e Eine Partition einer (endlichen) Menge A ist eine Menge von paarweise disjunkten, nichtleeren
Teilmengen {Ai,...,A;} € 24 mit A = A; U...U A. Die Menge aller Partitionen von A
bezeichnen wir mit P(A). Man nennt b(n) := |P({1,...,n})| die n-te Bellzahl.

e Eine Partition von n € Ny ist eine Multimenge A := {k1,...,ks} CNmit n =k +... + ks. Man
nennt ki, ..., ks die Teile von . Die Menge aller Partitionen von n sei P(n) und p(n) := |P(n)|.

Beispiel 2.20. Die Partitionen von {1, 2,3} sind {{1,2,3}}, {{1},{2,3}}, {{2},{1,3}}, {{3},{1,2}}
und {{1}, {2}, {3}}. Die Partitionen von 3 sind 3=1+2=14 14 1. Also ist b(3) = 5 und p(3) = 3.

Bemerkung 2.21.
(i) Beachte: b(0) =1 = p(0), denn die leere (Multi)menge ist eine Partition von & (bzw. 0).

(ii) Ist {A1,..., Ax} eine Partition einer endlichen Menge A, so ist {|A1],...,|Ag|} eine Partition von
|A|. Umgekehrt kann man aus jeder Partition von n € N eine Partition von {1,...,n} konstruieren.
Dabher gilt b(n) > p(n) und b(n) > p(n), falls n > 3.

(iii) Wir werden Partitionen von Zahlen oft in der Form (kj,...,ks) mit k; > ... > ks oder in der
Form (1™t,... ,n™»):=(1,...,1,...,n,...,n) mit mq,...,m, € Ny schreiben.
SN—— N——
mi Mn,

(iv) Eine Relation auf einer Menge A ist eine Teilmenge ~ C A x A. Man schreibt a ~ b :<=> (a,b) € ~.
Man nennt ~ Aquivalenzrelation, falls fiir alle a,b,c € A gilt:

e a ~ a (reflexiv),
® a~b= b~ a (symmetrisch),

e a~b~c= a~ c (transitiv).
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Fiir a € A nennt man [a] := {b € A : a ~ b} die Aquivalenzklasse von a. Sei
Af~i={[d] s a € A}

die Menge der Aquivalenzklassen. Wegen a € [a] ist |J,c 4[a] = A. Sei nun z € [a] N [b] fiir a,b € A.
Mit a ~ x gilt auch x ~ a. Fiir ein beliebiges ¢ € A folgt

celal=z~a~c=brrx~c=br~c=cec b,

d.h. [a] C [b]. Aus Symmetriegriinden gilt auch [b] C [a], also [a] = [b]. Je zwei Aquivalenzklassen
sind also entweder gleich oder disjunkt. Somit ist A/~ eine Partition von A.

(v) Ist umgekehrt eine Partition {A1,..., Ax} von A gegeben, so erhdlt man durch
an~bi<= Ji:a,be A
eine Aquivalenzrelation auf A. Dabei gilt A/~ = {Ay,..., Ax}. Auf diese Weise entsprechen sich

Partitionen und Aquivalenzrelationen.

Beispiel 2.22. Die Gleichheitsrelation = ist eine Aquivalenzrelation auf jeder Menge A. Die entspre-
chende Partition ist {{a} : a € A}.

Satz 2.23. Sei (1%1,...,n%) eine Partition von n. Dann besitzt jede n-elementige Menge genau

n!
(1har .. (nl)aaq!. .. ap!

Partitionen der Form {Ay,..., A;} mit {|Ax|,..., A} = (1%, ..., n%).

Beweis. O.B.d.A. sei A = {1,...,n}. Man kann jede Anordnung by,...,b, der Zahlen 1,...,n in
eine Partition des gesuchten Typs verwandeln, indem man entsprechende Klammern { und } verteilt.
Wir kénnen dabei zundchst die a; 1-elementigen Teilmengen klammern, danach die as 2-elementigen
Teilmengen usw.:

(b1}, fbods o i it ), .

Von den n! moéglichen Anordnungen by, ..., b, filhren allerdings einige zur gleichen Partition. Man
kann einerseits die Elemente jeder k-elementigen Teilmenge beliebig permutieren, ohne die Partition zu
verdndern. Andererseits kann man die aj k-elementigen Teilmengen untereinander permutieren, ohne
die Partition zu verdndern. Je [];_, (k!)*a;! Anordnungen fithren daher zur gleichen Partition. Dies
zeigt die Behauptung. O

Beispiel 2.24. Die Anzahl der Partitionen von {1,2,3,4} vom Typ (2,2) = (1°,22) ist ﬁ;m =2 =3
Diese sind {{1,2},{3,4}}, {{1,3},{2,4}} und {{1,4}, {2,3}}.

Definition 2.25. Ist o0 € S, ein disjunktes Produkt von a; > 0 Zyklen der Lénge i, so nennt man
(191)...,n%) den Zyklentyp von o. Nach ist dies eine wohldefinierte Partition von n. Die
Anzahl der Fixpunkte von o ist a;.

Satz 2.26. Die Anzahl der Permutationen von S, mit Zyklentyp (1%,...,n%) ist

n!

191 . . npangy!.. . apy!’
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Beweis. Fasst man Zyklen als Teilmengen von {1,...,n} auf, so entspricht jede Permutation einer
Partition von {1,...,n}. Nach [Satz 2.23| entsprechen die Permutationen mit Zyklentyp (1%*,...,n%")

dabei genau
n!

[Tr=i (KD oway!

Partitionen. Es bleibt zu zéhlen wie viele Permutationen die gleiche Partition liefern. Da sich jeder
k-Zyklus eindeutig in der Form (by,...,bg) mit by := min{by,...,b;} schreiben lasst, liefern genau
(k — 1)! Zyklen die gleiche Menge {by,...,b;} (man kann die by, ..., by beliebig permutieren). Die
Anzahl der gesuchten Permutationen ist daher

n!

n! -
e [ (= )™ = e
T (et LLC [T, Fad

Beispiel 2.27. Die k-Zyklen von S, haben Zyklentyp (1"7%,k'). Deren Anzahl ist T n!

(n—k)RI1l
k:(nni—!k)! in Ubereinstimmung mit |Satz 2.10}

Definition 2.28. Die Anzahl der k-elementigen Partitionen einer n-elementigen Menge nennt man
Stirling-Zahl zweiter Art und schreibt dafiir {Z}

Bemerkung 2.29.

(i) Da jede Permutation mit k Zyklen eine Partition mit k& Teilmengen definiert, ist {7} < [}] fiir
alle k,n € N.

(i) Es gilt b(n) = [P({L,....n})| = Sp_o {1}-

Beispiel 2.30.

()Wleubhchlst{ }=1und {}} =0fiir k=0<n oder k> n. AuBerdem ist {]} =1 = {"} und

nnl} = [n 1] = (2)

(i) Jede 2-elementige Partition von A hat die Form {B, A\ B} mit B € 24\ {@, A}. Dies zeigt
{5} = $(00--m1 ) oty

(iii) Nach [Bemerkung 2.29)ist b(4) = {1} + {3} + {5} + {i} =1+ 22 -1+ (5) +1 =15.

Lemma 2.31. Fir k,n €N gilt

(=11

Beweis. Set A={1,...,n}und {Ai,..., Ag_1} eine Partition von A. Dann ist {A4;,..., Ap_1,{n+1}}
eine k-elementige Partition von {1,...,n + 1}. Sei nun {Ay,..., A} eine Partition von A. Dann kann
man die Zahl n + 1 zu jeder der Mengen A, ..., A; hinzufiigen und erhélt auf diese Weise eine k-
elementige Partition von {1,...,n+1}. Offenbar entsteht jede k-elementige Partition von {1,...,n+1}
auf genau einer der beiden Weisen. Dies zeigt die Behauptung. O
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Satz 2.32. Fir 0 <k <mn gilt

- £ acaw

1<a1<...<an_k<k

Beweis. Induktion nach n: Fiir k = 0 erhilt man die leere Summe in Ubereinstimmung mit {8} =0.
Insbesondere gilt die Behauptung fiir n = 1. Sei nun k£ > 0 und die Behauptung fiir n bereits bewiesen.

Nach [Cemma. 2.31] ist

n—+1 n n
{ i }:{k—1}+k{k}: Z al...an_k+1+k‘ Z aj...Qp—k

1<ar<...<ap_p1<k—1 1<ar<...<ap—k<k

= Z al...0p41—k- O

1<a1<...<apq1-x<k

Beispiel 2.33. Fiir n € N gilt

-2
{;‘}— 3 al...an_Q:nZ?fzznflq
k=0

1<a;1<...<ap—2<2

(vgl. Beispiel 2.30)).
Bemerkung 2.34. Man vergleiche das folgende Ergebnis mit [Satz 1.9

Satz 2.35. Fiir endliche Mengen A und B existieren genau {;g=}|B|! surjektive Abbildungen A — B.

Beweis. O.B.d. A. sei B={1,...,k}. Jede surjektive Abbildung f: A — B liefert eine k-elementige
Partition {f~1(1),..., f71(k)} von A. Fiir ¢ € Sym(B) ist auch o o f: A — B surjektiv und fiihrt zur
Partition

{00 )W), (o HTH R} ={F o7 W), FH e Ry = {71 (1), f (R
Man sieht leicht, dass dies die einzigen Abbildungen sind, die zur gleichen Partition fiihren. Die Anzahl

der surjektiven Abbildungen ist daher {|£|}|Sym(B)] = {'ﬁl}k!. O

Beispiel 2.36 (Sammelbilderproblem). Bei jedem Einkauf im Supermarkt bekommen Sie eine von n
verschiedenen Sammelkarten (zuféllig und gleichverteilt). Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Sie nach k Einkdufen alle Sammelkarten besitzen? Die k Einkdufe liefern eine Abbildung {1,...,k} —
{1,...,n}. Es gibt n* solche Abbildungen, von denen {Z}n' surjektiv sind. Die Wahrscheinlichkeit ist

daher
nil k
nk\nf’

Fir n = 20 erhalt man:

0,5

25 55 67 83 100 k
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Satz 2.37. Fiir k,n € Ny gilt

n|_ 1 - 1)k k n
kf k! 2 (1) 1)
=0
Beweis. Sei A :={1,...,n}, B :={1,.. k:} und M die Menge der surjektiven Abbildungen von A
nach B. Nach geniigt es |M| = Zl ol ( )l" zu zeigen. Firi=1,...,k sei

Fir 1 <i; < ... <14 < kist dann M; N...NM;, die Menge aller Abbildungen von A nach B\{i1, ..., }.
Insbesondere ist |[M;, N...N M;,| = (k — )" nach [Bemerkung 1.7] [Satz 1.25 zeigt

k k
M| = [BA\ (M U...UM,)| = k" +Z<_1>l(’;)<k oy = Z<—1>l('§) (D).
=1 =0

Die Behauptung folgt aus (I;) = (klil) O

Bemerkung 2.38. Aus folgt

n! = n'{Z} - kzi:(m—’f <:> k",

Asymptotisch gilt die Stirling-Formel

o

n! ~ 27m(ﬁ>n,

d.h.

lim —— =1
n—oo \/2mn(n/e)"

(ohne Beweis). Beispiel: 100! ~ 9,333 - 10157 und +/2007(100/¢)'%° ~ 9,325 - 10157,

Satz 2.39 (DoBINSKI-Formel). Firn € Ny ist

Beweis. Wegen {Z} =0 fiir k > n gilt

wobei in (x) die Cauchy-Produktformel fiir absolut konvergente Reihe benutzt wird (Analysis). O

Satz 2.40. Firn € Ny ist



Beweis. Sei A eine Partition von {1,...,n+ 1} und n+1 € A € Amit k:=|A| —1 > 0. Dann gibt es
(%) Moglichkeiten fiir A und A\ {A} ist eine Partition {1,...,n}\ A. Fiir A\ {A} gibt es also b(n — k)

Moglichkeiten. Es folgt
b(n+1) :kE_O <k>b(n—k) = g <k>b(k‘) O

k=0

Bemerkung 2.41. Man kennt keine einfache Formel fiir p(n). Hardy und Ramanujan haben aber
eW\/Zn/B
n)~———
p(n) 4n\/3

74/20000/3

; ‘hial- 4y ~ . 10106 e ~ . 10106
bewiesen. Beispiel: p(10*) ~ 3,617 - 10""° und 1000073 ~ 3,633 -10°°.

3. Mobius-Inversion

Definition 3.1. Eine Relation < auf einer Menge A heifst Ordnungsrelation (oder partielle Ordnung),
falls fiir alle a,b,c € A gilt:

e a < a (reflexiv),
e 0 <b<a= a=>b (antisymmetrisch),
e a <b<c= a<c (transitiv).
Gegebenenfalls nennt man (A, <) eine geordnete Menge. Man schreibt auch a > b, falls b < a und a < b
(bzw. a > 1), falls a < b # a (bzw. b < a # b).
Beispiel 3.2.
(i) Die tibliche ,Kleinergleich-Relation“ < auf R.
(ii) Die Teilmengenrelation C auf 24 fiir jede Menge A.
(iii) Die Teilbarkeitsrelation | auf N, aber nicht auf Z, denn 1 | —1 | 1.
)
)

(iv) Fiir jede geordnete Menge (A, <) ist auch (A, >) eine geordnete Menge.
(v) Fiir geordnete Mengen (Ay,<1),...,(Ap, <p) ist A1 X ... x A, durch

(al,...,an) < (bl,...,bn) 2<:>3k‘6N0Zalzbl,...,ak:bk,ak+1 <k4+1 bk—i—l

lexikografisch geordnet.

Definition 3.3. Fiir eine geordnete Menge (A, <) und a,b € A sei
[a,b] :={ce A:a<c<b}.

Man nennt (A, <) lokal endlich, falls |[{b € A :b < a}| < oo fiir alle a € A gilt. Gegebenenfalls definiert
man die Mébius-Funktion pua: A x A — 7Z rekursiv durch

1 falls a = b,

a,b =
pate-?) {_ Za§x<b pua(a,z) falls a # 0.
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Bemerkung 3.4. In der Situation von [Definition 3.3| gilt Zze[a b] pua(a,z) =0, falls a # b. Wir zeigen

> zefap] Ha(z,b) = 0 durch Induktion nach & :=T[a,0]| > 2. Fiir k = 2 ist

Z :U’A($’ b) = /‘A(av b) + :U’A(bv b) = :uA(av b) + MA(av a) = Z :U’A(aa .T) =0.
z€[a,b] z€la,b]

Sei nun die Behauptung fiir £ — 1 bereits bewiesen. Dann gilt

> pa(xb) =pad,b) = > > palw,y) =pala,a) = > Y palx,y)

z€[a,b] a<lz<bax<y<b a<y<b z€la,y]

= pa(a,a) — pala,a) = 0.

Satz 3.5 (MOBIUS-Inversion). Sei (A, <) lokal endlich. Fiir f,F: A — R sind dann dquivalent:

(1) |F(a) = Zf(a:) fir alle a € A.

r<a

(2) | f(a) = ZMA(x,a)F(:E) fir alle a € A.

z<a

Beweis. Da (A, <) lokal endlich ist, sind die Summen wohldefiniert. Sei F(a) = )", f(z) fir alle
a € A. Dann gilt -

Y nalr,a)F(z) =Y palr,a) Y f) =3 f) Y nalz,a)= f(a).

z<a z<a y<z y<a z€[y,al

Sei nun umgekehrt f(a) =3 ., pa(x,a)F(z) fir alle a € A. Dann folgt

S @) =33 o) Fy) =S Fly) Y. paly.2) 2 Fla). 0

z<a z<ay<z y<a z€ly,al

Bemerkung 3.6. ist besonders niitzlich, wenn py4 eine einfache Form hat.

Beispiel 3.7.

(i) Fiir jede Menge A ist (A, =) lokal endlich. Die Mobius-Funktion ist das Kronecker-Delta p4(a, b) =
0qp und die Mobius-Inversion reduziert sich auf f = F.

(ii) Offenbar ist (N, <) lokal endlich. Fur a € N gilt un(a,a) =1, pux(a,a+ 1) = —pn(a,a) = —1 und
pun(a,a +2) = —1 +1 = 0. Induktiv zeigt man leicht uyn(a,b) = 0 fir b ¢ {a,a + 1}.
liefert in diesem Fall

=3 (k) <= f(n) = F(n) - F(n—1).
k=1

Dies ist eine diskrete Version des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung (F' entspricht
dem Integral von f und f entspricht der Ableitung von F').
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(iii)

Fiir jede endliche Menge A ist (24, C) lokal endlich. Wir zeigen

(—1)P\XT falls X C Y,

X,Y)=
oA (X Y) {0 falls X ¢ V.

Die Fille X =Y und X ¢ Y sind klar. Sei also X C Y und & := |Y \ X| > 1. Induktiv nehmen
wir an, dass die Aussage fiir £ — 1 bereits gilt. Dann ist

poa(X,Y) == > (X, 2)=— > (-1IAW

XCZCY XCZCY
k—1

o M (SR NRACHEE R
=0

Fiir f,F: 24 — R gilt daher

F(B)= Y f(X) <+« f(B)= ) (-1)"F(X).

XCB XCB

Ersetzt man C durch D, so erhélt man analog

F(B)= ) f(X)+ f(B)= Y (-H)XVIF(X). (3.1)

XDB XDB

Seien A1,..., A, endliche Mengen und N := {1,...,n}. Wir definieren f, F: 2V — R durch

rn=|Nan U Al

iel FEN\I

F(I) = ‘ﬂ A

fir I € N. Fiir a € ();; A; existiert genau ein J 2 I mit a € (;c; 4; \ Ujen s 41 Dies zeigt

F(I) =23 ;57 f(J) und (3.1) liefert
0=f(@) =3 DN Al =1au.val+ 3 )14,
=Y i€l P#ICN i€l
Dies ist genau das Inklusions-Exklusions-Prinzip.

Auch (N, ) ist lokal endlich. Sei n = p{* ...p% die Primfaktorzerlegung von n € N. Wir definieren
die klassische Mobius-Funktion p: N — R durch

—1)® fallsa;=...=as =1,
p(n) = {( )
0 sonst.

Beachte: (1) = (—1)? = 1. Es gilt dann

> ) =) > plaqe) =Y Y, (=1F

d|TL k=0 qla"'7qk€{p17'”7ps} k=0 Mg{plv"vps}
|M|=k
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falls n # 1. Wir zeigen pun(a,b) = p(b/a), falls a | b. Dies ist klar fiir @ = b. Wir nehmen nun a # b
an und argumentieren durch Induktion nach b/a. Dann gilt

= wnlaw) = = 3 pla/a) = p(vfa) = 3 uly) = n(b/a).

alz|b alz|b M
T#b z#b @

hat also folgende Form

=" f(d) <= f(n) =Y _ u(n/d)F(d). (3.2)

dln dln

(vi) Sei n=pi'...p% die Primfaktorzerlegung von n € N. Dann gilt

S u(n/d)d = Z 3 (—1)th =n(1- pll) (1= pl) — o(n)

d|n t:0 1§i1<...<it§8

nach [Satz 1.27] [Gleichung 3.2] zeigt

> pld) =

din

Bemerkung 3.8. Man kann verallgemeinern, indem man R durch eine beliebige abelsche
Gruppe (G, -) ersetzt. Man erhalt dann

=[[ /@) <= fa) = [] F )"

x<a z<a

(Beweis ist genau der gleiche).

Definition 3.9. Sei (A, <) eine lokal endliche geordnete Menge und a,b € A. Ein Weg der Léinge [ <0
zwischen a und b ist eine Folge der Form a = z; < -+ < 2441 = b mit x1,..., 2541 € A.

Satz 3.10 (HALL). Sei (A, <) eine lokal endliche geordnete Menge und a,b € A. Sei w; die Anzahl der
Wege der Linge | zwischen a und b. Dann gilt

wala,b) =wop —wy +wy F....

Beweis. Induktion nach k := |[a, b]| < co. In der Summe sind nur endlich viele Summanden ungleich 0,
denn ¢; = 0 fiir [ > k. Im Fall £ = 1 gibt es nur den Weg der Lénge 0 zwischen a und a, d.h. pa(a,a) =
1 = ¢p. Sei nun k£ > 2 und die Behauptung fiir k£ — 1 bereits bewiesen. Sei a = x1 < --- < 2741 = b und
¢ = ;. Dann ist 1 < --- < 7 ein Weg der Lénge [ — 1 zwischen a und ¢. Nach Induktion liefert dieser
Weg den Beitrag (—1)" zu pa(a,c). Wegen pa(a,b) = —> .oy pala,c) liefert a1 < -++ < 241 den
Beitrag (—1)"*! zu pa(a, b). Umgekehrt lisst sich jeder Weg der Linge [ — 1 zwischen a und ¢ zu einem
Weg der Lange [ zwischen a und b fortsetzen. Dies zeigt die Behauptung. O
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4. Potenzreihen

Bemerkung 4.1. Fiir viele Zahlprobleme kennt man keine einfachen Formeln (man denke an p(n)).
Oft ist es gunstiger die Folge der gewiinschten Anzahlwerte in ihrer Gesamtheit zu betrachten. Durch
geschickte algebraische Umformungen kann man dadurch neue Identititen generieren. In diesem
Abschnitt werden hierfiir die Grundlagen gelegt.

Definition 4.2. Fiir einen Kérper K sei K[[X]] := KN = {(ag,a1,...) : a; € K}. Zwei Elemente
a = (ag,...) und = (bog,...) von K[[X]] lassen sich wie folgt addieren und multiplizieren:

a—+f:= (a0+b0,a1+b1,...) EK[[XH,

o= (aobo, arbg + agby, . . ., Zaibn_i, .. ) € KHX]]
=0
Wir setzen 0 := (0,0,...) € K[[X]] und 1 := (1,0,0,...) € K[[X]].

Lemma 4.3. Fir o, 3,7 € K[[X]] gilt

(@+B)+r=a+(B+7) at+pf=PF+a a+t0=a
(a-B)-y=a-(8-7) a-f=03a a-l=a
a-(B+v)=(a-B)+(a-7) WBeK[X]:a+d=0, af=0=a=0VE=0.

Beweis. Die ersten drei Aussagen folgen direkt aus den entsprechenden Axiomen in K. Sei nun

a = (ap,...), B = (by,...) und v = (cg,...). Fiir 6 := (—ag, —ai,...) gilt dann a + 6 = 0. Der n-te
Eintrag von a - (8 - ) ist

n n—i n %
Do bienig= 3 aibser =3 (3 asbis)ens
=0 =0 it jth=n =0 j=0

Dies zeigt (- ) -y =a- (8 -7). Wegen Y ;" aibp—i = Y ;" bian—; ist a- f = - a. Die Gleichung
a -1 = « ist leicht zu sehen. Der n-te Eintrag von a - (5 + ) ist

n

n n
> ailbniteni) =Y abpi+ Y aicn
i=0 i=0

1=0

und - (B +7) = (a- B) + (a - ) folgt. Sei schlieklich af = 0. Nehmen wir indirekt oo # 0 # 3 an. Sei
k := min{n € Ny : a,, # 0} und [ := min{n € Ny : b, # 0}. Der (k + [)-te Eintrag von af ist dann
Zfié aibiy1—; = apb; # 0. Dieser Widerspruch zeigt & = 0 oder g = 0. O

Bemerkung 4.4.

(i) besagt, dass man in K[[X]] wie in Z rechnen kann. Man nennt K[[X]] Ring der
(formalen) Potenzreihen. Seine Elemente schreibt man auch in der Form > > ja, X" = ag +

a1 X +asX?+ ..., wobei X = (0,1,0,0,...) eine Unbekannte ist. Es gilt dabei

ianX” = ian" <~ a, = b, VYn € Ny.
n=0

n=0

Bei der Multiplikation von Potenzreihen multipliziert man summandenweise und fasst anschlieffend
gleiche X-Potenzen zusammen. Man nennt ag das Absolutglied von . Wenn der Summationsbereich
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klar ist, schreiben wir kiirzer ) a,, X™. Auferdem werden wir das Multiplikationssymbol - weglassen
und ,,Punkt- vor Strichrechnung® benutzen, d.h. o 4+ v := (a - §) 4+ . Das Inverse von « bzgl. +
sei —a. Wie tiblich schreiben wir av — 8 anstatt o + (/).

(ii) Die Bedeutung des Wortes ,formal“ liegt darin, dass wir im Gegensatz zur Analysis keine Konver-
genz beachten, da X stets eine Unbekannte und keine reelle Zahl ist (daher auch die Verwendung
des Grofsbuchstabens). Stattdessen fiihren wir in [Definition 4.11| eine viel einfachere Metrik auf
K[[X]] ein.

(i) Fir a € K|[[X]] definieren wir aK[[X]] := {af : € K[[X]]}. Zum Beispiel ist XK[[X]] die
Menge der Potenzreihen mit Absolutglied 0.

(iv) Man kann K[[X]] zu einem Korper K ((X)) erweitern, indem man Potenzreihen durch (formale)

Laurent-Reihen der Form Y >, a, X™ mit k € Z und a,, € K ersetzt (Aufgabe 25)).

Beispiel 4.5. Fiir jeden Korper K existieren y 2 (X", > nX" und Y (—1)"X" € K[[X]]. Auferdem
ist

o X" X2 X3
exp(X) := Z P 1+ X+ 5 7t - + ... € Q[[X]] ((formale) Exponentialfunktion).
n=0
Es gilt

o0 o0 [e.9]
1-X)) X"=> X"-) X"=1.
n=0 n=0 n=1
Definition 4.6. Man nennt o € K[[X]] invertierbar, falls ein § € K[[X]] mit o = 1 existiert.

Bemerkung 4.7.

(i) Sind «, 8,y mit af =1 = ary, so gilt a(f — ) = 0 und es folgt 8 = 7, denn anderenfalls wére
1=apf =08 = 0. Also existiert hochstens ein 8 mit 3 = 1. Man nennt 8 das Inverse von « und
schreibt ! := $ oder 1/a. Allgemeiner setzen wir

Q... falls k£ > 0,
——

k. k-mal
* =31 falls k = 0,

(a™H)7F falls k < 0.
fiir k € Z.

(ii) Fir o, 8,7 € K[[X]] mit a5 = 7y schreiben wir % = a, falls § # 0 (wie in (i) ist dies wohldefiniert).

Lemma 4.8. Seia =) a, X" € K[[X]].
(i) Genau dann ist « invertierbar, wenn ag # 0 gilt.

(11) Existiert ein m € N mit o™ =1, so ist a € K.
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Beweis.

(i) Sei = b, X" € K[[X]] mit o = 1. Dann ist apbg = 1 und ag # 0. Sei umgekehrt ag # 0. Wir
definieren by, by, ... € K induktiv durch by := 1/ag und

k
1
by i= —— aibp_; € K
fiir K € N. Es gilt dann
k 1 falls k =0,
Zaibkﬂ‘ =
P 0 falls k> 0.
Dies zeigt af =1 fiir 5 := > b, X™.

(ii) Wir kénnen m > 1 annehmen. Fiir einen Primteiler p von m gilt (™/?)P = 1. Durch Induktion
nach m diirfen wir daher m = p voraussetzen. Sei indirekt o ¢ K und n € N minimal mit a,, # 0.
Der n-te Koeffizient von o =1 ist pag_lan = 0. Da « invertierbar ist (a=! = o™ 1), gilt ag # 0

und es folgt p = 0 in K (gilt beispielsweise fir |K| = p). Wir untersuchen nun den Koeffizienten

von X" in oF. Dieser hingt nur von a, ..., a,p ab. Nach dem Multinomialsatz gilt
p k kn .
(ap+ ...+ appX"P)P = Z ( )aoo B .anprk1+2k2+ +npknp
np+1 0 ) knp
(k07-~7knp)€N0
ko+...+knp=p

Fiir ko, ..., kpp < pist (ko P knp) offenbar durch p teilbar und verschwindet daher in K. Es bleiben
somit nur die Multimengen {ko, ..., kpp} ={0,...,0,p}, d. h.

(a0 + - + anp X )P = ab) + aB X" 4 ab X TVP o X

Der np-te Koeffizient von o ist also al, # 0 im Widerspruch zu o = 1. O

Bemerkung 4.9. Sind «, 3 € K[[X]] invertierbar, so auch a~! und af nach In diesem
Fallist (a7 !)™! = a und (aB)~! = a~157L. Die invertierbaren Potenzreihen bilden bzgl. Multiplikation
eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 (vgl. [Definition 10.2). Man nennt sie Einheitengruppe
von K[[X]] und schreibt dafiir K[[X]]*. Nach |Lemma 4.8 gilt K[[X]]* = K[[X]] \ XK[[X]].

Beispiel 4.10.
(i) Nach [Beispiel 4.5|ist ﬁ =Y X" die (formale) geometrische Reihe. Allgemeiner gilt

a_lX :Za—n—an

-1

fir a € K\ {0} und

3

a” —1
af =

k=0

a—1
fir o € K[[X]]\ {1} und n € N.

(ii) Fir verschiedene a,b € K \ {0}, sind X + a und X + b invertierbar und es gilt die Partialbruch-
zerlegung

1 1 ( 1 )
(X +a)(X+b) b—a\X+a X-+b

(rechte Seite auf Hauptnenner bringen).
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Definition 4.11. Fir a =) a, X" € K[[X]] sei

|C¥| — zfinf{kGNg:ak;éO} eR

die Norm von a, wobei |0 = 27> = 0.
Beispiel 4.12. Genau dann ist o € K[[X]] invertierbar, wenn |o| = 1.

Lemma 4.13. Fir o, 8 € K[[X]] gilt |aB] = |a||B8| und |a + 8] < max{|al,|B|} mit Gleichheit falls
la| # |B] (ultrametrische Ungleichung).

Beweis. O.B.d.A.sei @ =Y a, X" #0# 3 =>b,X" Sei |a| =27%, || =27  und 0. B.d. A. k > L.
Dann gilt

o0
af = apb X+ Z cp X"
n=k+1+1

fiir geeignete ¢, € K. Wegen aib; # 0 folgt |aB| = 2757t = |a||A]|.

Aus ay,, + b, # 0 folgt a, # 0 oder b, # 0. Wegen k > [ ist dann n > [ und |a+ 3| < 27! = max{|a/, |B]}.
Fiir k> list a+ b = b #0und |a + 3| =274 O

Satz 4.14. Durch d(«, ) := |a — B| wird K[[X]] zu einem vollstindigen metrischen Raum.

Beweis. Offenbar gilt d(a, 8) = d(8,a) > 0 mit Gleichheit genau dann, wenn a = (. Daher ist d
symmetrisch und positiv definit. Die Dreiecksungleichung folgt aus der ultrametrischen Ungleichung

d(a,7) =la—7]=la—= B+ 8-~ <max{|la - B],[8 — 7]} < |a =B+ |6 — 7| =d(a, B) +d(B,7).

Sei ai, ag, ... € K[[X]] eine Cauchyfolge mit oy, = Y ampX™ fiir m € N. Fiir jedes k € N existiert
M = M(k) > 1 mit |ay, — ay| < 27F fiir alle m > M. Dies zeigt Amn = apy fiir alle m > M und
n < k. Wir definieren

Ak = AM(k),k

und o = 3" a, X™. Dann gilt [ — apy| < 27F = 0, d. h. limy, 00 4y = o Also st K [[X]] vollstéindig
brgl. d. 0
Lemma 4.15. Ist oy, aa,... € K[[X]] eine Nullfolge, so konvergieren > p- ; ar und [ o (1 + ag).

Beweis. Nach geniigt es zu zeigen, dass die Partialsummen Cauchyfolgen sind. Fiir € > 0 sei
N >0 mit |oy| < € fiir alle k > N. Fiir k > 1 > N gilt

k l k
‘ E ; — E ol = ‘ E (67
=1 i

13
< max{|a,~]:i:l+1,...,k}<e,

=1 i=l+1
k l l k
I +e0 =TI +a)| =TT +al| TT O +a 1| =] > TJeu
i=1 i=1 =1 ] i=l+1 GAIC{IH1,....k} i€l
<max{|ag|:i=1+1,...,k} <e O
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Bemerkung 4.16.

(i) Sei o, ... € K[[X]] eine Nullfolge und oy, = ) ap, », X™. Fiir jedes n sind dann nur endlich viele

der Koeffizienten a1 p, a2, ... von 0 verschieden. Dies zeigt
[o.¢] (0.)
S =35 (S ) ¥
n=0 k=1

d. h. fiir die Berechnung des Koeflizienten von X™ braucht man nur endlich viele Terme auswerten.
Das Gleiche gilt fiir []72 (1 + o). Zum Beispiel ist

I+X)1+ XA+ XA +XY ... =1+ X+ X2 42X 42X+ ...

(ii) Fir v € K[[X]] und Nullfolgen a1, ..., f1,... gilt wie iiblich > ar + > B = > (ag + Bx) und
VDo g =D Yo

(iii) Es gilt

(D anx™) (Do tax™) = - abix™,

k,1>0

denn die rechte Seite konvergiert egal in welcher Reihenfolge iiber die Paare (k,[) summiert wird.

Beispiel 4.17. Fiir « € XK[[X]] ist [@"] = |a|" < 27 — 0 und )} a™ = 1. Wir haben in der
geometrischen Reihe also X durch a ersetzt.

Definition 4.18. Fir a = ) a, X" € K[[X]] und 8 € XK[[X]] definiert man

aof:=a(f) = Z a,B".
n=0

Bemerkung 4.19. Fiir beliebige a, 8 € K[[X]] wire der 0-te Koeffizient Y 3>, aob§ von a(B) im
Allgemeinen nicht wohldefiniert.

Beispiel 4.20. Fiir a = Y a, X" € K[[X]] gilt a(X?) = 3" @, X?" und «(0) = ao.

Lemma 4.21. Fir o, 3,7 € K[[X]] und jede Nullfolge a1, ... € K[[X]] gilt (falls wohldefiniert):

Xoa=a=aolX, (4.1)

(D an) s =D (ko) (4.2)
(aB) oy = (aov)(Bo), (4.3)
ao(foy)=(aop)on. (4.4)

Beweis. |Gleichung 4.1]ist trivial. Mit den Bezeichnungen aus [Bemerkung 4.16)| gilt

(Z Oék> of = ,i)(g ak,n) B = g(i ak,nﬁn) = Z(ak o f3).
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erhilt man durch

(af) oy = Zzakbn WY —ZZ a7 ) (17" ") = (@ 07)(B o).

n=0 k=0 n=0 k=0
In (4.4) diirfen wir o = X™ nach (4.2) annehmen. Mit (4.3]) folgt
ao(foy)=(Bo7)"=p"oy=(aopB)on. 0

Bemerkung 4.22. Tm Allgemeinen ist o3 # foa, ao(B7y) # (aof)(aoy) und ao(S+7) # aoB+aoy
(Aufgabe 23)). Die letzte Gleichung lésst sich fiir die Exponentialfunktion korrigieren.

Lemma 4.23 (Funktionalgleichung). Fir jede Nullfolge ay, g, ... € XQ[[X]] gilt

exp(Z ak> = Hexp(ak). (4.5)

Insbesondere ist exp(kX) = exp(X)* fir k € Z.

Beweis. Wegen Y ay, € XQ[[X]] und exp(ag) € 1—|—ak—|—%i—|—. .. sind beide Seiten von (4.5)) wohldefiniert
(Lemma 4.15). Fiir zwei Summanden «, 8 € XQ[[X]] gilt

k n—k
explo+8) =3 2T zz() :
n=0 k=0
n k n—k

_ZZ kl(n—k :Z n Z = exp(a) exp(f).

n=0 k=0

Induktiv erhalt man (4.5) fiir endlich viele Summanden. Schlieflich ist

‘Hexp(ak) —exp(iakﬂ H\exp ag) ]’ H exp(ag) — 1| — 0.

k=1 k=1 k=n+1

Fiir k € Ng ist exp(kX) = exp(X +...+X) = exp(X)*. Wegen exp(kX) exp(—kX) = exp(kX —kX) =
exp(0) = 1 gilt exp(—kX) = exp(kX)™! = exp(X)~*. Daher gilt die letzte Behauptung fiir alle
ke Z. O

Satz 4.24. Fir jedes o = Y a, X" € K[[X]] mit ap = 0 und a1 # 0 existiert genau ein € K[[X]]
mit B(a) = a(B) = X. Daher ist K[[X]]° := XK|[[X]] \ X2K[[X]] eine Gruppe bzgl. o mit neutralem
Element X.

Beweis. Sei of = Yoo apn X™ fiir k € Ng. Wegen ag = 0 ist agy, = 0 fir n < k und ap, = af # 0. Wir
definieren induktiv by := 0, by := é # 0 und

= Z e b

Gnn

fir n > 2. Fir g :=>_b,X" € K[[X]]° gilt dann

Zbka = ZZbkakn = i(zn: bka;m)X" =X

k=0 n=0 n=0 k=0
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Vertauscht man die Rollen von o und f, so erhélt man v € K[[X]]° mit v(5) = X. Nach
gilt
a(f) =Xo(aof)=(yopB)o(aof)=yo(fea)of=y0Xof=7(8)=X.

Also ist 8 das Inverse von a bzgl. o. Insbesondere ist § eindeutig bestimmt und K[[X]]° ist eine
Gruppe. O

Bemerkung 4.25. In der Situation von [Satz 4.24| nennt man 5 die Umkehrfunktion von «. Beachte:
B # a~! (wir werden keine Bezeichnung fiir die Umkehrfunktion einfiihren).

Beispiel 4.26. Sei a die Umkehrfunktion von X 4+ X2 + ... = % Dann gilt

undesfolgta:H_LX:XfX2+X37....

Definition 4.27. Fiir « = > a, X" € K[[X]] nennt man

o == inanX"_l € K[[X]]
n=1

die (formale) Ableitung von a. Sei aukerdem a(® := o und o™ := (a1 die n-te Ableitung fiir
n € N.

Beispiel 4.28. Es gilt 1’ =0, X’ = 1 sowie

> xn-1 > n
/
exp(X) :Zn py :ZF = exp(X).
n=1 ’ n=0

Bemerkung 4.29. Mit Ableitungen lassen sich die Koeffizienten von oo = )" a, X™ € C[[X]] berechnen:
a9(0) = a(0) = ag, &/(0) = a1, &’(0) = 2as, . ..,a™(0) = nla,. Daher gilt

> o™
a= Z a n!(O) X" (Taylorreihe).
n=0

Uber beliebigen Koérpern K kann man nicht immer durch n! teilen. Als Ersatz kann man die k-te
Hasse-Ableitung

H* () = i (Z) a4, X"

n=k

fir o =Y a, X" € K[[X]] definieren. Es gilt nun analog ov = >~ >° s H" () (0) X",
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Lemma 4.30. Fir o, € K[[X]] und jede Nullfolge a1, a, ... € K[[X]] gilt

(Z ag | = Z ) (Summenregel),

(aB) = d'B+af ( Produktregel),

=_F (Quotientenregel),
(aoB) =d(B)p (Kettenregel).

Beweis.

(i) Mit den Bezeichnungen aus [Bemerkung 4.16| gilt

(Z ozk;)/ = <ggak,nX”>/ = iinakﬂ)("_l = i(i naka"_l) = Za;c.

n=0 k=1 k=1 n=0

(ii) Nach (i) darf man o = X* und 8 = X! annehmen. Dann ist

(@B) = (X*) = (k+ DX = pXF X 4 IX T IXP = o/ B+ Bl

(iii) O.B.d.A. sei ag, # —1 fiir alle £ € N (anderenfalls sind beide Seiten 0). Aus erhélt man
induktiv

/

(TTa+awn) =TT +aw ; e

k=1 k=1

fiir alle n € N. Die Behauptung folgt mit n — oco.
(iv) Aus folgt
!/ aﬁ/
oo () (o
B B ) B
(v) Nach gilt (o) = na™ 1’ fiir n € Ng. Aus der Summenregel folgt

(aoB) = <Z an5”> Zan (B") Znanﬁ” '8 =d ()5 O

Bemerkung 4.31. Die Produktregel impliziert auch die Faktorregel (Aa) = Ao’ fiir A € K und
a € K[[X]].

Beispiel 4.32. Wir definieren den (formalen) Logarithmus durch die Mercator-Reihe

co n— X2 XS
log(1+ X) =X-—4—F... X]|.
og(1 + ; 5+ 5 Fo € QIX]]

Nach |Satz 4.24] besitzt v := exp(X) — 1 eine Umkehrfunktion und log(exp(X)) = log(1 4+ «) € Q[[X]]°.
Wegen

1
loc(1+ XY =1-X+X%2F... = XV =—
og(1+ X) FXIF =) (X =
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folgt
o  exp(X) 14+a

1 X)) = = —
og(exp(X)) 4o~ 1l+ta —1ta

aus der Kettenregel. Dies zeigt log(exp(X)) = X. Also ist log(1 + X) die Umkehrfunktion von
o = exp(X) — 1 wie in der Analysis. Auferdem gilt log(1 — X) = — >0 X",

n=1 n

Lemma 4.33 (Funktionalgleichung). Fiir jede Nullfolge oy, o, ... € XQ[[X]] gilt

1og<H 1—1—0%) Zlog + ay).

Beweis.

log(H(l + ak)> = log (H exp(log(1 + ozk))) Ig3110g(exp<§: log(1 + ak)>)

= Z log(1 + ay,). O

Beispiel 4.34. Nach gilt

log(ﬁ> :log(l _1X) +log(1— X) — log(1 — X) = log<1 1X(1 —X)) ~log(1 — X)

=log(1) —log(l — X) = —log(1 — Z —

Definition 4.35. Fiir ¢ € C und o € XC[[X]] definieren wir

(14 «)¢:=exp(clog(l + a)).

Im Fall ¢ = 1/k mit k € N schreiben wir ¢/T + a := (1 + )'/* und speziell /1 + a := ¥1+ a.

Bemerkung 4.36.

(i) Nach der Funktionalgleichung gilt
(14 a)%(1 + a)? = exp(clog(1 + ) + dlog(1 4+ a)) = (1 + a)°™

fiir ¢,d € C wie gewohnt. Fiir ¥ € N ist demnach /1 Ta =1+ a, d.h. {/1+ « ist eine
k-te Wurzel von 1 + o mit Absolutghed 1. Sei auch 8 € C[[X]] mit ¥ = 1 + a. Dann hat

Y1+ aB~! Ordnung < k in C[[X]]*. Aus [Lemma 4.8} m folgt, dass ¥/1 + af~! konstant ist, d. h.
B = B(0)¥/1+ a. Daher ist /1 —|— a d1e einzige k-te Wurzel von 1 4+ a mit Absolutglied 1.

(ii) Der folgende Satz verallgemeinert sowohl den Binomialsatz (¢ € N) als auch die geometrische
Reihe (¢ = —1).

Satz 4.37 (NEwTONscher Binomialsatz). Fiir o € XC[[X]] und ¢ € C gilt




Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir = X zu beweisen. Nach der Kettenregel gilt

(1+X)°

=c(1+Xx)t
rx 4tX)

(14 X)) = (exp(clog(1 + X)) = c

und induktiv folgt ((1+ X)¢)*) =¢(c—1)...(c— k+1)(1 + X)**. Die Behauptung folgt nun aus der
Taylorreihe. O

Beispiel 4.38. Sei ¢ € C mit ¢" = 1 (vgl. [Definition 6.29) und a := (1 + X)¢ — 1 € XC[[X]]. Dann
gilt coa=(1+(1+X)—-1)¢~1=(1+X) —1 und induktivao...oa=(1+X)"" —1= X, d.h.
die Ordnung von « in der Gruppe C[[X]]° teilt n. Im Gegensatz zu besitzt C[[X]]° also

sinteressante Elemente endlicher Ordnung.

Definition 4.39. Fiir n € Ng sei X™!:= (1 - X)(1 — X?)...(1 — X"). Fiir 0 < k < n nennt man

n X 1—Xn 11— Xkl
<k:> = Xhxem - 1o xF 1ox © KA

Gaufischen Binomialkoeffizienten. Fir k < 0 oder k > n sei <Z> = 0.

Bemerkung 4.40. Wie immer ist () = () = 1 und (}) = (") fiir alle n € Ny und k € Z. Auferdem

gilt (=455 =1+X+...+ X" ! und

Lemma 4.41. Firn € Ng und k € Z gilt

(R = (= (e ()

Beweis. Fir k > n-+1 oder & < 0 sind alle Terme 0. Fir kK = n + 1 oder k = 0 sind beide Seiten 1. Fiir
1<k <ngilt

k(" N n _ (Xkl—X”k+1+1) xXn _ 1— Xxntl xXm
k) \k—1 1— XF XE-TIXn—h+1] ~ 1 Xk Xh-LIxn+I—k|

n—+1 n—+1 _ n n
=Gl Cortoi) (e
n n
— Xn+1—k )
()G .
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Bemerkung 4.42. Man vergleiche die Rekursionsformeln[g]

=)+ ()

Man kann also ((})), [¢], {}} und (}) mit einem modifizierten pascalschen Dreieck berechnen.

Satz 4.43 (GAussscher Binomialsatz). Firn € N und a € K[[X]] gilt

T+ axt) = 3 (7 )arxt®)

k=0 k=0

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 1 sind beide Seiten 1 + «. Fiir den Induktionsschritt lassen wir alle
Summen von —oo bis oo laufen (das macht Indexverschiebungen einfacher):

n o0

[[a+axh=a+axy 3 (F)arx®

k=0 k=—o00

S NIRRT IORS J R PO
— nﬁ oFx(5) DIP Gatas nin oFx(5)
X )

<n_k+1>aX Z< N >aX : O

Bemerkung 4.44. Es gibt auch eine Vandermonde-Identitét fiir <Z>

5. Erzeugende Funktionen

Definition 5.1. In diesem Kapitel sei stets Q C K. Fiir eine Zahlenfolge ag, a1, ... € C nennt man
>0 o anX™ € C[[X]] die erzeugende Funktion von ag, a1, . . ..

Beispiel 5.2.

(i) Die erzeugende Funktion der konstanten Folge 1,1, ... ist (1 — X)~L.

2Alle Formeln lassen sich vereinheitlichen: [J. Konvalina, A unified interpretation of the binomial coefficients, the Stirling
numbers, and the Gaussian coefficients, Amer. Math. Monthly 107, (2000), 901-910]
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(i) Ist o € C[[X]] die erzeugende Funktion von ag, ay, ..., so ist a(—X) die erzeugende Funktion von
ap, —ai,a, .. ..

(iii) Ist v die erzeugende Funktion von ag, a1, . . ., so ist o’ die erzeugende Funktion von 0, a1, 2as, 3as, . . ..

Zum Beispiel ist (1_1 X)/ = (1_1X)2 (Quotientenregel) die erzeugende Funktion von 0,1,2,3,.. ..

(iv) Jede k-elementige Multimenge A C {1,...,n} entspricht genau einer Zerlegung k = k1 + ... + kp,
wobei k; € Ny die Vielfachheit von i in A angibt. Dies zeigt

1 oo n oo oo
o () =X =y (())x
k=0 k=0 (K1,....,kn)END k=0
ki+..+kn=~k

fir n € N (vgl. [Satz 4.37)).

(v) Wir betrachten die rekursiv definierte Fibonacci-Folge fo:=0, fi :=1 und fp41 := fn—1 + fn fir
n €N (also 0,1,1,2,3,5,8,...). Fir a:=>_ f, X" € R[[X]] gilt dann

o0 o0
a=X+Y fuX"=X+) (fa2+ fo)X" =X + X0+ Xa.

n=2 n=2

Also ist

Satz 5.3 (BINET-Formel). Fir n € Ny gilt

) ()"

Beweis. Sei o wie in :Beispiel 5.2l Ist ¢ := HT\/L;’ € R der goldene Schnitt und ¢ := 172‘/5 € R, so gilt
(X +¢)(X +9) = X*+ X — 1. Partialbruchzerlegung (Beispiel 4.10|) ergibt

-X X 1 1 X 1 L
T XX+ :¢—¢<X+¢_X+w) :E(XJMD_X“”)'

Nun ist ¢! = 1+2\/5 = —¢ und

X @_Z(_@)—n—an-‘rl — _anXn
n=1

X+
Es folgt
H( - e = 3 T - e
a=—7=() ¢"X"— w”X")Z —= (" =) X
\/5 n=1 n=1 n=0 \/5
Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung. O

Bemerkung 5.4.
(i) Da der zweite Summand in kleiner als 3 ist, erhilt man durch Runden die einfachere

Formel

1(1+J5)"]'

f":[wg 2
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(ii) Man kann f,, auch kombinatorisch interpretieren: Sei g, die Anzahl der {1,2}-Folgen, deren
Summe n ergibt. Sicher ist go = 0 und g1 = 1. Ist (ay,...,az) € {1,2}¥ mit > a; =n + 1, so ist
(ai,...,ar_1) eine Folge mit Summe n oder n — 1, je nachdem, ob a; = 1 oder aj = 2 gilt. Dies
zeigt gnt1 = gn + gn—1 und es folgt g, = f, fiir alle n € Nj.

Satz 5.5. Es gilt

i) | Spmx =T | (Buie),
n=0 k=1

(i4) > bfﬁ)xn = exp(exp(X) — 1).

n=0

Bewezs.

(i) Wegen (1 — X*)=1 = 3" (X*)" € 1 + X*K|[[X]] ist das unendliche Produkt wohldefiniert
(Lemma 4.15). Die Partition (1%1,...,n% ) von n € Ny erfillt a; + 2a + ... 4+ na,, = n. Daher ist
p(n) die Anzahl aller Losungen (aq, ..., a,) € Ny mit a; + 2a2 + ... + na, = n. Dies ist genau
der n-te Koeflizient von

[e.9]

A+ X+ X2+ X4 A+ X2+ X224 X204 )1+ X34 X240 x4 ) =[] —=

(ii) Sei o := exp(exp(X) — 1) = > % X". Dann ist ap = exp(exp(0) — 1) = exp(0) = 1 = b(0). Die
Kettenregel liefert

o0

Z Intl xn — of = exp(X) exp(exp(X) — 1)

n!
n=0
B 00 1 i 00 W o\ 0o n ax .
- () (R -
k=0 k=0 n=0 k=0
Daher ist any1 = > 5o (7)ax fiir n > 0 und die Behauptung folgt aus [Satz 2.40 O

Bemerkung 5.6. Man kann Partitionen A = (A1,...,Ag) (mit \y > ... > X\¢) von n € N durch
Young-Diagramme (auch Ferrers-Diagramme genannt) visualisieren. Zum Beispiel:

(5,3,22,1%) = | ]

Durch Spiegelung an der Diagonalen erhilt man das Young-Diagramm der konjugierten Partition
N = (M,...,A]) von n. Zum Beispiel:

(5,3,22,1%) = [ [ 1=(7,4,2,1%
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Im Allgemeinen gilt X; = [{j : A\; > i}| fiir i = 1,...,l. Auberdem ist \” = X\. Man nennt \ symmetrisch,
falls X = \.
Satz 5.7. Seien n, k € Ny.

(i) (EULER) Die Anzahl der Partitionen von n in ungleiche Teile ist gleich der Anzahl der Partitionen
i ungerade Teile.

(i) Die Anzahl der Partitionen von n in k Teile ist gleich der Anzahl der Partitionen mit gréfitem
Teil k.

(11i) (SYLVESTER) Die Anzahl der symmetrischen Partitionen von n ist gleich der Anzahl der Partitionen
in ungleiche, ungerade Teile.

Bewets.
(i) Ist u(n) die Anzahl der Partitionen in ungleiche Teile, so gilt

(1-X2)(1 - X%
1-X)1-Xx2)

dumX"=(1+X)1+ X1+ X%)... =
1
(1—X)(1—X3)(1—X5)...
=(I+X+X24+ )0 +X34+X4+..)....

Auf der rechten Seite steht die erzeugende Funktion von der Anzahl der Partitionen in ungerade
Teile.

(ii) Die Abbildung X\ — ) liefert eine Bijektion zwischen den angegebenen Mengen.

(iii) Die folgende Abbildung liefert die gewtiinschte Bijektion:

{symmetrische Partitionen von n} — {Partitionen in ungleiche, ungerade Teile},
()\17'”7)%) — (2/\1 —1,2X0 — 3,2)3 —5,...)

Beispiel 5.8. Fiir n = 8 erhélt man

Partitionen in ungleiche Teile: (), (7,1), (6,2), (5,3), (5,2,1), (4,3,1
Partitionen in ungerade Teile: (7,1), (5,3), (5,13), (3%,12), (3,1°%), (1%)
Partitionen in ungleiche, ungerade Teile: (7,1), (5,3)

Symmetrische Partitionen: (32,2), (4,2,12)

Partitionen in 4 Teile: (5,1%), (4,2,1%), (32,12), (3,22, 1), (29)
Partitionen mit groftem Teil 4: (42), (4,3,1), (4,2%), (4,2,12), (4,1%)

Bemerkung 5.9. Sei pi(n) die Anzahl der Partitionen von n in Teile < k (nach ist dies auch
die Anzahl der Partition in hochstens &k Teile). Der Beweis von [Satz 5.5( zeigt

o0
Zpk(n)X":(1+X+X2+...)(1+X2+X4+...)...(1+Xk+X2k+...):ﬁ.
n=0 :
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Wir studieren nun die Anzahl py,;(n) = p;x(n) der Partitionen von n mit hochstens k& Teilen und jeden
Teil < [. Dies sind genau die Partitionen, deren Young-Diagramm in ein Rechteck der Grofe &k x [ passt.
Der verbleibende Teil des Rechtecks um 180° gedreht ergibt eine Partition von kl — n vom gleichen

Format:
ﬂ B H

Dies zeigt pr1(n) = pri(kl —n).

Satz 5.10. Fir k,0 >0 gilt
[e.e]
n k+1
St = (10,
n=0

Beweis. Induktion nach k + [. Fiir £ = 0 oder | = 0 sind beide Seite gleich 1. Sei also k,I > 1. Sei
A = (A1, A2,...) € P(n) mit hochstens k Teilen und jeden Teil < I. Ist Ay = [, so ist (A2, A3,...) €
P(n — 1) mit hochstens k — 1 Teilen. Anderenfalls ist jeder Teil von A hochstens [ — 1. Dies zeigt
Pei(n) = pri—1(n) + pr—11(n —1). Fir P(k,1) := > pr(n)X™ gilt daher

P(k,1) = P(k,1 — 1) + X'P(k — 1,1).

Die Behauptung folgt nun durch Induktion und [Cemma 4.41] O

Bemerkung 5.11. Fir £, N > 0 gilt

> k) = pen—k(M)X" = D () = pen-r(n) X" —0 (N = o)
n=0 n=N—k+1

und
/N - |
Nliﬂo<k> =2 X" = o

Fiir k,1 € Z gilt analog

2N +k s > 1
NGRS WATAISTEELED SEOELE Fe

n=0 m=1

Beide Grenzwerte lassen sich auch aus der Definition von <Z> herleiten.

Satz 5.12 (ERDOS-TURAN). Seien n,d € N. Die Anzahl der Permutationen von Sy, deren Zyklenlingen
nicht durch d teilbar sind, ist
[n/d]

kd -1
|
m [T 5t
k=1

Beweis (POLYA). Die Anzahl der Permutationen vom Typ (14,... n!n) ist

n!
10 .. .nl"h! )
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nach Die gesuchte Anzahl, geteilt durch n!, ist daher der Koeffizient von X" in

[ 5(5) = TTewntxtn Pono(S50) =en(3- 5 -3 50)

=1 1=0 dfk dfk k=1 k=1
1
=exp(—log(l — X) + g log(1 — X9)) R X‘L'1 —x

d—

B (S (5 (1),

T q*

)_.

=0
Darin tritt X™ genau dann auf, wenn n = gd +r mit 0 < r < d und ¢ = [n/d| (Division mit Rest).
Der Koeffizient ist dann

_ 4 1 _ _
(_1)q<(1 qd)/d) ) b 1 kdkd 1 -

Beispiel 5.13. Eine Permutation hat genau dann ungerade Ordnung, wenn sie nur aus Zyklen ungerader
Lange besteht. Die Anzahl der Permutation in .S,, mit ungerader Ordnung ist daher

| LnH/QJ 2k — 12.32....-(n—1)2 falls n gerade,
n!
12.32.....(n—2)%-n falls n ungerade.

Satz 5.14 (EULERs Pentagonalzahlensatz).

s s 3k2—k 3k24k > 3624k
H(l—Xk) :1+Z(_1)k<X 3 _A,_XT) — Z (_1)7€XT
k=1 k=1

k=—o00

=1-X-X?>+X°4+ X" —xP2_xbB

Beweis (FRANKLIN). Sei n € N und A, die Menge der Partitionen von n in ungleiche Teile. Fiir
A € A, sei |\ die Anzahl der Teile von \. Der n-te Koeffizient von (1 — X)(1 — X?)... ist dann
Z/\eAn(—l)w (vgl. Beweis von . Sei zuniichst n # (3k2 + k) /2 fiir alle k € N. Wir konstruieren
eine Permutation F' auf A,, mit |[F'(\)| = |A| £ 1 fiir alle A € A,,. Dann folgt

S (DN = 3T (FO = - 3 (=g
AEA, AEAR NeAn

wie gewlinscht. Sei A = (A1,...,\) € Ay mit Ay > ... > N und s:=max{1 <i<[: )\ =X —i+1}.

Wir definieren
F() = M =1, =1L, Asi1, -5 A, 8) falls s < Ay,
ol A F L A, A1) falls s > A

.? r .h!:'
Dies funktioniert nur in zwei Féllen nicht: Im ersten Fall ist A = (2k — 1,2k —2,..., k) und

2k—1
2R\ (R 3K2—k
=2 (3)-0) -7

i=k
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Im zweiten Fall ist A = (2k,2k —1,...,k+ 1) und

2k
. 2k +1 E+1 3k2 + k
= 3= (M) () =T

i=k+1

Beides war ausgeschlossen. Also ist F' wohldefiniert und |F()\)| = || £1 fiir alle A € A,,. Wegen F? = id
ist F' eine Permutation.

Ist nun n = (3k? 4 k) /2, so kann man F immer noch auf A,, \ {1} definieren, wobei p eine der beiden
oben genannten Partitionen ist. Man erhélt dann

PO R C R SN e N CE LD DI GV e
A€hn A€\ {p} A€An\{p}

wie gewiinscht. O

Bemerkung 5.15. Aus den Sétzen 5.5 und folgt

und

fiir n € N, wobei p(k) := 0 fir & < 0. Man erhélt eine Rekursionsformel:

p(0) =1,
p(n)=pn—1)+pn—2)—pn—>5)—pn—7T)+... (n € N).

Beispiel 5.16. Es gilt

p(1) =p(0) =1,

p(2) = p(1) +p(0) = 2,

p(3) =p(2) +p(1) =3,

p(4) =p3) +p(2) =3+2=25,

p(5) = p(4) +p(3) —p(0) =5+3-1=7,
p(6) =p(5) +p4) —p(1) =7+5—-1=11

(vgl. https://oeis.org/A000041).

Satz 5.17 (DURFEEs Quadrat-Satz). Es gilt

o] 0o XkZ
D pmX" =3 (XF2”

n=0 k=0
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Beweis. Sei A € P(n) und k € N maximal mit Ay > k. Das bedeutet, dass das Young-Diagramm von
A ein Quadrat @ mit Seitenldnge k enthélt, aber keines mit Seitenliange k + 1. (Man nennt ) das
Durfee-Quadrat von X). Unterhalb von @ befindet sich eine Partition mit grofstem Teil < k. Rechts
neben @ befindet sich eine Partition mit hochstens k Teilen.

|

Die Anzahl beider Partitionen wird durch pj gezéhlt. Daher gilt
o0 . oo ) o0 . 2pg oo xk
Zp(n)X :ZXk (Zpk(n)X ) = (X2’ O
n=0 k=0 n=0

Lemma 5.18 (HIRSCHHORN). Firn € Ny gilt

[T — x%2 =S (—1F @k + )X <2:_+k1> (5.1)

k=1 k=0

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 0 sind beide Seiten 1. Sei nun n > 1. Sei Q),, die rechte Seite von

(5.1). Wiederholte Anwendung von [Lemma 4.41] ergibt
n—=k n—k—1
k=0
n—1
—k /2n—1 om k ik [/ 2n—1
2 <n_k>+X > (-1D)F2k+1)X 2 <n_k_1>

k=0

n

Qn=X"> (-DF(2k+1)X

k=0

2

e

n

=X") (-D)F2k+1)X

k=0

2

b

n—1 n—2
u 2n —1 n k K243k+2 / 2n — 1
+) (—D)FE+1)X 2 <n_k_1>+x > (-DFEE+ )X 2 <n_k_2>
k=0 k=0
on —1 on —1 & on —1
=(1+X"™Qn_1+X" — 2k +1)X
@@ (771 (T + vt px = (0
n—2
ok k2 +3k+2 2n —1
+Y (DRRE+ D)X <n_k_>
k=0
n—1
2n —1 K24k 2n —1
= (14 X*)Q,_1 + X" -2 )2k +3)X 2
(1 X2 + X7 <n_1>+;< RCIE P e G
n—1
k=1 _ K24k 2n —1
+Y ()R- 1)X <n_k_1>>
k=1
2n —1 k2+k 2n —1
2n _ n
= (1+X*)Qn-1 —2X << _1>+Z Mok +1)X <n_k_1>>
= (14 X)Qn-1 — 2X"Qn-1 = (1 - X")?Qn1 = [J(1 - X¥)2. O
k=1
Satz 5.19 (JACOBI). Es gilt
D o 2
[T x%% =3 (-1F@Ek+1)x ="
k=1 k=0
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Beweis. Der Koeffizient von X" in [[,2,(1 — X #)3 hangt offensichtlich nur von den ersten n Faktoren

ab. Nach [Lemma 5.18§| gilt

- - on + 1
(1—x*)3 (1— Xk 2k +1

[0 -4 = TT0 - s x5 ()

k2 4k

=) (-1)*2k+1)X =

B
Il
—

(1— X"y (1= X™)(1 — X2y (1 — X2y,

Wegen 1(k*+ k) +n—k+1=n+3(k* — k) +1 > n fiir k > 0 existiert ein o € K[[X]] mit

n n 2+k
[Ja-x"?=>"(-DFerk+1)X 2 +a
k=1 k=0
und || < 2™, Insbesondere kommt X" nicht in « vor. O

Bemerkung 5.20.

(i) Fir a => a,X™ 8= > b,X" € Z[[X]] und d € N schreiben wir « = 8 (mod d), falls a; = by,
(mod d) fiir alle k € Ny gilt.

(ii) Ist « = B (mod d) und v = 6 (mod d), so auch o« +~v = 5+ (mod d) und ay = 3§ (mod d),
denn Y ) g apCn—k =Y p_obrdy—x (mod d) fiir n € Ny.

(iii) Ist ag = bp = 1, so folgt a1, 3~1 € Z[[X]] aus dem Beweis von [Lemma 4.8] Auferdem ist o = 3
(mod d) dquivalent zu o~ = 871 (mod d).

(iv) Fiir jede Primzahl p gilt

p

(o + B Z() a*BPF =aP + 7 (mod p),

k=0

da (’lz) fiir 0 < k < p stets durch p teilbar ist.

Satz 5.21 (RAMANUJAN). Firn € Ng ist 5 | p(bn +4) und 7 | p(Tn +5).

Beweis. Sei a := [][(1 — X*). Nach [Bemerkung 5.20|ist a® = [J(1 — X*)®> = [[(1 — X°*) = a(X?)
(mod 5) und % = a(X?)~! (mod 5). Fiir k € Z gilt

) 0 fallsk=0,—1 (mod 5),
5(k2 +k)=<1 falsk=1,-2 (mod5),
3 falls k=2 (mod 5).

Wir konnen Jacobis Identitat also in der Form
2 2 2
o= S (-nFEk+1)XTE +Z Rk +1)X 2 4+ ) (~)FRk+ )X
k=0,—1 (mod 5) k=1,—2 (mod 5) k=2 (mod 5)
=ap+a1 (modb)

schreiben, wobei ; aus den Termen a, X" mit k =i (mod 5) gebildet wird. Aus folgt nun

0 Oé3 3 « «a 3
Z_: p() X" = o~ = Eaf’;? = (5(;5)12) (mod 5). (5.2)
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In (ap + 1) kommen nur die X* mit & = 0,1,2,3 (mod 5) vor, wihrend in a(X°)~2 nur X°F
vorkommen. Daher kommen die Potenzen der Form X°%*4 auf der rechten Seite von ([5.2)) iiberhaupt
nicht vor. Es muss also p(5k +4) = 0 (mod 5) gelten.

Fiir die zweite Aussage beobachten wir 3(k* 4+ k) = 0,1,3,6 (mod 7), wobei der letzte Fall nur fiir
k =3 (mod 7) auftritt und dann ist 2k+1 =0 (mod 7). Wie oben kénnen wir daher o = ag+ a1+ a3
(mod 7) schreiben. Dann ist

> a3)? ag + ag + az)?
Zp(n)X" =al= (a7) (ag —;()1(;3 3) (mod 7).

Wieder tritt X7*5 auf der rechten Seite nicht auf. O

Bemerkung 5.22. Ramanujan hat auch 11 | p(11n + 6) fiir alle n € Ny bewiesen, aber das ist
aufwendiger zu zeigen. Die Relation 5 | p(5n + 4) lasst sich prézisieren zu

Zp(5n+4)X” = 5H —
n=0

Ramanujans ,schonster Formelﬁ Ono hat bewiesen, dass es fiir jede Primzahl p > 5 eine entsprechende
Relation gibt. Diese sind jedoch wesentlich uniibersichtlicher, wie

13 | p(113 - 13n + 237).
Satz 5.23 (Jacosis Tripelprodukt). Fiir jedes o € K[[X]]\ X2K[[X]] gilt

o

H sz; 1+aX2k: 1)(1+a 1 x 2k~ 1 Z aF X

k=1 k=—o00
Beweis (WRIGHT). Wegen a ¢ X2K[[X]] ist = !X nach tatsichlich wohldefiniert. Daher
ist auch a !X~ fiir alle k € N wohldefiniert. Ebenso ist o"XF = (o 1X)"*X**F fiir k < 0
wohldefiniert. Wie iiblich sind auch die unendlichen Produkte und Summen wohldefiniert. Mit g := aX
und v := o' X miissen wir

o o0

[0+ 85 11+ 1k = 3 5% H (5.3)

k=1 k=—o00

zeigen. Nach ist

[Ty = ot

=1
Andererseits ist
oo o
H ﬂk k—1 1+I3kz 1 k) Z t(n,’m)ﬁ” m,
k=1 n,m=0

wobei t(n, m) die Anzahl der Partitionen des Paares (n, m) € N2 in paarweise verschiedene Teile der Form
(a,a—1) und (b —1,b) mit a,b € N ist (Beispiel: (3,4) = (1,0) + (0,1) + (2,3) = (2,1) + (0,1) + (1, 2),
also t(3,4) = 3). Der Term [S™y™ taucht auf der rechten Seite von (5.3) nur fiir den (n — m)-ten

3siehe [M. Hirschhorn, The power of g, Kapitel 5]
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Summanden auf. Der entsprechende Koeffizient ist dann p(n — (n — m)(n — m + 1)/2), wobei wir
p(k) =0 fiir £ < 0 annehmen. Es geniigt also

t(n,m) =p(n— (n—m)(n—m+1)/2) (5.4)
fir alle n,m € Ny zu zeigen. Wegen ¢(n, m) = t(m,n) und

(n—m)(n—m+1) 1 (m—n)(m—n+1)

n— 5 =§(n+m—(n—m)2):m— 5
konnen wir n > m annehmen. Sei k := n — m. Jede Partition von (n,m) entspricht dann einer
Darstellung der Form
k+s
n—Zaz—i—Zb—l (>0, 1<a; <...<apts, 1 <by <...<by). (5.5)

Sei N :=n—Fk(k+1)/2. Fir N <0 ist

k k
Z Z ’““>n

und (5.5)) besitzt keine Losung. Wegen p(N) = 0 ist (5.4]) in diesem Fall bewiesen. Im Fall N = 0
besitzt (5.5) nur die Losung s = 0 und a; = ¢ fu =1,...,k. Wegen p(0) = 1 kénnen wir nun N > 0
annehmen.

Wir konstruieren eine Bijektion zwischen P(N) und den Darstellungen (5.5). Sei A € P(N). Uber
dem Young-Diagramm von A platzieren wir ein rechtwinkliges Dreieck mit Seitenlédnge k. Beispiel
(n,m) = (33,30), k=3, N =27 und \ = (82,6,4,1):

+

Insgesamt erhélt man N + k(k + 1)/2 = n Boxen. Man verlangert nun die Diagonale des Dreiecks und
teilt die Boxen darunter und dariiber in Spalten bzw. Zeilen auf:

Ist s > 0 die Anzahl der entstandenen Zeilen, so ist k + s die Anzahl der entstandenen Spalten. Sei
a; die Anzahl der Boxen in der i-ten Spalte und sei b; — 1 > 0 die Anzahl der Boxen in der i-ten
Zeile. Es gilt dann 1 < a3 < ... < apys, 1 < by < ... < bs und Zk+f a;+ Y i (b —1) = n. Wir
haben somit eine Darstellung gefunden (im Beisplel gilt s =3, (a1,...,a¢) = (8,6,5,4,2,1) und
(b1, b2,b3) = (5,4,1)). Umgekehrt kann man mit einer solchen Darstellung starten, das entsprechende
Diagramm zeichnen und das obere Dreieck entfernen. Auf diese Weise erhélt man stets ein Young-
Diagramm einer Partition von N. Diese beiden Prozesse sind offenbar zueinander invers, sodass man
eine Bijektion zwischen P(N) und den Darstellungen erhalt. Damit ist bewiesen. O
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Beispiel 5.24.

(i) Fir o € {£1, X} wird [Satz 5.23| zu

ﬁu — X1 4 X212 = i X+, (5.6)
k=1 k=—o00
m(1-X5?2 5 2%k 2k—112 = j—
[ = II0 -0 -x*7= 37 ok 5)
k=1 k=1 k=—o00
ﬁ(l _ XQk‘)(l +X2k‘ Z Xk2+k: ZXk2+k (58)
k=1 k—foo

wobei die Bijektion k& — —k — 1 auf Z in der dritten Formel benutzt wurde. Darin kommt X
nur noch mit geradem Exponenten vor. Durch Koeffizientenvergleich darf man die Exponenten
halbieren und erhélt

o0 o0 o] k2+k
[T -x*)a+x%=T[a-x"0a+x*)? Z
k=1 k=1 =0

ghnlich zu

(i) Nach [Definition 4.18| diirfen wir X durch X3 in [Satz 5.23| ersetzen. Setzt man anschliefend
a = —X, so ergibt sich

o0 o
H (1- XGk XGk—Q)(l . Xﬁk—4) _ Z (_1)kX3k:2+k:.
k=1 k=—00
Wieder darf man die Exponenten halbieren und erhélt
(o0} o0 oo 3k2+k
H 1 _ Xk — H X3k _ X3k:71)(1 _ X3k‘72) — Z (_1)kXT7
k=1 k=1 k=—00

d.h. [Satz 5.14

(iii) Ersetzt man X durch X° und wihlt o € {—X, — X3}, so erhiilt man auf #hnliche Weise

ﬁ(1 - X" (1 - X2 (1 - X0 = i (—1)Fx (5.9)
k=1 k=—o00
ﬁu _ XM (1 — XOE)(1 — xR = i (—1)kx 25, (5.10)
k=1 k=—oc0

Satz 5.25 (LAGRANGE-JACOBI). Jede natirliche Zahl ist die Summe von vier Quadratzahlen. Genauer
gilt
q(n) == [{(a,b,c,d) € Zh:a? + 0% + 2+ dP =n}| =38 Z d
4td|n

fiirn € N.
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Beweis. Offensichtlich geniigt es die zweite Aussage (von Jacobi) zu beweisen. Da die Summanden

2
(—1)*(2k + 1)Xk 2" in|Satz 5.19| unter der Transformation k — —k — 1 invariant sind, gilt

o 1 oo k2+k
k\3 _ k
||(1—X) =5 E (—1)"2k+1)X 2.
k=1 k=—o00
Quadrieren ergibt
a 1 = B2 4 k41241
- k\6 __ k+1
o= kl_ll(l — X%)° = 4]”_5 (=D 2k+ 121+ 1)X 2.

Die Paare (k,l) mit k =1 (mod 2) transformieren wir mittels (k1) — (s,t) := 3(k + I,k — ), withrend
wir die Paare mit k # [ (mod 2) mittels (s,t) := (k—1—1,k+1+ 1) transformieren. Es gilt k = s +1
und [ = s —t bzw. [ =¢ — s — 1. Daher ist

1 & (4> sttt (s=0)2 4o
o=y D @s+2A+1)s -2+ DX N
s,t=—00
1] & (s4t)24stt+(t—s—1)2+t—s—1
- > (2s+2t+1)(2t - 25— 1)X 2
s,t=—00
1 1
Z 23 + 1 )2)X32+s+t2 -3 Z<<2t)2 — (25 + 1)2)Xs2+s+t2
st
% Z (25 +1)2 — (2t)2) X5+
st
oo oo
2 2
—5 Z X" (2s+1) Xs+8— Z X583 (22X
t=—o00 §=—00 §=—00 t=—o00

Fiir 8:= > X" und v := EXS togilt y+4Xy =23 0(2s + 1)2X5°+5 und es folgt
= B(y+4X5) —4Xp'y.

Wir wenden die Produktregel auf (5.6) und (5.8) an:

R 2k — 1) X?k=2  9f x2k~1
g = (TL0 - X*)0+ x1)2) —6;1(2(1+)§2k1 - )

, 0 B ok okr2 /_ S ( 2kX2k71 B QkXZkl)
= (TTa - "0+ x%7?) =Y (2T 5 — 1w

Einsetzen ergibt:

o= (e85 (- B i)

Dabei ist 8y = [[(1—X2¥)2(1+ X2 1214+ X26)2 = [T(1 - X2*)2(1+ X*)2 = [T[(1 — X2F)4(1 — XF)~2

Nachdem wir dies mit « verrechnen, verbleibt

> 2\ 4 (1—X* 2k X 2k 2k — 1) X 2k—1
(Z( DX k) H+X2k))_ _1+82(1+X2k (1+)32k1 )

k=—o00

46



Schliellich ersetzen wir X durch —X:

o0 2k 2k—1
B 2 2kX (2k—-1)X
Zq(n)X” - (kz X ) 8Z<1+X2k 1 _XZkfl )
=—00
(2k —1)X2k=1 o X2k 2k X 2k 2k X 2k
_1+8Z( 1_X2k1 +1_X2k_1_X2k+1+X2k)

4kX4k kX
_1+82( _X4k>:1+84%;1_Xk
:1+82k2X“:1+8§: > dxm 0
4tk 1=1 n=14{d|n

Beispiel 5.26.

(i) Fir n = 30 gilt > 4 q30d = 1+24+3+5+6+ 10+ 15+ 30 = 72. Daher gibt es 8- 72 =
576 Moglichkeiten 30 als Summe von vier Quadratzahlen zu schreiben. Diese entstehen durch
Permutation und Vorzeichenwahl aus

30=12+22+324+42=02+12+22 152

(ii) Offenbar ist 7 keine Summe von drei Quadratzahlen. Wegen a? +b%+c? # 7 mod 8 ist allgemeiner
jede Zahl n =7 (mod 8) keine Summe von drei Quadraten.

Bemerkung 5.27.

(i) Sind n,m € N Summen von vier Quadratzahlen, so auch nm, denn es gilt die eulersche Identitét:

(af + a3 + a3 + af) (b7 + b3 + b3 + bF) = (arby + asbz + asbs + asbs)”
+(a1b2 — agbl + a3b4 + a4b3)2 + (a1b3 — (L3b1 + a4b2 — a2b4) + (a1b4 — a4b1 + a2b3 — a3b2)2

Dies reduziert die erste Aussage (von Lagrange) in [Satz 5.25| auf den Fall n € P.

(ii) Das Waring-Problem fiir k € N fragt nach der kleinsten Zahl w(k) € N, sodass jede natiirliche Zahl
die Summe von w(k) k-ten Potenzen ist. Hilbert bewies w(k) < oco. Es gilt w(1) =1, w(2) = 4
(Satz 5.25), w(3) =9, w(4) = 19 und man vermutet allgemein

w(k) = [(;)kJ Lok o

Interessanterweise sind nur die Zahlen 23 =223 +7-13 und 239 = 2-43 +4-33 + 3. 13 nicht
die Summe von acht Kubikzahlen. Es gibt zudem nur 15 Zahlen, die nicht die Summe von sieben
Kubikzahlen sind. Man vermutet allgemeiner, dass jede hinreichend grofse Zahl die Summe von
vier Kubikzahlen ist.

(iii) Da jede ungerade Zahl die Form +1 + 4k hat, lasst sich wie folgt formulieren: Die
Anzahl der Partitionen in ungleiche Teile ist gleich der Anzahl der Partitionen in Teile der Form
+1 + 4k. Wir ersetzen nun +1 + 4k durch +1 + 5k.
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Satz 5.28 (ROGERS-RAMANUJAN-Identitéaten). Es gilt

i 1 X+

kl:[ (1 — X5F—1)(1 — Xok—1) Z Xk’ (5.11)
> 1 X, XKtk

H (1 — XE-2)(1 — Xok—3) - Xk (5.12)

Beweis (CHAPMAN). Fiir n € Ny sei

= iXk2<Z> By 1= iXk2+k<Z>

k=0 k=0
- s ok 5k2+k 2n > > ok 523k /2n + 1
Gni= >, (-1)MXT3 <n+2k> Boi= > (FDRXTE <n—|—2k

k=—o00 k=—00

(alle Summen sind endlich). Es gilt ag = By = ag = B(] =1.Flirn>1ist

@) -~ iz /01 n—k /M1 n k(k—1) /T — 1
B S X - X § Xk
kzzo k k1)) =% tt Z k—l

k=1

> n—1

:an—l+XnZXk(k+l)< L >:an—1+Xn/8n—la
k=0

B — X", — iXkQ-‘rk n (1 _Xn—k) _ isz-i-kXin'(l _ X" k)
n n — k - Xkl Xn—k|

k=0 k=0
_ (1 o Xn) ZXk2+k<n ; 1> — (1 o Xn)an_l.
k=0

Durch diese Rekursionsgleichungen sind a,, und £, eindeutig bestimmt. Wir zeigen nun, dass eine
JIndexverschiebung” &, nicht andert:

= n+2k+1/ 4 n + 2k n+2k+1
_ it > 5k 5% 45k —! 5k(k+1) 2n
= Ot g n—l—2k‘+1 + Z n+2k+1
s CEFES > PeCENCh 2n
Y XTL+1 O
Op + Z <n+2k‘—|—1>+z <n—2k:—1>
k= k=0
5+ ot i 5k2+5k i 5k2+5k 2n -
— 2 = .
n 2 n—|—2k+1 - n+ 2%k + 1 “n
Daher gilt
> 2 2n > sk2+k /2n — 1
G — . g — _1ka . —1kXT
Gn ™ An-1 Z( ) n + 2k Z( ) n + 2k
k=—00 k=—o00
o
() oBkitk o on ) 2n—1 n
= -1 X X = X"0B,_
D e A
=—00
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T oen~ > ke oksk 2n+1\ o/ 21 _ > ok oy 3ROk 2n
Bo = X"Gn = 3 (F)FX <<n+2k> X o) ) = 22 CDIXTE(

k=—00 k=—00
B i ( 1)kX5k2;3k 2n —1 n -2kt 2n —1
_k n+2k—1 n+2k—2

=—00

~ > 2 2n —1
_3 xn 1 szk Th42

Pn-1 + Z (=1) : n+2k —2

k=—00

_ g + X" i ( 1>1,kX5(1*k)2*27(1*k)+2 2n —1
- Pl Pt n — 2k

CBaoxt S xS P Ny
SEEP LD DEC S U BT A

k=—0o0
Somit erfiillen a,, und En die gleichen Rekursionsgleichungen. Induktiv erhalt man «,, = &, und 8, = Bn

fiir alle n € Ng. Nun gilt

yeeey T

2 n m _ 2 _ _
S (e () B, 7 0 (s

Dies zeigt
Xk2 (9] 2 ' . N o0 i ek o
xR kZX i <k> = Jm o = lim &, = kZ (DX lim <n+ 2k>
- = =—00
[T, (1= X5%)(1 = XP2)(1 — x5+%) ﬁ 1
Al Hzozl(l — XF) - P (1 — Xok—T)(1 — Xok—4)’
xk k> . n 00 L . om 1
> S - 2 X dm () = Jim g = tim = Y (0T i (21
k=0 k=—o0
T2, (1 - X1 - X1 — X% ﬁ 1 -
- Hiozl(l - Xk) N bale (1-— X5k—2)(1 _ X5k:—3)’

Bemerkung 5.29. Der Koeffizient von X™ auf der linken Seite von ([5.11)) ist die Anzahl der Partitionen
von n in Teile der Form +1 + 5k. Die rechte Seite von (5.11]) ist

Zzpk Xn+k Zzpk(n_k2)Xn

k=0n=0 n=0 k=0

Ist (A1,..., M) € P(n — k?) mit hochstens k Teilen, so ist (A; +2k — 1, A2 +2k —3,..., Az + 1) eine
Partition von n — k> + 14+ 3 + ... + 2k — 1 = n mit genau k Teilen, die sich alle um mindestens 2
unterscheiden. Fazit: Die Anzahl der Partition von n in Teile, die sich um mindestens 2 unterscheiden,
ist gleich der Anzahl der Partitionen in Teile der Form 41 4 5k. Benutzt man k> + k =2 +4 + ...+ 2k,
so erhéalt man folgende Interpretation von : Die Anzahl der Partition von n in Teile, die sich um
mindestens 2 unterscheiden und grofier als 1 sind, ist gleich der Anzahl der Partitionen mit Teilen der
Form +2 + 5k.
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6. Polynome

Definition 6.1. Eine (formale) Potenzreihe @ = >  a, X" € K[[X]] mit nur endlich vielen von 0
verschiedenen Summanden nennt man Polynom vom Grad deg(a) := sup{n € Ny : a,, # 0} (wobei
deg(0) = sup @ = —o0). Die Menge der Polynome bezeichnet man mit K[X]. Man nennt o normiert,
falls v # 0 und ageg(o) = 1. Im Allgemeinen ist ageg(q) der fihrende Koeffizient von a.

Bemerkung 6.2.

(i) Im Gegensatz zu Potenzreihen schreibt man Polynome oft in umgekehrter Reihenfolge beginnend
mit der héchsten X-Potenz. Zum Beispiel X2 + 1 € R[X].

(ii) Jedes Polynom o € K[X]\ {0} lasst sich normieren, indem man mit agelg(a) multipliziert.

(iii) Jede Potenzreihe lasst sich als Cauchyfolge von Polynomen interpretieren, d.h. K[[X]] ist die

Vervollstindigung von K[X] bzgl. der Metrik in [Lemma 4.13

Lemma 6.3. Fir o, € K[X] gilt deg(a+ ) < max{deg(«),deg(5)} und deg(af) = deg(a)+deg(5).
Insbesondere sind o+  und a8 Polynome.

Beweis. O.B.d.A.sei =31 jap X" #0und g =37 b, X" # 0 mit d := deg(a) und e := deg(5).
Wegen ay, + by, = 0 fiir k£ > max{d, e} ist deg(a+ ) < max{d, e}. Analog ist Zzig arbgre—k = agbe # 0
und Y ;g agby—g = 0 fiir n > d + e. Dies zeigt deg(a3) = deg(a) + deg(B). O

Bemerkung 6.4.

(i) Man kann in K[X] also wie in Z rechnen (beachte: 0,1 € K[X]). Ist a € K[X] invertierbar in
K[[X]], so gilt aber nicht unbedingt ! € K[X]! Zum Beisiel ist (1 — X))~ ¢ K[X].

(ii) Man kann K durch die konstanten Polynome K X in K[X] einbetten, d.h. K C K[X] C K[[X]].
Genau dann gilt a € K, wenn deg(a) < 0.

(iii) Fir Polynome oo =Y a, X" € K[X] und 5 € K[X] ist a(f) = )_ a, 8" stets wohldefiniert (auch
wenn das Absolutglied von  nicht verschwindet, vgl. [Definition 4.18|).

Beispiel 6.5.

(i) Fira=a, X"+... 401X +ap € K[X]und b € K C K[[X]] ist a(b) = apb™+...4+a1b+ap € K.
Wie iiblich nennt man b Nullstelle von «, falls a(b) = 0 gilt.

(i) Nach [Satz 5.10]ist (}) ein normiertes Polynom vom Grad k(n — k). Fiir X = 1 haben (}) und
(Z) die gleiche Rekursionsformel nach (4.41)). Wegen <8> =1=

iiberein fir X = 1. Wir berechnen weitere Werte.

(8) stimmen (}) und (}) sogar

Bemerkung 6.6. Im Folgenden sei K ein endlicher Korper. In der Algebra zeigt man, dass g := | K|
stets eine Primzahlpotenz ist. Umgekehrt existiert zu jeder Primzahlpotenz ¢ > 1 im Wesentlich genau
ein Korper mit ¢ Elementen. Diesen bezeichnet man mit [F.
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Beispiel 6.7.

(i) Fir jede Primzahl p ist F,, = Z/pZ, d.h. man identifiziert die Elemente von F, mit den Zahlen

0,...,p — 1 und rechnet modulo p (siehe [Definition 6.20)). Zum Beispiel gilt 1 + 1 = 0 in Fy und
3-5=11Iin Fy.

(ii) Die Verkniipfungstabellen fiir Fy = {0, 1, a, b} sind wie folgt gegeben:

+]0 1 a b |01 a b
0]/0 1 a b 0j0 0 0 O
111 0 b a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
b|b a 1 0 b0 b 1 a

Satz 6.8. Es gibt genau (¢" —1)(¢" —q) ... (¢" — ¢" 1) invertierbare n x n-Matrizen iiber jedem Kérper
mit ¢ Elementen.

Beweis. Sei K ein Korper mit ¢ Elementen und A € K™*™. Bekanntlich ist A genau dann invertierbar,
wenn die Zeilen von A linear unabhéngig sind. Die erste Zeile a; von A kann beliebig aus K™\ {0}
gewdhlt werden. Hierfiir gibt es ¢ —1 Mdoglichkeiten. Die zweite Zeile ao darf nicht im Span von a; liegen,
d.h. ag € K™\ Ka;. Hierfiir gibt es ¢" — ¢ Moglichkeiten. Fiir die dritte Zeile gilt ag € K™\ (Ka; + Kag)
usw. -

Satz 6.9. Der Wert von <Z> an der Stelle X = q ist die Anzahl der k-dimensionalen Untervektorrdume
eines n-dimensionalen Vektorraums tber einen Korper mit ¢ Elementen.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zu Es gibt genau (¢" — 1)(¢" — q)...(¢" — ¢"*1) linear
unabhingige k-Tupel in K™. Wir zéhlen nun wie viele von diesen Tupeln den gleichen Untervektorraum

U C K" aufspannen. Dies ist offenbar die Anzahl der linear unabhingigen k-Tupel in U, d.h. (¢* —
D(¢" —q)...(¢" — ¢"'). Die Anzahl der k-dimensionalen Untervektorrdume ist daher

("= 1)(@"=q)-(¢" =g _(1=¢")...(L—g" ") 0

(" =1)(¢" —q)...(¢" —¢* 1) (1-¢~)...(1-q)

Definition 6.10. Ein normiertes Polynom «a € K[X]\ K heifit irreduzibel, falls es sich nicht in der
Form a = By mit 8,7 € K[X]\ K schreiben lasst. Anderenfalls heilt o reduzibel.

Beispiel 6.11.

(i) Normierte Polynome vom Grad 1 sind stets irreduzibel, denn 1 = deg(a)) = deg(3v) = deg(5) +
deg(v) impliziert deg(/5) = 0 oder deg(y) = 0.

(ii) X? — 2 ist irreduzibel in Q[X], denn der Ansatz X2 —2 = (X + a)(X +b) fiihrt zua +b =0
und ab = —2, d.h. > =2 und a = £v/2 ¢ Q. Wegen X2 — 2 = (X — v2)(X +/2) ist X? -2
allerdings reduzibel in R[X].

(iii) X2 + 1 ist irreduzibel in R[X], aber nicht in C[X], denn X2 + 1 = (X —i)(X +i) € C[X].

Satz 6.12 (Division mit Rest). Fira € K[X] und € K[X]\{0} ezistieren v, € K[X] mit o = fy+9
und deg § < deg f3.
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Beweis. Wihle § = >~ a; X" € {a — pB : p € K[X]} mit mdglichst kleinem Grad d. Sei 8 = Y b; X".
Gilt d > deg 8 =: e, so ist deg((5 —agb; 1 X97¢B) < d im Widerspruch zur Wahl von 6. Also ist d < e
und die Behauptung folgt. O

Lemma 6.13. Sind «, 8 € K[X] verschiedene irreduzible Polynome, so eristieren a,p e K[X] mit
ac+ BB =1.

Beweis. Seien &, 3 € K [X], sodass p := ad& + BB # 0 minimalen Grad hat und normiert ist. Division
mit Rest liefert v, € K[X] mit @ = vp + J und degd < deg p. Also ist

§=a—yp=a(l—~a)—B(B)

und die Wahl von p zeigt § = 0, d.h. a = 7p. Analog ergibt sich 8 = 7p fiir ein 7 € K[X]. Mit «,
und p sind auch v und 7 normiert. Im Fall p # 1 wire o = p = 8, da @ und f irreduzibel sind. Dies
widerspricht o # 3. Also ist aa + 88 = p = 1. O

Satz 6.14 (Primfaktorzerlegung in K[X]). Fir jedes Polynom o € K[X]\ {0} existieren bis auf die
Reihenfolge eindeutig bestimmte irreduzible Polynome o1, ...,0, € K[X] und eine eindeutig bestimmte
Konstante c € K \ {0} mit o = coy...0p.

Beweis. Existenz: Wegen o # 0 existiert ¢ € K \ {0}, sodass ¢ !a normiert ist. Wir kénnen also
annehmen, dass a normiert ist. Induktion nach d := dega: Im Fall d = 0 ist &« = 1 und wir wahlen
n =0 (leeres Produkt). Ist « irreduzibel (zum Beispiel d = 1), so sind wir ebenfalls fertig. Anderenfalls
ist « = By mit 8,7 € K[X]\ K. Wegen d = deg(57y) = deg(8) + deg(y) ist deg 8,deg~y < d. Nach
Induktion sind 8 und « Produkte von irreduziblen Polynomen und Konstanten und daher auch «.

Eindeutigkeit: Offenbar ist ¢ als fithrender Koeffizient von « eindeutig bestimmt. Wir kdnnen also wieder
annehmen, dass « normiert ist. Sei « = 01...0, = Ty ... Ty mit irreduziblen o1, ...,0,,T1,...,Tm €
K[X]. Induktion nach m. Im Fall m =1 ist n =1 und 01 = a = 71. Sei nun m > 2. Im Fall o7 = 7y ist
09...0n = To... Ty und Induktion liefert die Behauptung. Sei nun o1 # 71. Dann existieren 6,7 € K|[X]

mit 016 + 77 = 1 nach Es folgt
01(6T2...Tm +02...00T) =010T2 ... T + T1 ... TiyT = (016 + T1T)(T2 .. . Tin) = T2« . . T

Induktiv erhdlt man oy = 7; fiir ein ¢ € {1,...,m}. Dann ist 09...0,, = 71 ... T—1Ti+1... T und
Induktion liefert die Behauptung. O

Bemerkung 6.15. Uber einem endlichen Kérper mit ¢ Elementen gibt es offenbar genau ¢¢ normierte
Polynome vom Grad d. Wir wollen zéhlen wie viele davon irreduzibel sind.

Definition 6.16. Sei I4(K) die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grad d > 1 iiber einem Korper
K.

Satz 6.17 (GAUSS). Fir jeden Korper K mit ¢ < oo Elementen gilt

1K) = 3 3 (e
eld

mit der klassischen Mdébius-Funktion p. Insbesondere hingt I4(K) nur von |K| ab.
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Beweis. Die g% normierten Polynome vom Grad d lassen sich nach [Satz 6.14] eindeutig als Produkt von
irreduziblen Polynomen o7 . ..o, schreiben. Dabei gilt d = deg(co1) + ... + deg(o,,). Also ist ¢¢ der d-te
Koeflizient von

(1+X+X2+...)Il(K)(1+X2+X4+...)IZ(K)(l+X3+X6+...)13(K)...:H(

e=1

e(K)
1 —1X€)I ’ '

Andererseits ist ﬁ =14¢X +¢*X?%+... und es folgt

1 1qX - 11(1 —1XG)IE(K)'

Wir wenden auf beiden Seiten log an (unter Beachtung von [Lemma 4.33| und [Beispiel 4.34)):

O X" o > xef s I.(K n
PIEEES SIATSH SRR SIp SR
= = = n=1 el

Ein Koeffizientenvergleich liefert

" = ZIe(K)e.

eln

Mobius-Inversion ([Beispiel 3.7) impliziert nun die Behauptung. O
Beispiel 6.18. Nach [Satz 6.17] konnen wir I;(q) := I4(K) mit |K| = ¢ definieren. Es gilt dann
I(q) = n(1)q" = q (jedes normierte Polynom vom Grad 1 ist irreduzibel). Weiter ist

1 1 1

Iz(Q):§( 2—(1)7 13(Q):§( B—Q)7 14((1):1( 4—q2).

Wegen I5(2) = 1 ist X? + X + 1 das einzige irreduzible Polynom vom Grad 2 in Fo[X].

Satz 6.19. Fir jeden endlichen Korper K und jedes d € N existiert ein irreduzibles Polynom in K|[X]
vom Grad d.

Beweis. Nach [Satz 6.17]ist dIz(K) = ¢ £ ¢ + ... +¢* mit d > e; > ... > e > 0. Dies zeigt
¢ | dI4(K), aber ¢®**1 t dI4(K). Insbesondere ist I;(K) > 0. O

Definition 6.20. Fiir a,b € Z und d € N schreiben wir a = b (mod d), falls d | a — b. Man sagt dann
a ist kongruent zu b modulo d.

Beispiel 6.21. Es gilt 7= —11 (mod 2) und 100 =0 (mod 10).

Bemerkung 6.22 (Division mit Rest). Fir a € Z und d € N gilt a + d = a (mod d). Daher existiert
einb e {0,...,d—1} mit a = b (mod d).

Lemma 6.23. Die Kongruenz modulo d € N ist eine Aquivalenzrelation auf Z mit

a=da (mod d)

—atb=d ¥ (mod d).
b= (modd)} avb=a Tt (modd)
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Beweis. Reflexiv: d |0 =a — a.

Symmetrisch: d |a —b=d | —(a —b) = b —a.

Transitiv: (d|a—b)A(d|b—c)=d|(a—b)+(b—c)=a—c.

Fiir die letzte Aussage seid |a—a und d |b—V. Dannist d | (a —a') + (b—V) = (a+b) — (a' + V)
und d | (a —a' )b+ (b—V)a' = ab—d'l. O

Beispiel 6.24. [Lemma 10.8| vereinfacht viele Rechnungen. Wir wollen priifen, ob 5% 4 27 durch 3
teilbar ist:
5100 4 97 = 2100 L ()T =40 _1=10_1=0 (mod 3).

Lemma 6.25 (FERMATs ,kleiner Satz). Fiira € Z und p € P gilt ’ a? = a (mod p). ‘

Beweis. Fir p=2gilt p| a(a — 1) = a? — a, denn a oder a — 1 ist gerade. Sei also p > 2. Wegen
a’? =a (modp) <<= (—a) = —a’ = —-a (mod p)

kénnen wir ¢ > 0 annehmen. Sicher gilt die Behauptung fiir a € {0, 1}. Sei also a > 2. Wir argumentieren
nun durch Induktion nach der Anzahl der Primteiler von a. Sei zunéchst a € P und K := F,. Aus
folgt

Lo — ) = S0 + up)al) = H(K) €N

p
Sei nun a = be mit 1 < b < a. Nach Induktion gilt » = b (mod p) und ¢ = ¢ (mod p). Mit |Lemma 6.23
folgt a? = (be)P = bPcP = be = a (mod p). O

Bemerkung 6.26. Ist a nicht durch p teilbar, so folgt a?~! =1 (mod p) aus p | (a? —a) = a(aP~1 —1).

Lemma 6.27. Jedes o € K[X]\ {0} besitzt hochstens deg(a) Nullstellen.

Beweis. Induktion nach d := deg «. Im Fall d = 0 ist o konstant und hat daher keine Nullstelle. Sei nun
d > 0 und a € K eine Nullstelle von «. Division mit Rest liefert « = (X —a)8 +r mit 5,r € K[X] und
deg(r) < deg(X —a) =1,d.h.r € K. Dann ist r = a(a) = 0, also @ = (X —a) mit deg(f) = d—1. Fiir
jede weitere Nullstelle b # a von « gilt 0 = a(b) = (b — a)B(b) = 5(b). Also ist b auch Nullstelle von S.
Nach Induktion besitzt 8 héchstens d — 1 Nullstellen. Insgesamt hat « also hochstens d Nullstellen. [

Beispiel 6.28. Fiir k£ € Ny definieren wir
X EX it
= — e ClX].
(v) =" <o

Sei v := (22() € C[X] und g := Zf:o ()f) (k)fz) € C[X]. Nach der Vandermonde-Identitét gilt dann
(= B)(n) =0 fiir alle n € N. zeigt o = (. Daher gilt

() =et =50 -3 ()" )

sogar fir alle z € C und k € Ny. Zum Beispiel ist
z’“: (1/2) ( 1/2) B <1> 1 falls k € {0,1},
i J\k—i) \k/ o fallsk>2.

=0
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Definition 6.29. Sei n € N und ¢, := >/ € C. Die Zahlen ¢* := 2 (o = e™/3
e2mk/n ¢ C mit k = 1,...,n heifen n-te Einheitswurzeln (Stichwort:

Polarkoordinaten). Fiir ggT(k,n) = 1 nennt man ¢* primitiv. Man

nennt

o, = J[ (xX-¢h)ecx] ¢ =1
1<k<n
ggT(k,n)=1

n-tes Kreisteilungspolynom. o €
Bemerkung 6.30. Mit der eulerschen p-Funktion gilt deg(®,,) = p(n).

Beispiel 6.31. Es gilt
e (1=1lund & =X — 1,
e (o=—1und &3 =X +1,
o (3=13(~1+3i), ¢ = und
O3= (X —G)X—0) =X —(+G)X+1=X"+X +1,

e (4=1, 3 =-1=(, ¢} =—iund

Oy = (X —1)(X +1)=X>+1.

Satz 6.32. Die n-ten Einheitswurzeln sind die Nullstellen von X™ — 1, d. h.

n

X" —1=[[x-¢n

k=1

ist die Primfaktorzerlegung von X™ — 1 in C[X].

Beweis. Wegen (¢F)" = e2F™ = (e2™)F = 1 sind (,, (2, ..., (" paarweise verschiedene Nullstellen von
X™ — 1. Daher hat auch

n

a=X"—1-J[(xX-¢)

k=1

n Nullstellen, aber dega < n. zeigt a = 0. O

Beispiel 6.33. Ein Koeffizientenvergleich (oder eine geometrische Reihe) zeigt 1 + (3 + C§ = 0. Fir
n € Ny gilt
1+¢+¢¢G =0 falls3{n,

1+ n+ 2n _
SRS {1+1+1:3 falls 3 | n.

Fir a =3 a, X" € C[[X]] erhélt man

(o + (X)) + a((3X)) = é Zan(l + ¢+ an)Xn _ Zaan:m.

Wl

Satz 6.34. Firn € N gilt

X" —1=]]®a
din

Insbesondere hat ®,, ganzzahlige Koeffizienten.
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Beweis. Fiir d | n ist Cff = e2rdi/n — ¢ /q €ine primitive %-te Einheitswurzel. Dies zeigt

d
—1HX ) = H I &-¢™=[]0a=]]
dln 1<k<n/d dln dln
ggT(kn/d)=

Fiir die zweite Behauptung argumentieren wir durch Induktion nach n. Fiirn =1 hat ; = X -1
ganzzahlige Koeffizienten. Sei nun n > 1 und die Behauptung fiir d < n bewiesen. Dann ist «a :=
[L4n, d<n ®a normiert mit ganzzahligen Koeffizienten. Da die Polynomdivision ®, = (X" —1)/a in
C[X] aufgeht, geht sie auch in Q[X] auf, d. h. ®,, € Q[X]. Da o normiert ist, treten dabei keine Nenner
auf und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 6.35. Gauf hat gezeigt, dass die Kreisteilungspolynome irreduzibel in Q[X] sind, d. h.
X" —1=]]g, Pa ist die Primfaktorzerlegung von X" — 1 in Q[X] (ohne Beweis).

Beispiel 6.36. Man kann [Satz 6.34] benutzen um ®,, rekursiv zu berechnen:

P =X — 1,
X2-1
by = =X+1
2 <I>1 +7
X3 -1
P3="—" =X’ 4+ X +1,
051

X*—-1 X4-1
L = = X?+1.
1T e, XZ_1 +

Fiir p € P erhélt man allgemein ®, = ))((P:11 = XP~1 4+ XP=2 4 | 4+ X 4 1 und induktiv

b X1 X1 e

P9, P XPU 1

n—1 n—1

Pl P2 o XPTT = @ (X,

Satz 6.37. Firn € N gilt

®,, = H(X% — 1)@
din

mit der klassischen Mdobius-Funktion p.

Beweis. Die Polynome X™/? —1 liegen nach in der abelschen Gruppe Q[[X]]*. Die Behaup-
tung folgt daher aus|Satz 6.34|und der multiplikativen Version der M&bius-Inversion (Bemerkung 3.8). [
Beispiel 6.38. Es gilt

(XS-1)(x -1  X3*+1
(X2-1)(X3-1) X +1

Bg = =X?-X+1.

Satz 6.39.
(i) Sein =pi*...p% die Primfaktorzerlegung von n € N und q := p;...ps. Dann gilt ®,, = ‘I)q(X%).

(it) Firn € N undp € P mit ptn gilt ®p, = q)né’fp)'
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(i1i) Fiir ungerade n > 3 gilt 9, = ©,,(—X).
Beweis.
(i) Nach [Satz 6.37| gilt

@, = [Jexd - @ = (x5 - )9 = @y (x7).
dn dlq

(i) Es gilt

pn bn Pyag — [l,(d) p
Py = H(X7 _ 1)#(d)(Xﬁ _ 1)u(pd) - H (XP)a —1) _ P (X )
dln dln

(iii) Wegen n > 3 ist ¢(n) gerade nach [Satz 1.27] Also ist ®,,(—X) normiert. Wie in (ii) ist

by, = H(Mz_l)“(d) _ H(X% 4 1)N(d) _ iH(_X% _ 1)M(d)

dn Xi—1 din dln
=+ [(=X) = )HD = £8,(~X) = D, (= X). O
d|n

Beispiel 6.40. [Satz 6.39| erlaubt eine effiziente Berechnung von ®,,. Zum Beispiel:

@20 L g(x1) & (- x) (- x1)? Xt = X5 X1,

) () @ P3(X°
P300 = Po2.3.52 @ B30(X 1) D ®15(—X ") @ <(I>3)(_X10)
XlOO _X5() 1
- X20—X10i1 = X0+ X7 - X0 X - X0 X0

Bemerkung 6.41. Im Folgenden untersuchen wir die Koeffizienten der Kreisteilungspolynome.

Satz 6.42. Sein > 2 und ¢, = Zf(:%) apX*. Dann gilt aj, = Ap(n)—k fiir k= 0,...,0(n), d. h. die
Koeffizienten von ®,, sind ,,symmetrisch®.

Beweis. Wegen ®9 = X + 1 diirfen wir n > 3 annehmen. Nach ist dann ¢(n) gerade. Mit ¢*

ist auch (7% = (7% £ ¢F cine primitive n-te Einheitswurzel. Dies zeigt
k k,—k
a=2,0= J] &= J] &6 =1=aum.
1<k<n 1<k<n/2
ggT(kn)=1 ggT(k,n)=1

Insbesondere ist o := Zf(:%) ap X?M =k normiert. Fiir eine primitive n-te Einheitswurzel ¢t gilt

N

n

w(n)
O‘(dz) - Z akdl(sﬂ(n)—k) — Césﬁ(n) ak(CT:l)k _ i:p(n)q)n(cgl) —0.
k=0 0

5

e
Il

Daher hat « die gleichen Nullstellen wie ®,, und es folgt
a= J] &x-¢)=2.

1<k<n
ggT(k,n)=1

Also ist ag = ag(n)—p- O
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Satz 6.43. Es gilt ®,, = X?(") — y(n)X*M~1 4 — un)X +1 firn > 2.

Beweis. Fir a = ) a, X" € Q[X]\ Q sei f(a) = ageg(a)—1- Fiir @, € Q[X] ist dann f(aB) =
f(a) + f(B). Mit dem Kronecker-Delta 6;; folgt

> r@a) = f(T] @) = F(X" = 1) = =610 = = > u(d)

dn dln dn

fiir alle n € N (siehe [Beispiel 3.7)). Mobius-Inversion zeigt f(®,) = —p(n). Die anderen Koeffizienten

ergeben sich aus O
Bemerkung 6.44. Berechnet man ®1,®o,..., P14, so stellt man fest, dass alle Koeffizienten 0 oder

+1 sind. Suzuki hat aber gezeigt, dass alle ganzen Zahlen als Koeffizienten von Kreisteilungspolynomen
auftreten.

7. Polynome in mehreren Unbekannten

Definition 7.1. In diesem Abschnitt sei n € N fest. Ein Polynom in den Unbekannten X7, ..., X, iiber
einem Korper K ist eine formale Summe der Form a = ) akl,...,k:anl .. .Xﬁ’ﬁ wobei nur endlich viele
der Koeffizienten ag, .k, € K ungleich 0 sind. Die Menge dieser Polynome wird mit K[Xq,..., X,]
bezeichnet. Man nennt deg(c) := sup{i1 + ...+ iy : @i, ..i, # 0} den Grad von «, wobei deg0 =
sup & = —o0.

Bemerkung 7.2.

(i) Man sieht leicht, dass die Rechenregeln aus auch in K[Xq,...,X,] gelten. Tatsdch-
lich kann man jedes Polynom a € K[Xj,...,X,] auch als Polynom in X; mit Koeffizienten
in K[Xy,...,X;-1,Xi41,...,X,] auffassen. Die Regeln deg(a + 8) < max{deg«,deg 3} und
deg(af) = deg o + deg B aus gelten auch in K[X1,...,X,].

(ii) Obwohl es in K[X,...,X,] fiir n > 1 keine Division mit Rest gibt (versuchen Sie X; durch X» zu
teilen), hat Gauk gezeigt, dass K[X1, ..., X,] trotzdem iiber eine eindeutige Primfaktorzerlegung
verfiigt (ohne Beweis).

(iii) gilt in K[X7,...,X,] fir n > 1 nicht: Zum Beispiel besitzt « = X — Y € R[X, Y]
unendlich viele Nullstellen der Form (z,z) € R?, obwohl deg aw = 1. Wir beweisen einen Ersatz
dieser Aussage.

Satz 7.3 (Interpolation). Sei L C K™ und d € N mit |L| < (”;rd). Dann existiert ein a €
K[X1,...,Xp) \ {0} mit dega < d und a(xy,...,z,) =0 fir alle (z1,...,2,) € L.

Beweis. Sei Vy der K-Vektorraum aller Polynome a € K[X7, ..., X,] mit dega < d. Offenbar bilden
die Monome X" ... X% mit a; + ...+ a, < d eine Basis von V. Setzt man ap :=d —aj + ...+ an,

S0 ist ?ac, ...,ay) eine d-elementige Multimenge von {0,...,n} (a; ist die Vielfachheit von 7). Aus
Satz 1.22

| folgt dim Vg = (("4")) = ("%). Die lineare Abbildung

Vi — K‘L‘, a— (a(x))zer,

hat nicht-trivialen Kern wegen dim K*l = |L| < dim V};. Also existiert v € Vy\{0} mit a(z1,...,z,) =0
fir alle (x1,...,2,) € L. O
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Lemma 7.4 (SCHWARTZ-ZIPPEL). Ein Polynom a € K[X71, ..., X,])\{0} besitzt hichstens |K|" ! deg a
Nullstellen in K.

Beweis. Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist genau[Lemma 6.27] Sei also n > 2 und 0. B.d. A. |K| < oco.
Fir x € K seil a,(X1,...,Xn-1) = a(X1,..., Xp-1,2) € K[Xy,...,X,1]. Nehmen wir a, = 0
an. Dann hat 8(Xq,...,X,) = a(X1,..., X1, Xy, + 2) € K[X4,...,X,] die Form 8 = X,v mit
v € K[Xq,...,X,]. Dies zeigt a = B(X1,...,Xpn-1, X, — ) = (X;, — )7 (man kann also wie gewohnt
Linearfaktoren abspalten). Sei L := {x € K : ap = 0}. Durch Iteration erhilt man

o= H(Xn—x)7

zel

mit degy < deg(«) — |L| und 7, # 0 fiir z € K \ L. Sei
Z(a) ={(z1,...,xy) € K" : (1, ...,2,) =0}

die Nullstellenmenge von «. Dann gilt

Z(a) S (K" ' x L)u | (Z(w) x {a}).
zeK\L

Nach Induktion ist |Z(v,)| < |K|[""2degy, < |K|"2(deg(a) — |L|). Insgesamt folgt

|Z ()| < |K"7HL| + | KK (deg(er) — |L]) = [K|"~" deg a. O

Lemma 7.5. Sei K ein unendlicher Korper und o, € K[X1,..., X, mita(zy,...,x) = B(x1,...,2p)
fur alle x1,...,z, € K. Dann ist a = .

Beweis. Fir n =1 hat a — 8 unendlich viele Nullstellen und es folgt a = 8. Seinun n > 2 und oo — 3 =
Zizo Y XEmitvo,...,74 € K[X1,..., X, 1]. Fiirallezy, ..., 2z, 1 € K hat ZZ:O Ye(x1, ... zn1)XE €
K[X,] unendlich viele Nullstellen und es folgt wieder v (z1,...,2n—1) = 0. Durch Induktion nach n ist
Y9 =...=7v¢ =0 und damit o« = 3. O

Lemma 7.6. Sei o € K[X1,...,X,]. Sei d; der Grad von « als Polynom in X;. Seien Ly,...,L, C K
mit |L;| > d; firi=1,...,n. Ist a(z1,...,2y) =0 fir alle (x1,...,2,) € L1 X ... X Ly, soist a =0.

Beweis. Fiir n = 1 ist dega = d; < |L1| und die Behauptung folgt aus [Lemma 6.27| Sei nun n > 2
und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Wir schreiben o = Zio oeinl mit ag,...,0q, €
K[Xi,...,Xp—1]. Offenbar ist der Grad von «; als Polynom in X; hochstens d;. Seien (x1,...,2,-1) €
Ly x ... x Ly fest gewéhlt. Das Polynom S := a(x1,...,2,-1,X,) € K[X,] hat mindestens die
Nullstellen x,, € L,,. Wegen deg 5 < d,, < |Ly|ist =0 nach Dies zeigt a;(z1,...,Tp—1) =

0 fir7=0,...,d,. Nach Induktion folgt ap = ... =g, =0 und a = 0. O

Lemma 7.7. Seien Li,...,L, C K nichtleere, endliche Teilmengen und o € K[Xy,...,X,] mit
a(zy,...,xy) =0 fir alle (x1,...,2,) € L1 X ... X Ly. Dann existieren B1,...,0, € K[X1,...,X,]

mit deg B; < deg(a) — |L;| firi=1,....,nund a =3 b HxiGLi (X; — z4).
Beweis. Fir 1 <i<mnseid; :=|L;|—1 und
d; '
Yi = H (Xl — l‘l) = Xidﬁ_l — ZCUXZJ € K[XZ]
z,€L; =0
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Fir z; € L; gilt w?”‘l = Z?i:() cl-jz:g . Indem wir jeden Term der Form X7 mit e > d; in o wiederholt

durch Xf_di_l Z?LO Cin,L-j ersetzen, erhalten wir ein Polynom a € K[Xi,...,X,] mit folgenden
Eigenschaften:

e Der Grad von « in X; ist hochstens d;.

o Fir (z1,...,2,) € Ly X ... X Ly, gilt a(xy,...,2,) = a(z1,...,2,) = 0.

e av—a =", Bivimit f1,...,0nh € K[X1,...,X,] und deg 5; < deg(a) — |L;| fiir i = 1,...,n.
Aus folgt & = 0 und damit die Behauptung. O
Satz 7.8 (Kombinatorischer Nullstellensatz). Sei o € K[X1,...,X,] mit dega = dy + ...+ dp, sodass

der Koeffizient von Xfl ... X% in « nicht verschwindet. Seien Ly,...,L, € K mit |L;| > d; fiir
i=1,...,n. Dann existiert (z1,...,x,) € L1 X ... X Ly mit a(x1,...,z,) # 0.

Beweis. O.B.d.A. sei |L;| = d; + 1 fir i = 1,...,n. Nehmen wir indirekt a(z1,...,2,) = 0 fiir

alle (z1,...,2,) € L1 X ... X Ly an. Nach existieren f1,...,0, € K[Xi,...,X,] mit

a=> 6 [ (Xi-).
=1

= x,€L;

Nach Voraussetzung existiert i € {1,...,n}, sodass der Koeffizient von Xfl . X in B [l.,cr,(Xi—zi)

nicht verschwindet. Dann wére aber deg 5; > > ot d;. Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 7.9.

(i) Hilberts (urspriinglicher) Nullstellensatz lautet: Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper
und aq,..., 0k, 8 € K[X1,...,X,], sodass § auf allen gemeinsamen Nullstellen von ayq, ..., o
verschwindet. Dann existieren f1,...,0;r € K[X1,...,X,] und s € Nmit 8° = o181 + ... + aiSk.

(i) In der Algebra zeigt man, dass fiir jede Primzahl p eine Primitivwurzel x € T, existiert, d.h.
xF £ 1 fir k=1,...,p — 2 (vgl. Bemerkung 6.26)). Ggf. gilt

Y Y= @)t =)k

yelF, yel, y€elF,

Daraus folgt ) y* =0 fiir k=0,...,p—2 (beachte 0° = 1). Dies wird im nichsten Beweis

y€Fy
benutzt.
Satz 7.10 (CHEVALLEY-WARNING). Seien aq,...,o4 € Fp[Xq,..., X, mit Zle dega; < n. Dann
ist die Anzahl der gemeinsamen Nullstellen von ax, ..., oy in ¥} durch p teilbar. Es kann also nie genau

eine gemeinsame Nullstelle geben.

Beweis. Nach |Bemerkung 6.26] ist

Bla) =[]t = ai(2)"™") =

i=1

i 1 falls x eine gemeinsame Nullstelle von aq, ..., a; ist,
0 sonst
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fiir alle z € Fy). Fiir die Anzahl N der gemeinsamen Nullstellen gilt daher N = erFg B(x) (mod p).

Multipliziert man § aus, so erhélt man eine Linearkombination von Monomen der Form [ ; z]* mit

n k
Zai <(p-— 1)Zdegai <(p—1)n
i=1 j=1

nach Voraussetzung. In jedem solchen Monom muss es daher ein ¢ mit a; < p — 1 geben. O.B.d. A. sei
t = 1. Nach [Bemerkung 7.9 gilt

N I CAD DTS DN | )

ze]Fg =1 r1€F, x2,...,xn €Fp 1=2

Dies zeigt N =) _pn 8(z) =0 (mod p). Die zweite Behauptung ist klar wegen p > 2. O
p

Satz 7.11 (ERDOS-GINZBURG-Z1V). Jede Multimenge aus 2n — 1 ganzen Zahlen besitzt n Elemente,
deren Summe durch n teilbar ist.

Beweis. Sei k :=2n—1und aq,...,a; € Z. Nehmen wir zuerst an, dass n = p eine Primzahl ist. Da wir
nur an der Teilbarkeit durch p interessiert sind, kénnen wir ay,...,a; € F, annehmen. Die Polynome

k k
a::ZXf_l, B ::ZaiXp_l
=1 i=1

in Fp[X1,...,X;] haben Grad p — 1 und gemeinsame Nullstelle (0,...,0). Wegen 2(p — 1) < k
muss es nach Chevalley-Warning eine weitere gemeinsame Nullstelle z := (x1,...,z)) geben. Sei
I:={1<i<k:a;#0}# @. Nach Fermat gilt

k
\I]Efofl:a(x):O, Zai:ﬁ(az)zo.

icl
Aus |I| <k folgt |I| = p und ), ; a; ist durch p teilbar.

Nehmen wir nun n = pm mit p € P und m > 1 an. Nach dem ersten Teil des Beweises existiert
L C{1,...,k} mit [I1] =pund Y ;7 a; =0 (mod p). Aukerdem existiert Io C {1,...,k} \ [ mit
> ier, @ = 0 (mod p). Wegen k —2(m — 1)p = 2p — 1 finden wir auf die gleiche Weise disjunkte
Teilmengen I1,. .., Jopm—1 C {1,...,k} mit |I[;| = pund b; := 13", a; € Z fiir j =1,...,2m — 1.

p Lui€l;
Durch Induktion nach n existiert J C {1,...,2m — 1} mit |J| = m und > jesbj =0 (mod m). Fiir

I:=Uje; L gilt [I|]=mp=mnund 3, ;a; =0 (mod n). O

Beispiel 7.12. [Satz 7.11|ist optimal, denn aus der (2n — 2)-elementigen Multimenge

{0,...,0,1,...,1}
N N——

n—1 n—1

lassen sich keine n Elemente auswéhlen, deren Summe durch n teilbar ist.

Definition 7.13. Ein Polynom a € K[X1,..., X,] heifst symmetrisch, falls

a(Xﬂ.(l), e ,Xﬂ.(n)) = Oé(Xl, oo ,Xn)
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fiir alle 7 € S, gilt. Die elementar-symmetrischen Polynome der Ordnung n sind og := 1 und

1<i1 <. .<ix<n

Die vollstindig-symmetrischen Polynome der Ordnung n sind 75 := 1 und

1<ip<...<ig<n

Die Potenz-Polynome sind py, := XF + ...+ XF fiir k > 0.

Bemerkung 7.14.

(i) Die symmetrischen Polynome bilden einen multiplikativ abgeschlossenen Unterraum von K[X7, ..., X,]
mit Basis
B(al ..... an) = Z Xal Xan) (al ZZanZO)a
ﬂ—eSTL
wobei m; die Vielfachheit von a; in der Folge (aq,...,a,) ist (alle Koeffizienten sind 1, sodass die

Charakteristik des Korpers keine Rolle spielt). Man erhalt

O = O[(lk’on—k),
Tk = E Q(aq,....an)s
ai+...+an==k

Pk = Ck(k}onfl).
(ii) Beachte: o, = 0 fiir £ > n und pp = n. Es gilt degoy = degm, =degpr =k firk=1,...,n

Satz 7.15 (VIETA). Im Ring der formalen Potenzreihen K[Xi,...,Xp][[Y]] mit Koeffizienten in
K[X1,...,X,] gilt

ﬁ (1+X,Y) = ZakYk
k=1
n
H 1-— XkY ;}Tkya

=1

ol

Beweis. Die erste Gleichung ergibt sich durch Ausmultiplizieren. Die zweite Gleichung folgt aus

Hl—Xk HZXkY Z( 3 Xil...Xf;)Yk:ZTkY’f. 0
k=1 l= k=0

k=0 ULi+..+l,=k

Satz 7.16 (GIRARD-NEWTON-Identitat). Fir k € N gilt

k .
Z(—l)laﬂ‘k_i =0,
i=0
miri%n}(—l)ig‘p )0 Jalls I = .
- iPh—i (=D —k)op  fallsk <n
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Beweis.

(i) Nach Vieta ist

%) o0 o0 k
1= (Z(—l)iaiYZ) <ZTij> = Z(Z YeoriTh— ) Yk,
1=0 7=0 k=0 =0

Ein Koeffizientenvergleich liefert die erste Behauptung.

(ii) Fir ke Nound 0 <1 <n—1 sei

n
l) = Zszo-l(Xh s ,XiflyXiJrl) s 7X7’L)

Dann gilt
pr = a(k,0) falls i = 0,
Oipk—i = S alk —iyi) +ak—i+1,i—1) falls1<i<k<n,
alk—n+1,n-1) falls i =n < k.
Als Teleskopsumme erhélt man die zweite Behauptung (beachte «(0,1) = (n — l)ay). O

Satz 7.17 (Hauptsatz tiber symmetrische Polynome). Fiir jedes symmetrische a € K[Xy,..., X,]
existiert genau ein v € K[X1,...,X,] mit a = v(o1,...,0n).

Beweis. Existenz: Sei o.B.d. A.

Z iy, in XJH o X £ 0.

-yln

Wir ordnen die Tupel (i1, ...,4,) lexikografisch und argumentieren durch Induktion nach

f(a) :=max{(i1,...,in) : @i ., #0}.

Im Fall f(a) = (0,...,0) ist v:= a =ag,. o € K. Sei nun f(a) = (d1,...,dn) > (0,...,0). Wegen
a=a(Xr(y; - Xp(n) fliv alle m € 5y, ist d1 > ... > dp. Sei

_ d d
/8 = ag, .., ,dno'(lil d20_(212 d3 O_nn 11 n dn

Es gilt f(op" ") = (di — i) f(0k) = (di — disr, -, di, — diy1,0,. .. 0) und

F(B) = o™ ®) + . 4 fofr) = (du, ..., dn).

Das symmetrische Polynom « —  erfiillt daher f(a — ) < (dy,...,d,) und die Existenz von v folgt
mit Induktion.

Findeutigkeit: Seien 7,0 € K[Xy,...,Xy] mit y(o1,...,00n) = 0(01,...,0p). Fir p := v — 0 ist
dann p(oy,...,0,) = 0 und wir miissen p = 0 zeigen. Sei indirekt p # 0. Sei d; > ... > d, das
lexikografisch grofite n-Tupel, sodass der Koeffizient von X flfdQXgrdi“ ... X% in p nicht verschwindet.

Wie oben gilt f(o7% . . gdn) = (dy,...,d,). Fiir jeden weiteren Summanden X~ . X von
p ist f( T2 Lofr) < (dy,...,dy). Dies ergibt f(p(o1,...,00n)) = (di,...,dy) im Widerspruch zu
p(O’l, .. ) = 0. Ul
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Beispiel 7.18. Wir betrachten o = XY3 + X3Y — X — Y € K[X,Y]. Mit den Bezeichnungen aus dem
Beweis ist f(a) = (3,1) und

Bi=o0loy = (X +Y)?’XY = XY +2X*V? + XY?.
Es folgt o — f = —2X2Y? — X — Y. Im néchsten Schritt ist f(a — 8) = (2,2) und
By i= —20% = —2X?Y?.
Es bleibt a« — 8 — o = =X — Y = —oy. Schliefslich ist
a =B+ Py — 01 =0i0y — 205 — 01 = v(01,02)

mit v = X?Y —2Y? - X.
Satz 7.19 (WARING-Formel). Fir K = C und k € N gilt

a4+ ...+ar—1)! . )
pr = —k Z (a1 : k' ) (=)™ .. (=)
(191,.... ko )eP(k) arl...ag!

a1 +...4+a—1)! . )
= (_1)k Z ( 1 k ) (_O_l) 1"'(_0k) k.
(1a1 k,‘ak)ep(k) al!.. 'ak‘!

Beweis. Wir fithren eine neue Variable Y ein und manipulieren die erzeugende Funktion:

o) n oo Ak n n
S lyh = 3> B =S o1 - xin) ) = os([T 15 7)

k=1 i=1 k=1 i=1 =1

i 1
20 . Z

=1 ai+...4an=l

_ i 1 <a1 TR ak> (r) ()

a a al,...,a
=1 (191, k) e P(k) 1+...tag Ly---, 0k

3
N

) (—Tl)al o (_Tn)anya1+2a2+...+nan
ai,...,0n

i(—l)k/;:Y’“ . i(—l)kl(&;/)k . Zn:log(l +XY) = —log(ﬁ(l + XiY)>
k=1 i=1 k=1 i=1 i=1
n ; B oo (_ ) n :
_log(1+;azY)_; : (;@y)

> 1 a1+ ...+ ag a <k
= _ — oo (=op) YR O
>y )co o)

al,...,a
k=1 (191,... k% )€ P(k) Lyeees Ok

Bemerkung 7.20. Die im niichsten Satz bewiesene Formel hat duferliche Ahnlichkeit mit der Leibniz-
Formel fiir Determinanten:

det(A) = Z sgn(0)a16(1) - - - Ano(n) (A = (a;5) € K™™).
UES’n
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Satz 7.21. Fir A € K™ und o € S, sei try(A) := tr(A9) ... tr(A%) € K, wobei c1,...,cp die
Zyklenlingen von o sind (einschlieflich Einerzyklen). Dann gilt

det(A)n! = > sgn(o) try(A).

O’ESn

Beweis. Wir fassen die Eintrdge von A als unabhéngige Variablen im Polynomring K[X;; : 1 <14,j < n]
auf. Nach der Leibniz-Formel ist die Behauptung dann eine Gleichung von Polynomen in Z[X;;]. Nach
sind diese Polynome bereits dann gleich, wenn sie an allen Stellen z;; € C iibereinstimmen.
Es geniigt daher die Behauptung fiir K = C zu beweisen. Seien Aq,..., A\, € C die Eigenwerte von
A mit Vielfachheiten. Nach der Jordanschen Normalform gilt tr(A¢) = A{ + ... 4+ XS fiir ¢ > 0. Fir
Permutationen o, 7 € S, vom gleichen Zyklentyp ist sicher tr,(A4) = tr;(A). Wir summieren daher
iber die Partitionen (1%1,...,n%) € P(n) unter Benutzung von Fiir eine entsprechende
Permutation o gilt sgn(c) = [[1_,(—1)~D% = (—1)r+at-Fan Die rechte Seite ist also

n (_1)a1+...+an a n n\a
n!(—1) > 1“1a1!...n“nan!(>\l+'”+)\n) Lo (NP 4L 4 AT)an
(191,...,n%n)eP(n)

n

ALy An))®
= nl(—1)" 3 H —pL AT

[mq,)
(11,...,nan)€P(n)
=nlA1... A\, = det(A)n!. O

8. Bernoulli-Zahlen

Bemerkung 8.1. Man zeigt leicht (Aufgabe 1)):

1424, 4+n—1= <Z>

1/2n
12+22 4+ ... —1)2==
+2°4+...+(n—-1) 4(3),

2
P42+ +(n-1)7>= <Z> =(1+2+...4+(n—-1))? (Nicomachus-Identitét).

Die erste Formel hat Gault als Kind durch

2014+...+n-1)=1+n-1)+2+n-2)+...+(n—-14+1)=n(n—-1)
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gefunden. Die dritte sieht man wie folgtﬁ

Wir suchen eine allgemeine Formel fiir >, k™ mit m € N. Dafiir benutzen wir, dass

[e.9]

exp X n—l
QX
invertierbar ist (Lemma 4.8]).

Definition 8.2. Die Zahlen By, By,... € Q mit

heilten Bernoulli-Zahlen.

Beispiel 8.3. Wegen

B 1.1
(Bo-|-BlX-|—72X2+...)(1+§X+6X2+...>:1

gilt By =1, By = —1/2 und By = 1/6. Mit dem folgenden Lemma lasst sich B,, rekursiv aus By mit
k < n berechnen.

Lemma 8.4. Firn > 2 gilt

ni (Z)Bk —0.

k=0

Beweis. Ein Koeffizientenvergleich wie in ergibt

n—1 n—1
‘Bk 1 1 n
0= - = = By. O
Zk! (n—k)! n!z k)"
k=0 k=0
4Quelle:  https://math.stackexchange.com/questions,/61482/proving-the-identity-sum-k-1n-k3-big-sum-k-1n-k-big2-
without-i
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Lemma 8.5. Fiirn € N gilt Boy,11 = 0.

Beweis. Sei

B ii X +1 _{exp(X)—i—lg:_zg{exp(%X)—Fexp(—%X)
— k! exp(X) -1 2 2 exp(X) —1 2 exp(2X) —exp(—1X)’
Wegen a(X) = a(—X) folgt die Behauptung durch Koeffizientenvergleich. O

Beispiel 8.6. Wegen
5 5 5 5
B B B By =
(o) (1) (o) ()0

1 5 10 1
By=—(1-2+—=)=—=.
1T 75 5% 30

Obwohl die ersten Bernoulli-Zahlen relativ klein sind, gilt |Boy| ~ 22;2)

folgt

» — 00 (ohne Beweis).

Lemma 8.7. Firn € N gilt (—1)" By, < 0.
Beweis. Nach (dem Beweis von) ist

X 1 2. Bor o
= 4 X = X2k,
“ exp(X)—1 + 2 Z

Ableitung mit der Quotientenregel ergibt

o — exp(X) —1— Xexp(X) n 1 _ i By, y2k—1
(exp(X) —1)2 2 — (2k —1)!
Andererseits ist
X? X? 1 X2 exp(X)
2 L y2 _ - v2 — _ / - yv2
a_ex X—12+ex X—1+4 eXX—12+4X @ Xa+4X
(exp(X) — 1) p p
Einsetzen liefert
o n [oe)
Bok Bo(y—) 2 Lo 1 1
X —14-X B ( _ )XQ”.
;(; (2k)!(2(n—k))!> 3 +n§_:1 2\ @)l ~ @n- 1)

Nach Koeffizientenvergleich ist

~ (2n 2 — 1) — (2n)!
kZ:O <2k> Bk Ba(n—k) = (2n)!32n( o _)1)!(2(n)!) — (1 20)By,

fiir n > 2. Wir subtrahieren 2B,,, auf beiden Seiten und erhalten

n—1
2n
(204 1By =~ ( >sz32(nk) (8.1)
k=1

fiir n > 2. Wir beweisen nun die Behauptung durch Induktion nach n. Fir n = 1 ist By = % > 0. Ist
die Behauptung bereits fiir alle k < n bewiesen, so folgt

n—1 m
(17 @0+ DB = =3 (51 ) (D B 1) Ay <0

k=1

>0

nach (8.1)). O

67



Satz 8.8 (FAULHABERsche Formel). Fir n,m € Ny gilt

m
Z m 71 (ml—; 1>Bknm—k+1.
m + =

Beweis. Nach gilt

00 1 n—1 n—1 oo kam n—1 n—1
Z@ka)(m:zz Zexp(kX):Zexp(Xk
m=0 k=0 k=0 m=0 k=0 k=0

exp(X)" —1 X exp(nX) —1
exp(X) —1  exp(X)-—1 X

_Z x* Z k+1) (iB{c Lt .>Xm'

| — |
evwar El' (m—k+1)
Koeffizientenvergleich ergibt
n—1 m m
B, nmTRtl 1 m+ 1 k
K™ = m! = Byn™ Rt O
kzo mz;k' (m—k+1)! m+1kz:0 k "

Beispiel 8.9. Fiir m =4 ist

1 5 5 5 5
R 5(<o> Bor” + <1) Bu + <2> Bon’ + <4> Bw)
5 3

5 2 3 30 30

Bemerkung 8.10.

(i) Die Faulhabersche Formel driickt die Summe ZZ;(% k™ als Polynom in n vom Grad m + 1
aus. Pascal hat die Existenz dieses Polynoms induktiv gezeigt, ohne die Koeffizienten explizit

auszurechnen Pl

(ii) Bernoulli-Zahlen treten auch in der Analysis auf:

o0

1 2 =1 7t
SE-% Sa%

27T)2n( )n+1B2n
k k

2(2n)!

Mg

k=1
B =

(ohne Beweis). Man kennt hingegen keine Formel fiir die Apéry-Konstante > ;- L =1,202....

Satz 8.11. Fiir n € Ny gilt

ol

=0
Beweis. Fiir k € Ny gilt nach der Funktionalgleichung

k

(exp(X) — 1) :Z kz<>expzxzizk: <>an@§Z{Z}Xn

= 01=0

Ssiche [Beardon, Sums of Powers of Integers, Amer. Math. Monthly 103 (1996), 201-213]
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Es folgt

B ion X log(l+(exp(X)-1) 1 o~ qyh1 (exp(X) — 1
Z n!X exp(X)—1 exp(X) —1 N exp(X)—lZ( 1

Die Behauptung folgt durch Koeffizientenvergleich. O

Satz 8.12 (CLAUSEN, VON STAUDT). Firn € N existiert ein z, € Z mit

Boy = zp + Z
peP
(r— 1)\2”

Insbesondere ist der (vollstindig gekiirzte) Nenner von Ba, das Produkt aller Primzahlen p mit p—1 | 2n.

—1)k . .
Beweis. Wir analysieren die Summanden (k—&l—)l k!{%?} mit 0 < k < 2n in|Satz 8.11] Wegen (— {2"} €
Z interessieren wir uns nur fir k:’j-ll Nehmen wir zunéchst an, dass k + 1 keine Prlmzahl 15‘5 Dann

existieren a,b € Z mit k +1 =ab und a,b < k. ImFalla;éblstk—i-l—ab]k'und

folgt. Sei nun a = b. Im Fall 2a < k gilt wieder k 4+ 1 = ab | a(2a) | k! und ¢
2a > kist k+1=a’?>2a>k+ 1. Es folgt a =2 und k = 3. Dann gilt

= k'{%} €z
LR € Z. Tm Fall

k+1

3
2n) I 3
(—1)’%!{ :} = §j(—1)’<l>12"=—3+3.22” g2y 3 _gn=1 1= (mod 4).
=0

Also ist #3!{2;} € Z. Die Summanden in [Satz 8.11| mit k£ + 1 ¢ P sind somit alle ganzzahlig.
Seinun p:=k+1€P.Im Fall (p —1) | 2n gilt

1 = (1P~ 1) = (mod p)

fir il =1,...,p— 1= k. Dies liefert

(—1)%!{2]?} @Zk:(_l)’<’;>12” =-1+ Zk:(—l)lG) =-1+(1-1F=-1 (mod p).

=1 =0

2 )k'{Qn}eZ.

Daher ist

k+1 k

Sei schliefslich (p — 1) 1 2n. Dann existieren m € {1,...,p — 2} und ¢ € Z mit 2n = m + q(p — 1)
(Division mit Rest). Fiir [ = 1,...,p — 1 gilt [?® = ["(IP~1)9 = [™19 = [™ (mod p) nach Fermat. Dies
zeigt

k

(_1)%!{2:} - f:(_nl <’;>z2n - Z(—l)’(?) m = (—1)%!{?} —0 (mod p)

=1 =1
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(=D*

o k!{an} € Z. Damit ist die erste Behauptung bewiesen.

wegen m < p — 1 = k. Wir erhalten erneut

Fiir die zweite Behauptung sei a der Nenner von Bg, und {p € P:p — 1| 2n} = {p1,...,ps}. Wegen
Boupi...ps € Z ist « ein Teiler von p; ...ps. Aukerdem gilt

S

Z 1 p2...pst+pips...ps+...+p1...ps—1

o Pi P1..-Ps
mit
P2 Ps+PIP3.Ds .o+ DL Ps 1 =D1. . Pic1Pit1---Ds 70 (mod p;)
firi=1,...,s. Wegen azp%_ € Z folgt p1 ...ps | . Insgesamt ist daher a = py ... ps. O

Beispiel 8.13. Aus folgt, dass der Nenner von Bs, stets durch 6 teilbar ist. Der Nenner von
Bio ist zum Beispiel 2-3-5-7-13 = 2730.

Satz 8.14 (LucAs). Seip eine Primzahl und n = Zizo nip' sowie k = Zizo kip' mit 0 < ni k; <p—1
fiir i > 0 (p-adische Entwicklung). Dann gilt

(-11E)

Insbesondere ist (Z) genau dann durch p teilbar, wenn ewn t > 0 mit n; < k; existiert.

Beweis. Fiir 0 <m < pgilt (P) = pp=b)--lp=m+l) — ( (1oq p). In F,[X] gilt daher

p
m m!

(1+X)p:zp:<

m=0

I

>Xm= 14 XP.

Induktiv erhilt man (14 X)P' =1+ XPi fiir alle i > 0. Es folgt
Z <H>Xm _ (1 —i—X)n _ H((l +X)pi)ni _ H(l +Xpi)n¢ _ H Z <n1>Xm1pz
m=o \ i>0 i>0 i>0m;=0 mi

Multipliziert man das Produkt auf der rechten Seite aus, so entstehen Summanden der Form

X Zizomip! H (n, > )
mi

i>0

Da die p-adische Entwicklung von m = m;p’ eindeutig bestimmt ist, tritt X™ in der Summe nur
einmal auf. Ein Koeffizientenvergleich an der Stelle m = k liefert die erste Behauptung.

Wegen n; < p ist (21) # 0 (mod p), falls k; < n;. Im Fall k; > n; ist (Z’) = 0. Daraus folgt die zweite
Behauptung. O

Beispiel 8.15. Wegen 2" —1 =142+ ... +2" L ist (an_l) ungerade fir £k =0,...,2" — 1.
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9. Catalan-Zahlen

Bemerkung 9.1.

(i) Ein Magma ist eine Menge M zusammen mit einer Abbildung (Verknipfung) -: M x M —
M, (z,y) — x-y. Fir z1,...,z, € M ist dann das Produkt z; - ... -z, in der Regel nicht
wohldefiniert, denn unterschiedliche Klammerungen kénnen verschiedene Ergebnisse liefern (M ist
nicht unbedingt assoziativ). Wir untersuchen wie viele mogliche Klammerungen es gibt.

(ii) Selbst wenn M assoziativ ist, kann man durch geeignete Klammerung Rechenzeit sparen. Sind
zum Beispiel A, B und C (reelle) Matrizen vom Format 10 x 20, 20 x 5 und 5 x 100, so benéotigt
man fiir (AB)C nur

10-20-5+10-5-100 = 6000
Multiplikationen (reeller Zahlen), wéhrend man fiir A(BC') bereits

20-5-100+10-20 - 100 = 30.000

Multiplikationen benotigt.

Beispiel 9.2. Die ganzen Zahlen Z bilden bzgl. Subtraktion ein Magma. Es gilt
(1-2)—3=—-4#2=1-(2-13).

Definition 9.3. Fiir n € Ny sei C), die Anzahl der méglichen Klammerungen von xy - ... - 2,41, wobei
Z1,.-.,ZTpy1 Elemente eines Magmas sind. Man nennt C,, die n-te Catalan-Zahl.

Beispiel 9.4. Sicher ist Cy = C7 = 1 und Co = 2. Weiter gilt C3 = 5 wegen

xl(xg(x3x4)), xl((x2$3).%'4), ($1$2)(£C3.%’4), ((x1x2)$3)$4, ($1($2$3))$4.

Lemma 9.5 (SEGNER). Fiir n € Ny gilt
Cny1 = Z CiCp—k.
k=0

Beweis. Jede Klammerung von zj...z,4+2 hat die Form (x1...2511)(@gs2...Tpto) fir ein k €
{0,...,n}. Innerhalb der ersten Klammer (z;...zx41) gibt es Cj viele Klammerungen und inner-
halb der zweiten Klammer gibt es C),_; mogliche Klammerungen. Dies zeigt die Behauptung. O

Beispiel 9.6.
(i) Ist n > 2 gerade, so auch C), = 2 ZZL 20_1 CrCp—_1—_k. Insbesondere ist

Cy = 2(0003 + 0102) = 2(5 + 2) = 14.
(ii) Sei @ =" a, X™ € Q[[X]] die Umkehrfunktion von X — X? (Aufgabe 21)). Dann gilt
X=a-a’= ZanX" — ZZakan_kX" = Z(an — Zakan_k)X"
n=0 n k=0

n=0 k=0 =0

und es folgt ag = 0 (nach|Satz 4.24)), a; = 1 sowie a,, = ZZ;% ap0n—p firn > 2. Alsoist a,, = C,,—1
fir n € N.
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Satz 9.7 (EULER). Die erzeugende Funktion von C,, ist

1—+v1-4X
2X '

Beweis. Sei aw =) C,, X". Dann gilt

(1-2Xa)?=(1-2CoX —2C1X? —205,X% —...)?

00 n—2
—1-4x+Y (—4Cn,1 +43 Ckcn_Q_k) x84 x
n=2 k=0
Dies zeigt 1 — 2Xa = /1 — 4X und die Behauptung folgt. O

Satz 9.8 (CATALAN). Firn € Ny gilt

Beweis. Nach dem Newtonschen Binomialsatz ist

1-v1—4X  1-3 () (-nranxn 1 n( 1/2\ it yn
2X B 2X B 52(_1) (n+1>4 T

Ein Koeflizientenvergleich nach zeigt

n+1 : Sy n
Cn:(—l)”1<1/21)4”“:(—1)"2 2(1/2)-2(1/2-1)-...-2(1/2 = n)

2\n+ 2 (n+1)!
o 1-3-5-...-(2n—1)_ 1 2-4-...-2n 1-3-5-...-(2n—1)
Con+1 n! n+1 n! ' n!
_ 1 @ 1 <2n> 0
n+1(n!)?2 n+1\n/)

Beispiel 9.9. Es gilt
1/10 10-9-8-7
= - =——=2-3-7=42.
Cs 6(5) 120 37

Definition 9.10. Sei n € N und {a,b,c} = {1,2,3}. Eine Permutation o € S,, besitzt das Muster abc,
falls 1 < i1 < iz <i3 <nmit o(iq) < 0(ip) < 0(ic) existieren. Anderenfalls sagt man: o vermeidet das
Muster abc.

Beispiel 9.11. Die Permutationen in Sy, die das Muster 123 besitzen sind:
1 2 4 1 4 1 4 1
1 2 3)7°\1 4)°\1 2)7\1
1 2 4 1 4 1 4 1
2 1 4)7\2 1/7\3 4)’\4

Es gibt also |S4| — 10 = 14 Permutation, die 123 vermeiden.
Satz 9.12 (MACMAHON). Die Anzahl der Permutation in Sy, die ein Muster abc vermeiden ist Cy,.

W w W Ww
1SN
~
N
— =

— W W

W N W N

=W N W

NN W N

N W W

[l \C RSN V)

N W NN W

AN
~
N\

Do =

W N NN
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Beweis (SIMION-SCHMIDT). Sei Sy, (abc) die Menge der Permutationen in S, die abc vermeiden. Mit
der Konvention Sy = {idg} gilt |Sp(abc)| = |S1(abe)] =1 = Cy = Cy und |Sa(abe)| = 2 = Cs. Sei also

n > 3 und die Behauptung fiir kleinere n bereits bewiesen.

Wir zeigen zuniichst |S,,(132)] = Cp. Sei o € S,(132) und y := o~ 1(n). Fir 1 <z <y < z < n gilt
dann o(x) > o(z), denn anderenfalls wire o(x) < 0(2) < o(y) = n und o beséfe das Muster 132. Also
st {o(x):1<z<yt={n—-1,n—-2,....;n—y+1}und {o(2) :y<z<n}={1,2,...,n—y}. Die
Permutationen

1 2 y—1 cs
o(l)=n+y o@2)—n+y - oly-1)-—nty) "

1 2 S n—y
<U(y+1) oly+2) --- O-(n)>€Sn—y

vermeiden ebenfalls 132. Bei festem y = o~ !(n) gibt also |S,_1(132)[|S),—y(132)] = Cy—1Cy—yy, mdgliche
o (Induktion). Insgesamt erhéilt man

n n—1
15,(132)] =) " Cy1Cry =Y CyCpy_1=Ch

y=1 y=0
nach Segner.
Die Bijektionen
I': S, (abc) — Sy (cba), A: Sy (abe) = Sp(4—a,4—b,4—c¢),

1 .. n 1 e n 1 e n 1 DR n
= ’ —

(al an> <an a1> (al an> <n+1—a1 n+1—an>
zeigen |S,(132)] £ |Sn(231)] 2 |5, (213)] = |5 (312)] und |S,,(123)| = |5, (321)]. Es geniigt also eine
Bijektion f: S,(132) — S,,(123) zu konstruieren. Fiir o € 5,,(132) sei

M(o) :={(k,0(k)) :0(k)<o(i) firi=1,...,k—1}

die Menge der Linksminima. Wir konstruieren f(c) aus o, indem wir M (o) festhalten und die tibrigen
Bilder von o absteigend sortieren. Zum Beispiel:

1 2 3 4 5 678\ r (1 2 3 4 5 6738
(@74258>_><@87542)'
Dann ist f(o) die einzige Permutation in S, (123) mit M (f(c)) = M (o). Fiir o € S,,(123) konstruieren
wir umgekehrt 7 € 5,(132) wie folgt: Fiir ¢ = 1,...,n sei 7(i) := o(i) falls (i,0(i)) € M(o) und
anderenfalls sei 7(7) die kleinste noch nicht benutzte Zahl, die grofer als das néchste Linksminimum
links von i ist. Dies liefert eine Abbildung g: S,,(123) — S,,(132), ¢ — 7. Zum Beispiel:

12345678i>12345678

6] 8 [3] 7 [1] 5 4 2 6] 7 [3] 4 [1] 2 5 8)°
Wieder ist g(o) die einzige Permutation in S,,(132) mit M(g(c)) = M(0). Es folgt f o g = idg, (123
und g o f = idg, (132). Insbesondere ist f eine Bijektion und |S,(132)| = |S,(123)]. O

Bemerkung 9.13. Man kennt keine einfachen Formeln fiir die Anzahl der Permutationen, die 1234
vermeiden (sieche https://oeis.org/A005802).
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10. Gruppen

Bemerkung 10.1. Viele Zahlprobleme vereinfachen sich, wenn man Symmetrien beriicksichtigt.
Symmetrien werden durch Gruppen modelliert.

Definition 10.2. Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung -: G x G — G, (z,y) — z - v,
sodass gilt:

o Vz,y,z€G:(x-y)-z=x-(y-z) (assoziativ),

e dec G:x-e=e-x =z (neutrales Element),

eVreG:yeG:x-y=y-x=e (inverse Elemente).
Man nennt |G| die Ordnung von G. Im Fall |G| < co nennt man G endlich. Gilt zusétzlich

e Vr,yeG:iz-y=y-ux,
so nennt man G abelsch.
Bemerkung 10.3. Wie {iblich zeigt man, dass das neutrale Element ¢ € GG eindeutig bestimmt ist.
Wir schreiben dann e = 1 = 1 oder auch e = 0, falls die Verkniipfung + ist. Auferdem besitzt z € G
genau ein inverses Element, welches wir mit =1 oder —z bezeichnen. Es gilt dann (z7!)~! = z und
(z-y)~t =y~ 27! (Achtung!). Oft werden wir das Symbol - weglassen und stattdessen xy schreiben.
Beispiel 10.4.

(i) Die triviale Gruppe G = {1g}.

(ii) Die ganzen Zahlen Z bilden bzgl. + eine abelsche Gruppe. Hingegen ist (N, +) keine Gruppe, da
zum Beispiel das neutrale Element fehlt.

(iii) Wir hatten bereits erwéhnt, dass Sym(A) fiir eine Menge A eine Gruppe bzgl. Komposition von
Abbildungen ist. Fur |A| > 3 ist Sym(A) nichtabelsch (betrachte (1,2)(1,3) = (1,3,2) # (1,2,3) =
(1,3)(1,2) in Ss).

(iv) Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Die invertierbaren linea-
ren Abbildungen V' — V bilden die allgemeine lineare Gruppe GL(V') bzgl. Komposition von

Abbildungen.

(v) Wir betrachten den euklidischen Raum R™ mit dem Standardskalarprodukt (z,y) := """ | z;y; fir
x=(T1,..,Zn),y = (Y1,---,Yn) € R™. In der linearen Algebra untersucht man die orthogonale
Gruppe

O(R") := {f € GL(R") : Yo,y € R" : (f(2), f(y)) = (2,9)}-

Die Gleichung || f(z)||\/(f(z), f(z)) = \/(z,x) = ||z|| bedeutet, dass f € O(R"™) Liingen erhilt.
Bekanntlich ist eine Abbildung genau dann orthogonal, wenn ihre Matrix A die Gleichung AA' = 1,,
erfiillt, wobei A" die Transponierte von A bezeichnet. Insbesondere ist det(A) = +1.
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(vi) Sei A C R? ein regelmifiges n-Eck (n > 3) mit Mittelpunkt (0,0) und sei
G:={feOR?: f(A)=A}

Sicher ist idg2 € G und fiir f,g € G gilt (f o g)(A) = f(g(A)) = f(A) = A, also fog € G.
Auferdem ist f~!(A) = A. Dies zeigt, dass G eine Gruppe ist. Man nennt G' die Symmetriegruppe
von A. Da orthogonale Abbildungen Langen erhalten, muss f € G Eckpunkte von A auf Eckpunkte
abbilden. Da zwei benachbarte Eckpunkte z und ¥ eine Basis von R? bilden (n > 3), ist f als
lineare Abbildung durch f(x) und f(y) bereits eindeutig bestimmt. Wegen || f(z) — f(y)|| =
Ilf(x —y)|| = ||z — y|| sind auch f(z) und f(y) benachbarte Ecken. Es gibt somit n Méglichkeiten
fir f(z) und anschlieflend noch zwei Moglichkeiten fiir f(y). Dies impliziert |G| < 2n. Wir zeigen
|G| = 2n. Offenbar liegen die Rotationen um % firk=1,...,nallein G. Ist n gerade, so besitzt
G 5 Spiegelungen durch zwei gegeniiberliegende Eckpunkte und genauso viele Spiegelungen durch
zweil gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte. Ist n ungerade, so besitzt G genau n Spiegelungen
durch einen Eckpunkt und einen Seitenmittelpunkt. Insgesamt haben wir 2n Elemente gefunden.
Man nennt Dy, := G daher auch Diedergruppe der Ordnung 2n. Wenn wir die Eckpunkte mit
1,...,n beschriften, so beschreibt jedes f € Ds,, eine Permutation in 5,,. Die Rotationen sind die
Potenzen des n-Zyklus (1,...,n). Fiir n = 3 erhélt man Ss.

Definition 10.5. Eine nicht-leere Teilmenge H einer Gruppe G heikt Untergruppe, falls zy~!' € H fiir
alle z,y € H. Wir schreiben dann H < G oder H < G falls H # G.

Bemerkung 10.6. Sei H < G. Dann existiert ein « € H. Also ist auch 1g = z2~! € H und
¢ H. Fiir 2,y € H ist aukerdem zy = x(y~!)~' € H. Dies zeigt, dass H mit der
eingeschrinkten Verkniipfung selbst eine Gruppe ist.

zl = 1gx~

Beispiel 10.7.
(i) Jede Gruppe G besitzt die Untergruppen {1¢} und G.
(ii) Fiir jede Familie von Untergruppen H; < G (i € I) ist auch (,.; H; < G (nachrechnen).
(iii) Fiir x € G und k € Z definieren wir
1q falls £ = 0,

a¥:={ x...x (k Faktoren) falls k >0,
(x=hH)~k falls & < 0.

Sicher ist dann z™z” = 2™ und (z™)" = 2™ fiir n,m € Z. AuRerdem ist (z) := {z* : k € Z}
eine Untergruppe von G wegen z*(2!)~! = 2¢=! € (). Man nennt (x) die von x erzeugte
Untergruppe. Sie ist stets abelsch. Auferdem nennt man |(z)| die Ordnung von x.

(iv) Fiir 21,...,z, € G definiert man allgemeiner
(X1, ., xp) = ﬂ H<G.
H<G
T1yeeny rn€H
Offenbar enthilt (xi,...,z,) alle Elementen der Form xffl . $i1 Umgekehrt bilden diese
Elemente selbst eine Untergruppe, die dann mit (x1,...,z,) iibereinstimmen muss. Im Fall
G = (x1,...,x,) nennt man xy,...,x, ein Erzeugendensystem von G.
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(v) Es gilt Do, < O(R?) < GL(R?) < Sym(R?). Auferdem bilden die n Rotationen in Dy, eine
Untergruppe, die man zyklische Gruppe nennt und mit C, bezeichnet. Offenbar wird C,, von
der Rotation um 27 /n erzeugt. Im Allgemeinen liegen Rotationen in der speziellen orthogonalen

Gruppe
SOR") :={f € O(R™) : det(f) = 1} = SL(R"™) N O(R").

Lemma 10.8. Fir jede Gruppe G und x € G gilt
|(z)| = inf{n e N: 2" =15}
mit der Konvention inf @ = oco.

Beweis. Sei zunéachst n € N minimal mit 2™ = 1. Fiir k € Z existieren ¢ € Z und r € Ny mit k = gn+r
und 0 < 7 < n (Division mit Rest). Dann ist 2% = 29" = (2")%" = 192" = 2" und es folgt
(x) = {1,2,2%, ...,2" '}. Nehmen wir an es existieren 0 < k < [ < n mit ¥ = 2!. Dann 2!=% = 1 mit
1 <l—k < n im Widerspruch zur Wahl von n. Dies zeigt |(z)| = n.

Sei nun 2" # 1 fiir alle n € N. Fiir 1 < k < [ ist dann 2* # 2!, denn anderenfalls wire 2! =% = 1. Dies
zeigt, dass die Elemente x, 22, ... paarweise verschiedenen sind. Insbesondere ist |(x)| = co. O

Definition 10.9. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge ) ist eine Abbildung G x 2 — €,
(9,w) — 9w mit folgenden Eigenschaften:

e VweN:lw=uw,
e Vg, h € GVw € Q:9("w) = 9hw.

Fiir w € Q nennt man “w := {w : g € G} die Bahn von w und G, := {g € G : 9w = w} den Stabilisator
von w in G. Existiert nur eine Bahn, so heifit die Operation transitiv. Man nennt |“w| die Linge der
Bahn.

Beispiel 10.10.

(i) Fir jede Menge A operiert G := Sym(A) auf A durch %a := o(a), denn id(a) = a und ?("a) =
o(1(a)) = (o7)(a) = “7a fir a € A und 0,7 € G. Diese Operation ist transitiv, denn fiir
verschiedene a,b € A liegt die Transposition (a,b) in G und (@b)q = b. Dies zeigt a = A fiir alle
a € A. Die Lange eines Zyklus o € Sym(A) ist gleichzeitig die Lénge einer Bahn von (o).

(ii) Fiir jeden K-Vektorraum V operiert G := GL(V) auf V durch fv := f(v) fiir f € GL(V) und
v € V. Dies folgt aus (i) wegen G < Sym(V'). Die Bahn des Nullvektors ist 0 = {0}. Insbesondere
ist die Operation nur transitiv, falls V' = {0}.

(iii) Die Gruppen Ds, < O(R") < GL(R") operieren auf R™. Die Operation von Da,, kann man auf das
regelméfige n-Eck A einschrinken. Weiter operiert Do, transitiv auf der Menge der Eckpunkte
von A.

Bemerkung 10.11.

(i) In der Situation von [Definition 10.9|gilt 1 € G, # @ und fir z,y € G, ist

Wy =TV W) =TV (W) = 2 Yw) =2 (tw) = w = w.

Dies zeigt zy~! € G, und G, ist eine Untergruppe von G.
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(ii) Fiir g € G ist die Abbildung w +— 9w eine Bijektion auf Q mit Umkehrabbildung w — 971% denn
9097wy =99"w=lw=w=...=9 ' (Yw). Daher bestimmt jedes g eine Permutation in Sym().
(iii) Wir zeigen, dass
a~fi<—3dgeG:9%a=20

eine Aquivalenzrelation auf © definiert. Wegen 'a = « ist ~ reflexiv. Aus 9a = 3 folgt 9B =
971(904) = 99q = la = a. Also ist ~ symmetrisch. Sei schlieflich 9o = 8 und "8 = ~ fiir
g,h € G und o, 3,7 € Q. Dann ist Wa = "(9a) = "3 = ~. Daher ist ~ transitiv und eine
Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind genau die Bahnen. Insbesondere bilden die Bahnen
eine Partition von €.

(iv) Sei H < G. Dann operiert H auf G durch "z := zh™! fir h€ H und 2 € G, denn 'z =217 ' =z
und 9("z) = 9(xh™t) = (zhY)g™! = z(h~lg7!) = 2(gh)~! = 9"z fiir g,h € H. Die Bahnen
haben die Form zH := {zh : h € H} fiir + € G. Man nennt sie Linksnebenklassen. Sei G/H :=
{zH :2 € G} und |G : H| := |G/H|. Man nennt |G : H| den Indez von H in G.

Satz 10.12 (LAGRANGE). Fir H < G gz’lt‘ |G| = |G : H||H|. ‘ Insbesondere sind |H| und |G : H| Teiler
von |G|, falls |G| < 0.

Beweis. Fiir ¢ € G ist die Abbildung H — 2H, h — zh bijektiv mit Umkehrabbildung g +— z~1g. Also
haben alle Linksnebenklassen von H die Méchtigkeit |H|. Die Behauptung folgt, da G die disjunkte
Vereinigung der Linksnebenklassen ist. O

Lemma 10.13. Fir H < G und 2,y € G gilt tH = yH <=y ‘v € H.
Bewets.

cH =yH < «HNyH # @ <= Jh,k € H : zh = yk

1

— ke H:y lo=kh' < y 'z e H. O

Satz 10.14 (Bahn-Stabilisator-Satz). Fir jede Operation von G auf einer Menge Q gilt

“wl =G : Gyl

fiir alle w € €.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung F': G/G,, — “w, G, — “w eine Bijektion ist. Wegen
Gy, = yGy, @yilaz € G, <= VI — e T = Y

fiir x,y € G ist F wohldefiniert und injektiv. Die Surjektivitédt folgt aus der Definition der Bahn. [

Bemerkung 10.15.

(i) [Satz 10.14| und Lagrange zeigen, dass die Bahnenlangen stets Teiler der Gruppenordnung sind,
falls |G| < oc.

(ii) Ist A ein Représentantensystem fiir die Bahnen von G auf €2, so erhélt man die Bahnengleichung

Q=) |96l=)_1G: Gl

LISTAN 0EA
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(iii) Sei |G| =77 und || = 23. Nach der Bahnengleichung existieren a, b, ¢ € Ny mit 23 = a4+ 7b+ 11c.
Es folgt @ > 0, d.h. G hat stets einen Fixpunkt auf €.

(iv) Man kann den Satz von Lucas mit Gruppenoperationen beweisen: Wir zerlegen N := {1,... ,n}
in eine Partition der Form .
N =] 4

i>0j=1
mit [A;j| = p’ fiir j =1,...,n;. Fiir Aj = {oq, ..., i} sei Gij := (o, ..., ap)). Dann ist

ng

G = >< XGzJSSn

i>0 j=1

eine p-Gruppe, die auf N operiert. Sicher operiert G auch auf (]Z ) Die Bahnenléngen sind nach
stets p-Potenzen. Daher ist die Anzahl der Fixpunkte von G auf (JZ ) kongruent zu (Z)
modulo p. Eine Teilmenge K = {f1,..., 0t} C N ist genau dann ein Fixpunkt unter G, wenn K
die Vereinigung von gewissen A;; ist. Fiir jedes ¢ > 0 muss man genau k; der Mengen A;1, ..., Ay,

auswéhlen. Die Anzahl der Fixpunkte ist daher [],5, (ZZ)

Satz 10.16 (BURNSIDEs Lemma). Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer Menge Q operiert. Fir
g€ G sei f(g):={weN:geG,} die Anzahl der Fizpunkte von g auf Q. Dann ist

|é,‘Z:f(g)

geG

die Anzahl der Bahnen von G auf Q.

Beweis. Liegen o, €  in der gleichen Bahn, so gilt |G : Go| = |“a| = |“8| = |G : Gjs|. Nach
Lagrange folgt |G| = |Gg| (beachte: |G| < 00). Sei A C €2 ein Représentantensystem fiir die Bahnen
von G auf €. Dann gilt

> ) =Klgw) € GxQ:9w=w} = |Gl = [9]|Gs]
geG weN [J<TAN

=Y 1G:G4l|Gs| = Y |Gl = |Al|G].

0EA dEA

Dies zeigt die Behauptung. O

Beispiel 10.17.

(i) Sei G eine endliche Gruppe, die transitiv auf € mit |Q2| > 1 operiert. Nach Burnsides Lemma ist 1
die durchschnittliche Anzahl an Fixpunkten von Elementen aus G. Andererseits gilt f(1) = |Q] > 1.
Es muss daher stets fixpunktfreie Elemente in G geben. Dies verallgemeinert

(ii) Wir wollen Halsketten mit sechs Perlen zahlen, wobei Perlen in drei Farben zur Verfiigung stehen.
Naiverweise gibt es zuniichst 3% solche Halsketten, von denen jedoch einige identisch sind. Wir
ordnen die Halskette so an, dass die Perlen ein regelméfiges 6-Eck bilden. Rotation um 7/3 wird
die Halsketten nicht verdndern. Ebenso konnen wir die Halskette im Raum drehen und dadurch
eine Spiegelung der 6 Eckpunkte realisieren. Zwei Halsketten sind also genau dann identisch, wenn
sie in der gleichen Bahn unter G := Djs liegen. Wir wenden Burnsides Lemma auf die Menge 2
der 3% Halsketten an.
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(iii)

Sicher ist f(1) = 35. Eine Drehung ¢ € G um 7/3 lisst nur die drei einfarbigen Halsketten fest,
d.h. f(o) = 3. Die Drehung 0? um 27/3 lisst die einfarbigen Halsketten und die Halsketten
mit alternierenden Farben fest. Davon gibt es f(0?) = 32 Stiick. Analog zeigt man f(c3) = 33.
AuRerdem ist f(o?) = f(072) = 32, f(0°) = f(o~!) = 3 sowie 6% = 1. Sei nun 7 eine der drei
Spiegelungen durch zwei Seitenmittelpunkte. Dann ist f(7) = 33. Sei schlieklich p eine der drei
Spiegelungen durch zwei Eckpunkte. Dann ist f(p) = 3%.

(D &

Nach Burnsides Lemma gibt es

394+2.34+2-3243%4+3.-33+3. 34)— (34(3+1)+32(1+3)+2+6)
=81+9+2=92

5

verschiedene Halsketten.

Auf wie viele Weisen kann man die sechs Flichen eines Wiirfels W C R3 fiarben, wenn n Farben zur
Verfiigung stehen? Naiv: n%. Drehungen im Raum verindern W nicht wesentlich. Spiegelungen aber
schon. Wir suchen daher die Anzahl der Bahnen unter der Drehgruppe von W (als Untergruppe
von SO(R?)).

Drehachse Winkel Anzahl Drehungen Anzahl Fixpunkte
gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte 0° 1 nd
gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte +90° 6 n3
gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte 180° 3 n?
gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte — 180° 6 n?
Raumdiagonale +120° 8 n?

24

Nach Burnsides Lemma ist die Anzahl der gefiarbten Wiirfel gegeben durch

2
(n + 3n2 —|—12n+8>

1
(n +6n° + 3n* + 6n° + 8n?) = o1

24

Fiir n = 2 erhélt man folgende zehn Wiirfel:

ERERE el ezt

Mochte man nur Wiirfel mit paarweise verschiedenen Seitenfarben, so hat man zunéchst n(n —
1)...(n —5) Moglichkeiten (Variationen ohne Wiederholung). Da nun jede nicht-triviale Drehung
fixpunktfrei ist, vereinfacht sich Burnsides Lemma zu syn(n —1)...(n—5). Fiir n = 6 erhilt man
die 30 MACMAHON-Wiirfel:

Ll )
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31 .53.72 .11 = 43.252.003.274.489.856.000

(iv) Es gibt

Zusténde des 3 x 3 x 3-Zauberwiirfels, von denen sich aber viele durch raumliche Drehung und
Spiegelung ineinander iiberfiihren lassen. Mit Burnsides Lemma reduziert sich die Anzahl auf

901.083.404.981.813.616

wesentlich verschiedene Zusténdeﬁ Damit konnte man 2010 zeigen, dass sich jeder Zustand durch
hochstens 20 ,Ziige* 1osen liasst (god’s number, siehe https://cube20.o0rg/).

(v) Mit Burnsides Lemma kann man auch zeigen, dass es
5.472.730.538

wesentlich verschiedene (ausgefiillte) 9 x 9-Sudokus gibtm

Bemerkung 10.18. Im Folgenden verfeinern wir Burnsides Lemma, um zum Beispiel Halsketten mit

bestimmtem Wert zu zéhlen (die Perlenfarben sollen dabei nicht mehr unbedingt gleichwertig sein).

Dafiir betrachten wir eine Operation von G auf €2 und eine weitere endliche Menge A. Dann operiert G
-1

auf A? = {f: Q = A} durch (9f)(w) := f(9 w) fir g € G, w € Qund f € A?, denn (}f)(w) = f(w)

und
1

EEMNw) ="HE W) = FOTE W) = T w) = F( W) = (P ) (w)

fiir g, h € G. Fiir eine Gewichtsfunktion w: A — Ny definieren wir w; := |w~!(i)| fiir i € Ny und

W(X) = ZwiXi € Q[X].

1=0

SchlieRlich sei
(A%, = {f €A% w(f(a) = k}

a€el)

Ssiche [Sambale, Endliche Permutationsgruppen, Springer, 2017]
"siehe [Russell-Jarvis, Mathematics of Sudoku IT, Mathematical Spectrum 39 (2006), 54-58]
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Wegen )
Yo w(@H@) =D w(f( @)= w(f(a)

aef) a€el) a€el)

fiir g € G operiert G auch auf (A®?);,. Schlielich sei (121(9),222(9) ) der Zyklentyp von g als Element
von Sym(€2).

Satz 10.19 (POLYA). Mit den Bezeichnungen aus|Bemerkung 10.18 ist die Anzahl der Bahnen von G
auf (A, der Koeffizient von X* in

Z HW X1)zile (10.1)

gEGz 1

Beweis. Sei f(g) die Anzahl der Fixpunkte von g € G auf (A®?);. Nach Burnsides Lemma miissen wir

zeigen, dass
Z<\G]ka ) Zka

eGk

mit ((10.1)) iibereinstimmt. Es gentigt also

S filg)X* = [ wx)=©
k=0 =1

fir g € G zu beweisen. Hat g Zyklentyp (l1,...,ls) (d.h. Zyklen der Léange l1,ls,...,ls), so gilt

s

[T x)=@ = [](wo + wi X" + wo X2 4 .).
=1 =1

Jeder Fixpunkt f € (A®); von g ist konstant auf den Zyklen von g. Fiir den /;-Zyklus o von g gibt es
|A| Moglichkeiten fiir die Belegung von f auf den Ziffern von o. Genau w; von diesen Moglichkeiten
tragen jl; zu k bei. Die Behauptung folgt. O

Beispiel 10.20.

(i) Wir betrachten noch einmal die Halsketten mit sechs Perlen aus drei Farben (rot, blau und griin).
Die roten Perlen seien 3€ wert, die blauen 2€ und die griinen 1€. Wie viele Halsketten im Wert
von 12€ kann man herstellen? Sei Q := {1,...,6}, A := {r,b,¢} und w(r) := 3, w(b) := 2 und
w(g) := 1. Dann ist W(X) = X 4+ X2 + X3 und wir suchen die Anzahl der Bahnen von G := Dy
auf (A%)12. Das triviale Element von G hat Zyklentyp (15). Die Rotation ¢ um 7/3 hat Zyklentyp
(6'). Analog erhilt man 23(0?) = 2 = z3(c*) und 29(¢?®) = 3. Fiir die Spiegelungen 7 € G durch
Seitenmittelpunkte ist z2(7) = 3 und die verbleibenden drei Spiegelungen durch Eckpunkte haben
Zyklentyp (12,22). hat nun die Form

1

= <W(X)6 +2W (X6) + 20 (X3)2 + W (X2)? + 30 (X2) + 3W(X)2W(X2)2)

= =X X174 4x16 x5 412X 4 13x13
+18X 12 + 13X +12X10 1 6X9 4 4X8 + X7 4+ X6

Es gibt also 18 Halsketten im Wert von 12 €.
(ii) Polya hat mit [Satz 10.19| die Anzahl von Isomeren von Alkoholen und Paraffinen bestimmt.
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Definition 10.21. Zwei Gruppen G und H heifen isomorph, falls eine Bijektion f: G — H mit
f(zy) = f(x)f(y) fir alle z,y € G existiert. Wir schreiben dann G = H.

Bemerkung 10.22. Offenbar ist die Isomorphie von Gruppen eine Aquivalenzrelation. Die Aquiva-
lenzklassen heiffen Isomorphieklassen. Isomorphe Gruppen G und H unterscheiden sich nur durch die
Benennung ihrer Elemente. Insbesondere haben G und H die gleichen Eigenschaften (z.B. |G| = |H|,
G abelsch <= H abelsch usw.).

Definition 10.23. Sei g(n) die Anzahl der Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung n.

Bemerkung 10.24. Da jede Gruppe der Ordnung n durch ihre Multiplikationstabelle eindeutig
bestimmt ist, gilt g(n) < n" < 0o. Die Existenz zyklischer Gruppen zeigt g(n) > 1 fir alle n € N.

Beispiel 10.25.

(i) Sei G eine Gruppe mit Primzahlordnung p = |G| und sei € G \ {1}. Dann ist |(x)| > 1 und
Lagrange zeigt G = (x). Nach gilt G = {1,z,...,2P~1}. Wegen z'zg) = z+7 (modp)
ist die Multiplikationstabelle von G bereits eindeutig bestimmt. Man erhélt einen Isomorphismus
G = Cp, indem man z* auf die Drehung um 27k /p abbildet. Daher ist C), bis auf Isomorphie die
einzige Gruppe der Ordnung p, d.h. g(p) = 1.

(ii) Sei G eine Gruppe mit vier Elementen. Existiert ein z € G mit G = (z), so gilt wieder G = C4.
Nach Lagrange konnen wir also 22 = 1 fiir alle € G annehmen. Dann ist = z~! fiir alle z € G.

Es folgt

vy =(zy) =y a7 =y

fir x,y € G, d.h. G ist abelsch. Offenbar hat G die Form G = {1, z,y, zy} fir gewisse z,y € G.
Die Multiplikationstabelle ist dadurch eindeutig festgelegt und G ist isomorph zur Kleinschen
Vierergruppe

Vyi= {17 (17 2)(37 4)’ (17 3)(27 4)7 (1’ 4)(2a 3)} < S.

Insbesondere ist g(4) = 2. Man findet V4 auch als Untergruppe von Dg wieder:

Satz 10.26. Es gilt

g(n) < C%S]) < pmAn) < pnlogs(n)

wobei A(n) die Anzahl der Primfaktoren von n € N mit Vielfachheiten ist.

Beweis. Nach diirfen wir n > 4 annehmen. Sei G eine Gruppe der Ordnung n und sei
x1,...,2q € G ein minimales Erzeugendensystem von G, d.h. G lasst sich nicht mit d — 1 Elementen
erzeugen. Insbesondere ist x; # 1 flir i = 1,...,d. Durch 9x := gx fiir g, € G operiert G auf sich selbst.
Insbesondere bestimmt jedes g € G ein Element f; € Sym(G) mit fy(z) = gz (Bemerkung 10.11|(i).
Da sich jedes Element in G als Produkt der x; schreiben ldsst, ist der Isomorphietyp von G bereits
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durch f;,,..., fz, eindeutig bestimmt. Fiir g € G ist f;,(9) = xig # g, d. h. f;, ist fixpunktfrei. Wegen
fz;(1) = x; sind fg,, ..., fz, paarweise verschieden. Nach gibt es also hochstens

&

Mboglichkeiten fiir G. Sei nun H; := (x1,...,2;) firi=1,...,d. Esgilt dann 1 < Hy < ... < Hg = G,
denn anderenfalls konnte man G mit weniger als d Elementen erzeugen. Nach Lagrange ist

n = ‘G’ = |Hd : delHdel : Hd72’ . ’Hﬂ
und es folgt d < A(n). Da jeder Primteiler von n mindestens 2 ist, gilt aukerdem A(n) < logy(n) < [n!z/e]
wegen n > 4. Dies zeigt

o < (") (e

) < (n|)/\(n) < (nn))\(n) _ nn/\(n) < nnlogQ(n). ]

Beispiel 10.27. Es gilt
[720/¢] 265
6) < = = 34.980.
9(6) < < A(6) 2
Tatséchlich gibt es nur zwei Gruppen der Ordnung 6 bis auf Isomorphie, ndmlich Cs und S3 (ohne
Beweis). Andererseits g(2'%) = 49.487.365.422 und g(2'!) ist unbekannt. Uber 99% aller Gruppen
der Ordnung < 2000 haben Ordnung 2'° = 1024 (siehe https://oeis.org/A000001). Die Anzahl der

abelschen Gruppen der Ordnung 2'0 ist nur p(10) = 42. Dies folgt aus dem Hauptsatz iiber endliche
abelsche Gruppen (siehe Algebra 1).

Bemerkung 10.28.

(i) Jede Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjugation, d.h. 9z := gxg~! fiir g,z € G, denn
Iy = 1217 = 2 und 9("z) = g(hah™Yg~! = (gh)z(gh)~' = 9"z fiir g,h,x € G. Man nennt
den Stabilisator von = € G dann Zentralisator und schreibt dafiir Cq(z) := {g € G : gz = zg}.
Die Bahnen heifen Konjugationsklassen von G und deren Anzahl k(G) heikt Klassenzahl von G.
Sicher ist k(G) < |G|. Die Bahnengleichung wird zur Klassengleichung

Gl => |G : Cal)

zER

wobei R ein Reprisentantensystem fiir die Konjugationsklassen von G ist.

(ii) Sei 2 eine Menge, auf der G operiert. Fiir w €  und g,z € G gilt
Tw=w<+= gwg_l(gw) =9w.

Daher ist die Abbildung w +— 9w eine Bijektion zwischen der Menge der Fixpunkte von z und der
Menge der Fixpunkte von gzg~—'. Insbesondere haben konjugierte Elemente die gleiche Anzahl an
Fixpunkten auf 2. Man braucht in Burnsides Lemma daher nur iiber ein Repréasentantensystem
R der Konjugationsklassen von G zu summieren, d. h.

zER

ist die Anzahl der Bahnen von G auf 2.
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Lemma 10.29. Genau dann ist eine endliche Gruppe G abelsch, falls k(G) = |G| gilt.

1 1

Beweis. Ist G abelsch und g,x € G, so gilt 92 = grg™ = g9~ « = z, d. h. jede Konjugationsklasse hat
nur ein Element. Dies zeigt k(G) = |G/|. Ist umgekehrt k(G) = |G|, so gilt {z} = “x = {grg™' : g € G}
fiir alle x € G. Dies zeigt, dass G abelsch ist. OJ

Satz 10.30 (LANDAU). Bis auf Isomorphie gibt es nur endlich viele endliche Gruppen mit vorgegebener
Klassenzahl.

Beweis. Sei G eine endliche Gruppe mit Klassenzahl k£ und sei x1, ..., 2% € G ein Représentantensystem
fiir die Konjugationsklassen von G mit z; = 1g. Sei n; := |Cg(x;)| fir i = 1,...,k. O.B.d. A. sei
ni1 < ... < ng = |G|. Die Klassengleichung zeigt

1 1 k
l=—+...+—<—

nq nE — N
und ny < k. Insbesondere gibt es nur endlich viele Moglichkeiten fiir n1. Nun ist

m-1_ 1 1 k-l

niy ng ng no

und ny < % Also gibt es auch nur endlich viele Moglichkeiten fiir no. Fahrt man auf diese Weise

fort, so sieht man, dass es nur endlich viele Moglichkeiten fiir ny = |G| gibt. Die Behauptung folgt nun
aus |Bemerkung 10.24} O

22k(G)

Bemerkung 10.31. Erdés und Turéan haben gezeigt, dass |G| < gilt.

Beispiel 10.32. Eine Gruppe mit Klassenzahl 1 ist trivial, denn {15} ist stets eine Konjugationsklasse.
Sei nun k(G) = 2. Wie in ist n1 < 2 und es gibt nur die Losung n; = 2 = ng = |G].
Es gilt dann G = Cy. Schlieklich nehmen wir k£(G) = 3 an. Im Fall n; = 3 ist n; < ng < 3 wie in
[Satz 10.30] Dies fiihrt zu ny = ny = ng = 3 = |G| und G = C3 nach Es verbleibt
der Fall ny = 2. Hier ist ny < 4 und man hat die Losungen (ni,na,n3) € {(2,3,6), (2,4, 4)} Die
Moglichkeit no = 4 = |G| ist ausgeschlossen, denn dann wére G abelsch und hétte vier
Konjugationsklassen nach Die erste Moglichkeit fithrt zu G = S3. Es gibt daher genau
zwei Gruppen mit Klassenzahl 3 (bis auf Isomorphie). Man kennt alle Gruppen mit Klassenzahl < 14
(siehe https://oeis.org/A073043).

Satz 10.33. Firn € N ist k(S,,) = p(n) (Anzahl der Partitionen von n). Insbesondere ist p(n) < nl.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Permutationen mit einem vorgegebenen Zyklentyp eine Konju-
gationsklasse von S,, bilden. Sei o = (aj,as,...)(b1,b2,...)... € S, ein Produkt paarweise disjunkter
Zyklen und 7 € S5, beliebig. Dann ist

Tor = (r(ar),m(az), .. )(7(b1), 7(b2),..) ...

Da 7 injektiv ist, sind auch die Zyklen (7(a1),7(az2),...), (7(b1),7(b2),...),... paarweise disjunkt.
Insbesondere haben o und 707! den gleichen Zyklentyp.

Sei umgekehrt o’ = (af, ab,...)(V],05,...)... € S, eine Permutation mit dem gleichen Zyklentyp wie o.
Fiir
(e by by ---
T\, dy, B,

1 = o', Dies zeigt die Behauptung. O

gilt dann To7~
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Beispiel 10.34. Die Konjugationsklassen von S5 werden durch 1, (1,2), (1,2, 3), (1,2, 3,4), (1,2,3,4,5),
(1,2)(3,4) und (1,2)(2,3,4) représentiert (p(5) = T7).

Bemerkung 10.35. Eine Gruppe G operiert auch durch Konjugation auf der Menge aller Untergruppen
mittels gHg~ ! := {ghg~! : h € H} fiir g € G und H < G. Wir schreiben H ~ K, falls H, K < G
konjugiert sind. Der Stabilisator von H ist der Normalisator Ng(H) := {g € G : gHg~! = H}. Nach
dem Bahn-Stabilisator-Satz ist |G : Ng(H)| die Lange der Konjugationsklasse von H.

Satz 10.36. Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer Menge Q operiert. Fir H < G sei f(H) :=
Hw e Q: H < G,}| die Anzahl der Fizpunkte von H auf Q. Sei p die Mobius-Funktion auf der Menge
aller Untergruppen von G (geordnet durch C). Dann ist

P

H<G
die Anzahl der Bahnen von G auf Q mit Linge |G)|.
Beweis. Fir g € G und w € Q gilt
€ gGug !t = g lage Gy e 9 My =w = Yy =90 = z € Goy,

d.h. G9! = Gy,,. Jede Bahn von G auf  bestimmt daher eine Konjugationsklasse von Stabilisatoren.
Fiir H < G sei p(H) die Anzahl der Bahnen, deren Stabilisatoren zu H konjugiert sind. Die Lange
dieser Bahnen ist |G : H|. Nun gilt

f(H):Zl—Zzl_Z|GNG Zl

weQ K>H we K>H &9
H<G., Gu=K ~K
|G : K|
= T N s Klp(K).
> e = X Na(K) : Klo()
K>H K>H

Mobius-Inversion liefert

ING(H) : Hlp(H) = ) p(H, K)f(K).

K>H

Die Behauptung folgt aus dem Spezialfall H = 1. O

11. Graphen

Definition 11.1. Ein Graph Q = (Qg,Qk) der Ordnung n € N besteht aus einer n-elementigen
Menge Qg von Ecken und einer Menge Qg C (QQE) von Kanten. Wir setzen |Q| := |Qg| = n. Ecken
a, B € Qp heifen benachbart, wenn {a, B} € Q. Der Grad einer Ecke ist die Anzahl ihrer benachbarten
Ecken. Allgemeiner nennt man Ecken «, 8 € Qp verbunden, falls ein Weg a = ay,...,apy = 5 € Qp
mit {a;,a;41} € Qg fiir i = 1,...,m — 1 existiert. Dies beschreibt eine Partition auf Qp, deren
Teile man (Zusammenhangs)komponenten von € nennt. Gibt es nur eine Komponente, so heifst
zusammenhdngend und anderenfalls unzusammenhdngend.

Bemerkung 11.2. Wie iiblich werden wir Graphen durch Diagramme veranschaulichen und dabei die
Ecken mit natiirlichen Zahlen nummerieren.
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Beispiel 11.3.

(i) Die Komponenten von
O—2—3]

sind {1,2,3,4,5,9}, {6} und {7,8}.

1 er trwiale Grap n = ,...,np, ) ohne Kanten un er vollstandige Grap n 1=
ii) D wiale Graph 7T, 1 hne K d d listéndige Graph V,
({1,...,n}, ({1"‘2""})) der Ordnung n € N.
[ [ ]

71: V4I

(iii) Fiir jeden Graphen € existiert der komplementdire Graph Q° = (Qp, (Q2E) \ Qk). Eine Ecke in Q
vom Grad k entspricht einer Ecke in Q¢ vom Grad |Q| — k — 1. Offenbar ist 7,, = VS

(iv) Fiir Graphen © und A ist auch die (disjunkte) Vereinigung QU A := (Qp U Ag, Qx U Ak) ein
Graph mit |Q U A| = |Q] + |A]. Offenbar ist jeder Graph die Vereinigung seiner Komponenten.

Bemerkung 11.4. Ein Graph Q mit Qg = {1,...,n} ist offenbar durch Qg eindeutig bestimmt. Die

Anzahl aller Graphen der Ordnung n ist daher \2(Q2E )| = 2(5). Allerdings sehen viele dieser Graphen
gleich aus. Zum Beispiel gibt es sechs Graphen der Ordnung 4 mit nur einer Kante.

Definition 11.5. Graphen €2 und A heiflen isomorph, falls eine Bijektion o: Qp — Ap mit

{z,y} € Qk < {o(z),0(y)} € Ak

existiert. Wir schreiben dann € = A.

Bemerkung 11.6. Wie bei Gruppen ist die Isomorphie von Graphen eine Aquivalenzrelation. Isomorphe
Graphen unterscheiden sich nur durch die Bezeichnung der Eckpunkte und haben daher die gleichen
Eigenschaften (gleiche Ordnung, gleiche Kantenanzahl, etc.).

Definition 11.7. Sei g(n) die Anzahl der Isomorphieklassen von Graphen der Ordnung n.

Bemerkung 11.8. Um g(n) zu bestimmen, geniigt es die Menge G,, aller Graphen Q mit Qp =

{1,...,n} =: N betrachten. Also g(n) < |G,| = 2(3). Wir zihlen die Isomorphieklassen in G,,. Dafiir
iiberlegen wir uns, dass S,, auf (];7) operiert durch

a{av b} = {U(a)7 U(b)}
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fir o € S, und {a,b} € (];) Dies induziert eine Operation von 5,, auf 2(];) Daher operiert S,, auch
auf G,, durch 7Q := (N,7Qg).

Beispiel: Q: —_— Q: | |

Zwei Graphen in G, sind genau dann isomorph, wenn sie in der gleichen Bahn von S, liegen. Zur
Berechnung der Anzahl dieser Bahnen benutzen wir Burnsides Lemma. Dafiir miissen wir zdhlen, wie
viele Fixpunkte o € S,, auf G,, hat. Sei ¢ die von ¢ induzierte Permutation auf (J;f ) Ein Graph Q € G,
bleibt genau dann unter o fest, wenn Qg die Vereinigung von Bahnen von & ist. Die Anzahl f(o) dieser
Graphen ist also 2°(%) | wobei 2(3) die Anzahl der Zyklen von & ist. Burnsides Lemma zeigt

= i' > 27@), (11.1)

’ O’ES’n

Es ist leicht zu sehen, dass f(o) nur vom Zyklentyp von o abhéngt (vgl. Bemerkung 10.2§|(ii)). Aukerdem
wissen wir nach wie viele Elemente von jedem Zyklentyp existieren. Man braucht in
also ,nur* iiber die Partitionen von n zu summieren. Man kennt keine explizite Formel fiir g(n) (vgl.
https://oeis.org/A000088).

Beispiel 11.9.

(i) Sicherist g(1) =1, g(2) =2 und g(3) = 4:

[ J
T3 : ° Vo UT] \' ]}2|_|7’1 I/- [>
[ J [

(ii) Wir betrachten den Fall n = 4 in |Bemerkung 11. 8| Offenbar hat o = 1 genau z(d) = =6
Zyklen (der Lange 1) auf (2), d.h. f(o) = 26, Weiter hat o = (1,2) die Zyklen ({1,2}), ({3,4}),
({1,3},{2,3}) und ({1,4},{2,4}) auf (g) und es folgt f(o) = 2%. Analog zeigt man f((1,2,3)) = 22,
£((1,2)(3,4)) = 2% und £((1,2,3,4)) = 22. Nach gibt es sechs Permutationen vom
Zyklentyp (2), acht vom Typ (3), drei vom Typ (22) und sechs vom Typ (4). Mit erhélt
man

g(4) = %(f(l) +6/((1,2)) +8f((1,2,3)) +3/((1,2)(3,4)) + 6/((1,2,3,4)))

1
—(204+6-2t+8-22+3.2" +6-2?) =

1 5 3
=2 5 P@+3+1)+3-2°2+1) =11

2

Représentanten dieser Graphen sind:
[ ] [ ] *—O OT
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
i' Y D
[ ] l ZD
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(iii) Mit Polyas Satz konnen wir genauer die Graphen mit vorgegebener Anzahl an Ecken und Kanten
zahlen. Sei dafiir I := ({1"'2""}) und A := {0, 1}. Jeder Graph Q der Ordnung n entspricht einer
Abbildung f € Al mit f(a) = 1, falls a eine Kante von € ist und 0 sonst. Wie in (i) operiert S,
auf AT, Mit den Bezeichnungen aus sei w: A — Ny, w(0) = 0, w(1l) = 1. Dann ist
W(X) =1+ X. Die Anzahl der Bahnen von S,, auf (Al'); ist genau die Anzahl der Graphen mit
n Ecken und k& Kanten bis auf Isomorphie. Mit den Rechnungen aus (i) erhélt man das Polynom

4
1 e 1
- iyei(o) — 6 2 2\2
T Eesj .| |1(1+X) 24((1+X) F6(1+ X)2(1+ X2)
e 4 1=

F8(1+ X324+ 3(1+ X)2(1+ X2)2 +6(1 + X2)(1 +X4)1>
= .. =X X +2X* +3X3+2X%2 + X + 1.

Es gibt also genau drei Graphen der Ordnung 4 mit drei Kanten bis auf Isomorphie (vgl. obige
Abbildung). Die Symmetrie in den Koeffizienten erklirt sich durch die Bijektion Q +— Q.

Definition 11.10. Die Automorphismengruppe Aut(2) eines Graphen € besteht aus den Isomorphismen
von {2 auf sich selbst, d. h.

Aut(Q) :={o € Sym(Qg) : {z,y} € Qg < {o(x),0(y)} € Ak} < Sym(QE).
Im Fall [Aut(2)| # 1 nennt man Q symmetrisch und anderenfalls asymmetrisch.
Beispiel 11.11.

(i) Fiir jeden Graphen Q gilt Aut(Q) = Aut(Q°). Insbesondere ist Aut(7,) = Aut(V,) = S,.

(ii) Sei Gy := ({1,...,n},{{i,i+1} :i=1,...,n — 1}) eine Gerade der Ordnung n > 2. Dann ist
Aut(G,,) = Co, wobei der nicht-triviale Automorphismus eine Spiegelung an der Mitte der Geraden
beschreibt.

Gs: o—o—o—o—o

(iii) Sei Ky := ({1,...,n},{{i,i+1}:i=1,...,n—1}U{l,n}) ein Kreis der Ordnung n > 3. Dann
ist Aut(KC,) = Day,, denn jeder Automorphismus muss die Absténde der Ecken erhalten und
entspricht somit einer Symmetrie des regelméfigen n-Ecks.

Ks = Vs:

(iv) Sei S, = ({1,...,n},{{i,n} : i = 1,...,n — 1}) ein Stern der Ordnung n > 2. Dann ist
SC~T UV, 1 und Aut(S,) = S, 1.

Sy
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(v) Wir untersuchen die Automorphismengruppe des Graphen

3\6/4

QO 1 2

Jedes a € Aut(§2) muss die beiden Ecken 3 und 4 vom Grad 3 permutieren, d.h. {a(3),a(4)} =
{3,4}. Der einzige gemeinsame Nachbar von 3 und 4 muss daher festbleiben, also «(6) = 6. Neben
6 hat nur noch Ecke 2 Grad 2. Dies zeigt (2) = 2. Es folgt nun leicht o = id und Aut(Q) = {id},
d.h. Q ist asymmetrisch. Dies ist der kleinste asymmetrische Graph. Uberraschenderweise sind
aber fast alle Graphen asymmetrisch.

Satz 11.12 (ERDOs-RENYI). Es gilt

d. h. fast alle Graphen sind asymmetrisch.

Beweis. Mit (|11.1)) aus [Bemerkung 11.8 miissen wir

lim - Z 22(9) — 1

O’GSn

zeigen. Im Folgenden sei n daher stets ,grof genug®. Sei 2 < k < n und X C 5, die Menge der
Permutationen mit héchstens k Fixpunkten. Fiir o € ¥; hat dann ¢ hochstens (g) + "Tfk Fixpunkte
(wobei Gleichheit nur gilt, wenn o ein disjunktes Produkt von "Tfk Transpositionen ist). Alle anderen

Bahnen von ¢ haben mindestens Linge 2. Also ist

Z(5)<m_1<m_(k)_n—k)zm_n(n—l)—k(k—l)—n+k

- 2 2 2 4

=m— n(n —2) ; hk —2) <m-— n(n4—k¢) (ersetze k(k — 2) durch n(k — 2)).

Firl#o0€ S, \ Y gilt 0 € ¥,,_2 und

<m0 ("))

_nn—-1)—(n-2)(n—-3) -2

Wegen [Sg| < nl <n™ und |S, \ ] < () (n— k)l = Z—: < n"F folgt

S 2@ Z ) S @ Y 2@

oES, UEZk 17é0'€sn\2k

<om 4 nn2m—n(n—k)/4 + nn—ka—n—‘rQ'
Es geniigt zu zeigen, dass n"2 "("=k)/4 ynd n"=k22-" gegen 0 streben, wenn man k geeignet wihlt.
Wir logarithmieren zur Basis 2 und setzen anschliefend k = n — 5[logn] (was fiir groke n erlaubt ist).
Dann ist

n(n — k) nlog(n)
i1
(n — k)log(n) + 2 —n — 5log?(n) —n — —oo

—o0

nlog(n) —
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fir n — oo.

Fiir die zweite Behauptung sei ¢(n) die Anzahl der asymmetrischen Graphen der Ordnung n bis auf
Isomorphie. Die Bahnen dieser Graphen unter obiger Operation haben dann Lange n!. Alle anderen
Bahnen haben hochstens Lange n!/2. Dies zeigt

n!

2" < 5(9(”) +1t(n)).

Teilt man durch g(n)n! und lidsst n gegen oo streben, so folgt % — 1. O

Bemerkung 11.13. Frucht hat gezeigt, dass jede endliche Gruppe G die Automorphismengruppe
eines Graphen € ist. Aufier in den Féllen G € {Cs,Cy, Cs} kann man dabei Q2] < 2|G| wihlen. Der
kleinste Graph mit Automorphismengruppe C5 hat Ordnung 15 (ohne Beweis).

Definition 11.14. Ein zusammenhédngender Graph 2 heifst Baum, falls Q keinen Kreis enthélt,
d. h. je zwei Ecken von €2 sind durch genau einen Weg verbunden. Ecken vom Grad 1 heifsen dann
(treffenderweise) Blatter.

Beispiel 11.15. Geraden und Sterne sind stets Baume. Dagegen sind T,,, V,, und I, fir n > 3 keine
Baume.

Satz 11.16. Ein zusammenhdngender Graph ) der Ordnung n st genau dann ein Baum, wenn
Qx| =mn —1 gilt. Insbesondere hat jeder zusammenhdangende Graph der Ordnung n mindestens n — 1
Kanten.

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Sei also €2 ein Baum mit Ordnung n > 2.
Sei w = wy, . ..,w; ein Weg maximaler Lange in (2. Dann ist w ein Blatt, denn anderenfalls kénnte man
den Weg um eine Ecke verlangern. Entfernt man w und die Kante, die w enthélt, so erhélt man einen
Baum der Ordnung n — 1. Nach Induktion hat dieser Baum genau n — 2 Kanten. Also ist Qx| =n — 1.

Sei umgekehrt €2 ein zusammenhéngender Graph der Ordnung n mit & Kanten. Nehmen wir an, dass (2
einen Kreis A enthélt (d.h. Ap C Qp und Ax C Q). Dann kann man eine Kante von A entfernen,
sodass 2 immer noch zusammenhéngend ist. Dies kann man so oft wiederholen, bis man einen Baum
erhélt. Nach dem ersten Teil gilt also & > n — 1, wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn €2 bereits
ein Baum ist. O

Bemerkung 11.17. Wir zéhlen zundchst Baume ohne Beriicksichtigung von Isomorphie.

Satz 11.18 (CAYLEY-Formel). Es gibt genau n"~2 Béiume mit Eckenmenge {1,...,n}.

Beweiﬂ(PRUFER). O.B.d. A. sei n > 3. Fiir eine n-elementige Teilmenge M C N sei B(M) die Menge
aller Baume  mit Qg = M. Wir konstruieren zueinander inverse Bijektionen

f:B(M) — M" 2,
g: M"? — B(M)

8alternative Beweise stehen in [Aigner-Ziegler, Das BUCH der Beweise, Springer, 2014|
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durch Induktion nach n. Fir n = 3 ist Q € B(M) eine Gerade und wir definieren f(2) als Mittelpunkt
von 2 (die einzige Ecke vom Grad 2). Ist umgekehrt o € M = M"™~? gegeben, so definieren wir g(«)
als Gerade mit Mittelpunkt a. Sicher ist dann f o g =idym-2 und go f = idp().

Sei nun n > 4 und 2 € B(M) gegeben. Sei a € Qp = M das Blatt mit dem kleinsten Wert in M
und sei § der einzige Nachbar von a. Wir entfernen o und die Kante {«, 5} von € und erhalten
dadurch einen Baum A € B(M \ {a}). Danach definieren wir f(Q) := (8, f(A)). Sei umgekehrt
(a1,...,an,_2) € M" 2 gegeben. Wir setzen a := min M \ {a1,...,a, 2}. Induktiv existiert bereits
g(ag,...,an_2) € B(M\ {a}) und wir kénnen

glan,...,an—9) = (M,g(as,...,an—2)g U{a1,a}) € B(M)
definieren.

Um go f zu berechnen, wihlen wir Q € B(M), das kleinste Blatt & € Qg und A € B(M \ {a}) wie oben.
Nach Konstruktion ist M\ f(£2) die Menge der Blatter von 2. Insbesondere ist min M\ f(2) = a. Induktiv
gilt g(f(A)) = A und es folgt g(f(2)) = Q. Sei umgekehrt (ay,...,ap—2) € M" 2 und o := min M \
{a1,...,ap—2}. Induktiv ist f(g(ae,...,an—2)) = (a2,...,ap—2). Also sind M \ {a, ag,...,a,_o} die

Blatter von g(ag,...,an—2) und M \ {aq,...,a,—2} sind die Blitter von g(ay, ..., a,—2). Daher ist «
das kleinste Blatt von g(aq,...,a,—2) und es folgt f(g(ai,...,an—2)) = (a1,...,an_2). Somit sind f
und g zueinander inverse Bijektionen. Insbesondere ist f bijektiv und |B(M)| = |[M" 2| =n""2. O

Bemerkung 11.19. Mit der Bezeichnung aus obigen Beweis nennt man f(2) den Priifer-Code eines
Baums €.

Beispiel 11.20. Der Priifer-Code von

ist (2,3,3).

Bemerkung 11.21.

(i) Sei © ein Baum mit Qg = {1,...,n} und sei d; der Grad der Ecke ¢ € {1,...,n}. Nach|Satz 11.16
hat  genau n — 1 Kanten und es folgt Y " ; d; = 2(n — 1). Die Bijektion im Beweis von [Satz 11.18
bildet © auf eine Folge (a1,...,ap—2) mit [{1<i<n—-2:a;=k}|=dp—1fir k=1,...,n ab.
Umgekehrt entsteht jede solche Folge durch einen Baum mit Eckengraden dy, ..., d,. Die Anzahl

dieser Baume ist somit
n—2
di—1,...,d,—1

nach [Satz 1.18

(ii) Die Multimenge {d; —1,...,d,—1} beschreibt eine Partition von n—2 (wenn man Nullen weglésst)
und umgekehrt gibt es zu jeder Partition von n — 2 einen entsprechenden Baum. Isomorphe Baume
liefern offenbar die gleiche Multimenge {d1, ..., d,}. Die Anzahl der Isomorphieklassen von Bdumen

der Ordnung n ist also mindestens p(n — 2).
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(iii) Seien ey, ...,es die Vielfachheiten in der Multimenge {d1,...,d,} (also e; + ...+ es =n). Dann
kann man die Zahlen dq,...,d, auf
n
<€1, ceey €S>

Weisen anordnen. Die Anzahl der Baume, deren Eckengrade die Multimenge {d1,...,dy} liefern

ist somit
n—2 n
dl—l,...,dn—l €1,...,€Es '

Fir n =7und {dy,...,d7} = {1,1,1,2,2,2,3} erhélt man

2 7 517!
- =51-2-5.7=120-70 = 8.400.
<1,1,1,2) <3,3,1> 21313! 5 5-7 0-70 = 8.400

-2\ n!

Satz 11.22. Die Anzahl der Biume der Ordnung n mit genau k Bldttern ist {Z_k E

Beweis. Fiir die Wahl der Blétter eq,...,e, € {1,...,n} von Q gibt es (}}) Mdoglichkeiten. Seien

€k+1, - - - , €y die verbleibenden Ecken. Der Priifer-Code von €2 entspricht dann einer surjektiven Abbil-
dung {1,...,n —2} — {ex+1,...,en}. Die gesuchte Anzahl von Bdumen ist daher
n\ [n—2 n—2\n!
— k) = —
(k) {n—k}(n ) {n—kz}k!
nach [Satz 2.35) 0

Beispiel 11.23. Nach [Satz 11.1§| gibt es 5% = 125 Biume mit Eckenmenge {1,...,5}. Wir bestimmen
die Isomorphieklassen, indem wir die Partitionen von 3 durchgehen:

e Die Partition (13) liefert die (253) = 10 mogliche Gradfolgen (1,1,2,2,2),...,(2,2,2,1,1). Es gibt

daher
10 3 = 60
1,1,1)

solche Baume, die alle zur Gerade G5 isomorph sind.

e Die Partition (2,1) liefert ( > ) = 20 mogliche Gradfolgen (1,1,1,2,3),...,(3,2,1,1,1). Dies

1,1,3
ergibt
3
20 =60
(%)

B&aume, die alle zu

/
1—2—3
AN
)

isomorph sind (die Ecke vom Grad 3 bildet mit drei weiteren Ecken einen Stern).

e Die Partition (3) liefert (451) =5 Gradfolgen (1,1,1,1,4),...,(4,1,1,1,1) und 5 Béume, die alle
zu S5 isomorph sind.

Es gibt daher nur drei Baume der Ordnung 5 bis auf Isomorphie (vgl. https://oeis.org/A000055).
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Bemerkung 11.24. Im Unterschied zu haben Erdés und Rényi auch bewiesen, dass fast
alle Bdume symmetrisch sind. Dafiir zeigten sie, dass die meisten Bdume Kirschen besitzen. Dies
sind zwei Bléatter mit gemeinsamen Nachbarn. Vertauschung dieser Bléatter liefert einen nicht-trivialen
Automorphismus.

12. Aufgaben

Aufgabe 1 (2+2+2+2+2 Punkte). Sei n € N. Finden Sie ,kombinatorische Beweise (d. h. moglichst
ohne Induktion) fiir die folgenden Identitéten:

(a) 1+2+...+n—1=(}).
(b) 1+3+5+...+2n—1=n?

() 2+224 ...+ (n—-1)2=10%.
Hinweis: Bestimmen Sie die Michtigkeit von {(a,b,c) € N3 :a,b < ¢ < n} auf zwei Weisen.

(d) 1(D) +2(5) +...+n(}) =n2n"L.
(e) 2°(5) + 21 (1) + ... +2"(}) = 3™

Aufgabe 2 (2 + 2 + 2 Punkte). Beantworten Sie folgenden Fragen mit Begriindung:
(a) Wie viele Teilmengen von {1,...,10} enthalten mindestens eine ungerade Zahl?

(b) Wie viele Moglichkeiten gibt es die Buchstaben von MISSISSIPPI anzuordnen, sodass die vier S
nicht alle nebeneinander stehen?

(c) Wie viele Moglichkeiten gibt es 7 Personen an einem runden Tisch zu platzieren, wobei zwei
Moglichkeiten als gleich angesehen werden, falls jede Person die gleichen zwei Sitznachbarn hat?

Aufgabe 3 (3 Punkte). Zeigen Sie
n_(mY_ (Y™ ). n . ("
0 1) =77 " \[n/2))  \In/2] (m/214+1) " 77 \n
fir n € N, wobei [n/2] abrunden und [n/2] aufrunden bezeichnet.

Aufgabe 4 (2 Punkte). Sei M eine nichtleere Menge. Zeigen Sie, dass M genauso viele Teilmengen
mit gerader wie mit ungerader Méchtigkeit besitzt. Bestimmen Sie die Anzahl dieser Teilmengen.

Aufgabe 5 (2 Punkte). Wie viele sechsstellige Dezimalzahlen gibt es, deren Ziffern streng monoton
steigend sind?

Aufgabe 6 (2 Punkte). Zeigen Sie
> () - ()
= \n n+1
fiir n, m € Np.

Hinweis: Zahlen Sie die (n + 1)-elementigen Teilmengen von {0, ..., m} mit vorgegebenem Maximum.
Bemerkung: Da die beteiligten Binomialkoeffizienten im Pascalschen Dreieck die Form eines Hockeyschla-
gers annehmen, spricht man von der Hockeyschldiger-Identitit.
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Aufgabe 7 (3 Punkte). Beweisen Sie ohne Induktion den Multinomialsatz

k
(a1 + ... +an) = Z (kl.”k>a'f1...aﬁ”

(klzmvkn)eNg
ki+...+kn=Fk

fir ay,...,a, € Cund k € N.

Aufgabe 8 (2 + 2+ 2 + 2 Punkte).

(a) Berechnen Sie ¢(1500).

(b) Bestimmen Sie {n € N: ¢(n) = 8}.

(c¢) Schreiben Sie (1,2,3,4)(7,6,5,4,3) als Produkt von disjunkten Zyklen.
)

(d) Schreiben Sie (1,4,6,3)(2,7,9) als Produkt von Transpositionen. Wie viele Transpositionen benstigt
man dafiir?

Aufgabe 9 (3 Punkte). Jede Permutation o € S, lisst sich eindeutig als Produkt von disjunkten
Zyklen

g = (al,...,ak)(bl,...,bl)...
schreiben, wenn man a; = max{ay,...,ar} < by = max{by,...,b;} < ... fordert (vgl. Bemerkung 2.8].
Dabei zdhlen wir auch die 1-Zyklen mit. Zeigen Sie, dass die Abbildung

vU: S, — Sy,

1 2 ok k+1 k+2 - k4l -
g —
ai as -+ ag by by b

bijektiv ist. Man nennt ¥ FOATA- Transformation.

Aufgabe 10 (2 + 2 + 2 Punkte). Wie viele Moglichkeiten gibt es n verschiedene Figuren auf einen
n X n-Schachfeld zu platzieren, sodass

(a) in jeder waagerechten Reihe eine Figur steht?
(b) in jeder waagerechten und senkrechten Reihe eine Figur steht?

(c) keine Einschriankungen vorliegen?

Aufgabe 11 (4 + 2 + 2 + 2 Punkte).
(a) Berechnen Sie [Z], {Z}, p(7) und b(6).

(b) Zeigen Sie
1
[n—; ] =nlH,

fiir n € N, wobei H,, die n-te harmonische Zahl ist.

n n n
2o =2(5) +(0)
fir alle n > 2.

Hinweis: Uberlegen Sie sich welche Zyklentypen relevant sind und wenden Sie [Satz 2.26| an.

(c) Zeigen Sie
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(d) Finden und beweisen Sie eine analoge Formel fiir {,",}.

Aufgabe 12 (2 + 1 Punkte). Zeigen Sie
zz+1)...(x+n—-1)= x

fiir alle n € N und = € R. Folgern Sie:

Aufgabe 13 (1 + 1 Punkte). Wie viele Summanden haben die beiden Formeln

- T aan

0<ar<...<ap—<n

{Z}— S s

1<a;<...<ap_ <k
aus den Satzen 2.17 und [2.32]

Aufgabe 14 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass So, genau 1-3-...(2n — 1) fixpunktfreie Permutationen
der Ordnung 2 besitzt.

Aufgabe 15 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass es unter sechs Personen stets drei gibt, die sich alle kennen
oder alle nicht kennen.

Aufgabe 16 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass es zwei Primzahlen gibt, deren Differenz durch 2019 teilbar
ist.

Hinweis: Mit dem Schubfachprinzip braucht man die Primzahlen nicht explizit anzugeben.

Zusatz: Gibt es zwei Primzahlen, deren Summe durch 2019 teilbar ist?

Aufgabe 17 (2 Punkte). Zu jedem n € N existiert ein m € N, sodass mn nur aus den Ziffern 0 und 1
besteht.

Aufgabe 18 (242 Punkte). Fiir Partitionen A = (A1,...,As) und g = (u1,. .., ) von n € N schreiben
wir A < p, falls A eine Verfeinerung von p ist, d. h. bei geeigneter Nummerierung gilt g = A1 +...+ A,
po = Nij4+1+- ..+ A, usw. Zeigen Sie, dass (P(n), <) eine lokal endliche geordnete Menge ist. Berechnen
Sie die entsprechende Mébius-Funktion pp4)((1,1,1,1), (4)).

Aufgabe 19. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper mit ¢ < oo Elementen.
Die Menge U der Unterrdume von V ist durch C geordnet. Zeigen Sie

1 (U, W) = (—1)dim(W/0) o (Fm57)

firU <W < V.
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Aufgabe 20. Seien ag,aq...,bg,b1,... € C. Zeigen Sie:
(a) (Binomial-Inversion)

Yn e Ny :a, = anu)’f(?;) by <= ¥neNg:b, = zn:(nk(’;)ak

k=0 k=0

(b) (Stirling-Inversion)

VneNo:an = zn:(—l)k m by <= YneNg:b, = zn:(—nk{;‘}ak

k=0 k=0

Aufgabe 21 (2 + 2 Punkte).
(a) Berechnen Sie die Koeffizienten von (1 + X + X?2)~1 € Q[[X]].

(b) Berechnen Sie die ersten sechs Koeffizienten der Umkehrfunktion von X — X2 € Q[[X]].
Hinweis: Setzen Sie die Umkehrfunktion in der Form ) a, X™ an und stellen Sie Gleichungen fiir
ai,as, ... auf.

Aufgabe 22 (2 Punkte). Fiir jede Primzahl p bilden die Potenzreihen der Form X +asX?+. .. € Fp[[X]]
eine Untergruppe von F,[[X]]°, die man Nottingham-Gruppe N, nennt. Konstruieren Sie ein Element
der Ordnung p in N,,.

Aufgabe 23 (3 Punkte). Konstruieren Sie fiir jeden Korper K geeignete Potenzreihen a, 3,y € K[[X]],
sodass a0 £ foa, a0 (8 +7)#aof+aoymdas(5) £ (ao8)aon)

Aufgabe 24. Wir betrachten folgende Potenzreihen in C[[X]]:

. [eS) _1) . S _1) .

sin(X) := ;)(2(71+)1)!X2 1 cos(X) = Z:% ((273! X
sin >® 1)k

tan(X) := ms(g(;’ arctan(X) := Z Q(k:i)lX%H’

e}

o (2n)! X!
arcsin(X) := Z (2"n22n + 1
n=0

Zeigen Sie:

(a) (EULERsche Formel) exp(iX) = cos(X) + isin(X), wobei i = y/—1 € C.
(b) sin(2X) = 2sin(X) cos(X) und cos(2X) = cos(X)? — sin(X)?2.

(c
(d

)
) (,trigonometrischer Pythagoras®) cos(X)? + sin(X)? = 1.

) sin(X)" = cos(X) und cos(X) = —sin(X).

(e) arctanotan = X.

Hinweis: Priifen Sie zuerst tan € C[[X]]°. Danach ableiten.

(f) arctan(X) =1 log(”rX) mit i =+/-1¢€C.

Hinweis: Priifen Sie, dass log(l+§) wohldefiniert ist.

96



: _ 1
(g) arcsin(X)" = Nk

Hinweis: Newtonscher Binomialsatz.

(h) arcsinosin = X.

Bemerkung: Es gibt unzahlige weitere trigonometrische Identitédten, aber nicht alle lassen sich iiber
formale Potenzreihen beweisen. Zum Beispiel besitzt cos keine formale Umkehrfunktion (trotzdem kann
man die analytische Taylorreihe fiir arccos angeben).

Aufgabe 25 (3 Punkte). Sei K ein Korper. Verifizieren Sie, dass

K((X)) = {i anX" k€L, ay € K}

n=k
mit den Verkniipfungen

D an X"+ b X" = (an+by) X",

[e.e] oo

> anX ™3 X" = 3 (Y abs) X"

n=—oo k=—0oo

ein Korper ist.
Hinweis: Vergessen Sie nicht die Wohldefiniertheit der Addition und Multiplikation zu priifen.

Aufgabe 26 (2 Punkte). Finden und beweisen Sie eine explizite Formel fiir die rekursiv definierte
Folge ag :=1, a1 := 2, ant1 := 3a, — an—1 fiir n € N.

Aufgabe 27 (2 Punkte). Bestimmen Sie alle invertierbaren 2 x 2-Matrizen tiber dem Korper Fa.

Aufgabe 28 (24 3 + 2 Punkte). Sei n € N. Beweisen Sie:

(a) Sei pi(n) die Anzahl der Partitionen von n mit geraden Teilen. Sei pa(n) die Anzahl der Partitionen
von n, deren Teile gerade Vielfachheit haben. Zeigen Sie pi(n) = pa(n) fiir alle n € N.

(b) Sei pi(n) (bzw. p_(n)) die Anzahl der Partitionen von n mit einer geraden (bzw. ungeraden)
Anzahl an Teilen. Zeigen Sie, dass (—1)"(p+(n) —p—_(n)) die Anzahl der symmetrischen Partitionen
von n ist.

(c) Seigy(n) (bzw. g—(n)) die Anzahl der Partitionen von n mit einer geraden (bzw. ungeraden) Anzahl
an geraden Teilen. Zeigen Sie, dass ¢4 (n) — g—(n) die Anzahl der symmetrischen Partitionen von n
ist.

Aufgabe 29 (3 + 3 + 3 Punkte). Seien n,d € N. Beweisen Sie:

(a) (GLAISHER) Die Anzahl der Partitionen von n, deren Teile nicht durch d teilbar sind, ist gleich der
Anzahl der Partitionen von n, in denen kein Teil d-mal (oder 6fter) auftritt.

Hinweis: Der Fall d = 2 entspricht [Satz 5.7(1).

(b) (SUBBARAO) Die Anzahl der Partitionen von n, bei denen jeder Teil genau zweimal, dreimal oder
flinfmal auftritt, ist gleich der Anzahl der Partitionen von n in Teile der Form +2 + 12k, £3 4+ 12k
oder 6 + 12k.
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(c) (MACMAHON) Die Anzahl der Partitionen von n, bei denen jeder Teil mindestens zweimal auftritt,
ist gleich der Anzahl der Partitionen von n in Teile, die nicht die Form £1 + 6k haben.

Aufgabe 30 (2 + 2 Punkte).
(a) Bestimmen Sie alle irreduziblen Polynome in F3[X] vom Grad < 3.

(b) Berechnen Sie das Kreisteilungspolynom ®39¢.

Aufgabe 31 (3 Punkte). Sei n € N. Wie viele paarweise verschiedene Zahlen a,b,c € {1,...,2n} gibt
es, sodass a das arithmetische Mittel von b und c ist?

Weihnachtsritsel (+3 Zusatzpunkte). Aus einem Beutel mit r roten und b blauen Perlen werden
zufillig zwei entnommen. Haben beide Perlen die selbe Farbe, so entferne man sie und gebe stattdessen
eine neue rote Perle in den Beutel. Haben beide Perlen verschiedene Farben, so entferne man die rote
und gebe die blaue zuriick in den Beutel. Wenn man diesen Prozess oft genug wiederholt, verbleibt
am Ende genau eine Perle im Beutel. Wie lasst sich die Farbe dieser verbleibenden Perle aus r uns b
ermitteln?

Hinweis: Es hat nichts mit Wahrscheinlichkeiten zu tun.

Aufgabe 32 (2 + 2 4 2 Punkte). Sei Z die Menge aller rationalen Polynome mit ganzzahligen Werten,
d.h.

Z:={ae€Q[X]:a(z) € ZVz€Z}.
Zeigen Sie:
(a) Fir o, € Z gilt a+ p,af € Z.

(b) Die in |Beispiel 6.28) definierten Polynome ()k() liegen in Z fiir k € Ny.

(c) Jedes a € Z lasst sich eindeutig in der Form o =3 72 ay ()k() mit ay € Z schreiben.

Aufgabe 33 (3 + 3 Punkte). Fir o = Yag, ., X' ... Xk € K[X1,...,X,] definieren wir die
(l1,...,l,)-te Hasse-Ableitung durch

coln kl kn k1 —1 n—ln
H )(a):Zakh_”kn<l1>...(ln)Xll L X e KX, X

Die Vielfachheit von x = (z1,...,x,) € K™ als Nullstelle von « sei die kleinste Zahl m(z) € NoU {co}
mit Hl) (2) = 0 fiir alle (Iy,...,1,) mit I; + ... + 1, < ma(z) (im Fall my(z) = 0 ist = keine
Nullstelle von «). Zeigen Sie:

(a) Fiir v # 0 gilt Y, jon Mma(z) < deg(a)|[K|"71

(b) Seic: K™ — Nound d € No mit 3, gen (“F"71) < (417). Dann existiert ein a € K[X1,. .., Xp]\

n

{0} mit deg(a) < d und mey(z) > c(x) fir alle z € K.
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Aufgabe 34 (2 + 2 Punkte). Beweisen Sie die ,jinversen Waring-Formeln

k

s
_ Pi’
Tk - “q; ‘7

17

(191,...,k%)eP(k) i=1

fir K =Cund k € N.
Hinweis: Beweis von

Aufgabe 35 (2 + 2 Punkte).
(a) Berechnen Sie die Bernoulli-Zahlen Bs, ..., Bjo.

(b) Fiir welche n < 100 hat die n-te Bernoulli-Zahl die Form B,, = & mit z € Z7

Aufgabe 36 (2 Punkte). Offenbar ist die Menge M := Q \ {0} ein Magma bzgl. Division. Wie viele
Ergebnisse erhdlt man, wenn man 1: 2 : 3 : 4 auf alle moglichen Weisen klammert?

Aufgabe 37 (2 + 2 Punkte).
(a) Welche Muster besitzt (bzw. vermeidet) die Permutation (2,4,5,6,1,3) € Sg?

(b) Sei n > 4. Welche Permutationen in \S;, besitzen nur ein Muster?

Aufgabe 38 (2 + 2 Punkte). Seien n,k € N. Zeigen Sie
b n—1
k M . = g o
‘{(nl,...,nk)eN .;_lnz n} (k—l)’

\{<>z} (N = ().

Hinweis: Betrachten Sie die Abbildung (ni,...,ng) — (n1,n1 +ng,...,n1 + ... +ng_1).

Aufgabe 39 (2 + 2 Punkte). Sein € Nund A C {1,...,2n} mit |A| = n + 1. Zeigen Sie:
(a) A enthélt zwei teilerfremde Zahlen.

(b) Es existieren a,b € A mit a # b und a | b.
Aufgabe 40 (2 Punkte). Zeigen Sie Y00, $» = 1.
Aufgabe 41 (2 Punkte). Seien H < G endliche Gruppen. Beweisen oder widerlegen Sie k(H) < k(G).

Aufgabe 42 (2 Punkte). Bestimmen Sie die Automorphismengruppe des Graphen Vs LI Vs.
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Aufgabe 43 (2+ 2+ 2 Punkte). Bestimmen Sie die Baume mit Priifer-Code (1, 2,2, 3,3, 3), (1, 2,

und (1,1,...,1).
Aufgabe 44 (2 Punkte). Konstruieren Sie alle Biume der Ordnung 5 bis auf Isomorphie.
Aufgabe 45 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei K ein Korper. Fir a = ) a, X" € K[[X]] sei

m(a) :=inf{n € Ny : a,, # 0},

wobei m(0) = inf @ = co. Zeigen Sie:

(a) Fir o, f € K[[X]] gilt m(aB) = m(a) + m(B) und m(a + 5) > m(a) +m(5).

(b) Fiir o, 8 € K[[X]] mit 8 # 0 existieren eindeutig bestimmte §,7 € K[[X]] mit & = v+ J und

(v = 0 oder m(d) > m(B)).

(
(¢) Fiir a, f € K[[X]] existiert genau dann ein v € K[[X]] mit a = B, falls m(a) > m(pB) gilt (dies
t

verallgemeinert [Lemma 4.8)).

Aufgabe 46 (3 + 3 + 3 Punkte). Beweisen Sie fiir alle a € C[[X]]:
(a)

00 00 k)((%
[Ta+axh =3
k=0 k=0 ’

(b) Fiir n € N gilt
- 1 o~ /nt+k—1\
s ciD SE G B
k=1 k=0

Hinweis: Interpretieren Sie den Koeffizienten von o X*.

(©)

ad 1 _oooszk
Hl_an_Z Xkl
k=1 k=0

Aufgabe 47 (3 Punkte). Sei o = > a, X" € C[[X]], k € N und ¢ = */*. Zeigen Sie
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A. GAP-Befehle

Die meisten kombinatorischen Objekte lassen sich im kostenfreien Computeralgebrasystem GAPE]
berechnen:

Objekt Code

n! Factorial(n);

24 Combinations(A);
Variationen mit Wiederholung Tuples([1,2,3],2);
Variationen ohne Wiederholung Arrangements([1,2,3],2);

Kombinationen mit Wiederholung  UnorderedTuples([1,2,3],2);
Kombinationen ohne Wiederholung Combinations([1,2,3],2);

Sh SymmetricGroup(n) ;

(Z) Binomial(n,k);

<Z> GaussianCoefficient(n,k,X(Integers,"q"));

((Z)) NrUnorderedTuples(n,k);

[Z] Stirlingl(n,k);

{7} Stirling2(n,k);

P(n) Partitions(n);

Partitionen in ungerade Teile RestrictedPartitions(n, [1,3..2*n+1]);

Partitionen in ungleiche Teile RestrictedPartitionsWithoutRepetitions(n, [1..n]);
Partitionen in k Teile Filtered(Partitions(n),p->Size(p)=k);
Symmetrische Partitionen Filtered(Partitions(n),p->AssociatedPartition(p)=p);
p(n) NrPartitions(n);

P(A) PartitionsSet(4);

b(n) Bell(n);

o(n) Phi(n);

d, CyclotomicPolynomial (Rationals,n);

Faktorisierung in K[X] x:=X(Rationals,"X");; Factors(x~4+3%x~3-7*x+1);
B, Bernoulli(n);

fn Fibonacci(n);

https://www.gap-system.org/
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