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Vorwort

In der Darstellungstheorie realisiert man abstrakte mathematische Objekte wie Abbildungen, Vektor-
rdume, Gruppen, Ringe, Graphen etc. durch konkrete Objekte wie Koordinatenvektoren, Matrizen oder
Permutationen. In der linearen Algebra ist dies leicht: Jeder n-dimensionale Vektorraum iiber einem
Korper K ist zu K™ isomorph und jede lineare Abbildung entspricht einer Matrix. Aus der Algebra
kennt man den Satz von Cayley: jede (endliche) Gruppe ist zu einer Untergruppe einer symmetrischen
Gruppe isomorph (jedes Gruppenelement entspricht also einer Permutation). Wir interessieren uns in
dieser Vorlesung fiir Darstellungen von endlichen Gruppen durch Matrizen iiber einem Koérper K. Zu
Beginn setzen wir der Einfachheit halber oft K = C voraus. Man kann dann bereits viele Fragen durch
die Spur der entsprechenden Matrizen beantworten. Im ersetzen wir C durch einen Zahlkor-
per (d.h. eine endliche Korpererweiterung von Q). Zum Schluss betrachten wir Korper mit positiver
Charakteristik.

Dieses Skript entstand aus einer einstiindigen Vorlesung im Sommersemester 2023 an der Leibniz
Universitdt Hannover. Diese Vorlesung richtet sich hauptséchlich an Bachelor- und Master-Studierende
der Mathematik. Es werden Kenntnisse der Algebra 1 vorausgesetzt. Der erste Teil folgt in etwa meinem
Skript zur Charaktertheorie. Nachtréglich habe ich den Beweis vom Satz von Frobenius (Existenz
von Frobeniuskernen) vereinfacht, sodass man dafiir keine induzierten Charaktere mehr braucht. Als
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neue Anwendung von induzierten Charakteren habe ich dafiir den Satz von Taunt aufgenommen. Ich
danke Karl Bohlke, Lyon Wolfgang Dorgelo, Leon Eickhoff, Leon Lampe, Frederik Tscherniak, Tim
Wittenberg und Yasin Yilmaz flir Fehlerhinweise.
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ter GmbH & Co., Berlin, 1998

e Grove, Groups and characters, Pure and Applied Mathematics, John Wiley & Sons Inc., New
York, 1997

e James und Liebeck, Representations and characters of groups, 2nd Edition, Cambridge University
Press, Cambridge, 2001

e Lux und Pahlings, Representations of groups, Cambridge University Press, Cambridge, 2010

e Webb, A Course in Finite Group Representation Theory, Cambridge University Press, Cam-
bridge, 2016

1 Darstellungen

Bemerkung 1.1.
(i) Wir benutzen die iiblichen Zahlbereiche NC Ny CQ CR C C.

(ii) Stets sei K ein Korper und G eine endliche Gruppe.

Definition 1.2. Sei V' # 0 ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine (K-)Darstellung von G auf
V ist ein Homomorphismus A: G — GL(V). Man nennt dim V' den Grad von A. Ist A injektiv, so
nennt man A treu. Durch Wahl einer Basis von V' erhélt man eine entsprechende Matrizdarstellung
A": G — GL(n, K).

Bemerkung 1.3. Ist eine Darstellung A: G — GL(V') gegeben, so schreiben wir hdufig 9v := A(g)(v)
fiir g € G und v € V. Dies definiert eine Operation von G auf V, d. h. es gilt 'v = v und 9"v = 9(") fiir
alle g,h € G und v € V. Zusétzlich gilt die Linearitidt 9(v + w) = 9v + 9w. Umgekehrt entspricht jeder
Operation von G auf V ein Homomorphismus G — Sym(V'). Gilt zudem die Linearitét, so handelt es
sich um einen Homomorphismus G — GL(V), also eine Darstellung. Auf diese Weise entsprechen sich
Darstellungen und lineare Operationen.

Beispiel 1.4.

(i) Die triviale (Matrix-)Darstellung 1¢: G — GL(1, K) = K* = K\ {0} ist gegeben durch 15(g) =
1 fir g € G.

(ii) Fir n € N sei S,, die symmetrische Gruppe vom Grad n. Die Abbildung sgn: S,, — Q*, g —
sgn(g) eine Q-Darstellung vom Grad 1. Der Kern von sgn ist die alternierende Gruppe A,.
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(iii)

(vi)

(vii)
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die Diedergruppe der Ordnung 2n, also die Symmetriegruppe des regelméfigen n-Ecks. Dann

definiert cos(2m/n) — sin(2m/n) 10
30 = (Gammy eorimy )+ 20= (o 1)

eine R-Matrixdarstellung vom Grad 2 (A(o) ist die Drehung um 27/n und A(7) die Spiegelung
an der xz-Achse).

Fiir zwei K-Darstellungen A: G — GL(V) und I': G — GL(W) ist auch A@T': G — GL(V x W)
eine K-Darstellung mit 9(v,w) := (9v,%w) fiir g € G, v € V und w € W. Bzgl. einer geeigneten
Basis hat die entsprechende Matrixdarstellung Blockdiagonalgestalt:

@eor= (% L))

Ist A: H — GL(V) eine Darstellung und f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist auch
Ao f: G — GL(V) eine Darstellung. Ist G < H und f die Inklusionsabbildung, so erhélt man
die Einschrankung (Restriktion) Ag: G — GL(V), g — A(g). Ist H = G/N mit N < G und
f:G— H, g+ gN der kanonische Epimorphismus, so nennt man A o f die Inflation von A.

Ist A: G — GL(V) eine Darstellung und N < G mit N C Ker(A), so erhilt man durch
Deflation eine wohldefinierte Darstellung A: G/N — GL(V), gN +— A(g). Insbesondere ist
A: G/Ker(A) — GL(V) eine treue Darstellung.

Inflation und Deflation sind offenbar zueinander invers.

Definition 1.5. Zwei Darstellungen A: G — GL(V) und I': G — GL(W) heiken dhnlich, falls ein
Isomorphismus f: V. — W mit f o A(g) = I'(g) o f fiir alle g € G existiert. Gegebenenfalls ist das
folgende Diagramm kommutativ:

Entsprechend sind zwei Matrixdarstellungen A: G — GL(n, K) und I': G — GL(m, K) &hnlich, falls
n =m ist und ein A € GL(n, K) existiert mit AA(g) =T'(g)A fiir alle g € G.

Bemerkung 1.6.

(i)

(i)

Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation. Ahnliche Darstellungen haben den gleichen Grad. Man
interessiert sich in der Regel nur fiir Darstellungen bis auf Ahnlichkeit (so wie fiir Gruppen bis
auf Isomorphie).

In der linearen Algebra zeigt man, dass zwei quadratische Matrizen A, B genau dann die gleiche
Abbildung beschreiben, wenn es eine invertierbare Matrix T" mit AT = T'B gibt. Somit sind zwei
Matrixdarstellungen, die der gleichen Darstellung von G entsprechen, stets dhnlich.



(iii) Die Ahnlichkeitsklassen von Darstellungen und Matrixdarstellungen entsprechen sich offenbar.
Wir werden daher im Folgenden Darstellungen oft mit ihren entsprechenden Matrixdarstellungen
identifizieren.

Definition 1.7. Sei A: G — GL(V) eine Darstellung. Ein Unterraum U < V heift A-invariant, falls
IU = {9u:u € U} = U fiir alle g € G gilt. Gegebenenfalls ist A’: G — GL(U), g = A(g)y auch
eine Darstellung. Sind 0 und V' die einzigen A-invarianten Untervektorrdume, so ist A irreduzibel.
Anderenfalls ist A reduzibel.

Beispiel 1.8.
(i) Darstellungen vom Grad 1 sind offensichtlich irreduzibel.

(ii) Inflation und Deflation irreduzibler Darstellungen sind wieder irreduzibel (die Bilder &ndern sich
nicht).

Satz 1.9 (MASCHKE). Sei char K { |G| (2. B. char K = 0). Set A: G — GL(V) eine Darstellung und
U <V A-invariant. Dann besitzt U ein A-invariantes Komplement W <V, d.h. V=U & W.

Beweis. Wir wéhlen zunédchst einen beliebigen Unterraum X von V mit V = U @ X (Basisergin-
zungssatz) und bezeichnen mit 7: V' — V, u + = — u die Projektion auf U. Wegen char K { |G|
ist

pi= |é| Z A(g) L omoA(g) € End(V)
geG

wohldefiniert und W := Ker(p) < V. Fiir u € U ist

— L Ll w))) = L -1 u) =1u
p(u) = c > Alg) M (w(Ag)(w)) |G|§;(A(g) A(g))(u) = u.

9€G cU —idy

Insbesondere ist UNW = 0. Fiir v € V ist p(v) € U, also

p(v —p(v)) = p(v) — p(p(v)) = p(v) — p(v) =0,
d.h.v—p(v) € Wund v = p(v)+ (v —p(v)) € U+ W. Folglichist V=U@®W.Firw e Wund g€ G
gilt

o) = (‘g, S A oro A(hg>) (w) = <A<g> - (,; S Al )oro A(hg>) ) (w)

heG heG
=p
=7p(w) =90 =0,
also 9w € Ker(p) = W. Somit ist W A-invariant. O

Bemerkung 1.10.

(i) Sei A eine Darstellung auf V', und sei V.= U & W eine A-invariante Zerlegung. Dies liefert
Teildarstellungen T'y: G — GL(U), g = A(g)jy und I'y: G — GL(W), g — A(g);w. Durch
Wahl einer geeigneten Basis von V hat A dann die Form

Alg) = (FUO(Q) FWO< g>>



fir alle g € G. Somit ist A = 'y @ I'y. Im Fall char K 1 |G| ldsst sich somit jede Darstellung als
direkte Summe irreduzibler Darstellungen schreiben.

(i) Ist char K ein Teiler von |G|, so gibt es Darstellungen, fiir die der Satz von Maschke falsch ist

(Aufgabe 1J).

Lemma 1.11 (SCHURs Lemma). Seien A: G — GL(n,K), I't G — GL(m, K) irreduzible Matriz-
darstellungen und 0 # A € K™™ mit AT'(g) = A(g)A fiir alle g € G. Dann gilt:

(i) n =m und A ist invertierbar. Insbesondere sind A und I dhnlich.

(ii) Ist A =T und K algebraisch abgeschlossen, so gilt A = A1, fiir ein A € K*.

Beweis.

(i) Fiir g € G und v € Ker(A) ist
AT'(g)v = A(g)Av = 0,

also I'(g)v € Ker(A). Daher ist Ker(A) ein I-invarianter Unterraum von K™. Analog ist Bild(A)
ein A-invarianter Unterraum von K™. Aus der Irreduzibilitdt von A und I' folgt Ker(A) = 0 und
Bild(A) = K™. Daher ist A invertierbar und n = m.

(ii) Da K algebraisch abgeschlossen ist, besitzt A einen Eigenwert A. Dann gilt (A — A1,)I'(g)
AT (g)—AI'(g9) = A(g)(A—A1y,) fiir alle g € G. Da A—\1,, nicht invertierbar ist, folgt A—\1,, =
aus ().

O o |l

2 Charaktere

Bemerkung 2.1. In den néchsten Kapiteln sei stets K = C. Wegen char K = 0 { |G| lésst sich der
Satz von Maschke anwenden. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist C algebraisch abgeschlossen.
Also kann man auch den zweiten Teil von Schurs Lemma benutzen.

Satz 2.2. Jede irreduzible Darstellung einer abelschen Gruppe hat Grad 1.

Beweis. Sei G abelsch und A: G — GL(n,C) eine irreduzible Matrixdarstellung von G. Sei g € G
fest. Fiir alle h € G gilt dann A(g)A(h) = A(gh) = A(hg) = A(h)A(g). Nach Schurs Lemma ist also
A(g) = A1, fiir ein Ay € C. Insbesondere ist C(1,0,...,0) ein A-invarianter Unterraum von C". Da
A irreduzibel ist, folgt n = 1. O

Definition 2.3. Sei A: G — GL(n, C) eine Matrixdarstellung. Die Abbildung
x:G—C, g — trA(g)

heift Charakter von A (und von G). Dabei ist x(1) = trA(l) = trl, = n der Grad von x (und
von A). Ist A irreduzibel (treu, ...), so bezeichnet man auch x als irreduzibel (treu, ...). Die Menge
der irreduziblen Charaktere von G bezeichnen wir mit Irr(G). Achtung: Treue Charaktere sind im
Allgemeinen nicht injektiv (siehe [Bemerkung 2.15)).




Bemerkung 2.4. Fiir A = (a;5) € K™™ und B = (b;;) € K™*" gilt

tI‘(AB) = Zn: in: aijbji = i Zn: bjiaij = tI‘(BA) (21)

i=1 j=1 j=1i=1
Lemma 2.5. Ahnliche Matrizdarstellungen haben den gleichen Charakter.

Beweis. Seien A: G — GL(n,C) und I': G — GL(n, C) &hnliche Matrixdarstellungen. Dann existiert
ein A € GL(n,C) mit A(g)A = AI'(g) fiir alle g € G. Aus (2.1)) folgt

tr A(g) = tr((Al(g))A™") = tr(A™' (AL (g))) = trT(g)

fiir alle g € G. O

Bemerkung 2.6.

(i) Charaktere wurden urspriinglich von DIRICHLET fiir prime Restklassengruppen (Z/nZ)* einge-
fiihrt, um damit seinen Primzahlsatz zu beweisenE

(ii) Charaktere sind die ,,Schatten“ von Darstellungen, d. h. man verliert einerseits Information, indem
man die n? Eintréige einer Matrix durch einen einzigen Wert ersetzt, aber andererseits bleibt genug
Information, um Eigenschaften der Gruppe abzulesen.

(iii) Ist A: G — GL(V) eine Darstellung, so kann man A einen Charakter zuordnen, indem man eine
entsprechende Matrixdarstellung wéhlt. Wegen kommt es dabei nicht auf die Wahl
der Basis von V an.

(iv) Offenbar stimmen Darstellungen vom Grad 1 mit ihrem Charakter tiberein. Man nennt diese
Charaktere linear. Insbesondere gibt es den trivialen Charakter 1g: G — C mit 1g(g) = 1 fir
g€qG.

(v) Fiir jede Darstellung A: G — GL(V) ist det A: G — C, g — det A(g) ein linearer Charakter.
Da &hnliche Matrizen die gleiche Determinante haben, hangt det A nur vom Charakter y von A
ab. Man kann daher det y := det A definieren.

(vi) Sind A und I" Darstellungen mit Charakter y bzw. 1, so hat A®T" den Charakter y +1. Summen
von Charakteren sind also wieder Charaktere.

Definition 2.7.

(i) Man nennt g,h € G konjugiert, falls ein x € G mit xgz~!

Elemente bilden die Konjugationsklasse

= h existiert. Die zu g konjugierten

Cl(g) == {zgz™t : z € G}

von g. Die Menge der Konjugationsklassen von G sei Cl(G). Man nennt k(G) := |Cl(G)| die
Klassenzahl von G. Sei
Calg) ={r€G:2g=ygz} <G

der Zentralisator von g in G. In der Algebra zeigt man |Cl(g)| = |G : Ca(9)|.

1Siehe Beweis des Dirichletschen Primzahlsatzes
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(ii) Bekanntlich wird die Menge aller Abbildungen G — C durch

(a+B)(g) == alg) + B(g), (A-a)(g) = Aa(g)

fir a,: G — C, g € G, A € C zu einem C-Vektorraum der Dimension |G|. Eine Abbildung
a: G — C heilt Klassenfunktion, falls a(g) = a(hgh™!) fiir alle g, h € G gilt. Klassenfunktionen
sind also konstant auf Konjugationsklassen. Der Unterraum CF(G) aller Klassenfunktionen hat
offenbar Dimension |Cl(G)|.

Lemma 2.8. Die Charaktere von G sind Klassenfunktionen. Insbesondere ist Irr(G) C CF(G).

Beweis. Sei A: G — GL(V) eine Darstellung mit Charakter x. Fiir g, h € G ist

&)

x(hgh™') = tr A(hgh™") = tr(A(h)A(g)A(R)™") = tr Ag) = x(9)- O
Definition 2.9. Offenbar definiert
(v, ¥)a = |61¥| S x@)¥g) (v e CR(@).
geG

ein Skalarprodukt des C-Vektorraums CF(G).

Bemerkung 2.10.
(i) Sind g1,...,gr € G Représentanten fiir die Konjugationsklassen von G, so gilt

k

(v )6 ‘G,Z\G Ca(g0) x(9:)0(97) ZXKJGQZ . (22)

i=1
Bis auf die Faktoren |Cg(g;)| ™! entspricht (x,1)g also dem Standardskalarprodukt von CF.
(ii) Fiir Charaktere x, von G ist nach [Aufgabe 5[ auch

X9 |Zx

geG

Lemma 2.11 (ScHUR-Relationen). Seien A: G — GL(n,C), I': G — GL(m,C) irreduzible Ma-
trizdarstellungen mit A(g) = (Xij(g)) und I'(g) = (0i5(g9)) fir g € G.

(i) Sind A und T nicht dhnlich, so ist
Z Xii(9)055(97") = 0
geG
fir alle i,j.
(ii) Es ist

Z/\” o) = |§\ 55

geG



Bewets.
(i) Sei Ejj € C™*™ die Matrix mit einer 1 an Position (¢, j) und sonst nur Nullen. Wir setzen

Fij =Y _ A(g)E;T(g™).

geG

Fiir h € G ist dann A(h)F;T(h™1) = F;, d.h. A(h)F;; = F;;T(h). Sind A und T nicht dhnlich,
so folgt F;; = 0 aus Schurs Lemma. Insbesondere ist Fj; an der Position (i, ) gleich 0, d.h.
gilt.

(ii) Sei nun A =T. Nach Schur ist F;; = p;; - 1,, fiir ein p;; € C. Fiir den Eintrag von Fj; an Position
(1,1) gilt dann

= Z Mi(@)M(g™h) = Z Ai(hHA Z A1) Ai(R™h) = p11dy;.

geG heG heG
Mit p := p11 (= pi;) folgt
n
np=Y_3 Njlg)XilgT) =Y 1=|G|
j=1geG geG
wegen A(g)A(g~1) = 1, fiir ¢ € G. Nun ergibt sich durch den Eintrag von Fj; an Position
(i, )- O

Satz 2.12 (Erste Orthogonalititsrelation). Fiir x, v € Irr(G) gilt

1 falls x =1,
(o ¥)e = |G|ZX {o falls x # .

geG

Beweis. Seien A und I irreduzible Darstellungen von G mit Charakter x bzw. 1. Sei zunéchst x # 1.
Nach sind dann A und I' nicht &hnlich. Wir schreiben A(g) = (A\ij(g)) und I'(g) = (65(9))

fiir g € G. Dann ist x(g) = > Xii(g) und ¥(g) = > 6;i(g). Nach [Lemma 2.11] ist
g
X, ¥ @l Z > Xi(9)055(g7 ") =0.

g€eG i,

Analog gilt

x(1) 16|
XX |ZZA“ RO -

geG 1,3

Bemerkung 2.13. Aus [Satz 2.12| folgt leicht, dass Irr(G) eine linear unabhéngige Teilmenge von
CF(G) ist. Insbesondere ist |Irr(G)| < dimg CF(G) = |CI(G)| < |G| < .

Satz 2.14. Zwei Darstellungen sind genau dann dhnlich, wenn sie den gleichen Charakter haben.



Beweis. Eine Richtung ist Seien nun A und I" Darstellungen mit dem gleichen Charakter
x. Wir schreiben A = @7 | A; und I' = @;”, I'; als Summen von irreduziblen Darstellungen. Dann

zerlegt sich auch x in
n m
X=X, =D XT.
i=1 i=1

Nach [Bemerkung 2.13|ist n = m und xa, = xp, flir ¢ = 1,...,n bei geeigneter Nummerierung. Waren
A; und I'; nicht dhnlich, so erhélt man den Widerspruch 1 = (xa,, xr;)¢ = 0 wie im Beweis von
Satz 2.12| Sei also A; € GL(xa,(1),C) mit A;A;(g) = 'i(g)A4; fiir alle g € G. Fiir

Ay 0
A= € GL(x(1),C)
0 Ay
gilt dann offenbar AA(g) =T'(g)A fiir alle g € G, d.h. A und T sind dhnlich. O

Bemerkung 2.15.
(i) Sei p der reguldre Charakter von G. Nach [Aufgabe 1] gilt

G| falls g =1,
p(g) = {‘ |

0 sonst.

Fir x € Irr(G) ist daher

% Z x(1).

gEG

Es folgt p = 3" cr(ey X(Dx und | |Gl = p(1) = > x(1)%
xE€Irr(G)

(i) Seien C,D,E € CI(G), e € E und g € G. Dann ist die Abbildung (c,d) — (gcg™t, gdg™!) eine
Bijektion zwischen {(c,d) € C x D : e¢d = e} und {(c,d) € C x D : cd = geg~—'}. Daher hiingt die
Klassenmultiplikationskonstante

Yepe = |{(c,;d) € C X D : cd = e}|

nicht von der Wahl von e € E ab.

Lemma 2.16. Fir eine irreduzible Darstellung A mit Charakter x und g € C € CI(G) gilt

D Az) =wa(C)id

zeC

mit wa(C) 1= wy (C) := %X(g).

Beweis. Sei A := Y. - A(z). Fir y € G gilt A(y)AA(y™") = >, cc Alyzy™) = A. Aus Schurs
Lemma folgt A = wa(C)1id fiir ein wa(C) € C. Weiter ist

wa(C)x(1) =tr A= x(x) = |Clx(g). 0

zeC

10



Satz 2.17 (Zweite Orthogonalitéitsrelation). Fir g,h € G gilt

0 sonst.

— |Ca(g)|  falls g und h kongugiert sind,
> x(g)x(h) =

x€Irr(G)

Beweis. Seien C,D € CI(G) mit g € C und h~! € D. Sei A: G — GL(n,C) eine irreduzible Ma-
trixdarstellung mit Charakter x. Nach gilt

(O (D)L =Y A Y A =Y A2 Y VCDE ST A

ceC deD ceC deD EeCl(G eck
Z /VCDEWX 1
EcCl(G)

Aus der Definition von w, erhélt man
’YCDE E
= > 1‘) | (Dx(e),
EECI(G) D]
wobei jeweils e € E gewahlt ist. Sei p der regulére Charakter von G. Summieren iiber y liefert
— Yepe|E| Yepe|E| Yep{1ylGl
x(g)x(h) = AT x(1)x(e) = A Ple) = A
2 2 |ClID| 2 2 |C[|D| |ClID]
x€E€Irr(G) EeCl(G) x€lrr(G) EcCl(G)

Offenbar ist C1(h) = D! = {d~! : d € D}. Sind g und h nicht konjugiert, so ist C N D~ = & und
Yepq1y = 0. Anderenfalls ist yopg1y = |C| = [D| und die Behauptung folgt aus H = |Ca(9)|- O

Satz 2.18. Irr(G) ist eine Orthonormalbasis von CF(G). Insbesondere ist ‘ k(G) = |Irr(G)].‘

Beweis. Wir wissen bereits, dass Irr(G) linear unabhéngig ist (Bemerkung 2.13). Nach der zweiten
Orthogonalitatsrelation ist fir g € C' € CI(G) andererseits

oo = > x(ghx

|Cal(g)] emmG)

die charakteristische Funktion auf C' (d. h. ¢c(z) ist 1 falls # € C' und sonst 0). Da die charakteristischen
Funktionen eine Basis von CF(G) bilden, ist Irr(G) auch ein Erzeugendensystem. Die Orthonormalitét
folgt aus der ersten Orthogonalitétsrelation. O

Bemerkung 2.19.
(i) Jede Klassenfunktion f € CF(G) lasst sich also eindeutig in der Form

f= Z Ay X

x€lrr(G)

mit a, € C schreiben. Genau dann ist f ein Charakter, wenn a, € Ny fiir alle x € Irr(G) und
ay > 0 fiir mindestens ein ¢ € Irr(G) gilt (Bemerkung 2.6|[v1)). Ist a,, = (f,x)¢ > 0, so nennt
man X einen irreduziblen Bestandteil von f mit Vielfachheit a,. Auberdem gilt (f, f)g = X a2
Insbesondere ist ein Charakter x genau dann irreduzibel, falls (y, x)g = 1 gilt.

(ii) Im Allgemeinen kennt man keine kanonische Bijektion zwischen Cl(G) und Irr(G).
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3 Charaktertafeln

Bemerkung 3.1. Seien gi,...,g9r € G Repréasentanten fiir die Konjugationsklassen von G, und sei
Irr(G) = {x1,- - -, Xk} Die kxk-Matrix C(G) = (xi(g;))i,; heibt Charaktertafel von G. Natiirlich héingt
C' von der Reihenfolge der Elemente und Charaktere ab. In der Regel wahlt man g; = 1, x1 = 1g und
x1(1) < x2(1) < ... < xx(1). In diesem Kapitel wollen wir C' fiir einige Gruppen berechnen. Die erste
Orthogonalitétsrelation ldsst sich in der Form

k

> MXT(Qi)Xs(Qi) = Ors

“ |Calgi

i=

schreiben (siehe ([2.2])). Dies betrifft also die Zeilen von C'. Die zweite Orthogonalitétsrelation besagt,
dass die Spalten von C' paarweise orthogonal bzgl. des Standardskalarprodukts von CF sind. Insbeson-
dere ist C invertierbar.

Definition 3.2. Fiir Matrizen A = (a;;) € K™ und B € K™*™ nennt man

CLHB cee alnB
A® B := : : e Krmxnm
anlB cee annB

das Kroneckerprodukt von A und B.

Lemma 3.3. Fiir A,C' € K™" und B,D € K™™ gilt|(A® B)(C'® D) = AC @ BD.

Bewezs.

(A® B)(C'® D) = (Z aichij) = ((Z aikckj)BD) = AC'® BD. O
k k

i,j (2]

Satz 3.4. Seien A: G — GL(n,C) und I': H — GL(m, C) Darstellungen von Gruppen G und H mit
Charakteren x bzw. ¥. Dann ist A®T': G x H — GL(nm,C), (g,h) — A(g) ® I'(h) eine Darstellung
von G x H mit Charakter (x x ¥)(g,h) := x(9)¢(h) firg € G, h € H.

Beweis. Fiir ¢g1,92 € G und hy, ho € H gilt

(A@T)(g1,h)(A D T) (g2, h2) = (Algr) ® T(h1))(A(g2) ® T(h2)) 22 A1) Alg2) @ T'(h1)T (ko)
= A(g9192) @ T'(h1h2) = (A ® I')(g192, h1ha).

Daher ist A ® I' eine Darstellung von G x H. Sei A(g) = (a;;). Dann gilt

(x x ¥)(g,h) = tr(A(g) @ T(R) = 3 tr(@uL(h) = 3 ag tr(T(R))
=1 =1
— tx(A(9)) tr(T(h)) = x(g)w(h): =

Satz 3.5. Fir endliche Gruppen G, H ist Irr(G x H) = {x x ¢ : x € Irr(G), ¢ € Irr(H)}.
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Beweis. Sei Irr(G) = {x1,..., xn} und Irr(H) = {¢1,...,%n}. Dann ist

(xi x i, Xk X V)axH = ’G < H Z Z Xz % )wl( )

gEG heH

:<]G\ZXZ )Xk (g )(’H’Z% Y (h )Zik%-

heH

Also sind die Charaktere x; x v; irreduzibel und paarweise verschieden. Wegen

n m n m
DD Gaxu)1)P =) (1)) wi(1)* =|GlH| =G x H]
=1 j=1 =1 =
hat man alle irreduziblen Charaktere von G x H gefunden. O

Folgerung 3.6. Sind x und ¢ Charaktere von G, so auch xip mit (x1)(g) := x(9)¢¥(g) fir g € G.

Beweis. Seien A und I' Darstellungen von G mit Charakter x bzw. . Dann ist G — G x G —
GL(x(D)¥(1),C), g+ (g9,9) = (A®T)(g, g) eine Darstellung von G mit Charakter x1). O

Bemerkung 3.7. Fiir x,v € Irr(G) ist xt nicht unbedingt irreduzibel (wéhle x(1) = ¥(1) > 1
maximal).

Bemerkung 3.8.

(i) Seien C(G) € C"*™ und C(H) € C™*"™ die Charaktertafeln von G bzw. H. Dann ist C(G)®C(H)
die Charaktertafel von G x H bei geeigneter Anordnung.

(ii) Sei G zyklisch der Ordnung n (wir schreiben G = C,,). Nach [Aufgabe 2]ist die Charaktertafel von
G durch (eQWTlM)Z;:lo gegeben (i = v/—1). Aus der Algebra weif man, dass jede abelsche Gruppe G
das direkte Produkt zyklischer Gruppen ist. Mit lasst sich also leicht die Charaktertafel
von G berechnen.

Beispiel 3.9. Sei G := {1,z,y,2 (= zy)} = Cy x Oy = C? die Kleinsche Vierergruppe mit Irr(G) =
{Xl; e 7X4}- Dann ist

022‘1 xr Yy oz

. L x1 |1 1 1 1
L) el S)= el 11 -1
xs|1 1 -1 -1

ya|l =1 -1 1

die Charaktertafel von G.

Definition 3.10. Fiir 2,y € G ist [z,y] := zyz~ 'y~ der Kommutator von x und y. Sei
G = ([z,y] : z,y € G)

die Kommutatorgruppe von G.
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Bemerkung 3.11. Fiir o € Aut(G) und z,y € G ist offenbar a([z,y]) = [a(z), a(y)] € G'. Insbeson-
dere ist G’ 4 G (wahle a € Inn(Q)). Fir 2zG',yG' € G/G" ist
2G'yGQ = zyly ' 27 G = yG2d,
———
eG’
d.h. G/G’ ist abelsch. Ist umgekehrt N <IG mit G/N abelsch, so gilt [z,y]N = xNyN(zN) 1 (yN)~1 =

N fiir z,y € G, d.h. G’ C N. Daher ist G’ der kleinste Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe. Der
nichste Satz verallgemeinert [Satz 2.2

Satz 3.12. Die linearen Charaktere von G sind die Inflationen von Irr(G/G').

Beweis. Jeder lineare Charakter ist ein Homomorphismus y: G — C*. Insbesondere ist G/Ker(y) als
Untergruppe von C* abelsch, d.h. G’ C Ker(y). Deflation liefert also ein ¢ € Irr(G/G’) und x ist die
Inflation von 1. Umgekehrt hat die Inflation jedes y € Irr(G/G’) Grad 1 wegen [Satz 2.2| O

Beispiel 3.13. Die alternierende Gruppe A, besitzt mit der Kleinschen Vierergruppe
V4 = <(17 2)(37 4)7 (17 3)(27 4)>

eine normale 2-Sylowgruppe. Die drei Involutionen (Elemente der Ordnung 2) in Vj sind durch einen
3-Zyklus konjugiert. Nach Sylow ist jedes Element in A4 \ V4 zu = := (1,2,3) oder z~! konjugiert.
Andererseits konnen 2 und z~! nicht konjugiert sein, denn sonst wiren auch die entsprechenden Neben-
klassen in der abelschen Gruppe A4/Vy = C3 konjugiert. Also sind 1, (1,2)(3,4), (1,2,3) und (1, 3,2)
Reprisentanten fiir die Konjugationsklassen von G. Durch Inflation von A4/V} erhélt man drei lineare
Charaktere x1, x2, x3. Fiir den verbleibenden Charakter x4 gilt

Xa(1)? = [A4] = x1(1)% = x2(1)* — x3(1)* =9,

also x4(1) = 3. Die fehlenden Werte von y4 ergeben sich aus der zweiten Orthogonalitatsrelation:

A1 (1L,2)(3,4) (1,2,3) (1,3,2)
x1 |1 1 1 1

. 1 V=3
x2 |1 1 o o1 o= 627”/3 — _5 + T
x3 |1 1 o1 o
X4 | 3 -1 0 0

Lemma 3.14. Sei g € G der Ordnung k. Fir jede Darstellung A von G mit Charakter x gilt
(1) x(g) ist die Summe von x(1) vielen k-ten Einheitswurzeln.

(i) Ix(g)] < x(1)-

(iii) [x(9)l = x(1) <= A(g) € C*id.

() x(9) = x(1) <= g € Ker(A).

Beweis.

(i) Sei n := x(1), und seien €y,...,€, € C die Eigenwerte von A(g) (mit Vielfachheiten). Wegen
(A(g))* = A(g*) = A(1) = 1, sind die ¢; k-te Einheitswurzeln und x(g) = €1 + ... + €n.
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(ii) Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung auf die Vektoren v := (e1,...,€¢,) und w :=

(1,...,1) an:
IX(9)] = ler + ...+ en| = [(v,w)| < [[v][[Jw]| = Vnvn =n. (3.1)
(iii) Gilt Gleichheit in (3.1]), so sind v und w linear abhéngig und es folgt € ;== €; = €2 = ... = ¢,. Da

A(g) diagonalisierbar ist (Aufgabe 4J), ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts e gleich
n, d.h. A(g) = eid. Ist umgekehrt A(g) € C* id, so folgt sicher |x(g)| = x(1).

(iv) Ist sogar x(g) = x(1), so ist offensichtlich ¢ = 1 und g € Ker(A). Die Umkehrung ist hier auch
klar. O

Definition 3.15. Fiir eine Darstellung A mit Charakter x setzen wir Ker(y) := Ker(A) und

Z(x) =72(A) :=={g € G : [x(9)| = x(1)}.

Man nennt Z(y) das Zentrum von x (bzw. A).

Beispiel 3.16.

(i) Ist g € G eine Involution und x ein Charakter von G, so gilt x(g) € Z und x(g) = x(1) (mod 2)

sach [Commn 0.
(ii) Sei A eine Darstellung von G mit Charakter x und Grad n. Fiir g € G und z € Z(x) gilt dann
_ _ (X2 _x(®) _ x(=)x(9)
X(29) = tr(A()A(9) = (X T1A(9)) = X Z tr Ag) = TS

Dies ist niitzlich, um Zeilen der Charaktertafel zu vervollstédndigen. liefert eine duale
Aussage fiir die Spalten von C(G).

Satz 3.17. Fir jeden Charakter x von G sind Ker(x) und Z(x) Normalteiler von G. Dabei ist Ker(x) <
Z(x) und Z(x)/Ker(x) ist zyklisch.

Beweis. Sicher ist Ker(x) <G und Ker(x) € Z(x). Sei A: G — GL(V) eine Darstellung mit Charakter
x. Wegen C*idy <IGL(V) ist Z(x) = A71(C*idy) < G. Nach dem Homomorphiesatz ist aukerdem
Z(x)/Ker(x) zu einer endlichen Untergruppe H von C* idy = C* isomorph. Offenbar besteht H genau
aus den |H|-ten Einheitswurzeln und ist daher zyklisch. O

Bemerkung 3.18.

(i) Auf diese Weise kann man héufig Normalteiler konstruieren, denn jeder Normalteiler ist Kern

eines Charakters (Aufgabe 10)).

(ii) Sei Cl(G) = {K1,...,Kx}, ¢i € K; und Irr(G) = {x1,...,xx}. Dann unterscheidet sich die
Matrix Q := (wy, (Kj;))i,; von der Charaktertafel C'(G) nur durch Skalarmultiplikation von Zeilen
und Spalten. Mit C(G) ist daher auch  invertierbar.

Satz 3.19. Die Charaktertafel von G ldsst sich aus den Klassenmultiplikationskonstanten berechnen.
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Beweis (BURNSIDE-Algorithmus). Sei CI(G) = {K1,..., Ky} und i1 = VK, kK, die Klassenmulti-
plikationskonstante. Sei T; := (vijx);r € Z"*™. Seien Ay, ..., A, die irreduziblen Darstellungen von G

und w; = wa, fiir i = 1,...,n. Wie im Beweis von gilt
n
wi(Ki ) (Kj) = vigrwr(EKy,)

fir 1 < 4,4,0 < n. Folglich ist ¢; := (w;(K%))r € C" ein Eigenvektor von T; zum Eigenwert wl(Ki)ﬂ
Nach [Bemerkung 3.18| ist {e1,...,e,} eine Basis von C". Jeder Eigenraum von 7; wird daher von
einigen der e; aufgespannt. Wir schneiden diese Eigenréume mit den Eigenrdumen der 7} fiir j # <.
Die nicht-trivialen Durchschnitte haben die Form

Vii={veC":Vi: Tjv=w/(K;v}<C"

fiir ein 1 <1 <n (beachte ¢; € V}). Seien v; € V; mit Y ;- ; vy = 0. Dann folgt

n n
ZWZ(KZ‘)UI =T Zvl =0
=1 =1

fir ¢ = 1,...,n. Da die Matrix (w;(K;));; nach [Bemerkung 3.18 invertierbar ist, ergibt sich v; =

.=v, =0und Y ;' Vi = @, Vi. Aus Dimensionsgriinden ist V; = (e;) fiir [ = 1,...,n. Wegen
wi(K1) = 1 lasst sich e; aus V; berechnen. Nach der ersten Orthogonalititsrelation existiert nur ein
Vektor e;, sagen wir e1, der nur aus positiven Zahlen besteht. Er gehort zur trivialen Darstellung Aj.

Daraus ergeben sich die Klassenlangen |K;| = wi(K;) fiir ¢ =1,...,n. Wegen
n n
jwi (K3) 1 2 e G|
= Kl [xi(9:) " = (9" = s (i xie
; | K| Xl(l)QZz; e 29622; x(1)? (1)
erhélt man y;(1) und anschlieRend auch x;(g;) = % fir g; € K. O

Bemerkung 3.20. In der Regel braucht man nicht alle Matrizen T3, um die Charaktertafel zu berech-
nen. Hat zum Beispiel w;(K;) als Eigenwert von 7; Vielfachheit 1, so kann man e; direkt als Erzeuger
des Eigenraums bestimmen. Optimierungen dieser Art fiihren zum Dizon-Schneider-Algorithmus, der
in der Praxis haufig benutzt wird.

Satz 3.21. Sei CI(G) = {K1,...,K,} und g; € K;. Dann gilt

| K| K| x(9:)x(95)x(gk)
k= e 2 (1)

fir 1 <i,j,k < n. Die Klassenmultiplikationskonstanten lassen sich also aus der Charaktertafel be-
stimmen.

X€Elrr(G)

Beweis. Wie im Beweis von [Satz 3.19| ist wy (K;)wy (Kj) = Y p_; Vijkwy (Kk). Daraus folgt

KR s~ X)) 1S e (k) (xn)

|G| x€lrr(G) X(l) |G| xEIrr(G)
|G|Z%jl > o K)x(1)x(gx) |G‘Z%91’Kl| > x(g)x 1) . O
x€lrr(G) X€Elrr(G)

2Die Eigenwerte von T lassen sich zwar berechnen, aber deren Zuordnung zu w; ist nicht eindeutig.
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4 Ganz-algebraische Zahlen

Definition 4.1. Eine Zahl { € C heifst ganz-algebraisch, falls sie Nullstelle eines normierten, ganzzah-
ligen Polynoms ist, d. h. es existieren Zahlen n € N und ag,...,a,-1 € Z mit (" + a, 1" 1 +... +
a1¢ +ag =0.

Beispiel 4.2.

(i) Ganze Zahlen sind offenbar ganz-algebraisch und ganz-algebraische Zahlen sind algebraisch.

(ii) Einheitswurzeln sind ganz-algebraisch als Nullstellen von Polynomen der Form X™ — 1.

Lemma 4.3. Sind o, € C ganz-algebraisch, so auch o+ 5 und af. (Die ganz-algebraischen Zahlen
bilden also einen Ring.)

Beweis. Wir schreiben

A" = ap_1a" V. +ag,

4.1
Bm:bm_lﬂmfl—i-...—i-bo ( )

mit ag,...,0n_1,b0,...,bm_1 € Z. Sei S := {aiﬁj 1=0,...,n—1,j=0,....m—1}und y:=a+p
(bzw. af). Fiir s € S existieren dann Zahlen ¢y € Z mit vs = Y, g ¢t (benutze ([.1]). Fiir A :=
(cst)spes € ZM*™™ und v := (s : s € §) € C™ gilt Av = ~v. Also ist v Nullstelle des normierten,
ganzzahligen, charakteristischen Polynoms det(X1,,, — A). O

Bemerkung 4.4. Ist x ein Charakter von G, so ist x(g) als Summe von Einheitswurzeln (Lemma 3.14))
ganz-algebraisch fir g € G.

Lemma 4.5. Ist ( € Q ganz-algebraisch, so ist ( € Z.

Beweis. Sei ( = % mit r,s € Z und ggT(r,s) = 1. Nach Voraussetzung existieren ag, ..., a,-1 € Z mit
o an_qr™t air

Umstellen ergibt
" = S(an,lr”_l + . tars" 4 aosn_l).

Also ist s | ™. Wegen ggT(r,s) = 1 folgt s = +1 und ¢ € Z. O
Lemma 4.6. Fir C € CI(G) und x € Irr(G) ist wy(C) ganz-algebraisch.

Beweis. Wie im Beweis von [Satz 3.19| gezeigt, ist w, (C) ein Eigenwert einer ganzzahligen Matrix 7.
Also ist w,(C) als Nullstelle des normierten, ganzzahligen, charakteristischen Polynoms von 7' ganz-
algebraisch. O

Satz 4.7. Fir x € Irr(G) ist| x(1) ’ |G|
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Beweis. Seien g1,...,gr € G Reprasentanten fiir die Konjugationsklassen K71, ..., K von G. Nach der
ersten Orthogonalitétsrelation ist dann

Nach

G 1 1 o
)|<(1‘):X(1)ZX(Q TZ | Kilx(9i)x wa

geG

Lemma 4.6 ist |( Ty ganz- algebraisch. Die Behauptung folgt nun aus [Lemma 4.5 O

Beispiel 4.8.

(i)

Sei G eine p-Gruppe mit |G| > p?. Nach [Bemerkung 2.15/und [Satz 4.7] gilt

0=lGl= Y x?=6/d+ Y x(1)*=1G/G| (mod p?)
x€lrr(GQ) x€lrr(G)
x(1)>1

und |G/G’| > p®. Insbesondere ist G abelsch, falls |G| = p?. Durch Induktion nach |G| erhélt
man, dass jede p-Gruppe auflosbar ist.

Nach Algebra ist die alternierende Gruppe G = Aj nicht-abelsch und einfach. Die Permutationen
1, (1,2)(3,4), (1,2,3), (1,2,3,4,5) € G

haben paarweise verschiedene Ordnungen und sind daher nicht konjugiert. Nehmen wir an, dass
g:=(1,2,3,4,5) zu g konjugiert ist. Sei x € G mit zgz~! = ¢?. Dann ist 22gz=2 = ¢* = g~ ! und
z*gr* = g. Daher muss die Ordnung von z durch 4 teilbar sein. Allerdings besitzt G kein Element
der Ordnung 4. Somit sind g und g nicht konjugiert und k(G) > 5. Sei 1g # x € Irr(G). Wegen
G’ = G ist x(1) > 1. Nehmen wir x(1) = 2 an. Sei g := (1,2)(3,4) € G. Nach [Beispiel 3.13|ist
X4, die Summe von zwei linearen Charakteren. Dann wére aber x(g) = 2 = x(1) im Widerspruch
zu Ker(x) = 1. Also gilt x(1) > 3. Fiir die Gleichung

60=16Gl= Y x(1P=1+ Y x(1)

x€lrr(GQ) x#lg

gibt es nun zwei Losungen: 60 = 1432432442 +5% = 1+324+3%2+32 442 +42. Angenommen die
zweite Zerlegung ist korrekt (d.h. k(G) = 6). Fiir x(1) = 3 bzw. x(1) = 4 erhélt man x(g) = —1

bzw. x(g) = 0 aus [Beispiel 3.13| Dies zeigt
> x(x(g) =1-3-3-3+#0
x€lrr(G)

im Widerspruch zur zweiten Orthogonalititsrelation. Daher sind 1,3, 3,4,5 die Charaktergrade
von G und k(G) = 5. Da es nur einen Charakter vom Grad 4 gibt, muss dieser reell sein. Die
Einschrankung nach A4 liefert somit folgende Eintrdge der Charaktertafel:

As |1 (1,2)(3,4) (1,2,3) (1,2,3,4,5) (1,3,5,2,4)
1g |1 1 1 1 1

Y2 | 3 ~1 0

Y3 | 3 —1 0

X4 | 4 0 1

X5 5) 1 -1

Wir vervollstéandigen die Tafel in [Beispiel 5.8 und [Beispiel 7.13]
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Induzierte Charaktere

Bemerkung 5.1. Fir H < G und ¢ € CF(G) ist offenbar die Einschrankung ¢p: H — C eine
Klassenfunktion von H. Wir konstruieren umgekehrt aus ¢ € CF(H) eine Klassenfunktion auf G.

Definition 5.2. Fir H < G und ¢ € CF(H) sei

1 _
©%: G —C, A — Z o(grg™).

H] %
grg~teH

Man nennt ¢ die von ¢ induzierte Klassenfunktion.

Satz 5.3. Fiir ¢ € CF(H) ist ¢ € CF(G).

Beweis. Fiir x,y € G ist

_ 1 1 1 _
0 (yay ") = Tl S elgyry gl = T > plhah™) = %), m
geG heG
gyzy lgTleH hzh~leH

Bemerkung 5.4.
(i) Man sieht leicht, dass die Induktion eine lineare Abbildung von CF(H) nach CF(G) ist.

(ii) Ist |(x)| kein Teiler von |H|, so liegt kein Konjugiertes von x in H und es folgt ©“(z) = 0. Fiir
N <G, p e CF(N)und x € G\ N gilt ebenso ¢%(z) = 0.

(iii) Fir H <G, ¢ € CF(H) und z € G gilt

@) = — (g~ zg) p(h~'g " zgh)
|H|
gelG gHeG/H heH
g lzgeH h~lg=lzghcH
|Z Yo oelgTlzg) = D elg T ag).
heH gHeG/H gHeG/H
g tageH zgH=gH

Dies ist niitzlich fiir die praktische Berechnung.

Satz 5.5. Seien K < H <G, ¢ € CF(G), p € CF(H) und v € CF(K). Dann gilt

(i) | WY = 0O | (Transitivitit).

(ii) | on® = (prp)®

(iii) | (o, 19 a = (¢m, 1) i | (FROBENIUS-Reziprozitit).
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Beweis.

(i) Nach Bemerkung 5.4|(ii) gilt

)= > V(g ayg)
gHeG/H
rzgH=gH

= Z v(a lza) =

aKeG/K
rzaK=aK

firz € G.
(i) Wie in (i) gilt

(eu) (@) = (@) > ulg 'zg) =

gHeG/H
rgH=gH

fir x € G.
(iii) Es gilt

Z Z v(h~tglzgh)

gHEG/H hKeH/K
rzgH=gH g=lzghK=hK

v (@)

> (o) zg) = (o) (x)
gHeG/H
rgH=gH

(0, 1% = ’G’Z ) Y plglag) = ’G| Yo D> elg wg)ulgxg)
zeG gHeG/H gHeEG/H z€G
xgH=gH g tzgcH
— G H
G X3 et =S i) = oo 0
gHeG/HheH heH

Bemerkung 5.6. Die Frobenius-Reziprozitit besagt, dass Restriktion und Induktion zueinander ad-

jungierte Abbildungen zwischen CF(G) und CF(H

) sind.

Satz 5.7. Fiir jeden Charakter ¢» von H < G ist Y% ein Charakter von G vom Grad |G : H|(1).

Beweis. Wir schreiben ¢

- erlrr(G) ayx mit a, € C. Dann ist

ay = (X)de)G = (XHaqu))H € N07

denn g ist ein Charakter von H. Also ist 1/JG ein Charakter von G. Nach Definition ist

= 1 240

geG

Beispiel 5.8.

= |G HJw(D). O

(i) Nach [Bemerkung 2.15|ist 1§ der regulire Charakter von G. Insbesondere ist ¢ nicht unbedingt

irreduzibel, falls ¢ irreduzibel ist. Ist ¢ reduzibel, so muss auch @&

Linearitat der Induktion.

reduzibel sein wegen der



(ii) Sei G := As und H := Ay. Nach ist 7 := (1y)¢ der Permutationscharakter von G
auf {1,...,5}, denn H ist der Stabilisator von 5. Fiir ¢ € G ist 7(g) die Anzahl der Fixpunkte
von g. Da G transitiv operiert, ist 14 ein irreduzibler Bestandteil von 7 mit Vielfachheit 1. Da
G nach keinen irreduziblen Charakter vom Grad 2 besitzt, ist x := © — 1 ein
irreduzibler Charakter vom Grad 4. Man erhélt die fehlenden Werte x((1,2,3,4,5)) = —1 =
x((1,3,5,2,4)). Sei nun A € Trr(H) ein nicht-trivialer linearer Charakter und v := A\. Wegen
(¥, 1g)e = (A, 1g)g =0 und ¢(1) = |G : H|A(1) = 5 ist auch ¢ irreduzibel. Wegen 5 {12 = |H|
liegt kein 5-Zyklus in H. Dies zeigt 1((1,2,3,4,5)) = 0 = ((1,3,5,2,4)).

As | 1 (1,2)(3,4) (1,2,3) (1,2,3,4,5) (1,3,5,2,4)
Ig |1 1 1 1 1
v |3 -1 0
I 0
X4 | 4 0 1 1 1
X5 ) 1 -1 0 0
Die fehlenden Werte werden in berechnet.

6 Anwendungen

Bemerkung 6.1. William Burnside verfasste 1897 das erste Buch iiber Gruppentheorie. Mangels
Anwendungen wurde die von ihm und Frobenius entwickelte Charaktertheorie darin noch nicht erwahnt.
Dies dnderte sich mit seinem Beweis des p®q®-Satzes. Im Vorwort der 1911 erschienenen zweiten Auflage
schreibt er:

Very considerable advances in the theory of groups of finite order have been made since the
appearance of the first edition of this book. In particular the theory of groups of linear sub-
stitutions has been the subject of numerous and important investigations by several writers;
and the reason given in the original preface for omitting any account of it no longer holds
good.

Lemma 6.2. Sei x € Irr(G) und g € C € CI(G) mit ggT(x(1),|C|) = 1. Dann ist g € Z(x) oder
x(9) = 0.

Beweis. Sei o := %. Wegen ggT(x(1),|C|) =1 existieren a,b € Z mit ax(1) + b|C| = 1. Mit w, (C)
und x(g) ist auch

_ x(9) _

=0 (ax(1) +b|C]) = ax(g) + bwy (C)
ganz-algebraisch. Sei n := [(g)|. Als Summe n-ter Einheitswurzeln liegt x(g) im Kreisteilungskorper

Qp. Sei G := Gal(Q,|Q). Fiir o € G ist auch o(«) ganz-algebraisch, denn o und o(«) sind Nullstellen
des gleichen ganzzahligen Polynoms. Daher ist auch 8 := [],cg 0(a) ganz-algebraisch (Lemma 4.3).
Wegen o(8) = § fiir alle o € G liegt 8 im Fixkorper von G, d.h. § € Q, da Q C Q,, eine Galois-

Erweiterung ist. Nach ist § € Z. Im Fall g ¢ Z(x) ist |a] < 1 (Lemma 3.14). Mit x(g) ist

auch o(x(¢)) Summe von m := x(1) vielen n-ten Einheitswurzeln €, ..., €,,. Es folgt
lox(@)] = ler + ...+ em| <+ ... +[em| =m

und |o(a)| <1 fiir o € G. Folglich ist || < 1, d.h. § =0. Also ist « = 0 und x(g) = 0. O
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Satz 6.3. Sei G einfach und nicht-abelsch, C € Cl(G) und |C| Potenz einer Primzahl p. Dann ist
C={1}.

Beweis. Wir nehmen C' # {1} an und wihlen g € C und x € Irr(G) \ {1¢}. Da G einfach ist, ist

Ker(x) = 1. Da G nicht-abelsch ist, ist auch Z(x) = 1 (Satz 3.17)). Im Fall p 1 x(1) ist also x(g) = 0
nach [Lemma 6.2 Daher ist

v =t ¥ x(l)x(g)=1< T x<1>x<g>—1G<1>1G<g>>=—1e@\z
XEI(0) p Py caxet(a) P\sema) p

ganz-algebraisch. Widerspruch. OJ
Satz 6.4 (BURNSIDE). Sei |G| = p®q® mit Primzahlen p,q und a,b € Ng. Dann ist G auflosbar.

Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel und N <1 G. Ist N # 1, so wiaren N und G/N auflosbar
und daher auch G. Also ist N = 1 und G ist einfach und nicht-abelsch. O.B.d. A. sei 1 # P € Syl,(G).
Nach Algebra existiert g € Z(P) \ {1}. Sei C die Konjugationsklasse von g. Dann ist

ICl=1G: Calg)l | IG: P|=¢"

eine Primzahlpotenz. Nach [Satz 6.3|ist C' = {1}. Widerspruch. O

Bemerkung 6.5. [Satz 6.4 war eine der ersten Anwendungen der Darstellungstheorie zur Untersuchung
endlicher Gruppen. Mittlerweile kennt man auch einen (deutlich schwierigeren) Beweis, der ohne Dar-
stellungstheorie auskommtﬂ Fiir [Satz 6.3| und den folgenden Satz kennt man jedoch keinen solchen
Beweis[]

Satz 6.6 (FROBENIUS). Sei H < G mit gHg ' NH =1 fiir alle g € G\ H. Dann ezistiert N <G mit
G=HN und HO N = 1.

Beweis (KNAPP-SCHMID). Sei
= (| gHg™) \ {1}
geG
und N := G\ H*. Nach Voraussetzung gilt Ng(H) = H, d.h. H besitzt genau |G : H| Konjugierte in
G. Fiir je zwei verschiedene Konjugierte xHz ! und yHy ! gilt

cHx 'NnyHy ' =2(HNz YyHy )zt = 1.

Dies zeigt |H*| = |G : H|(|H| — 1) = |G| — |G : H| und |N| = |G : H|. Wenn wir zeigen kénnen, dass
die Klassenfunktion
|H| falls g € N,

G —C, —
P g {0 falls g € H*

3siche Abschnitt 10.2 in [H. Kurzweil, B. Stellmacher, Theorie der endlichen Gruppen, Springer, Berlin, 1998]
siehe mathoverflow
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ein Charakter von G ist, so folgt N = Ker(p) <G. Wegen N N H =1 ist dann |[HN| = |H||N| = |G|
und G = HN. Fiir x € Irr(G) miissen wir (x, p) € Ng zeigen. Zunéchst gilt (p, 1g) = % = 1. Fir
X # g gilt nach der ersten Orthogonalitéitsrelation

ex= (sl = o7 X = 17 32x06) ~ Ty 3

geEN geG geEH*

=— Y x(9)=x() = |H|(xz, 1u)u € Z.
geH\{1}

Wir kénnen ¢, # 0 annehmen. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewendet auf die Vektoren (x(g) :
g€ N)und (1,...,1) ergibt

(Ve = (X x(0)” <IN x(a)P

geEN geN

Es folgt

1
1= (6x)e = g 2 ) |G,Z|x |H|(c+ Y Ix

geN geEH* geH\{1}

Wegen ¢ — x(1)? = (¢, + x(1))(ey — x(1)) ist andererseits

L4 Y (@)R) = (e = (1)) + G xan)ir = O o)t — (x4 X(D) (i L) € 2

i\t 2 ]
Daher gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Dies impliziert x(g) = x(1) fiir alle g € N.
Also ist ¢, = x(1) > 0 wie gewiinscht. O

Bemerkung 6.7. In der Situation von mit 1 < H < G nennt man G eine Frobeniusgruppe
mit Komplement H und Kern N.

Beispiel 6.8. Sei n > 3 ungerade. Dann ist

2

Dy, ={(o,7:0"=71=1, Tor=0"1)

eine Frobeniusgruppe mit Komplement (7) und Kern (¢), denn 0’70~ = 0?7 #£ 7 fiiri = 1,...,n—1.

Weitere Beispiele werden in konstruiert.
Satz 6.9 (TAUNT). Fiir jede p-Sylowgruppe P von G gilt G' NZ(G)N P < P'.

Beweis. Als Untergruppe von Z(G) ist N := G'NZ(G) N P ein Normalteiler von G. Sei A € Irr(P) ein
linearer Charakter. Da A“(1) = |G : P| nicht durch p teilbar ist, existiert ein irreduzibler Bestandteil
x von A® mit d := x(1) # 0 (mod p). Nach Frobenius-Reziprozitiit ist A ein Bestandteil von yp.
Daher ist Ay ein irreduzibler Bestandteil von xn. Wegen N C Z(G) kann yy nach keine
weiteren Bestandteile haben. Dies zeigt xy = dAy. Fiir p := det x ist daher uy = det(xn) = )\?V
(Bemerkung 2.6). Wegen u(1) = 1 gilt N < G’ < Ker(u) und A% = 1y. Andererseits gilt \(z)V =
ANl = A1) = 1fiirallez € N, d.h. Al = 1. Wir wihlen a, b € Z mit ad+b|N| = ggT(d, | N|) = 1.
Dann ist Ay = ()\f,lv)a(/\%\]')b = 1y. Dies zeigt N < Ker(\). |Satz 3.12| und |Aufgabe 10| angewendet auf
P/ P’ liefern

N< () Ke()=P. O
Aelrr(P)
A1)=1
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Beispiel 6.10. Sei G eine Gruppe kubikfreier Ordnung (d.h. |G| ist nicht durch die dritte Potenz
einer Primzahl teilbar). Nach [Beispiel 4.8| sind alle Sylowgruppen P von G abelsch. Mit Taunt folgt
G'NZ(G)NP =1. Da G'NZ(G) N P eine Sylowgruppe von G' N Z(G) ist, gilt sogar G' NZ(G) = 1.

7 Darstellungen iiber Zahlkorpern

Bemerkung 7.1. Fiir die symbolische (d. h. exakte) Berechnung von Darstellungen mit dem Computer
ist es notwendig den Korper C durch ,kleinere” Korper zu approximieren.

(i) Fiir die bisherige Entwicklung der Charaktertheorie haben wir nur benutzt, dass C Charakteristik
0 hat (Maschke), algebraisch abgeschlossen ist (Schurs Lemma) und die komplexe Konjugation
existiert (Skalarprodukt) Alle Aussagen gelten daher auch fiir den algebraischen Abschluss Q
von Q in C (Q ist die Menge der algebraischen Zahlen). Im Gegensatz zu C ist Q zwar abzihlbar,
aber unendlich-dimensional iiber Q.

(ii) Nach |Lemma 3.14] liegen die Charakterwerte von G im Kreisteilungskorper @IGIH Brauers tief-
liegender Induktionssat7'|impliziert, dass sich sogar jede C-Darstellung von G tiber Qg realisieren
lasst. Wir beweisen mit weniger Aufwand eine schwéchere Aussage.

(ii) Ein Zahlkorper ist ein Teilkérper K C C mit |K : Q| = dimg K < oo. Ggf. ist Q C K eine
algebraische Korpererweiterung und K liegt in Q. Sei z1,...,7, € K eine Q-Basis von K. Sei
w; € Q[X] das Minimalpolynom von x; fiir i = 1,...,n. Dann ist der Zerfallungskérper L C C von
W1 ... iy eine Galois-Erweiterung iiber Q mit K C L. Wir kdnnen daher bei Bedarf annehmen,
dass K selbst eine Galois-Erweiterung ist. Bekanntlich ist Q C Q,, fiir alle n € N eine Galois-
Erweiterung (das haben wir bereits im Beweis von benutzt).

Satz 7.2. Fir jede endliche Gruppe G existiert ein Zahlkorper K, sodass jede C-Darstellung von G
zu einer K-Darstellung dhnlich ist.

Beweis. Seien 1)1, ...,y die Charaktere der irreduziblen Q-Darstellungen bis auf Ahnlichkeit. Wie in

Satz 2.18|ist {¢1,. .., } eine Orthonormalbasis von CF(G) und k = k(G). Da jede Q-Darstellung
auch eine C-Darstellung ist, gilt
1/% = Z Qi X

xEIrr(G)

fir 1 < i < k und gewisse a;,, € Nog. Aus 1 = (¢5,%i)c = erlrr(G) a??x folgt v; € Irr(G) und
Irr(G) = {¥1,...,7}. Jede (irreduzible) C-Darstellung ist also zu einer Q-Darstellung A #hnlich
(Satz 2.14). Die Eintrage von A(g) fiir ¢ € G sind algebraische Zahlen, sie liegen somit in einem

Zahlkorper K. Wir konnen K so grofl wihlen, dass jede (irreduzible) Q-Darstellung Eintriige in K
hat. O

Definition 7.3. Eine Darstellung iiber einem Zahlkérper K heiltt absolut irreduzibel, wenn sie als
C-Darstellung irreduzibel ist. Sind alle irreduziblen K-Darstellungen absolut irreduzibel, so nennt man
K einen Zerfdillungskorper von G.

SWir haben nicht benutzt, dass C als normierter Raum abgeschlossen ist.
Sogar Qexp(e) mit exp(G) :=kgV([(g)| : g € G).
"siehe Satz 6.7 in |Charaktertheorie
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Beispiel 7.4.
(i) Nach besitzt jede Gruppe einen Zerféallungskorper mit endlichem Grad iiber Q. Nach
ist Q,, ein Zerfallungskorper jeder abelschen Gruppe der Ordnung n. Man kann zeigen,
dass Q ein Zerfallungskorper der symmetrischen Gruppen ist (ohne Beweis, vgl. [Aufgabe 19)).
(ii) Die Begleitmatrix B := ((1) j) des Kreisteilungspolynoms ®3 = X2 + X + 1 hat Ordnung 3. Da
die Eigenwerte von B irrational sind, ist die Einbettung A: (B) < GL(2,Q) eine irreduzible Q-
Darstellung. Da der Grad von A die Gruppenordnung nicht teilt, kann A nicht absolut irreduzibel

sein (das folgt auch aus [Satz 2.2]).

Lemma 7.5. Sein,k € N und kZ" < A <Z". Dann ist A = 7".

Beweis. Induktion nach n: Im Falln = 1ist A =dZ = Z mit d | k. Sei nun n > 2. Sei m: A — Z,
(a1, ...,an) — ay die Projektion auf die n-te Koordinate. Sei

B:={(ay,...,an_1) € Z" ' : (ay,...,an_1,0) € A} = Ker(n).

Dann gilt kZ"~! < B < Z"~!. Nach Induktion folgt Ker(r) = B = Z"!. Da A/Ker(r) = m(4) < Z
zyklisch ist, existiert a = (a1, ...,a,) € A mit A = (a) + Ker(m). Wegen kZ" < A ist a,, # 0. Fiir alle
m € Z \ {0} ist daher ma ¢ Ker (7). Also gilt (a) N Ker(7w) = 0 und A = (a) & Ker(7) = Z". O

Satz 7.6 (MINKOWSKI). Jede endliche Untergruppe G von GL(n,Q) ist zu einer Untergruppe von
GL(n,Z) konjugiert. Auflerdem ist G fir jede Primzahl p > 2 zu einer Untergruppe von GL(n,p)
isomorph.

Beweis. Offenbar ist M := deG gZ™ C Q™ eine abelsche Gruppe, die Z™ = 1Z" enthélt. Ist k das
kgV aller Nenner von Matrixeintrigen aus allen g € G, so gilt kZ" C kM C Z™. Nach ist
M =2 EM =2 7™ Sei v: Z" — M ein entsprechender Isomorphismus von abelschen Gruppen. Da Z"
die Standardbasis von Q™ enthalt, 14sst sich « (eindeutig) zu einem Isomorphismus v: Q" — Q" von
Q-Vektorraumen fortsetzen. Fiir g € G gilt

(Vg2 = (Yo (M) =4 7H M) = 2.
Eine Auswertung an der Standardbasis zeigt v~ 'Gy < GL(n, Z).
Fiir die zweite Behauptung kénnen wir G < GL(n,Z) annehmen. Es geniigt zu zeigen, dass
I:G— GL(?’L,p), (alj) = (a’lj +pZ)a

injektiv ist. Im Fall Ker(I') # 1 existiert ein g € Ker(I') mit Primzahlordnung ¢. Sei ¢ = 1,, + dA
mit d € Z und A € Z™*™ mit teilerfremden Eintrdgen. Wegen g = 1,, (mod p) ist p | d. Nach der
binomischen Formel gilt

1, =g%= (1, +dA) = 1n+qu+Q(qz_1)d2A2+...+quq,

-1
—qA = q(q2 )dA+...—|—dq_1Aq =0 (mod p).

Dies zeigt ¢ = p. Wegen p > 2 erhéilt man den Widerspruch

drt
p

~1
—A:]’)TCZAJF...Jr AP =0 (mod p). O

25



Folgerung 7.7. Fir jedes n € N besitzt GL(n,Q) bis auf Isomorphie nur endlich viele endliche
Untergruppen.

eweis. Fir jede endliche Untergruppe G < n, 1t < n, < nach [Satz 7.
B Fiir jed dliche U g G < GL(n,Q) gilt |G| < |GL(n, 3)] 3 h |S 7.6 O

Beispiel 7.8.
(i) Die Begleitmatrix (§ 7') € GL(2,Z) von ®; = X? — X +1 hat Ordnung 6. Wegen GL(2,2) = S;
kann nicht fiir p = 2 gelten (vgl. |[Aufgabe 31J).
(ii) Sei G < GL(n,Q). Fiir n = 1 ist offensichtlich G < (—15). Bekanntlich gilt

IGL(n,p)| = (p" = 1)(p" —p)...(p" —p" ")

fiir jede Primzahl p. Fiir n = 2 und p = 3 erhélt man |G| ‘ 48. Nach [Aufgabe 9|ist

o (% )1 )=

allerdings zu keiner Untergruppe von GL(2,Q) konjugiert. Da SL(2,3) die einzige Untergruppe
der Ordnung 24 in GL(2,3) ist (ohne Beweis), gilt |G| € {1,2,3,4,6,8,12}. Mit der Matrix aus

gilt
Du%<G }?,G ®>§Guzm.

Nach |Beispiel 1.4]ist auch Dg zu einer Untergruppe von GL(2,Z) isomorph.

(iii) Eine n x n-Matrix der Form (€;0;r(;))i,j mit ™ € S, und ey, ..., €, € {£1} heit verallgemeinerte
Permutationsmatriz. Die verallgemeinerten Permutationsmatrizen bilden eine Untergruppe M <
GL(n,Z) der Ordnung 2"n!. FEIT hat gezeigt, dass es fiir n > 11 keine grofere Untergruppe gibt
und jede Untergruppe der Ordnung 2"n! zu M konjugiert ist.

(iv) Mit C), und Dy, fiir n € N besitzt GL(2, R) unendlich viele endliche Untergruppen (Beispiel 1.4)).
Nach sind dies aber bis auf Konjugation die einzigen solchen Untergruppen.

(v) Fiir G < GL(n,C) existiert ein abelscher Normalteiler A <G, sodass |G : A| durch eine Funktion
in n beschrénkt ist (Satz von JORDAN). Fiir n > 71 gilt konkret |G : A| < (n+1)! mit Gleichheit

fiir G = Sy,+1 (Aufgabe 18).

(vi) Minkowskis Satz lasst sich nicht auf Zahlkérper verallgemeinern: FEIT hat gezeigt, dass Qs
zu einer Untergruppe von GL(2,Q(1/—35)) isomorph ist, aber nicht zu einer Untergruppe von
GL(2, R), wobei R = Z[(1 4+ /—35)/2] der Ganzheitsring von Q(v/—35) ist Um zu zeigen, dass

fiir Zahlkorper gilt, verallgemeinern wir zunédchst die komplexe Konjugation von
Charakteren.

Satz 7.9. Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Sei ¢ := e*™/* € Q, und o € G := Gal(Q,|Q) mit
o(¢) = ¢*. Dann gilt:

(i) Durch °Cl(g) := Cl(g") fiir g € G operiert G auf CI(G).

(ii) Durch|(°x)(g) = o(x(9)) = x(¢*)| fiir g € G und x € Irr(G) operiert G auf Irr(G).

8R ist die Menge der ganz-algebraischen Zahlen in Q(y/—35).
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Beweis.

(i)

Wegen ggT(k,n) = 1 existiert ¥ € Z mit kk' = 1 (mod n). Daher ist G — G, g — g"* eine
Bijektion mit Umkehrabbildung g — gkl. Fiir g,h,z € G gilt g = zha™! < ¢F = zhFa™L.
Also ist °C € CI(G) fiir alle C € CI(G). Fiir 7 € G mit 7(¢) = ¢! gilt

7TCl(g) = Cl(¢") = 7(Cl(¢")) = 7("Cl(y)).
Somit operiert G auf Cl(G).
Sei K ein Zahlkorper wie in und A: G — GL(d, K) eine Darstellung mit Charakter x.

Nach [Bemerkung 7.1 konnen wir annehmen, dass Q C K eine Galois-Erweiterung ist, die Q,,
enthalt. Wegen

K
:‘gzg‘zr@n:@\

ist die Einschrinkung Gal(K|Q) — Gal(Qn|Q) surjektiv. Sei 6 € Gal(K|Q) mit 6|9, = o.
Die Anwendung von ¢ auf Matrixeintrége liefert einen Automorphismus von GL(d, K). Also ist
6oA: G — GL(d, K) eine irreduzible K-Darstellung mit Charakter

g—tr(a(A(g))) = o(tr Ag)) = a(x(9))

fir g € G. Seien (..., (% € Q, die Eigenwerte von A(g). Dann gilt

|Gal(K|Q)/Gal(K[Qy)]

xX(gF) = tr A(g") = ¢“F . 4+ (U = o 4.+ () = o (x(9))

(vgl. [Aufgabe 5)). Man sieht leicht, dass (o, x) +— 7 x eine Operation definiert. O

Folgerung 7.10. Ist x € Irr(G) der einzige irreduzible Charakter vom Grad d, so ist x ganzzahlig.

Beweis. Fiir o € G gilt 2y = x. Daher liegen die Werte von x im Fixkorper Q von G, da Q C Q,, eine
Galois-Erweiterung ist. Als ganz-algebraische Zahlen sind die Werte von y ganzzahlig. O

Bemerkung 7.11.

(i)

Konjugationsklassen bzw. Charaktere, die in der gleichen Bahn unter G liegen, nennt man Galois-
konjugiert.

Da G abelsch ist, erhiilt man auch durch Cl(g) := Cl(¢*") mit k&' =1 (mod n) eine Operation.
Es gilt dann ("x)(“9) = x(9)-

Die natiirliche Operation von Aut(G) auf G (d.h. die Einbettung Aut(G) < Sym(G)) induziert
Operationen von Aut(G) auf C1(G) und Irr(G). Fir o € Aut(G), x € Irr(G) und g € G gilt dabei
2Cl(g) := Cl(a(g)) und (“x)(g9) = x(a~1(g)). Wieder erhilt man (*x)(%g) = x(g). Da Inn(G) im
Kern beider Operationen liegt, geniigt es die Operationen der duferen Automorphismengruppe
Out(G) := Aut(G)/Inn(G) zu betrachten.

Die Operationen von G und Out(G) bewirken Permutationen der Zeilen und Spalten der Cha-
raktertafel von G. Das nichste Resultat impliziert, dass Zeilen und Spalten nicht unabhingig
permutiert werden koénnen.
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Satz 7.12 (BRAUERs Permutationslemma). Seien G, H endliche Gruppen, sodass G auf C1(H) und
Irr(H) operiert. Fir alle g € G, h € H und x € Irr(H) gelte (9x)(9Cl(h)) = x(h). Dann stimmen die
Zyklentypen von g in Sym(Cl(H)) und Sym(Irr(H)) dberein. Insbesondere gilt

[{C € CI(H) :9C = C}| = [{x € Irr(H) : Ix = x}|

fiir alle g € G.

Beweis. Sei CI(H) = {K1,..., K} und Irr(H) = {x1,...,xx}- Sei X := (xi(K))i,; die Charaktertafel
von H. Sei g € G fest. Die Operation von ¢ auf Irr(H) (bzw. CI(H)) wird durch Multiplikation mit
einer Permutationsmatrix P = (d;5(;)) (bzw. Q = (J;(;)) von links (bzw. rechts) beschrieben:

<Z i l)Xl ) (Xo'—l(z)( ))i,j = (g_IXi(Kj))i,j = (Xi(ng))i,j

= (xi(Kr¢5)) (Z Xi(K7)0; ])> XQ.

Nach der zweiten Orthogonalititsrelation ist X invertierbar. Es folgt P = XQX !, d.h. P und @ sind
ahnlich. Sei (ly,...,1,) der Zyklentyp von P. Aus|Aufgabe 14| erhilt man die Eigenwerte von P:

{62“ij/l5:s=1,.--,n7 j:O,...,ls—l}

(mit Vielfachheiten). Da P und @ die gleichen Eigenwerte haben, ist (I1,...,[,) auch der Zyklentyp
von . Die letzte Behauptung erhélt man durch Z&hlen von Einerzyklen. O

Beispiel 7.13.

1 2

(i) Sei |G| ungerade. Angenommen es existieren g,z € G mit xzgz~! = g~!. Dann ist 22gz~2 = g.
Da n := |[(x)| nach Lagrange ungerade ist, existieren a,b € Z mit an + 2b = 1. Es folgt

gfl — xan+2bgl,fan72b — x2ng72b —g= 1.
Daher ist g = 1 der einzige Fixpunkt der Abbildung Cl(G) — CI(G), Cl(g) ~ Cl(g~!). Nach
Brauers Permutationslemma ist 1 der einzige Fixpunkt der Abbildung Irr(G) — Irr(G), x — X.
Wir wahlen xi1,...,xs € Irt(G) mit Irr(G) = {1a, X15- -+ Xss X1s-- - Xst- Wegen x;(1) | |G] gilt
xi(1)2=1,9 (mod 16) und 2x;(1)?> =2 (mod 16). Dies zeigt

|G|—1+le +%:(1)?) =1+ 25 =k(G) (mod 16).

(ii) In hatten wir einen (ganzzahligen) Teil der Charaktertafel von G = As konstruiert.
Sei g = (1,2,3,4,5) € G. Wegen (2,5)(3,4)g(2,5)(3,4) = (1,5,4,3,2) = g~! ist die gesamte
Charaktertafel von G reell. Nach Brauers Permutationslemma existieren zwei Galois-konjugierte
Charaktere x, v € Irr(G) (vom gleichen Grad) mit Werten in Q5. Es muss x (1) = ¢(1) = 3 gelten.
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. . . . . . o —1 _ 1+v5
Da x(g) eine Summe von drei 5-ten Einheitswurzeln ist, gilt 0. B.d. A. x(g) = 1+{+(7 = -5

und Y(g) =1+ + (2= 1_—2‘/5 mit ¢ = 62”1/5.|§|

As |1 (1,2)(3,4) (1,2,3) (1,2,3,4,5) (1,3,5,2,4)
1|1 1 1 1 1
Y2 | 3 1 0 L+v5 1-V5
Y3 | 3 1 1—2\/5 1+2\/5
x4 | 4 1 —1 —1
Ys | 5 1 —1 0 0

Satz 7.14 (SCHUR). Sei x ein treuer Charakter von G mit Werten in einem Zahlkorper K. Dann ist
|G| durch eine Funktion in x(1) und |K : Q| beschrinkt.

Beweis. Nach|Lemma 3.14|kénnen wir X C Q,, mit n = |G| annehmen. Da Gal(Q,|Q) abelsch ist, gilt
Gal(Q,|K) <Gal(Q,|Q). Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie ist Q C K eine Galois-Erweiterung.
Sei Gal(K|Q) = {o1,...,0,} mit k:= |K : Q| und d := x(1). Dann ist

W r:Z‘”x

=1

ein Charakter vom Grad dk mit Werten in Q. Als ganz-algebraische Zahlen liegen die Werte von 1)
sogar in Z. Nach [Lemma 3.14| gilt [¢/(g)| < dk fiir alle g € G. Daher nimmt ) hochstens 2dk + 1 viele
Werte an, sagen wir dk = xo, ..., zs mit s < 2dk. Sei m; := [{g € G : (g) = z;}| fir 0 <7 < s. Mit x

ist auch 9 treu (Aufgabe 10)). Dies zeigt mg = 1 nach [Lemma 3.14] Da 1! ein Charakter ist, gilt

Y omizi = ¥(9) =G|(¥!,1a)¢ =0 (mod |G])
=0

geG

fir . =0,1,.... Also ist v = (my, ..., ms) eine Losung des Gleichungssystems Av = 0 (mod |G|) mit
ganzzahliger Vandermonde-Matrix A := (:c;)s j—o- Multiplikation mit der zu A komplementéren Matrix
zeigt det(A)v =0 (mod |G|). Die Auswertung an der ersten Koordinate liefert

0# J] (25— ) =modet(4)=0 (mod |G]).
0<i<j<s

Insbesondere ist
2dk:+1)
2

G < [T ey — il < 2ak)(2) < (2dh)
1<j

Folgerung 7.15. Fir n € N und jeden Zahlkorper K besitzt GL(n, K) nur endlich viele endliche
Untergruppen bis auf Isomorphie.

Beweis. Man wendet [Satz 7.14] auf den Charakter einer Einbettung G — GL(n, K) an. O

9Diese Werte lassen sich auch mit der zweiten Orthogonalitétsrelation berechnen.
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8 Algebren

Bemerkung 8.1. Wir fithren in den néchsten vier Kapiteln ringtheoretische Begriffe ein, die beim
Studium von Darstellungen iiber Korpern mit positiver Charakteristik niitzlich sind. Dafiir sei K ein
beliebiger Korper.

Definition 8.2. Eine Algebra iiber K (kurz eine K-Algebra) ist ein Ring A (mit Einselement) und
zugleich ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, sodass die Skalarmultiplikation und die Ringmulti-
plikation kompatibel sind, d. h. es gilt

A(ab) = (Aa)b = a(\d)
fiir alle A € K und a,b € A. Man bezeichnet A als Divisionsalgebra, falls A* = A\ {0} gilt, d. h. jedes
von 0 verschiedene Element ist invertierbar.

e Eine Unteralgebra einer K-Algebra A ist ein Teilring von A, der zugleich ein K-Vektorraum ist.
Man kann K mit der Unteralgebra K14 von A identifizieren.

e Ein Homomorphismus von K-Algebren A und B ist ein Ringhomomorphismus A — B, der
zugleich K-linear ist. Wie iiblich definiert man Epi-, Mono-, Iso- und Automorphismen von
Algebren.

Beispiel 8.3.

(i) Ist K C L eine endliche Korpererweiterung, so ist L eine K-Algebra, wobei Ring- und Skalar-
multiplikation identisch sind.

(ii) Fir ¢ € K[X]\ K ist A:= K[X]/(p) eine kommutative K-Algebra mit dim A = deg .

(iii) Fir jede K-Algebra A ist das Zentrum Z(A) := {a € A : Vb € A : ab = ba} eine kommutative
Unteralgebra.

(iv) Sind Aj,..., A, Algebren iiber K, so auch das direkte Produkt A; x ... x A,,.

(v) Ist A eine K-Algebra und n € N, so ist auch A™*" eine K-Algebra. Insbesondere ist K"™*" eine
K-Algebra.

(vi) Ersetzt man die Multiplikation einer Algebra A durch a b := ba, so erhélt man die entgegenge-
setzte Algebra A°. Die Transposition liefert einen Isomorphismus ¢: (A"X")° = (A%)" " q s a,
denn

%,] J

o(a*b) = ¢(ba) = (ba)* = (E”: bjka;m) = (f: Qg * bjk)i =a"xb" = p(a) * o(b)
k=1 k=1 ’

fir a,b € A. Fur Algebren A, B ist die Identitdt ein Isomorphismus (A x B)° — A° x B°.

(vii) Eine kommutative Divisionsalgebra ist ein Kérper. WEDDERBURN hat gezeigt, dass jede endliche
Divisionsalgebra ein Koérper ist.

(viii) Jeder Schiefkorper R ist eine Z(R)-Divisionsalgebra, denn Z(R) ist in diesem Fall ein Korper.

Lemma 8.4. Jede Divisionsalgebra tiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K ist zu K iso-
morph.
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Beweis. Sei D eine K-Divisionsalgebra und 2 € D. Dann sind die Potenzen 1p, x, 22, ... linear abhéin-
gig iiber K. Daher existiert ein normiertes Polynom o € K[X]\ K mit a(z) = 0. Da K algebraisch
abgeschlossen ist, zerfallt « in Linearfaktoren, etwa o = (X — A1) ... (X —\p) mit \q,..., A\, € K. Als
Divisionsalgebra besitzt D keine Nullteiler. Aus a(x) = 0 folgt also = \;1p fiir ein ¢ € {1,...,n}.
Daherist D= Klp = K. O

Definition 8.5. Sei A eine K-Algebra.

(i) Ein Ideal von A ist eine nichtleere Teilmenge I C A mit = — y,ax,za € I fir alle z,y € I und
a € A. Man schreibt dann I < A oder I <1 A, falls I ein echtes Ideal ist, d.h. I #£ A.

(ii) Man nennt A einfach, falls {0} und A die einzigen Ideale von A sind. Wie iiblich verwenden wir
die Schreibweise 0 := {0} fiir das Nullideal.

(i) Fir I,J<dAsindauch I + J:={x+y:xel,ye J}, INJ und

n
1J:= {inyj:nEN,xh...,xnEI,yl,...,ynEJ}
i=1

Ideale von A. Dabei gilt IJ CINJCIUJ CI+J.

1v) Fur I < A sei = A un = ur n € Np. Man nennt I nilpotent, falls ein n mit =
iv) Fiir I <A sei I := A und [ := "] fij No. M I nil falls ei it ["=0
existiert.

Beispiel 8.6.

(i) Sei f: A — B ein Homomorphismus von Algebren. Fiir J < B ist das Urbild f~1(J) < A. Fiir
I < A ist andererseits f(I) in der Regel kein Ideal von B.

(ii) Jede Divisionsalgebra ist einfach.

(iii) Sei 0 # I <9 A := K™" und = = (xj;) € I mit x5 # 0. Sei Ey € A die Matrix mit einer 1 an
Position (s,t) und sonst nur Nullen. Dann ist E;; = :rs_tlEZ-s:):Etj € I fiir alle 1 < 4,5 < n. Dies
zeigt I = A. Also ist A einfach, aber keine Divisionsalgebra fiir n > 2.

(iv) Sei A C K™*" die Unteralgebra aller oberen Dreiecksmatrizen. Die Dreiecksmatrizen mit Nullen
auf der Hauptdiagonalen bilden ein nilpotentes Ideal I < A mit I™ =0 # "L

Bemerkung 8.7. Sei I <A, x € I und A\ € K. Dann gilt Az = (Al 4)x € I. Daher ist I ein K-
Vektorraum. Bekanntlich ist A/I ein Ring und somit auch eine K-Algebra.

Satz 8.8.

(i) (Homomorphiesatz) Fiir jeden Homomorphismus f: A — B wvon Algebren ist Ker(f) < A und
f(A) ist eine Unteralgebra von B. Auflerdem ist

| A/Ker(f) = f(A)]

ein Isomorphismus von Algebren.

(i1) (1. Isomorphiesatz) Sei B eine Unteralgebra von A und I < A. Dann ist B+ 1 eine Unteralgebra
von A, I<B+1, BNI<B und

|B/(BNI)=(B+1)/I]|
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(i1i) (Korrespondenzsatz) Sei I < A. Dann ist die Abbildung {J JA:1CJ} - {L<A/I}, J— J/I
eine Bijektion.

(iv) (2. Isomorphiesatz) Seien I,J <A mit I C J. Dann ist

[(A/D)/(J/T) = AJ.]

Beweis. Nach Algebra ist die Abbildung F': A/Ker(f) — f(A), aKer(f) — f(a) zumindest ein Ring-
isomorphismus. Offenbar ist F auch K-linear und somit ein Isomorphismus von Algebren. Die Iso-
morphiesitze sind Anwendungen des Homomorphiesatz und gelten daher auch fiir Algebren. Dies
beinhaltet auch die Wohldefiniertheit der Abbildung f(J) = J/I aus dem Korrespondenzsatz. Da J
die Vereinigung der Nebenklassen J/I ist, ist f injektiv. Sei nun LA/ T und 7: A — A/l a— a+1
der kanonische Epimorphismus. Dann ist J := 7~ Y(L)<Amit I C Jund f(J)=J/I ==n(J)=L. O

Lemma 8.9. Sind I,J < A nilpotent, so auch I + J.

Beweis. Sein € Nmit I" = J" = 0. Jedes Element von (I +J)?" hat die Form z := (z1+%1) ... (v2, +

Yon) mit x1,...,29, € I und yi,...,y2, € J. Durch Ausmultiplizieren erhélt man eine Summe von
Termen der Form 2z ...z9, mit 2z1,...,20, € I UJ. O.B.d. A. liegen mindestens n viele der z; in I.
Dann ist 21 ...22, € I" = 0. Dies zeigt z = 0 und (I + J)?" = 0. O

Definition 8.10. Sei A eine Algebra.

(i) Die Summe J(A) aller nilpotenten Ideale von A nennt man das (JACOBSON-)Radikal von A.
Aus Dimensionsgriinden ist J(A) bereits die Summe von endlich vielen nilpotenten Idealen. Nach

ist J(A) also das grofste nilpotente Ideal von A.
(ii) Man nennt A halbeinfach, falls J(A) = 0 gilt.

(iii) Man nennt A lokal, falls A/J(A) eine Divisionsalgebra ist.

Beispiel 8.11.

(i) Wegen 1 € A" fiir alle n € N ist J(A) # A. Jede einfache Algebra ist somit halbeinfach. Ande-
rerseits ist K x K halbeinfach, aber nicht einfach, denn K x 0 < K x K. Merke:

Koérper = Divisionsalgebra = einfach = halbeinfach

(ii) Ist A lokal, soist J(A) nach dem Korrespondenzsatz ein maximales Ideal von A. In dieser Hinsicht
ist lokal das Gegenteil von halbeinfach.

(iii) Sei A C K™*" die Algebra der oberen Dreiecksmatrizen mit n > 2. Dann besteht J(A) aus den
Dreiecksmatrizen mit Nullen auf der Hauptdiagonale. Der Epimorphismus A — K", (ai;) —
(@11, ..., ann) hat Kern J(A). Insbesondere ist A/J(A) = K" keine Divisionsalgebra. Also ist A
weder halbeinfach noch lokal.

(iv) Die Algebra A := K[X]/(X?) ist lokal mit J(A4) = (X)/(X?) und 4/J(A) = K[X]/(X)

12

K.

Lemma 8.12. Fir Algebren A, B und n € N gilt:
(i) A/J(A) ist halbeinfach.
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(ii) | Z(A x B) = Z(A) x Z(B). |

(iii) | J(A x B) = J(A) x J(B).|

(iv) | Z(A™™) = Z(A)1,, = Z(A).

(v) | 3(A™m) = 34,

Bewezs.

(i) Nach dem Korrespondenzsatz existiert ein Ideal I < A mit I/J(A) = J(A/J(A)). Es existieren
n,m € N mit J(A)” =0 und I"™ C J(A). Daher ist /™ =0 und I = J(A).

(i) Fir (a,b) € A x B gilt

(a,b) € Z(Ax B) <= Vx € A,y € B: (za,yb) = (z,y)(a,b) = (a,b)(z,y) = (ax, by)
<= (a,b) € Z(A) x Z(B).

(iii) Wir identifizieren A mit A x 0 und B mit B x 0. Offenbar sind dann J(A) und J(B) nilpotente
Ideale von A x B. Dies zeigt J(A) x J(B) = J(A) + J(B) € J(A x B) =: J. Fiir (a,b) € J ist
(a,0) = (a,b)(1,0) € JNAund (0,b) € JNB. Da JN A und J N B nilpotente Ideale von A bzw.
B sind, folgt

(a,b) = (a,0)+(0,b) € JNA+JNB CJA) x J(B).

Also gilt J C J(A) x J(B).
(iv) Sicher ist Z(A)1,, C Z(A™*™). Sei umgekehrt M = (a;;) € Z(A™*"™). Dann ist
(0jt@is)ij = (Z aikékséjt)ij =MEy=EqM = (Z 5is5ktakj) T (0isatj)ij
k=1 ’ k=1 "

fir alle 1 < s,¢ <n und es folgt M € Al,. Sicher ist auch M € Z(Al,) = Z(A)1,.

(v) Sei J := J(A). Eine Induktion nach k zeigt (J™*™)* C (J*)"*". Also ist J™*™ nilpotent und
Jm C J(A™™). Sei umgekehrt a = (ai;)i; € J(A™™). Sei I = (ag) < A das von ag erzeugte
Ideal. Dann ist

IEn C (ErsaEn) C J(A™™).

Da J(A™ ™) nilpotent ist, muss auch I nilpotent sein. Dies zeigt ass € I C J und J(A™*") C
J'IZXTZ' D
Definition 8.13. Ein Element e einer Algebra A heift
o Idempotent, falls 2 = e gilt.

e nilpotent, falls e = 0 fiir ein n € N gilt.

Beispiel 8.14.
(i) In jeder Algebra A sind 0 und 1 Idempotente.

(ii) Ist e € A ein Idempotent, so auch 1 —e, denn (1 —e)2=1—e—e+e? =1—e. Fiira € A* ist

auch aea™! ein Idempotent, denn (aea™')? = aea laca™' = ae?a™! = aea™!.
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(iii) Die Matrizen der Form F;; sind Idempotente in K™*".
(iv) Offenbar besteht J(A) aus nilpotenten Elementen. Andererseits ist F1p € K2*2 nilpotent, aber
J(K?*%?) = 0.
Lemma 8.15 (Heben von Einheiten/Idempotenten). Sei A eine Algebra und I < A nilpotent. Dann
gilt:
(i) Ist e +1 € (A/I)* eine Einheit, so auch e € A*.
(ii) Fiir jedes Idempotent € € A/I existiert ein Idempotent e € A mit e + 1 = é.

Beweis (KOH).

(i) Sei a € A mit ea =1 (mod I) und b:=1—ea € I. Da I nilpotent ist, existiert ein n € N mit

b" = 0. Dies zeigt
n—1 n—1
ca) F=(1-b)> tF=1-p"=1.
k=0 k=0

Eine analoge Rechnung mit 1 — ae ergibt e € A*.

(i) Sei a € A beliebig mit a + I = &. Dann ist (1 —a)a = a —a® € I. Da I nilpotent ist, existiert ein
n € Nmit (1 —a)”a"” = ((1 —a)a)” = 0. Sei

n 2n
€= Z (QZl) (1—a)'a®, f= Z (2;1) (1—a)'a®".
=0 i=n+1

Dann gilt
2n
on . .
_ 1—a)t 2n—i _ 1— 2n _ 1.
e+ ;::0<i>( @' = (1~ a) + a)

Wegen a?" (1 —a)! =0fir 0 <i<nundn+1<j < 2ngilt ef = 0. Dies zeigt e = e(e + f) =
e +ef =e?und e =a?" =a (mod I). O

9 Moduln

Bemerkung 9.1. Wir untersuchen in diesem Kapitel ,Vektorrdume* {iber Algebren anstelle von Kor-
pern. Anders als in der linearen Algebra existieren in dieser Situation im Allgemeinen keine Basen
(siehe . Selbst wenn Basen existieren, miissen sie nicht gleich grof sein. Die Theorie wird
dadurch komplizierter, aber auch reichhaltiger. Stets sei A eine K-Algebra.

Definition 9.2. Ein A-Modul ist ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum M mit einer Verkniipfung
Ax M — M, (a,m) — am sodass fiir a,b € A, m,n € M und \ € K gilt:

e a(m+n)=am+ an.

(a + b)m = am + bm.
(abym = a(bm).

e lym=m.

o Am = (Alg)m
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Beispiel 9.3.
(i) Der triviale A-Modul 0 := {0}.
(i) Ist A ein Korper, so sind die A-Moduln genau die A-Vektorrdume.

(iii) Durch die gewohnliche Multiplikation A x A — A, (a,b) — ab wird A zu einem A-Modul, den
man den requldren A-Modul nennt.

(iv) Fir A-Moduln M, N ist auch M x N ein A-Modul.

(v) Fir n,m € N ist K™ ein K™*™Modul bzgl. Matrixmultiplikation. Insbesondere ist K™ :=
K™ ein K™ ™ Modul. Fiir jedes x € K™ und A := K™*" gilt Ax = K" (lineare Algebra), d. h.
{z} ist ein Erzeugendensystem von K". Andererseits existiert ein a € A\ {0} mit axz = 0, d. h.
{z} ist linear abhéngig. Dies zeigt, dass K™ keine Basis als A-Modul besitzt.

Bemerkung 9.4. Sei M ein A-Modul, a € A und m € M. Dann gilt wie in der linearen Algebra

a0pr = a(Opr + 0pr) = a0ps + aOpr = Oy,
0am = (04 4+04)m =0a4m + 04m = 0yy.

Definition 9.5.

e Eine Teilmenge N eines A-Moduls M heiflt Untermodul von M, falls N mit den eingeschrankten
Verkniipfungen selbst ein A-Modul ist. Wie bei Gruppen schreiben wir dann N < M oder N < M,
falls N # M.

e Sind 0 und M # 0 die einzigen Untermoduln, so nennt man M einfach.

Beispiel 9.6.
(i) Wie tiblich sind Durchschnitte und Summen von Untermoduln wieder Untermoduln.

(i) Sei A= K™ und M = K". Fiir z,y € M\ {0} existiert ein a € A mit ax = y (lineare Algebra).
Daher ist M ein einfacher A-Modul. Im Gegensatz zu Vektorrdaumen sind einfache Moduln also
nicht unbedingt 1-dimensional.

(iii) Fir A-Moduln N < M ist auch der Faktorraum M/N ein A-Modul mit a(m + N) := am + N
firae A, m+ N € M/N.

(iv) Fir Untermoduln U, V,W < M mit U < W gilt die DEDEKIND-Identitdt

U+ (VW) =(U+V)nW]

Definition 9.7. Eine Abbildung f: M — N fiir A-Moduln M, N heifst Homomorphismus (oder A-
linear), falls f(ax +y) = af(x)+ f(y) fir a € A und z,y € M gilt. Die Menge aller Homomorphismen
bezeichnet man mit Homy4 (M, N). Wie tiblich definiert man Mono-, Epi-, Endo-, Iso- und Automor-
phismen. Abweichend von Gruppen und Algebren schreiben wir M ~ N oder genauer M ~4 N fiir
die Isomorphie von Moduln.
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Bemerkung 9.8.
(i) Sei f: M — N ein Homomorphismus von A-Moduln. Fiir m € M und A € K gilt

fam) = f(ALa)m) = (ALa)f(m) = Af(m),
d.h. f ist K-linear.

(ii) Fir jeden Homomorphismus f: M — N von A-Moduln ist Ker(f) < M und f(M) < N. Der
Homomorphiesatz, der Korrespondenzsatz und die Isomorphiesétze gelten fiir Moduln genauso
wie fiir Vektorrdume.

(iii) Ist f: M — N ein bijektiver Homomorphismus, so ist auch f~': N — M ein Homomorphismus,
denn

fHam) = fHaf(f7Hm)) = 7 (flaf " (m))) = af H(m)

firme M und a € A.

(iv) Sind f,g: M — N A-linear, so auch f +g: M — N, m — f(m)+ g(m) und \f: M — N,
m+— Af(m) fur A € K. Dadurch wird Homy4 (M, N) zu einem K-Vektorraum (aber in der Regel
kein A-Modul). Im Fall M = N ist auch fog € Homu(M,M) =: End4(M). Wie iiblich gilt
dann fo(g+h) = fog+ fohund (f +g)oh = foh+goh fir f,g,h € Enda(M). Auf
diese Weise wird End4(M) zu einer K-Algebra mit Einselement idys. Man nennt End4 (M) die
Endomorphismenalgebra von M.

(v) Sei M ein A-Modul. Fiir a € A ist f,: M — M, m — am ein Homomorphismus von Vektor-
rdumen (aber nicht von A-Moduln). Wegen f,1p = fo + fp und fop = fo o fp fiir a,b € A ist
f+A— Endg (M), a — f, ein Homomorphismus von Algebren. Man nennt f eine Darstellung
von A. Durch Basiswahl erhalt man eine entsprechende Matrizdarstellung A — K™*™.

Lemma 9.9. Fir einfache A-Moduln M # N gilt Homa(M,N) = 0 und Enda(M) ist eine Divisi-
onsalgebra.

Beweis. Fiir f € Homy (M, N) sind Ker(f) und f(M) Untermoduln von M bzw. N. Im Fall Ker(f) =0
wire M ~ f(M) = N. Also ist Ker(f) = M und f = 0. Im Fall M = N ist f =0 oder f ist bijektiv.
Daher ist End 4 (M) eine Divisionsalgebra. O

Definition 9.10. Sei M ein A-Modul. Eine Folge von Untermoduln 0 = My < M1 < ... < M, =M
heifst Kompositionsreihe von M, falls die Faktoren M;/M;_; fir i = 1,...,n einfach sind.

Satz 9.11 (JORDAN-HOLDER). Jeder A-Modul besitzt eine Kompositionsreihe. Sind 0 = My, < ... <
Mo =M und 0 = N; < ... < Ng = M Kompositionsreithen von M, so ist k = | und es existiert
ein m € Sp mit M;—1/M; = Nyiy_1/Ngpy firi = 1,...,k. Man nennt Mo/M, ..., My_1/My die
Kompositionsfaktoren von M.

Beweis. Induktion nach dim M: Im Fall M = 0 besteht die Kompositionsreihe nur aus M. Sei nun
M # 0 und L < M ein maximaler Untermodul. Nach Induktion besitzt L eine Kompositionsreihe
0=Lyp<...< L, = L. Offensichtlich ist dann Ly < ... < L,, < M eine Kompositionsreihe von M.

Nun zur Eindeutigkeit: Im Fall M; = N folgt die Behauptung mit Induktion. Sei also M7 # Ni. Da
M /M einfach ist, ist M = My + Nj. Der erste Isomorphiesatz zeigt

M/M1 = (Nl + Ml)/Ml ~ Nl/(Nl ﬂMl), M/N1 = (M1 + Nl)/Nl ~ Ml/(Ml N Nl). (91)
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Sei 0 = Ky < ... < Ko = M7 N Ny eine beliebige Kompositionsreihe. Nach Induktion sind dann die
Kompositionsreihen My < ... < M; und K, < ... < Ko < M; gleich lang (d.h. kK = s) und ihre
Faktoren sind (bis auf die Reihenfolge) isomorph. Nun sind auch die Kompositionsreihen 0 = Kj <
... < Koy < Nyund 0 = N; < ... < Np gleich lang mit isomorphen Faktoren. Also ist kK = s = [ und
nach haben die Kompositionsreihen

M
/N
N

M 1
Mo M N Ny No
My < ...< My, ‘ ‘ ‘
Ky <...< Ky < My < My, M K N
K <...< Ky < Ni < N, :3 :3 :3
N <...< Ny
My, K1 N
0
isomorphe Faktoren. O

Folgerung 9.12. Jeder einfache A-Modul ist zu einem Kompositionsfaktor des reguldren A-Moduls
isomorph. Insbesondere gibt es hichstens dim A viele einfache A-Moduln bis auf Isomorphie.

Beweis. Sei M ein einfacher A-Modul und m € M \ {0}. Dann ist die Abbildung ¢: A — M, a — am
ein Epimorphismus. Nach dem Homomorphiesatz ist M ~ A/Ker(y). Man kann nun eine Kompositi-
onsreihe von Ker(y) mit M zu einer Kompositionsreihe von A verlangern. Die zweite Aussage folgt,
da jeder einfache Modul mindestens 1-dimensional ist. O

Definition 9.13. Fir einen A-Modul M nennt man
Anmn(M):={acA:aM =0} <A

den Annullator von M.

Bemerkung 9.14. Ist ¢: M — N ein Isomorphismus von A-Moduln, so gilt

Am(N)={ac A:ap(M)=0}={ac A:p(aM) =0} ={a€ A:aM =0} = Ann(M).

Satz 9.15. Sind My, ..., My die einfachen A-Moduln bis auf Isomorphie, so gilt

J(A) = Ann(M1) N...N Ann(My).

Beweis. Fir jeden A-Modul M und jedes Ideal I < A ist

n
IM = {Zwimi:nEN, Ti,...,Tpn €1, ml,...,mneM}SM.
i=1
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Insbesondere ist J(A)M; < M;. Sei J(A)* = 0. Im Fall J(A)M; = M; wire 0 = J(A)*M; = J(A)*"1M; =
... = M;. Also ist J(A)M; =0 fiir : = 1,...,k, da M; einfach ist. Dies zeigt J(A) C Ann(M;)N...N
Ann(My) =: I.

Sei 0 = Ap < ... < A; = A eine Kompositionsreihe des reguldren A-Moduls. Da A/A;_; zu einem M,
isomorph ist, gilt 1(A/A;_1) =0, d.h. A C A;_; nach [Bemerkung 9.14] Analog gilt 124 C TA;_; C
Aj_o und schlieRlich I' = I'A = 0. Daher ist I nilpotent und I C J(A). O

10 Halbeinfache Moduln

Bemerkung 10.1. Bekanntlich ist jeder endlich-dimensionale Vektorraum eine direkte Summe von
einfachen (also 1-dimensionalen) Unterrdumen. Wir untersuchen Moduln mit der entsprechenden Ei-
genschaft. Wieder sei A stets eine K-Algebra.

Satz 10.2. Fiir einen A-Modul M sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) M ist eine Summe von einfachen Untermoduln.

(2) M ist eine direkte Summe von einfachen Untermoduln.

(8) Fiir jeden Untermodul U < M existiert ein Untermodul V< M mit M =U & V.

Gegebenenfalls nennt man M halbeinfach.

Beweis.

(1) = (3): Sei M = My + ...+ M, mit einfachen Untermoduln My, ..., M, < M. Sei V. < M mit
UNV =0, sodass dim V' moglichst grof ist (notfalls V' = 0). Nehmen wir U & V' < M an. Dann
existiert 1 < ¢ < k mit M; §Z U + V. Aus der Einfachheit von M; folgt M; N (U + V) = 0. Sei
u=v+meUN(V+M)mitveVudme M, Dannistu—v=me M;N(U+V)=0
und u=v € UNV = 0. Dies zeigt U N (V + M;) = 0 im Widerspruch zur Wahl von V. Also ist
M=UaV.

(3) = (2): Sei U := Uy @& ... ® Uy eine direkte Summe von einfachen Untermoduln Uy, ..., Uy < M,
sodass dim U moglichst grof ist. Nehmen wir U < M an. Dann existiert V < M mit M = U@ V.
Aus Dimensionsgriinden existiert ein einfacher Untermodul N < M mit N < V. Dann wére aber

U+ N =U® N im Widerspruch zur Wahl von U.
(2) = (1): Trivial. O

Beispiel 10.3.
(i) Jeder einfache A-Modul ist halbeinfach.

(ii) Ist M = M1 @ ...® My, eine Zerlegung in einfache Moduln, soist 0 < Mj < Myd My < ... < M
eine Kompositionsreihe von M. Daher sind My, ..., M} die Kompositionsfaktoren von M.

(iii) Sind M, ..., My halbeinfache A-Moduln, so auch M7 x ... x Mj.

(iv) Sei A = K?*2. Dann ist der regulire A-Modul halbeinfach als Summe der einfachen Moduln

{(29)} = K2 ~ {(82)} . Beachte: Als Algebra ist A einfach, als Modul aber

nicht.
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(v) Sei A die Algebra der oberen 2 x 2-Dreiecksmatrizen. Dann ist K2 nicht halbeinfach, denn der
Untermodul K () besitzt kein Komplement.

Lemma 10.4. Untermoduln und Faktormoduln von halbeinfachen A-Moduln sind halbeinfach.

Beweis. Sei M ein halbeinfacher A-Modul und N < M. Fir L < N existiert ein L; < M mit
M =L& L. Dann gilt N = L+ (L1 N N) mit LN (LyNN) = (LN L) NN = 0 nach Dedekind.
Daher ist L1 NN ein Komplement von L in N und N ist halbeinfach. Fiir einen einfachen Untermodul
S<Mist (S+N)/N ~S/(SNN) einfach oder trivial. Mit M ist daher auch M/N eine Summe von
einfachen Untermoduln. Also ist M /N halbeinfach. O

Satz 10.5. Fiir jede Algebra A sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A ist halbeinfach.

(2) Der regulire A-Modul ist halbeinfach.

(8) Jeder A-Modul ist halbeinfach.

Bewezs.

(1) = (2): Seien My, ..., M, die einfachen A-Moduln bis auf Isomorphie. Sei z1,...,x € M; eine K-

Basis von M;. Dann ist A — MF, a = a(x1,..., ;) ein Homomorphlsmus mit Kern Ann(M;).
Als Untermodul von MF ist A/Ann(M;) halbelnfach nach Nach [Satz 9.15| ist die
Abbildung

n
A— >< A/AHH(MZ‘), a t— (CL + Ann(Mi))lgign
i=1
ein Monomorphismus. Daher ist auch der regulire A-Modul halbeinfach.
(2) = (3): Sei M ein A-Modul mit K-Basis my,...,my € M. Dann ist A¥ — M, (ay,...,a;) —
aimi + ...+ apmy, ein Epimorphismus. Da A* halbeinfach ist, muss nach [Lemma 10.4| auch M
halbeinfach sein.

(3) = (1): Da der reguliare A-Modul halbeinfach ist, existieren einfache A-Moduln My, ..., M} mit
A=M®...&My.Seil =mi+...+mg mit m; € M;. Firxz € J(A) C Ann(M;)N...NAnn(My)
gilt x =21 =xmy + ...+ xmy = 0. Daher ist J(A) = 0 und A ist halbeinfach. O
Lemma 10.6. Fiir A-Moduln M,M’', N, N’ gilt

(i) |Enda(A) = A°.

(7) |End g

") = Enda(M)™"| fir n € N.

(111) Homa(M,N) =0 = Homu(N,M) = Endas(M x N) = Ends(M) x Enda(N).
(iv) Homy (M, N x N') ~x Homs(M,N) x Homy (M, N').

(M
(
(
(v) Homa(M x M',N) ~x Homa(M, N) x Homu (M, N).
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Beweis.

(i)

(i)

(iii)

Offenbar ist die Abbildung
®: Endy(A4) — A°, f—f()

K-linear. Wegen (f o g)(1) = f(g(1)) = f(g(1) - 1) = g(1)f(1) ist ® ein Homomorphismus von
Algebren. Wegen f(a) = f(al) = af(1) fiir a € A ist f durch f(1) bereits eindeutig bestimmt.
Daher ist ® injektiv. Sei umgekehrt a € A beliebig. Dann ist die Abbildung f,: A — A, b — ba
ein Homomorphismus mit f,(1) = a. Dies zeigt die Surjektivitit von ®.

Firi=1,...,n sind die Abbildungen

mi: M™ — M, (my,...,my) — my,
pii M — M™, m s (0,...,0,m,0,...,0)

A-linear. Es gilt

idys fallsi=j "
T0: = ’ ld n — 1704 .
g {o falls i # j, M ;pz :

Wir definieren ®: End4(M") — Enda(M)™", f = (7 fp;)i';=1- Dann ist ®(id) = (mip;)i; = 1n
und ®(f + g) = O(f) + @(g) fiir f,g € Enda(M"™). Aukerdem ist

@(fg) = (xif [gp;)ig = (wif 3 pemeons), = (mifpi)is(migny)is = B())2(9).
k=1 ’

Daher ist ® ein Homomorphismus von Algebren. Fiir ®(f) = 0 ist auch

f= (i pm-)f(i pii) = S pulsfog)s = 0
i=1 j=1

2,7=1

und @ ist injektiv. Sei schlieklich (fi;);; € Enda(M)"*™ gegeben. Dann ist f := Z:‘szl pifijmj €
End4(M™) mit

(f) = (Fz‘ > Pkfklﬂ;%‘)ij = (id fijid)ij = (fij)ij-
k=1 ’
Also ist @ surjektiv.

Ahnlich wie in sei ®: Endg(M x N) — Ends(M) x Enda(N), f — (m1fp1,m2fp2). Man
zeigt leicht, dass ® ein Homomorphismus von Algebren ist. Sei ®(f) = 0. Wegen

w1 fp2 € Homg(N, M) =0 mafp1 € Homg(M,N) =0
ist auch

f=(p1m1 + pama) f(p171 + pama) =0

und @ ist injektiv. Fir (f1, f2) € Enda (M) xEnd4(N) sei f: = p1 fim1+pafors € Endg(M xN).
Dann ist
O(f) = (mi(prfim + p2fama)pr, ma(prfimi + pafama)pa) = (f1, f2)-

Daher ist ¢ surjektiv.
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(iv) Man zeigt leicht, dass die Abbildungen

Hom (M, N x N') — Homux (M, N) x Hom4 (M, N'), [ (mf,maf),
Hom (M, N) x Homa (M, N') — Homa(M, N x N'), (91,92) — p191 + p292

zueinander inverse Isomorphismen von K-Vektorrdaumen sind.

(v) Analog. O

Satz 10.7 (ARTIN-WEDDERBURN). Eine Algebra A ist genau dann halbeinfach, wenn Divisions-
algebren D1, ..., Dy und ny,...,n € N mit

A D™ L x DR

existieren. Ggf. sind ni,...,ny die Vielfachheiten und dim(Dj)nq,...,dim(Dy)ny die Dimensionen
der einfachen Moduln als Kompositionsfaktoren des requldren A-Moduls.

Beweis. Sei A halbeinfach. Nach [Satz 10.5/gilt A ~ M{" & ... & M,"* mit paarweise nicht-isomorphen
einfachen A-Moduln My, ..., M. Nach [Lemma 9.9| ist Hom4(M;, M;) = 0 fir ¢ # j und D; :=

End4(M;)° ist eine Divisionsalgebra fiir ¢ = 1,...,k. Aus |Lemma 10.6| folgt HomA(Min",M;”) ~ g

HomA(Mi,Mj)"i"j =0 und

A=Endy(A)° = EndA(M{“ X ... X M]:Lk)o = (EndA(M{”) X ... X EndA(M:k))o
=~ (Endy (M7)™ "™ x ... x End g (Mj)"™ ™)

[l

B3
(Enda(Mq)™"™)° x ... x (Enda (M) >™)° = DIV™M x . ox D"k,

Sei umgekehrt A = D™ x .. x D ™ Nach [Lemma 8.12|gilt

J(A) = J(D1)™ ™ x ... x J(Dy)™ ™ =0,

d.h. A ist halbeinfach. Wie in [Beispiel 9.6| zeigt man, dass D" ein einfacher D["**"-Modul ist. Sicher

ist dann
0 *j 0

M;j:=0x...x0x | ¢ 1] x0x...x0
0 *j 0
ein einfacher Untermodul des reguldaren A-Moduls mit Dimension dim(D;)n;. Auferdem ist A die
direkte Summe dieser Moduln, wobei M; ~ ... ~ M;,,. Fir ¢ # j gilt M;1 % M;,, denn die

Annullatoren sind verschieden (Bemerkung 9.14). Also tritt M;; mit Vielfachheit n; im reguldren
A-Modul auf. O

Bemerkung 10.8. Wegen D' ™ < DP'V*™ x ... x D*™" gilt: Genau dann ist A einfach, wenn
eine Divisionsalgebra D und n € N mit A & D™*" existiert. Dieser Spezialfall wurde von Wedderburn
bewiesen.
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11 Unzerlegbare Moduln

Bemerkung 11.1. Weiterhin sei A eine K-Algebra. Ist ein A-Modul M nicht halbeinfach, so kann
man M dennoch in moglichst kleine Untermoduln M = M; & ... & My, zerlegen. Wir untersuchen die
FEigenschaften einer solchen Zerlegung.

Definition 11.2. Sei M # 0 ein A-Modul. Man nennt M zerlegbar, falls Untermoduln My, My < M
mit M = M; @& M> existieren. Anderenfalls nennt man M unzerlegbar.

Beispiel 11.3.

(i) Jeder einfache Modul ist unzerlegbar.

(ii) Der 2-dimensionale Modul K* von A = {(§%)} aus [Beispiel 10.3 ist unzerlegbar, da er sonst

halbeinfach ware.

Satz 11.4. Fiir jede Algebra A sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) A ist lokal.
(2) Jedes Element in A ist invertierbar oder nilpotent.

(8) 0 und 1 sind die einzigen Idempotente von A.

Bewets.

(1) = (2): Jedes Element in J(A) ist nilpotent. Sei a € A\ J(A). Da A/J(A) eine Divisionsalgebra ist,
ist a+J(A) € (A/J(A))*. Nach [Lemma 8.15| gilt a € A*.

(2) = (3): Seie =e? € A. Im Fall e € AX ist e = eece™ = ee! = 1. Anderenfalls ist e” = 0 fiir ein
n € N. Dann folgt e = €2 = ... = ¢" = 0.

(3) = (1): Nach|Lemma 8.15|besitzt die halbeinfache Algebra A/J(A) nur die Idempotente 0 und 1. Je-
de Komponente D™*™ in der Artin-Wedderburn-Zerlegung von A/J(A) liefert aber (mindestens)
n Idempotente E11, ..., Eny, nach [Beispiel 8.14] Daher muss A/J(A) selbst eine Divisionsalgebra

sein. O

Lemma 11.5 (FITTING). Sei M ein A-Modul und f € Enda(M). Dann existiert ein k € N mit
M = Ker(f*) @ fk(M).

Beweis. Aus Dimensionsgriinden werden die Folgen Ker(f) C Ker(f2) C ... und f(M) D f2(M) D ...
konstant. Sei k € N mit Ker(f*) = Ker(f**!) = ... und f*(M) = f**1(M) = .... Fiir z € Ker(f*) N
fE(M) existiert y € M mit f¥(y) = x. Aus f?*(y) = f*(x) = 0 folgt y € Ker(f?*) = Ker(f*) und
x = fF(y) = 0. Also gilt Ker(f*) N f*(M) = 0. Die Behauptung folgt aus

dimg (Ker(f%)@ f*(M)) = dim Ker(f*) +dim f*(M) = dim Ker(f*)+dim(M/Ker(f*)) = dim M. O

Satz 11.6. Ein A-Modul M # 0 ist genau dann unzerlegbar, wenn End (M) lokal ist.
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Beweis. Sei M unzerlegbar. Angenommen E := Endy (M) besitzt ein Idempotent e ¢ {0,1}. Nach
Fitting gilt M = e(M)®Ker(e). Wegen e # 0 ist Ker(e) < M. Da M unzerlegbar ist, folgt e(M) = M,
d.h. e ist invertierbar. Dann wire aber e = 1. Also ist E lokal nach

Sei umgekehrt E lokal und M = My & Ms. Sei m1: M — M, my + mo — my die Projektion auf M;.
Offenbar ist m; € E ein Idempotent und es folgt w1 € {0,ids} aus|Satz 11.4] Dies zeigt My = M oder
My =M, d.h. M ist unzerlegbar. O

Folgerung 11.7. Eine Algebra A ist genau dann lokal, wenn der requldre A-Modul unzerlegbar ist.
Beweis. Folgt aus End4(A) =2 A° (Lemma 10.6). O

Satz 11.8 (KRULL-SCHMIDT). Jeder A-Modul M besitzt eine Zerlegung in unzerlegbare Moduln M =
My @ ...0 My, die bis auf Reihenfolge und Isomorphie eindeutig bestimmt sind.

Beweis. Die Existenz folgt leicht mit Induktion nach dim M. Seien M = M1 ®... @M = N1 ®...®N;
Zerlegungen in unzerlegbare Moduln. Induktion nach k: Fiir k = 1 ist M unzerlegbar und [ = 1. Sei also
k > 2. Sei mj: M — M; die i-te Projektion der ersten Zerlegung und p: M — N; die erste Projektion
der zweiten Zerlegung. Dann ist

ile :p|N1 :po(ﬂ'l—}—...—{—ﬂ'k)u\h = (Poﬂl)\Nl ++(pO7Tk)|N1

Nicht alle Summanden auf der rechten Seite kénnen in J(Enda(N1)) liegen. Nach [Satz 11.6| und
Satz 11.4] ist mindestens ein Summand, sagen wir 7 := (p o T1)|N,, invertierbar. Insbesondere ist
(m1)|n, injektiv und pjpy, surjektiv. Fiir o := 7 o 1o pia, € Enda(My) gilt offenbar

02:77107710;)077107'*10/)“\/[1 =0 #0.

Aus [Satz 11.6{ und [Satz 11.4f folgt o = idps,. Daher ist (71))y, auch surjektiv. Dies zeigt Ny ~ Mj.
Fiir x € M, existiert y € Ny mit m(z) = 2 = m(y) und x — y € Ker(m) = My + ... + Mj. Es folgt
M = Ny + M+ ...+ M. Firz € NyN (Mz+ ...+ M) ist m(z) = 0 und x = 0, da (71)|n, injektiv
ist. Damit ist

M:Nl@MQ@—i-@Mk
gezeigt. Wegen Mo®...® My ~ M/Ny ~ No@...® N, folgt die Behauptung nun durch Induktion. [
Definition 11.9. Fiir eine K-Algebra A sei
v(A) := K{ab —ba : a,b € A}

der Kommutatorraum von A.
Bemerkung 11.10. Achtung: v(A) ist weder ein Ideal noch ein Teilring von A.

Lemma 11.11. Fir K-Algebren A, B gilt:
(i) (A x B) = 4(4) x 1(B).
(ii) Fir I <A gilt v(A/T) = (v(A)+1)/I.
(i1i) Firn € N gilt y(K™") ={M € K™" : tr M = 0}. Insbesondere ist dimg (K"*" /y(K"*")) = 1.
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Beweis.
(i) Sicher gilt v(A) x v(B) = (7(A) x0) + (0 x y(B)) € v(A x B). Fiir aj,a2 € A und by, by € B gilt
((Il, bl)(az, bg) (ag, bg)(al, bl) (a1a2 — agaiq, blbz - bzbl) S ’Y(A) X ’y(B)
(ii) Fira,be Aist (a+1)(b+1)—(b+I)(a+1)=ab—ba+1ec~y(A)+1.
(iii) Fir a,b e K™ gilt tr(ab — ba) = tr(ab) — tr(ba) 0, d.h. y(K™*™) C Ker(tr). Sei wie {iblich
Ey = (5is(5jt)i,j e K™, Fiir s # t gilt
Est - Elelt - EltEsl S ,Y(Knxn)’
Ess - Ett = EstEts - EtsEst € V(Knxn)~

Offenbar bilden die Matrizen Eg (s # t) und E11 — Ess (2 < s < n) eine Basis von Ker(tr). Daher
gilt Ker(tr) C v(K™*™). Die zweite Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz fiir tr. O

Lemma 11.12. Sei A eine K-Algebra und p := char K > 0. Fiir a,b € A gilt:
(i) (a+b)P =aP 4+ bP (mod v(A)).
(ii) a € y(A) = aP € y(A).
(iii) J(A) +~v(A) ={a € A:3n € Ny:a” €~(A)}, falls K algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis.
(i) Wenn man (a + b)? ausmultipliziert erhélt man die Summe aller 27 Terme der Form ¢; ... ¢, mit
cl,...,¢p € {a, b}m Wegen
Cl...Cp=Co...0pC1 =...=CpC1...Cp—1 (mod y(A))
gilt
Cl...cp+ca...cpc1+ ...+ cpcr...cpm1 =pcr...cp =0 (mod y(A)).
Modulo v(A) verbleiben in (a + b)? also nur die beiden Terme a? und b.
(ii) Nach (i) kénnen wir a = be — ¢b mit ¢ € A annehmen. Dann gilt
a? = (be)P 4 (—cb)? = (be)? — (eb)P =b(c...be) — (¢b...c)b =0 (mod y(A)).
(iii) Sei @ = b (mod v(A)). Nach ([ und gllt a? — b’ = (a —b)? =0 (mod v(A)). Fiir beliebige

a,b € Aist daher (a+p)P” = (ap—i—bp)p = " +b°" (mod 7(A)) und induktiv (a+b)?" = a?" +b""
(mod v(A)) fiir n € N. Dies zeigt, dass

T:={acA:IncNy:a" €~(A)}

ein Vektorraum mit y(A) C T ist. Da J(A) nilpotent ist, gilt J(A) C T, also J(A) +v(A) C T.
Nach Artin-Wedderburn und ist A/J(A) = K™>X™ x ... x K™*™  Zusammen mit
exgibt sich

(v(A) +J(A))/I(A) = 7 (A)J(A)) = y(E™7) x o x y(K™7™) (11.1)
und dim A/(vy(A) + J(A)) = k. Andererseits sind die Idempotente
(E11,0,. .0, (0,0, Eyy) € K™MXM s L s KX
offenbar linear unabhéngig modulo T'. Dies zeigt dim A/T > k und T = v(A) + J(A). O

Da @ und b nicht unbedingt vertauschbar sind, darf man die binomische Formel nicht benutzen.
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Folgerung 11.13. Sei K algebraisch abgeschlossen mit Charakteristik p > 0. Dann ist
dim A/(y(A) + J(A)) = dimZ(A/J(A))

die Anzahl der einfachen A-Moduln bis auf Isomorphie.

Beweis. Nach [Aufgabe 22| ist jeder einfache A-Modul auch ein einfacher A/J(A)-Modul. Nach Artin-
Wedderburn und (|11.1)) ist dim A/(y(A) + J(A)) die Anzahl der einfachen A-Moduln. Die zweite Glei-

chung folgt aus O

12 Gruppenalgebren

Bemerkung 12.1. In haben wir gesehen, dass C-Darstellungen einer Gruppe G im We-
sentlichen durch ihren Charakter bestimmt sind. Uber Korpern mit Charakteristik p > 0 ist dies im
Allgemeinen falsch, denn der Charakter einer Darstellung der Form A@® ... & A mit p Summanden ist
die Nullabbildung. Wir fithren in diesem Kapitel eine Algebra ein, die alle darstellungstheoretischen
Informationen von G enthélt.

Definition 12.2. Sei KG die Menge aller Abbildungen G — K. Durch

(a+B8)(9) =alg) +B(g) (a,BEKG, geqG),
(@B)(g) =Y _a(h)B(h™'g)  (Faltung),

heG
(Aa)(g) :=Aalg) (A€ K)

wird K G zu einer K-Algebra. Die Assoziativitdt der Multiplikation folgt aus

(@B)V)(g) =D _(aB)(m)y(h ) =D alk)B(k " h)y(h'g)

heG heG keG

= Z a(z)B(y)v(z) = ... = (a(B7))(9)
z,y,2€G
TYz=g

fir a, 8,7 € KG und g € G (die anderen Axiome sind leicht). Man nennt K G die Gruppenalgebra von
G iiber K. Seine Elemente schreibt man meist als formale Linearkombinationen o = > geG 099, wobei
ay = ag) € K. Die Multiplikation funktioniert dann wie bei Polynomen:

> agg D Beg= D agbugh=> (Z ahﬁh—lg)g-

e g9eCG g9,heCG 9€G held

Indem wir g € G mit 1xg identifizieren, konnen wir G als Teilmenge von K G auffassen. Dann ist 14
das Einselement von K G und G ist eine K-Basis von K G. Insbesondere ist dimx KG = |G|. Aukerdem
ist KG genau dann kommutativ, wenn G abelsch ist.

Beispiel 12.3. Fiir z := (1,2) + (1,3) € F2S3 gilt

2 = (1,2)% +(1,2)(1,3) + (1,3)(1,2) + (1,3)> = 1 + (1,3,2) + (1,2,3) + 1 = (1,3,2) + (1,2, 3).
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Bemerkung 12.4.

(i)

(i)

(iif)

Jede Darstellung A: G — GL(V') von G lésst sich linear zu einer Darstellung

At KG = Endg(V), Y agg— Y agAg)
geG geG

von KG fortsetzen. Auf diese Weise wird V' zu einem KG-Modul (Bemerkung 9.8). Umgekehrt
erhélt man aus einem KG-Modul V' # 0 durch Einschrénken eine Darstellung von G.

Darstellungen A: G — GL(V) und I': G — GL(W) sind genau dann &hnlich, wenn ein Vektor-
raum-Isomorphismus f: V. — W mit f o A(g) = I'(g) o f fiir alle g € G existiert. Fiir v € V
bedeutet dies f(gv) = gf(v), d.h. f ist ein Isomorphismus von K G-Moduln. Daher entsprechen
sich die Ahnlichkeitsklassen von Darstellungen von G und die Isomorphieklassen von K G-Moduln.
Achtung: Die triviale Darstellung 1 entspricht dem 1-dimensionalen Modul K. Im Gegensatz zu
beliebigen Algebren werden wir K in diesem Zusammenhang als den trivialen Modul bezeichnen.
Die Existenz dieses Moduls unterscheidet Gruppenalgebren von beliebigen Algebren. Zum Beispiel
ist K2*2 zu keiner Gruppenalgebra isomorph.

Sei A eine Darstellung zum KG-Modul V. Die A-invarianten Unterrdume sind dann genau die
Untermoduln von V. Daher ist A genau dann irreduzibel, wenn V einfach ist.

Satz 12.5 (MASCHKE). Genau dann ist KG halbeinfach, falls char K kein Teiler von |G| ist.

Beweis. Sei char K t|G|. Nach ist jeder K G-Modul halbeinfach. Nach [Satz 10.5ist auch die
Algebra K G halbeinfach. Ist |G| durch char K teilbar, so ist K'G nach [Aufgabe 1{nicht halbeinfach. [

Beispiel 12.6.

(i)

Sei char K t |G|. Artin-Wedderburn liefert Divisionsalgebren Dy, ..., Di und ny,...,n; € N mit
KG = DPV™ x ... x DIF"™ Wegen des trivialen Moduls kann man D'*"™ = K annehmen.
Auferdem gilt

k k

|G| = dimg KG =Y dim(D}*"™) = " dim(D;)n;.
i=1 i=1

Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist D; & K fiir i = 1,...,k nach Man erhilt

dann |G| = n% + ...+ ni wie in |Bemerkung 2.15L Ist G abelsch, so sind Dy, ..., Dy Korper und

n=...=n;=1.

Ist G abelsch der Ordnung n, so gilt CG = C™ nach [Bemerkung 12.4} Der Isomorphietyp von G
lasst sich also nicht aus CG bestimmen.

Nach [Beispiel 7.4] besitzt C3 eine irreduzible R-Darstellung vom Grad 2. Da C3 abelsch ist,
folgt leicht RC3 =2 R x C. Da die Q-Darstellungen von Dg und Dg absolut irreduzibel sind, gilt
QS3 = QDg =2 Q%**? x Q? und QDg = Q%*? x Q*. Ohne Beweis sei erwihnt: RQg =2 R* x H.

Fir G = (g) = C), ist Q[X] — QG, X — ¢ ein Epimorphismus von Algebren mit Kern (X" —1).
Bekanntlich gilt X™ —1 = [];,, ®a, wobei ®¢ die (irreduziblen) Kreisteilungspolynome sind. Da
die ®; paarweise teilerfremd sind, ist

QX)/(X" —1) = [TQIX)/(®a),  a+ (X" 1) (a+ (Pa))a
d|n
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ein Isomorphismus (chinesischer Restsatz fiir Ringe). Schlieflich ist Q[X]/(®4) = Qg der d-te
Kreisteilungskorper. Insgesamt erhilt man die Artin-Wedderburn-Zerlegung

QG = [
dln

Die Anzahl der einfachen QG-Moduln ist also die Anzahl der Teiler von n.

Satz 12.7 (BURNSIDE). Fir jede Darstellung A: G — GL(n, K) dber einem Zahlkérper K sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(1) A ist absolut irreduzibel.
(2) CK7L><7L(A(G)) - Kln
(3) A(KG) = K™,

Beweis.

(1) = (2): Nach Schurs Lemma gilt

Crenn (A(G)) = K™ O Cenxn (A(G)) = K™ A CL, = K1,

(2) = (1): Ist A als C-Darstellung reduzibel, so existiert eine C-Basis mit A(g) = (Alo(g) Af(g)) fiir

g € G und C-Darstellungen A;, Ay. Dann wére aber (Alo(l) 8) € Cgnxn(A(G)) \ K1,, (beachte,
dass (2) nicht von der Basiswahl abhéngt).

(1) = (3): Sind Matrizen linear unabhéngig iiber C, so erst recht iiber K. Daher gilt
dimc A(CG) = dim SpancA(G) < dim Spang A(G) = dimg A(KG).

Wir kénnen also K = C annehmen. Sei V := C™ der zu A gehérende CG-Modul. Dann ist
Ann(V) der Kern von A: CG — Endg(V) = C™*". Insbesondere ist dim CG/Ann(V) < n?.
Seien V' = V,...,V} die einfachen CG-Moduln bis auf Isomorphie. Nach ist CG —
szl CG/Ann(V;) ein Monomorphismus. Wegen

n k
G| = dimCG < 3 dimCG/Am(V) < ¥ dim(V;)* 2P |G|
=1 i=1

muss A surjektiv sein.

(3) = (1): Angenommen A ist als C-Darstellung reduzibel. Nach geeigneter Basiswahl besteht A(CG)

dann aus Matrizen der Form (4 % ). Dies widerspricht (3). O

Definition 12.8. Fiir eine Konjugationsklasse C' von G sei Ct ="
von C.

gec 9 € KG die Klassensumme

Satz 12.9. Die Klassensummen bilden eine K -Basis von Z(KG). Insbes. ist ’ dimg Z(KG) = k(G). ‘
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Beweis. Fir g € G und C € CI(G) gilt

= ch: chg_lg: ng: Ctyg.

ceC ceC deC

Dies zeigt CT € Z(KG). Sei umgekehrt o =Y~ g9 € Z(KG). Fiir h € G gilt dann

geG
a=hah™t = Z ozghgh_1
geG

und oy = apgp-1. Daher ist a konstant auf den Konjugationsklassen von G. Folglich ist a eine K-
Linearkombination der Klassensummen. Da Konjugationsklassen disjunkt sind, sind die Klassensum-
men linear unabhéngig. O

Bemerkung 12.10.
(i) Nach [Satz 12.9| besteht Z(KG) genau aus den Klassenfunktionen G — K.
(ii) Fiir C,D € CI(G) gilt

CTDT = Zch— Z Z|{cd CxD:cd=ce}lle= Z YoprEt

ceCdeD EeCl(G) ecE EeCl(G)

mit den in [Bemerkung 2.15| definierten Klassenmultiplikationskonstanten.

(iii) Sei char K 1 |G| und KG = D{**™ x ... x D**™ die Artin-Wedderburn-Zerlegung. Aus
folgt

k(G) = dim Z(KG) = dim Z(Dy) + . .. + dim Z(Dy,).

Ist K algebraisch abgeschlossen, so erhdlt man k(G) = k wie im Fall K = C (Satz 2.18)). Im
Folgenden bestimmen wir k, falls char K | |G|.

Definition 12.11. Sei p eine Primzahl. Man nennt « € G ein p-Element bzw. p/-Element, falls |(z)]
eine p-Potenz ist bzw. nicht durch p-teilbar ist. Sei G, bzw. G,y die Menge der p-Elemente bzw. p'-
Elemente von G. Dann gilt G, NG, = {1}, aber G # G, UG,y im Allgemeinen. Man nennt C € CI(G)
eine p- Konjugationsklasse bzw. p'- Konjugationsklasse, falls C' C G, bzw. C' C G,y (beachte: konjugierte
Elemente haben die gleiche Ordnung).

Lemma 12.12. Jedes Element x € G ldsst sich eindeutig in der Form x = xpxy = 2y, mit x, € G
und xy € Gy schreiben. Man nennt x, den p-Faktor und x,» den p’-Faktor von .

Beweis. Sei [(x)| = p®m mit p + m. Dann existieren «, 8 € Z mit ap® + fm = ggT(p*,m) = 1. Fir
xp = = Gp und )y = P € Gy gilt © = xoP HAm — TpTy = Tp/Tp.

Seien y € Gp und z € G mit z = yz = zy. Dann sind y und z mit z, x, und z,/ vertauschbar. Es
folgt y~ ', = zw;,l €eGyNGy ={1},d.h.y=x, und z = /. O

1 1

Bemerkung 12.13. Fiir 2,9 € G gilt (9297 '), = gzpg " und (929 ')y = gry g™
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Definition 12.14. Fiir z € G sei

Secy (z) :={y € G : Cl(yy) = Cl(zy)} C G

die p’-Sektion von x. Nach [Bemerkung 12.13| ist Sec,s(z) eine Vereinigung von Konjugationsklassen
von G.

Beispiel 12.15. Fir x € G, gilt Secy(x) = G). Fir g := (1,2) € S3 gilt Secy(g9) = Cl(g) =
{9,(1,3),(2,3)}.

Lemma 12.16. Fir jeden algebraisch abgeschlossenen Kérper K der Charakteristik p > 0 gilt

(1) YKG) = {Zagg vC e CI( ):ZQC:O},
geG ceC

() WKG) + J(KG) = {Z g VT €Cy: Y ay= o}.
geG sESecp/ (z)

Beweis.

(i) Sei I' die rechte Seite der Gleichung. Fiir g,h € G gilt gh — hg = gh — g '(gh)g € T. Fiir
o= dea aggund 8 =3, Byh folgt

aB —Ba= Y agBu(gh—hg) €T

g,heG

Sei umgekehrt deg agg € I' und 2¢ € C € CI(G). Fiir jedes ¢ € C existiert ¢ € G mit
c=grcg ! Dann gilt ¢ — z¢ = (gz¢)g~ ' — g7 (gzc) € v(KG) und

Zagg: Z (Zacc—xCZac>: Z Zac(c—xc)Efy(KG).

geG CeCl(G) ceC ceC CeCl(G) ceC
0

(ii) Sei |G| = p®m mit p { m und k > a mit p* = 1 (mod m) (z.B. k = ap(m)). Dann gilt
gpk = gé’kgfj,k = gy fiir g € G nach Lagrange. Sei o := deG agg € KG und z1,...,2; ein
Représentantensystem fiir die p’-Konjugationsklassen von G. Fiir g € Secy(z;) gilt gy =

(mod v(KG)) nach (). Aus[Lemma 11.12] folgt
k

l
ap—zapgp,zle S EZ ( S ozs)p (mod v(KG)).  (12.1)

geG sESecp/(zz) s€8Sec,y (i)

Gilt > iegec ,(z;) @ = 0 fiir alle 4, so ergibt sich o € y(KG) und o € v(KG) + J(KG) nach

Lemma 11.12} Ist umgekehrt o?” € v(KG) fiir ein n € N, so existiert ein k& > max{a,n} mit

p" =1 (mod m). Dann folgt 3" q.. (z:) @s = 0 aus (12.1) firi=1,...,1. O
P 1

Satz 12.17 (BRAUER). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p > 0. Dann
stimmt die Anzahl der einfachen K G-Moduln mit der Anzahl der p'-Konjugationsklassen von G tiberein.
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Beweis. Offenbar stimmt die Anzahl [ der p’-Konjugationsklassen mit der Anzahl der p’-Sektionen
iiberein. beschreibt v(KG) + J(KG) als Losung eines linearen Gleichungssystems mit !
linear unabhéngigen Zeilen. Daher gilt dim KG/(v(KG) + J(KG)) = [ und die Behauptung folgt aus
[Folgerung 11.13| O

Beispiel 12.18. Der algebraische Abschluss K := IFT) von [F,, hat Charakteristik p > 0.

(i) Sei G abelsch und |G| = p*m mit p { m. Dann ist G = G, x Gy und m = |G| ist die Anzahl
der einfachen K G-Moduln. Man erhélt diese Moduln als Inflationen von Gy = G//G,,. Das gilt

allgemeiner, falls G, die einzige p-Sylowgruppe von G ist (Beispiel 12.22)).

(ii) Genau dann ist der triviale Modul der einzige einfache KG-Modul, wenn {1} die einzige p'-
Konjugationsklasse von G ist. Das gilt genau dann, wenn G eine p-Gruppe ist. Diese Aussage
bleibt richtig, wenn K nicht algebraisch abgeschlossen ist (siche Beweis von [Satz 12.21)).

(iii) Fiir p € {2, 3} besitzt K S3 jeweils genau zwei einfache Moduln. Der nicht-triviale Modul fiir p = 3
ist der alternierende Modul K mit o - 1x = sgn(o)lg fir o € S3 (Inflation von Cy = S3/A3).
Insbesondere sind hier beide einfache Moduln 1-dimensional, obwohl S5 nicht abelsch ist (vgl.
Satz 2.2). Fir p = 2 ist

V::{x€K3:x1+x2+x3:0}§K3

der nicht-triviale einfache Modul (mit dim V' = 2), wobei S3 die Koordinaten permutiert.

Bemerkung 12.19.

(i) Die Bestimmung der einfachen Moduln ist in positiver Charakteristik deutlich schwieriger als
in Charakteristik 0. Zum Beispiel kennt man nicht einmal die Dimensionen der einfachen FoSo-
Moduln. Diese Dimensionen teilen im Allgemeinen auch nicht die Gruppenordnung. Zum Beispiel
gibt es einfache F3S7-Moduln der Dimension 13.

(ii) In der Situation von[Satz 12.17/kann man jedem K G-Modul einen sogenannten Brauer-Charakter
¢: Gy — C zuordnen. Die Menge der irreduziblen Brauer-Charaktere bildet dann eine Basis fiir
den Raum aller Klassenfunktionen auf G .

(iii) Die Anzahl der einfachen QG-Moduln ist die Anzahl der Konjugationsklassen von zyklischen
Untergruppen von G (ohne Beweis).

(iv) Sei r die Anzahl der Konjugationsklassen der Form C = C'~! und 2s die Anzahl der Konjugati-
onsklassen C' # C~! von G. Dann ist 7 + s die Anzahl der einfachen RG-Moduln (ohne Beweis).
Ist |G| ungerade, so ist 7 = 1 und es gibt genau (k(G) + 1)/2 einfache RG-Moduln.

(v) Nach [Folgerung 9.12| besitzt KG fiir jeden Koérper K nur endlich viele einfache Moduln bis auf
Isomorphie. Wer werden sehen, dass die Situation fiir unzerlegbare Moduln anders ist.

Lemma 12.20. Sei G eine nicht-zyklische p-Gruppe. Dann ezistiert N < G mit G/N = C), x Cp.

Beweis. Induktion nach |G|. Da G nicht zyklisch ist, gilt |G| > p?. Im Fall |G| = p? ist G abelsch nach
Beispiel 4.8/ und die Behauptung gilt mit N := 1. Sei |G| > p? und Z := Z(G) # 1 (Algebra 1). Ist
G/Z nicht zyklisch, so existiert nach Induktion ein Normalteiler N/Z < G/Z mit

G/N = (G/Z)/(N/Z) = C, x Cp.

Sei nun G/Z zyklisch, sagen wir G/Z = (gZ). Dann hat jedes Element von G die Form g’z mit
i € Z und z € Z. Dies impliziert, dass G abelsch ist. Sei x € G mit Ordnung p. Nach Induktion
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konnen wir annehmen, dass G/(z) zyklisch ist, sagen wir G = (x,y). Fir N := (y?) < G gilt nun
G/N = C, x C,,. O

Satz 12.21. Fir jeden Korper K der Charakteristik p > 0 gilt:

(1) Genau dann ist KG lokal, wenn G eine p-Gruppe ist.

(1t) Ist G = Cpn, so besitzt KG genau p" unzerlegbare Moduln bis aus Isomorphie. Diese haben die

Dimensionen 1,2,... p".

(iii) Ist G eine nicht-zyklische p-Gruppe, so besitzt KG unzerlegbare Moduln in jeder Dimension d € N.

Beweis.

(i)

(iii)

Nehmen wir zuerst an, dass G keine p-Gruppe ist. Nach Cauchy (oder Sylow) existiert eine
Untergruppe 1 # H < G mit |[H| # 0 (mod p), d.h. |[H|"! € K. Man sieht leicht, dass
ﬁ Y wen T € KG\ {0,1} ein Idempotent ist. Nach [Satz 11.4/ist K'G nicht lokal.

Sei nun G eine p-Gruppe. Bekanntlich enthélt K den Primkérper IF,. Sei M ein einfacher K G-
Modul und

L:= Z Fpgm € M
geG
fir ein festes m € M \ {0}. Offenbar ist L ein endlicher F,-Vektorraum. Insbesondere ist |L|
eine p-Potenz. Fir z € G gilt 2L = deG Fpxgm = L. Daher operiert G auf L durch Links-
multiplikation. Sicher ist 0 € L ein Fixpunkt von G. Da sowohl |G| als auch |L| Potenzen von
p sind, muss G nach der Bahnengleichung einen weiteren Fixpunkt a € L\ {0} haben. Nun ist
Ka ein Untermodul des einfachen Moduls M und es folgt M = Ka ~ K. Nach ist
KG/J(KG) = KG/Ann(M) = Endg (M) = K. Daher ist KG lokal.

Sei G = (g) und V ein unzerlegbarer K G-Modul. Das Minimalpolynom g der linearen Abbildung
[V =V, v goteilt XP" —1 = (X —1)P". Also gilt u = (X — 1)¥ fiir ein 1 < k < p™. Nach
linearer Algebra existiert eine f-invariante Zerlegung V' = U & W, sodass fj;; dem Jordanblock
Ji(1) entspricht.E Da V unzerlegbar ist, gilt W = 0 und dim V' = dim U = k. Auflerdem ist V bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Umgekehrt kann man zu jedem 1 < k < p™ den Vektorraum
V := K¥ durch gv := Ji(1)v fiir v € V in einen K G-Modul umwandeln. Wegen der Eindeutigkeit
der Jordanschen Normalform ist V' unzerlegbar.

Nach [Lemma 12.20|existiert N <G mit G/N = C), x C). Ist U ein unzerlegbarer K[G/N]-Modul,
so wird U durch gu := (¢N)u fir g € G und u € U zu einem unzerlegbaren K G-Modul (Inflation).

Wir kénnen daher G = (g, h) = C), x C}, annehmen.

Wir konstruieren zunéchst unzerlegbare Moduln in Dimension 2d. Sei Vg der K-Vektorraum mit
Basis b1,...,b4,c1,...,cq. Seien a, f € End g (Vaq) mit

a(bi):ci, ﬂ(bj)zcj'_H, Q(Ci)Zﬁ(Ci):ﬁ(bd)ZO (i:L...,d, j=1,...,d—1).

Offenbar gilt a? = B2 = aff = Ba = 0. Es folgt (id+a)? = id+a? = id = (id+B)P. Da-
her definiert A: G — GL(Vaq) mit A(g) = id+a und A(h) = id+/S eine Darstellung. Sei
f € Endgg(Vag) mit Matrix M = (ég) € K?24x2d Ly,0] der angegebenen Basis. Sei J =

Hgiehe Vorlesungsskript Lineare Algebra.
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J4(0) € K94 der Jordanblock zum Eigenwert 0 mit Einsen unterhalb der Hauptdiagonalen.
Wegen f(gv) = gf(v) fiir v € Voq ist f mit a und S vertauschbar, d. h.

(1 8)= (o) (& b) === ) (0 0)= (5 )
(2 15)= (5 ) (& p)=mr=a=(C 5) (5 5)= (57 v):

Es folgt A = D, B = 0 und AJ = JA. Insbesondere ist M eine untere Dreiecksmatrix. Mit
A = (ai;) gilt konkret

0 0
aiz -+ aip-1 0 an - ay
n
=AJ=JA=
ap2 +*° Gpn-1 0
an—-1,1 " QAn—-1n
Es folgt a11 = ... = apyn. Im Fall a1 # 0 ist f invertierbar und anderenfalls ist f nilpotent. Also

ist Endg(Vaq) lokal (Satz 11.4) und Va4 unzerlegbar (Satz 11.6)).

Fiir ungerade Dimension 2d + 1 erweitern wir Vo4 zu Vogi1 := Vg @ Kcg41 und setzen
a(bi):ci, /B(bi)zci—i-l, Oé(Cj)Zﬁ(Cj)ZO (i:1,...,d, j=1,...,d—‘r 1)

(da der triviale Modul unzerlegbar ist, kénnen wir d > 1 annehmen). Eine dhnliche Rechnung
zeigt M = (4 9) mit A€ K4, ¢ e K(@)*d und

" 0 a 0
— = (* - .. (d+1)x(d+1)
D (0 *) (* A> : €K )
ail
Also ist auch Vo411 unzerlegbar. O

Beispiel 12.22. Sei K algebraisch abgeschlossen mit char K = p. Sei P := G, < G die einzige
p-Sylowgruppe von G. Durch Inflation von G/P erhdlt man k(G/P) nicht-isomorphe einfache KG-
Moduln (Bemerkung 12.10)). Sei umgekehrt V' ein beliebiger einfacher K G-Modul. Durch Einschran-
kung ist V' auch ein K P-Modul. Nach besitzt V' einen trivialen K P-Untermodul (zum
Beispiel das vorletzte Glied einer Kompositionsreihe). Insbesondere ist W :={v € V : Vo € P : 2v =
v} #0. Firge G,z € Pund w e W gilt

z(gw) = g(g 'zg)w = guw.
P
S

Dies zeigt gw € W und W < V. Da V einfach ist, folgt W = V', d.h. P operiert trivial auf V. Die
Deflation von V ist daher ein einfacher K[G/P]-Modul. Folglich entsprechen sich die einfachen KG-
Moduln und die einfachen K[G/P]-Moduln durch Inflation und Deflation. Insbesondere ist k(G/P)
die Anzahl der p’-Konjugationsklassen von G.

Bemerkung 12.23. HIGMAN hat gezeigt, dass die Anzahl der unzerlegbaren K G-Moduln fiir eine
beliebige endliche Gruppe G genau dann endlich ist, wenn G zyklische p-Sylowgruppen besitzt (p =
char K). Ggf. sagt man: KG hat endlichen Darstellungstyp.
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Aufgaben

Aufgabe 1 (2+2+3 Punkte). Sei G eine endliche Gruppe und K ein Korper. Sei V' ein K-Vektorraum
mit Basis {vy : g € G}. Fiir g,x € G sei A(g): V — V, vy = vy, linear.

(a) Zeigen Sie, dass A: G — GL(V) eine treue Darstellung von G ist.
(b) Berechnen Sie den Charakter von A.

(c) Sei char K ein Teiler von |G| und s := > ;v, € V. Zeigen Sie, dass Ks ein A-invarianter
Unterraum ist, der kein A-invariantes Komplement in V' besitzt.

Man nennt A die requldre Darstellung von G.

Aufgabe 2 (2 Punkte). Bestimmen Sie die irreduziblen C-Darstellungen einer endlichen zyklischen
Gruppe.

Aufgabe 3 (2 + 2 Punkte). Sei n € N gerade und G = Dag,, = (0, 7) die Diedergruppe der Ordnung
2n. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle €, 4 € {£1} existiert eine Darstellung A von G mit A(c) =€ und A(7) = p.

(b) Es gibt (mindestens) ;% paarweise nicht-ihnliche irreduzible R-Darstellungen von G vom Grad

2.

Aufgabe 4 (2 Punkte). Sei A eine C-Matrixdarstellung einer endlichen Gruppe G, und sei g € G.
Zeigen Sie, dass A(g) diagonalisierbar ist.
Hinweis: Man kann das Minimalpolynom oder der Vorlesung benutzen.

Aufgabe 5 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei A eine C-Matrixdarstellung von G' mit Charakter .

(a) Zeigen Sie, dass auch A mit A(g) := A(g) fiir g € G eine Matrixdarstellung von G ist. Dabei ist
A(g) das komplex Konjugierte von A(g).

(b) A ist genau dann irreduzibel, wenn A irreduzibel ist.

(c) A hat Charakter ¥ mit ¥(g) := x(g9) = x(¢g7!) fiir g € G.
Hinweis: Man kann verwenden.

Aufgabe 6 (2 Punkte). Seien x, € Irr(G) mit x(1) = 1. Zeigen Sie: x¢ € Irr(G).
Aufgabe 7 (2 Punkte). Bestimmen Sie die Charaktertafel von Dy, fiir n € N.

Aufgabe 8 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei A: G — GL(n,R) eine Darstellung. Zeigen Sie:
(&) S:=3 cq A(g)A(g)t ist symmetrisch und positiv definit.

(b) Es existiert T € GL(n,R) mit 7% = S.
Hinweis: Spektralsatz.

(c) T7YA(z)T ist eine orthogonale Matrix fiir alle z € G.
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Bemerkung: Jede R-Darstellung ist also zu einer orthogonalen Darstellung G — O(n,R) &hnlich.

Aufgabe 9 (2 + 2 + 3 Punkte). Sei

Qs == <<6 Oi> : <01 é>> < GL(2,C)

die Quaternionengruppe. Zeigen Sie:
(a) |Q8‘ = 8, Qé = <—12> und Qg/Qé =~ CQ X CQ.
(b) Bestimmen Sie die Charaktertafel von (s und vergleichen Sie mit Dg (Aufgabe 7)).

(c) Zeigen Sie, dass die Einbettung Qg — GL(2,C) zu keiner R-Darstellung dhnlich ist, obwohl der
Charakter reellwertig ist.

Hinweis:
Bemerkung: Daraus folgt Qg 2 Ds.

Aufgabe 10 (2 + 2 + 2 4 2 Punkte). Zeigen Sie:
(a) Fiir Charaktere x, 1 von G gilt: Ker(x + 1) = Ker(x) N Ker(¢).

(b) Jeder Normalteiler von G ist der Kern eines Charakters.
(©) Nyerm(c) Ker(x) =1.
(d) ﬂxelrr (@) Z( ) Z(G)

Aufgabe 11 (3 Punkte). Bestimmen Sie die Charaktertafel von S3 mit dem Burnside-Algorithmus
(Satz 3.19)).

Aufgabe 12 (2 Punkte). Finden Sie ein normiertes, ganzzahliges Polynom mit Nullstelle v/2 + /3.

Aufgabe 13 (3 Punkte). Sei A eine abelsche Untergruppe von G und x € Irr(G). Zeigen Sie:
x(1) <|G: Al

Hinweis: Frobenius-Reziprozitat.

Aufgabe 14 (3 Punkte). Eine Permutationsmatriz hat die Form P = (6;x(;))i,; € Z"*", wobei 7 € S,
und J;; das Kronecker-Delta ist. Bestimmen Sie die Eigenwerte von P in Abhdngigkeit von 7.

Aufgabe 15 (2 + 1+ 3 4 2 Punkte). Sei N <G, g € G und ¢ ein Charakter von N. Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung 94: N — C, x + (g~ 'zg) ist ein Charakter von N.
(b) Durch (g,v) — 99 operiert G auf Irr(NV).
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(c) (CLFFORD) Fiir x € Irr(G) existieren e € N und ¢ € Irr(N) mit

XN = € Z g¢7

9Gy€G/Gy

wobei G, der Stabilisator von 1 in G ist.
Bemerkung: Man nennt e den Verzweigungsindex von x bzgl. N.

(d) Genau dann gilt % € Irr(G), wenn ¢ € Irr(N) und G, = N.

Aufgabe 16 (3 Punkte). Sei F' ein endlicher Kérper mit [F| > 2. Fir a € F* und b € F sei
Cap: F'— F, v+ ax +b. Zeigen Sie, dass

AF(F) = {ap : a € F,b € F} < Sym(F)

eine Frobeniusgruppe ist.

Aufgabe 17 (2 4+ 2+ 2+ 2 Punkte). Jede Operation von G auf einer Menge (2 induziert bekanntlich
einen Homomorphismus ¢: G — S, mit n = |Q|. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung 7: S, — GL(n,C), m = (dix(;j))i'j=1 ist ein Monomorphismus. Insbesondere ist
A :=T1o0o¢p: G — GL(n,C) eine Darstellung von G. (Man nennt A Permutationsdarstellung.)

(b) Fiir den Charakter x von A gilt x(g) := {w € Q : 9w = w}| fiir g € G. (Man nennt x Permutati-
onscharakter.)

(c) Seien wy,...,wn € Q2 Reprasentanten fiir die Bahnen der Operation. Dann ist

m
X = Z ]]-gwia
=1

wobei G, der Stabilisator von w € € in G ist.

(d) Es gilt m = (1, x)¢- Insbesondere ist x — 1 ein Charakter von G, falls n > 1.

Aufgabe 18 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass S, fir n > 2 zu einer Untergruppe von GL(n — 1,7Z)
isomorph ist.

Aufgabe 19 (2 + 2 + 2 Punkte). Zeigen Sie:
(a) Permutationen vom gleichen Zyklentyp in S,, sind konjugiert.
(b) Sind g,h € S, mit (g) = (h), so sind g und h konjugiert.

(c) Die Charaktertafel von S,, ist ganzzahlig.
Hinweis: Brauers Permutationslemma.

Aufgabe 20 (3 Punkte). Zeigen Sie, dass

(5 ) maed

als Unteralgebra von C?*? eine R-Divisionsalgebra ist. Man nennt H nach HAMILTON Quaternionen-
algebra.
Bemerkung: Frobenius hat gezeigt, dass R, C und H die einzigen Divisionsalgebren iiber R sind.
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Aufgabe 21 (2 + 2 Punkte). Sei A eine einfache Algebra. Zeigen Sie:
(a) Z(A) ist ein Korper.

(b) Je zwei einfache A-Moduln sind isomorph.

Aufgabe 22 (2 Punkte). Sei A eine Algebra. Zeigen Sie, dass jeder einfache A-Modul zu einem
direkten Faktor von A/J(A) isomorph ist. Insbesondere ist die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher
A-Moduln durch dim A/J(A) beschrénkt.

Bemerkung: Dies verbessert und wird in [Folgerung 11.13] weiter verbessert.

Aufgabe 23 (14 3 + 2+ 2 Punkte). Sei K ein Korper.

(a) Zeigen Sie, dass die Matrizen der Form

O O ¥
O ¥ ¥
* O ¥

eine Unteralgebra A von K3*3 bilden.
(b) Priifen Sie, ob A kommutativ, halbeinfach oder lokal ist.
(c) Bestimmen Sie eine Kompositionsreihe des reguldren A-Moduls.

(d) Wie viele einfache Moduln besitzt A bis auf Isomorphie?
Die folgenden Aufgaben wurden nicht gestellt:

Aufgabe 24 (2+2+2+2 Punkte). Seien G, H endliche, abelsche Gruppen. Zeigen Sie:

(a) G :=Irr(G) ist eine abelsche Gruppe bzgl. Multiplikation. (Man nennt G Charaktergruppe von G.)

(b) G~G
Hinweis: Denken Sie an den Bidualraum. Verwenden Sie nicht @

—

x H
G.

Il

(c) GxH.

(d)

QD @D

12

Aufgabe 25 (2 Punkte). Sei x € C algebraisch. Zeigen Sie, dass = genau dann ganz-algebraisch ist,
wenn das Minimalpolynom von z in Z[X] liegt.

Aufgabe 26 (2 Punkte). Zeigen Sie yoepp = vpog fir alle C, D, E € CI(G).

Aufgabe 27 (3 Punkte). Sei A € K™*" und B € K™*™. Zeigen Sie fir das Kronecker-Produkt
det(A ® B) = det(A)™ det(B)".
Hinweis: Gauk-Algorithmus.
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Aufgabe 28 (2 Punkte). Sei N < G und x € Irr(G). Zeigen Sie, dass (xn)¢ = xp gilt, wobei p die
Inflation des reguldren Charakters von G/N ist.

Aufgabe 29 (3 Punkte). Sei H < G und A eine Darstellung von H mit Charakter x. Sei t1,...,tm
ein Reprisentantensystem fiir die Linksnebenklassen von H nach G. Fiir g € G sei A(g) := A(g), falls
g € H und 0 € ZxW*x() songst. Fiir g € G definieren wir die Blockmatrix

Altilgts) - Aty gtm)
A%(g) = : :
Alty'gt) oo Alty'gtm)

Zeigen Sie, dass AY eine Darstellung von G mit Charakter x& ist.

Aufgabe 30 (2 Punkte). Sei H < G mit ggT(|H|, |G : H|) = 1. Zeigen Sie G'NZ(G)NH < H'.
Bemerkung: Dies verallgemeinert den Satz von Taunt.
Hinweis: Jede Gruppe wird von Sylowgruppen erzeugt.

Aufgabe 31 (2 Punkte). Sei G < GL(n,Q) endlich. Zeigen Sie, dass ein Normalteiler N = C¥ (mit
k € Ny) von G existiert, sodass G/N zu einer Untergruppe von GL(n,2) isomorph ist.

Aufgabe 32 (3 Punkte). Sei G < GL(2,R) endlich. Zeigen Sie: Ist G < SL(2,R) so ist G zyklisch
und anderenfalls eine Diedergruppe.

Hinweis: [Aufgabe 8|

Aufgabe 33 (Bonusaufgabe, +3 Punkte). Ein Charakter-Sudoku: Vervollstiandigen Sie folgende Cha-
raktertafel, in der die erste Spalte zum trivialen Element gehort:

X1
X2
X3
xa |1 -1 1 1 i
X5 |2 2 2 -1 0
X6
x7 |3 3 -1 0 1
X8
X9
X10

Hinweis: [BSpl 315

Aufgabe 34 (3 Punkte). Sei K ein Korper und n € N. Fiir eine Relation R C {1,...,n}? sei
Agp = {(aij) e Knxm: (Z,j) ¢ R — a5 = 0}

Zeigen Sie, dass Ap genau dann eine K-Algebra ist, wenn R reflexiv (Vi : (i,7) € R) und transitiv
((i,7), (4, k) € R= (i,k) € R) ist.

Bemerkung: Fiir die Gleichheitsrelation R erhélt man die Diagonalmatrizen und fiir die Kleinergleich-
Relation erhilt man die oberen Dreiecksmatrizen.
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Aufgabe 35 (3 Punkte). Sei A eine Algebra. Zeigen Sie, dass A-Moduln M und N genau dann
isomorph sind, wenn Ann(M) = Ann(N) gilt.

Aufgabe 36 (2 + 2+ 2 Punkte). Sei e # 0 ein Idempotent einer K-Algebra A. Zeigen Sie:

(a) eAe ist eine K-Algebra, aber im Allgemeinen keine Unteralgebra von A.

(b) J(eAe) =eJ(A)e.

(c) Enda(Ae) = (eAe)?, wobei Ae der von e erzeugte Untermodul des reguldren A-Moduls ist.

Zusatz: Gilt auch Z(eAe) = eZ(A)e?

Aufgabe 37 (2 + 2 Punkte). Sei A eine Algebra und N < M A-Moduln. Zeigen Sie:
(a) (NAKAYAMAs Lemma) Aus M = N + J(A)M folgt M = N.

(b) J(M) :=J(A)M ist der Durchschnitt aller maximalen Untermoduln von M.
Hinweis: Beweis von [Satz 9.15

Aufgabe 38 (2 + 3 Punkte). Zeigen Sie fiir jede endliche Gruppe G:
(a) Fir x € Irr(G) ist wy: Z(CG) — C, CT — wy(C) ein Homomorphismus von Algebren.
(b) Jeder Homomorphismus Z(CG) — C hat die Form w,, fiir ein x € Irr(G).

Aufgabe 39 (3 Punkte). Bestimmen Sie die Artin-Wedderburn-Zerlegung von RC), fiir n € N.

Aufgabe 40 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass ein Zahlkorper K genau dann ein Zerféllungskorper fiir die
endliche Gruppe G ist, wenn ny,...,ny € Nmit KG = K™M*™M x .., x K™*" existieren.
Hinweis:

Aufgabe 41 (3 Punkte). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p > 0 und G
eine endliche Gruppe. Zeigen Sie, dass K G bis auf Isomorphie genau |G : G’|,; Moduln der Dimension
1 besitzt (dabei ist |G : G’|,y der grofte zu p teilerfremde Teiler von |G : G']).
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Stichwortverzeichnis

Symbole B
(x:¥)a, |3 Bestandteil
[z, 9], irreduzibler,
1g, [ Vielfachheit,
Aff(F), Brauer, [9]
A, B Brauer-Charakter, [50]
Ann(M), Brauers Induktionssatz, [24]
A°,[30 Brauers Permutationslemma,
ct, Burnside, [A7]
CF(G),[8 Burnside-Algorithmus, [16
C(@), Burnsides p®¢®-Satz,
Ccz(g)), .
ClG),
Cl(g), [7 Charakter, [0]
Cy, Grad, [0]
Dan, [ induzierter, 20]
Aol,H irreduzibler, [6]
Ay, [ linearer, [7]
det x, [7] treuer, [6]
Ei;, Pl trivialer, [7]
End 4 (M), Zentrum, [T5]
G, Charakter-Sudoku,
~v(A), Charaktergruppe,
YepE, [10] Charaktertafel,
H, Din, B3]
Hom (M, N), ﬁ4, %
II‘I‘(G), @ 59
J(M), abelsche Gruppe,
k(G)v Cs XC2,
Ker(x), Chn,
KX, - 287 %
M ~ ]V7 )
wy (C), Clifford, [55]
%, 5
54
(%8 Darstellung
Q’ (ir)reduzible,
S(;:, (z) absolut irreduzible,
sgnprg’] ’ einer Algebra, [30]
S 7@ Grad, [3]
ZT(LA) orthogonale, [54]
018 i 3
A triviale, [3]
Algebra, dhnlich, []
einfache, Darstellungstyp, 52|
entgegengesetzte, [30] Dedekind-Identitat,
ilzllsleinche, B2 ]ze.ﬂatio'n, F%l
okale, [32 -invariant,
Annullator, Diedergruppe, []
Artin-Wedderburn, direktes Produkt, [30]

Dirichlet, [7]
Divisionsalgebra,
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Dixon-Schneider-Algorithmus, [16] Kommutator, [T3]
Kommutatorgruppe, @

E Kommutatorraum,
Element Kompositionsfaktor,
Idempotent, [33] Kompositionsreihe,
konjugiert, [7] Konjugationsklasse, [7]
nilpotent, Korrespondenzsatz, [32]
Endomorphismenalgebra, Kroneckerprodukt, [12]
. Krull-Schmidt,
Feit, M
Fitting, Maschke, [5} [46]
Frobenius, 22] Matrixdarstellung, [3]
Frobenius-Reziprozitét, [19] Minkowski, [25]
Frobeniusgruppe, 23] Modul, [34]
(un)zerlegbarer,
G einfacher,
Galois-konjugiert, [27] halbeinfacher,

ganz-algebraisch, [I7] reguldrer, [35]

Grad, trivialer,
Gruppenalgebra, BH

N
H Nakayamas Lemma, [58]
Hamilton,
Higman, (0]
Homomorphiesatz Operation, [3]
fiir Algebren, [3T] Orthogonalitétsrelation
fiir Moduln, [36] erste, [
Homomorphismus zweite, [T]]
von Algebren,
von Moduln, [35 P
p-Element, p’-Element,
1 p-Faktor, p’-Faktor,
Ideal, p-Konjugationsklasse, 8
nilpotentes, [31] p’-Sektion,
Idempotent, [33] Permutationscharakter,
heben, [34] Permutationsdarstellung, [55]
Inflation, [4] Permutationsmatrix, [54]
Involution, verallgemeinerte, [26]
Isomorphiesétze
fiir Algebren, [31] Q
fiir Moduln, [36] Quaternionenalgebra, [55]
Quaternionengruppe,
J
Jacobson-Radikal, [32] R
Jordan, [20] Radial,
Jordan-Holder, Restriktion, [
K S
K-Darstellung, [3] Schur, [29]
Klassenfunktion, Schur-Relationen,
induzierte, Schurs Lemma, [§
Klassenmultiplikationskonstante, T
Klassensumme,
Klassenzahl, [7] = Taunt, 23]
Knapp-Schmid, U
Koh, Unteralgebra,
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Untermodul, [35]

A%
Verzweigungsindex, [55]

W
Wedderburn,

Z
Zahlkorper,
Zentralisator, [7]
Zentrum, [30]
Zerfallungskorper, 24]
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