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Vorwort

Das vorliegende Skript basiert auf Vorlesungen im Wintersemester 2013/14 und im Sommersemester
2018 an der Friedrich-Schiller-Universitét in Jena. Es handelte sich um 3+ 1 Vorlesungen fiir den Mas-
terstudiengang der Mathematik. Mein Ziel war es moglichst schnell und elementar, die Hauptsétze der
Charaktertheorie endlicher Gruppen zu beweisen. Von den Horern wurden lediglich Vorkenntnisse der
Algebra 1 vorausgesetzt (elementare Gruppentheorie und etwas Galoistheorie). Ich habe konsequent
auf die Begriffe ,Modul“ und ,Gruppenalgebra“ verzichtet (iiblicherweise Bestandteile einer Algebra 2
Vorlesung). Ich bedanke mich bei René Reichenbach und Sebastian Uschmann fiir zahlreiche Fehler-
hinweise und Verbesserungsvorschlage.

Folgende Quellen liegen dem Skript zu Grunde (in absteigender Prioritét):
e Kiilshammer, Skript zur Darstellungstheorie
e I[saacs, Character theory of finite groups, AMS Chelsea Publishing, Providence, RI, 2006

e Huppert, Character theory of finite groups, Expositions in Mathematics, Vol. 25, Walter de Gruy-
ter GmbH & Co., Berlin, 1998



Berkovich und Zhmud, Characters of finite groups. Part 1, Translations of Mathematical Mono-
graphs, Vol. 172, American Mathematical Society, Providence, RI, 1998.

Huppert, Endliche Gruppen I, Die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, Band 134,
Springer-Verlag, Berlin, 1967

Isaacs, Finite group theory, Graduate Studies in Mathematics, Vol. 92, American Mathematical
Society, Providence, RI, 2008

Berkovich, Groups of prime power order 1, Expositions in Mathematics, Vol. 46, Walter de Gruy-
ter GmbH & Co. KG, Berlin, 2008

Tao, Hilbert’s fifth problem and related topics, https:/ /terrytao.wordpress.com/2011/08/27 /254a-
notes-0-hilberts-fifth-problem-and-related-topics

Grove, Groups and characters, Pure and Applied Mathematics, John Wiley & Sons Inc., New
York, 1997

Fulton und Harris, Representation theory, Graduate Texts in Mathematics, Vol. 129, Springer-
Verlag, New York, 1991

1 Darstellungen und Charaktere

Stets sei G eine endliche Gruppe.

Definition 1.1. Sei V # 0 ein endlich-dimensionaler komplexer Vektorraum. Eine Darstellung von
G ist ein Homomorphismus A : G — GL(V'). Der Grad der Darstellung ist n := dim V. Durch Wahl
einer Basis von V erhélt man eine entsprechende Matrizdarstellung A’ : G — GL(n, C).

Beispiel 1.2.

(i)
(i)
(iii)

(iv)

Die triviale (Matrix-)Darstellung 15 : G — GL(1,C) = C* ist gegeben durch g — 1 fiir g € G.
Fiir n € N ist die Abbildung sgn : S,, — C*, g — sgn(g) eine Darstellung vom Grad 1.

Fiir zwei Darstellungen A : G — GL(V) und I' : G — GL(W) ist auch A@ T : G — GL(V x W)
eine Darstellung. Dabei ist ((A @ I')(g))(v,w) == ((A(g))(v), (T'(g))(w)) fir g € G, v € V und
weW.

Ist A : G — GL(V) eine Darstellung und H < G, so erhdlt man durch Einschrinkung eine
Darstellung Ap : H — GL(V), h — A(h).

Ist NIG und A : G/N — GL(V) eine Darstellung, so erhélt man durch Inflation eine Darstellung
G — GL(V), g — A(gN) auf G. Diese werden wir oft auch mit A bezeichnen.

Ist A : G — GL(V) eine Darstellung und N < G mit N C Ker(A), so erhélt man durch
Deflation eine wohldefinierte Darstellung A : G/N — GL(V), gN — A(g). Insbesondere ist
A : G/ Ker(A) — GL(V) eine treue Darstellung, d.h. A ist injektiv.

Inflation und Deflation sind offenbar zueinander invers.


https://terrytao.wordpress.com/2011/08/27/254a-notes-0-hilberts-fifth-problem-and-related-topics
https://terrytao.wordpress.com/2011/08/27/254a-notes-0-hilberts-fifth-problem-and-related-topics

Definition 1.3. Zwei Darstellungen A : G — GL(V) und I' : G — GL(W) heifen dhnlich, falls ein
Isomorphismus f : V — W mit foA(g) =T'(g)o f fiir alle g € G existiert. Gegebenenfalls ist also das
folgende Diagramm kommutativ:

Entsprechend sind zwei Matrixdarstellungen A : G — GL(n,C) und I' : G — GL(m, C) ahnlich, falls
n =m ist und ein A € GL(n,C) existiert mit AA(g) =TI'(g)A fiir alle g € G.

Bemerkung 1.4.
(i) Ahnliche Darstellungen haben den gleichen Grad.
(ii) Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation.
(iii) Man interessiert sich in der Regel nur fiir Darstellungen bis auf Ahnlichkeit (so wie fiir Gruppen
bis auf Isomorphie).

(iv) In der linearen Algebra zeigt man, dass zwei quadratische Matrizen A, B genau dann die gleiche
Abbildung beschreiben, wenn es eine invertierbare Matrix T' mit AT = T B gibt. Somit sind zwei
Matrixdarstellungen I'y und I's, die einer festen Darstellung A von G entsprechen, stets dhnlich.

(v) Die Ahnlichkeitsklassen von Darstellungen und Matrixdarstellungen entsprechen sich offenbar.
Wir werden daher im Folgenden Darstellungen oft mit ihren entsprechenden Matrixdarstellungen
identifizieren.

Definition 1.5. Sei A : G — GL(V) eine Darstellung. Ein Untervektorraum U < V heifit A-invariant,
falls (A(g))(u) € U fiir alle g € G und u € U gilt. Gegebenenfalls ist A" : G — GL(U), g = A(g)jy
auch eine Darstellung. Sind 0 und V' die einzigen A-invarianten Untervektorrdume, so ist A irreduzibel.
Anderenfalls ist A reduzibel.

Beispiel 1.6.
(i) Darstellungen vom Grad 1 sind offensichtlich irreduzibel.
(ii) Inflation und Deflation irreduzibler Darstellungen sind wieder irreduzibel (die Bilder d&ndern sich

nicht).

Satz 1.7 (MASCHKE). Sei A : G — GL(V) eine Darstellung und U <V A-invariant. Dann besitzt U
ein A-invariantes Komplement W <V, d.h. V=U @ W.

Beweis. Wir wihlen zunéchst einen beliebigen Untervektorraum X von V mit V = U & X (lineare
Algebra) und bezeichnen mit h : V' — V die entsprechende Projektion auf U. Dann setzen wir

1 _
9i= g1 2 Al o ho Alx)

zeG



und W := Ker(g). Fiir u € U ist also

Z YohoA(x Z A(x)) (u) = u.

= = —A(z—1z)=A(1)=idy

Insbesondere ist UNW = 0. Fiir v € V ist g(v) € U, also

9(v —g(v)) = g(v) = g(g(v)) = g(v) — g(v) =0,
d.-h.v—gw) e Wund v =gv)+ (v—g()) € U+W. Folglichist V=U®W.Firwe Wundy € G

ist

(00 8)w) = (g 5 A0 ko Ay) ) (v)

xeG
:( <’G|2Ay1w ohoA(my)))( )
xeG
= (A(y) 0 g)(w) = (A(y))(0) =0,
also (A(y))(w) € Ker(g) = W. Folglich ist W A-invariant. O

Bemerkung 1.8. Sei A eine Darstellung auf V', und sei V.= U & W eine A-invariante Zerlegung.
Dies liefert Teildarstellungen I'y : G — GL(U), g = A(g)jy und T'y : G — GL(W), g = A(g)w-
Durch Wahl einer geeigneten Basis von V' hat A dann die Form

A(g) = <FU0(9) va( g)>

fiir alle g € G. Somit ist A = I'y @ I'yy. Jede Darstellung lésst sich also als direkte Summe irreduzibler
Darstellungen schreiben.

Lemma 1.9 (SCHURs Lemma). Seien A : G — GL(n,C), I' : G — GL(m, C) irreduzible Matrizdar-
stellungen und 0 # A € C™™ mit AT'(g) = A(g)A fir alle g € G. Dann ist n = m und A ist
invertierbar (insbesondere sind A und I' dhnlich). Im Fall A =T gilt A = A\1,, fiir ein A\ € C*.

Beweis. Fiir g € G und v € Ker(A) ist
(AA(g))v = (T'(g)A)v = 0,

also (A(g))v € Ker(A). Daher ist Ker(A) ein A-invarianter Untervektorraum von C™. Analog ist
Bild(A) ein I'-invarianter Untervektorraum von C". Also ist Ker(A) = 0 und Bild(A) = C™ wegen der
Irreduzibilitédt von A und I'. Folglich ist A invertierbar und n = m. Sei nun A =T'. Sei A ein Eigenwert
von A. Dann gilt auch (A — A\1,)I'(g) = A(g)(A — A1,) fir alle g € G. Da A — A1, nicht invertierbar
ist, folgt A — A1, = 0 aus dem ersten Teil des Beweises. O

Satz 1.10. Jede irreduzible Darstellung einer abelschen Gruppe hat Grad 1.

Beweis. Sei G abelsch und A : G — GL(n,C) eine irreduzible Matrixdarstellung von G. Sei g € G
fest. Fiir alle h € G gilt dann A(g)A(h) = A(gh) = A(hg) = A(h)A(g). Nach Schurs Lemma ist also
A(g) = Agly, fiir ein A\, € C. Insbesondere ist C(1,0,...,0) ein A-invarianter Untervektorraum von
C™. Da A irreduzibel ist, folgt n = 1. O



Definition 1.11. Sei A : G — GL(n,C) eine Matrixdarstellung. Die Abbildung x : G — C, g —
Spur A(g) heifst Charakter von A (und von G). Dabei ist x(1) = Spur A(1) = Spur1,, = n der Grad
von x (und von A). Ist A irreduzibel (treu, ...), so bezeichnet man auch y als irreduzibel (treu, ...).
Die Menge der irreduziblen Charaktere von G bezeichnen wir mit Irr(G).

Lemma 1.12. Ahnliche Matrizdarstellungen haben den gleichen Charakter.

Beweis. Seien A : G — GL(n,C) und I' : G — GL(n, C) &hnliche Matrixdarstellungen. Dann existiert
ein A € GL(n,C) mit A(g)A = AI'(g) fiir alle g € G. Aus der linearen Algebra weif man, dass fiir
quadratische Matrizen My, My der gleichen Dimension gilt: Spur(M;Msy) = Spur(MaM;). Somit ist
Spur A(g) = Spur((ATl'(g))A™!) = Spur(A~1(AT'(g))) = SpurI'(g) fiir alle g € G. O

Bemerkung 1.13.

(i) Ist A : G — GL(V) eine Darstellung, so kann man A einen Charakter zuordnen, indem man eine
entsprechende Matrixdarstellung wiahlt. Wegen kommt es dabei nicht auf die Wahl
der Basis von V an.

(ii) Charaktere sind die ,,Schatten“ von Darstellungen, d. h. man verliert einerseits Information, indem
man die n? Eintrige einer Matrix durch einen einzigen Wert ersetzt, aber andererseits bleibt genug
Information, um Eigenschaften der Gruppe abzulesen.

(iii) Offenbar stimmen Darstellungen vom Grad 1 mit ihrem Charakter iiberein. Man nennt diese
Charaktere linear. Insbesondere gibt es den trivialen Charakter 1g : G — C mit 1g(g) = 1 fiir
g €aq.

(iv) Sind A und I' Darstellungen mit Charakter xa bzw. xr, so hat A @ I" den Charakter xa + xr.
Summen von Charakteren sind also wieder Charaktere.

(v) Fiir jede Darstellung A : G — GL(V) ist det A : G — C, g — det A(g) ein Charakter vom Grad
1.
Definition 1.14.

(i) Sei g € G. Dann nennt man C := {hgh™! : h € G} die Konjugationsklasse von g. Offenbar ist {1}
eine Konjugationsklasse von G. Die Menge der Konjugationsklassen von G ist CI(G). Ist h € C,
so sind g und h kongugiert. Sei Cg(g) := {x € G : g = ga} < G der Zentralisator von g in G. In
der Algebra 1 zeigt man |C| = |G : Cg(g)|.

(ii) Eine Abbildung f : G — C heift Klassenfunktion, falls f(g) = f(hgh™!) fiir alle g,h € G gilt.
Klassenfunktionen sind also konstant auf Konjugationsklassen.
Lemma 1.15.
(i) Die Charaktere einer Gruppe G sind Klassenfunktionen.
(it) Die Menge CF(G) der Klassenfunktionen bildet einen C-Vektorraum durch (a+ 5)(g) := a(g) +
B(g) und (a-a)(g) = aa(g) fir a,p € CF(G), a € C und g € G. Dabei ist dim CF(G) = |C1(G)|.

Bewezs.

(i) Sei A : G — GL(V) eine Darstellung mit Charakter x. Fiir g, h € G ist

X(hgh™") = Spur A(hgh™") = Spur(A(h)A(g)A(R) ") = Spur A(g) = x(g)-



(ii) Trivial. O
Definition 1.16. Offenbar definiert
(6 ¥)e = Z x(g (x, ¥ € CF(G)).
|G| poerd

ein Skalarprodukt des C-Vektorraums CF(G). Auf diese Weise wird CF(G) zu einem Hilbertraum.
Bemerkung 1.17. Fiir Charaktere x, von G ist nach auch

X ¥ |G’Zx

geG
Lemma 1.18 (ScHUR-Relationen). Seien A : G — GL(n,C), T' : G — GL(m,C) irreduzible Ma-
trizdarstellungen mit A(g) = (Nij(g)) und I'(g) = (0;(g)) fir g € G.
(i) Sind A und T' nicht dhnlich, so ist
Z Xii(9)055(97") =0
geG
fir alle 1, 7.
(ii) Es ist

Z Nilg)hii(g™D) |7Cj\ b5

geG

Beweis. Sei E;; € C"*™ die Matrix mit einer 1 an Position (7, j) und sonst nur Nullen. Wir setzen
Fij = Z A(g)E5T(g7h).
geG

Fiir h € G ist dann A(h)F,;T'(h™) = F;;, d.h. A(h)F;; = F;;T'(h). Sind A und I nicht dhnlich, so
folgt Fj; = 0 aus Schurs Lemma. Insbesondere ist Fj; an der Position (i, j) gleich 0, d.h. (i) gilt.

Sei nun A =T". Nach Schur ist F;; = p;; - 1,, fiir ein p;; € C. Fiir den Eintrag von Fj; an Position (1,1)
gilt dann

pPij = Z Mi(9)Ailg™h) = Z Ai(h™HA Z A1 (M)A () = pr1dy;.

e heG heG

Mit P = P11 (: pzz) gllt dann

np =Y Y Xj@Xilg™) =D 1=|G]|

j=1geG geG

wegen A(g)A(g!) = 1, fiir g € G. Nun ergibt sich (i) durch den Eintrag von F}; an Position (4,5). [

Satz 1.19 (Erste Orthogonalititsrelation). Fiir x, v € Irr(G) gilt

1 falls x =1,
(6 ¥)e = |G|Zx {0

sonst.
geG 0




Beweis. Seien A und I' irreduzible Darstellungen von G mit Charakter x bzw. 1. Sei zunéchst x # .
Nach |[Lemma 1.12|sind dann A und I" nicht &hnlich. Wir schreiben A(g) = (Aij(g)) und I'(g) = (65;(9))

fir g € G. Dann ist x(g) = >_ Aii(g) und 1/)( ) =Y 0ii(g). Nach [Lemma 1.18]ist also
XY Z > iy —0.

geG i,J
Analog gilt
x(1) 1G]
i =1. O
IZZ ERD)

9eG i,j

Bemerkung 1.20. Aus [Satz 1.19| folgt leicht, dass Irr(G) eine linear unabhéngige Teilmenge von
CF(G) ist. Insbesondere ist |Irr(G)| < dimg CF(G) = |CI(G)| < |G| < 0.

Satz 1.21. Zwei Darstellungen sind genau dann dhnlich, wenn sie den gleichen Charakter haben.

Beweis. Eine Richtung ist Seien nun A und I' Darstellungen mit dem gleichen Charakter
x. Wir schreiben A = @7 ;| A; und I' = @;”, I'; als Summen von irreduziblen Darstellungen. Dann

zerlegt sich auch x in
n m
X=> XA, = X1
i=1 i=1

Nach [Bemerkung 1.20]ist n = m und xa, = xr, bei geeigneter Nummerierung. Aus folgt
nun leicht, dass A; und I'; dhnlich sind. Sei also A; € GL(xa,(1),C) mit A;A;(g) = I'i(g)A; fiir alle
g € G. Fiir

Ay 0
A= € GL(x(1),C)
0 An
gilt dann offenbar AA(g) =T'(g)A fiir alle g € G, d.h. A und T" sind &hnlich. O

Bemerkung 1.22.
(i) Sei p der reguldre Charakter von G. Nach [Aufgabe 2| gilt

G| falls g =1,
plg) = {‘ |

0 sonst.

Fir x € Irr(G) ist daher

06 = g7 2 AN = (D)

geG

Es folgt p = 3" cr(ey X(Dx und |G = p(1) = > x(1)%
x€Irr(G)

(ii) Seien C,D,E € CI(G), e € E und g € G. Dann ist die Abbildung (c,d) — (gcg™t, gdg™") eine
Bijektion zwischen {(c,d) € C x D : cd = e} und {(¢,d) € C x D : ed = geg~'}. Daher hiingt der

Klassenmultiplikationskonstante
ccpe = |{(c,d) € C x D :cd = e}

nicht von der Wahl von e € E ab.



Lemma 1.23. Fir eine irreduzible Darstellung A mit Charakter x und g € C' € CI(G) gilt

D Az) =wa(C)id

zeC

mit wa(C) = wy (C) := %X(g).

Beweis. Sei A := Y. - A(z). Fir y € G gilt A(y)AA(y™") = >, cc Alyzy™) = A. Aus Schurs

eC
Lemma folgt A = wa(C)id fiir ein wa(C) € C. Weiter ist wa(C)x(1) = Spurd = > .~ x(z) =
Clx(g)- O

Satz 1.24 (Zweite Orthogonalititsrelation). Fir g,h € G gilt

S |Ca(g)|  falls g und h konjugiert sind,
> x(g)x(h) =

0 sonst.

x€Irr(G)

Beweis. Seien C,D € CI(G) mit g € C und h=! € D. Sei A: G — GL(n,C) eine irreduzible Ma-
trixdarstellung mit Charakter y. Nach gilt

W (C)an (D) =Y A Y AWd) =D Ale .22 > ccpr Y Ale)

ceC deD ceC deD EeCl(G) eck
= Z ccprwy (E)1,.
EeCl(G)

Aus der Definition von w, erhélt man
— ccpe|F
X = Y CPEEL 1)),
E€CI(G) 1P|
wobei jeweils e € E gewahlt ist. Sei p der regulére Charakter von G. Summieren iiber y liefert
—= copilE| T3 ccprlE| cepq1y|G
S xlox(m)y = > Y. x(x(e)= Y SarErele) = 0{72-
| 1D |C||D] C[|D]
x€lrr(G) EcClG x€lrr(G) EcCl(G)

Die Konjugationsklasse von A ist offenbar D™ = {d~! : d € D}. Sind g und h nicht konjugiert, so ist
also CN D! =@ und cepq1y = 0. Anderenfalls ist cop(iy = |C| = |D| und die Behauptung folgt aus

& = |calo)l- O

Satz 1.25. Irr(G) ist eine Orthonormalbasis von CF(G). Insbesondere ist’ k(G) = |Irr(G)| = |CI(G)|.‘

Beweis. Wir wissen bereits, dass Irr(G) linear unabhéngig ist (Bemerkung 1.20). Nach der zweiten
Orthogonalitétsrelation ist fiir g € C' € Cl(G) andererseits

1 _
$c = W Z x(g l)X
¢ x€lrr(G)
die charakteristische Funktion auf C' (d. h. ¢c(z) ist 1 falls z € C und sonst 0). Da die charakteristischen
Funktionen eine Basis von CF(G) bilden, ist Irr(G) auch ein Erzeugendensystem. Die Orthonormalitét
folgt aus der ersten Orthogonalitétsrelation. O



Bemerkung 1.26.
(i) Jede Klassenfunktion f € CF(G) lasst sich also eindeutig in der Form

f= Z Ay X

x€lrr(G)

mit a, € C schreiben. Ist a, € Z fiir alle x € Irr(G), so ist f ein virtueller Charakter von G
(oder verallgemeinerter Charakter). Gilt zusétzlich a, > 0 fiir alle x € Irr(G) und ay > 0 fiir
mindestens ein ¢ € Irr(G), so ist f ein Charakter nach |Bemerkung 1.13|. Umgekehrt hat jeder
Charakter von G die Form v = erlrr(g) a,x mit ay, € Ny. Ist ay, = (¢, x)¢ > 0, so nennt

man X einen irreduziblen Bestandteil von 1 mit Vielfachheit a,. Aukerdem gilt (v, v)g = ai.
Insbesondere ist ¢ genau dann irreduzibel, falls (¢, 9)q = 1 gilt.

(ii) Im Allgemeinen kennt man keine kanonische Bijektion zwischen Cl(G) und Irr(G).

2 Charaktertafeln

Bemerkung 2.1. Sei g1,...,9r € G ein Repréasentantensystem fiir die Konjugationsklassen von G,
und sei Irr(G) = {x1, ..., xx}. Die k x k-Matrix C := (xi(g;))i,; heibt Charaktertafel von G. Natiirlich
héngt C von der Reihenfolge der Elemente und Charaktere ab. In der Regel wahlt man g1 = 1, x1 = 1g
und x1(1) < x2(1) < ... < xk(1). In diesem Kapitel wollen wir C fiir einige Gruppen berechnen. Die
erste Orthogonalitétsrelation ldsst sich in der Form

Z ‘Cl)’XT(gi)Xs(gi) = s

c(gi

schreiben. Dies betrifft also die Zeilen von C. Die zweite Orthogonalitidtsrelation besagt, dass die
Spalten von C paarweise orthogonal bzgl. des Standardskalarprodukts von CF sind. Insbesondere ist
C invertierbar.

Bemerkung 2.2. Seien G und H endliche Gruppen und A : G — GL(n,C) und I : H — GL(m,C)
Matrixdarstellungen. Fiir ¢ € G und h € H schreiben wir A(g) = (y;(g)) und I'(h) = (B;5(h)). Sei
AL ...,nm} = {1,...,n} x {1,...,m}, i — (i1,i2) eine Bijektion. Fiir (¢9,h) € G x H definieren
wir eine Matrix (A ® I')(g, h) € C*™>*™™" durch

(A ® F)(g, h) = (ai1j1 (g)/BinQ (h))zznzl (Kronec}{er—PrOdUkt)'

Satz 2.3. Die Abbildung A®T : G x H — GL(nm,C) ist eine Darstellung mit Grad nm. Fir die

entsprechenden Charaktere gilt xaer = Xaxr, wobei (xaxr)(g,h) = xa(g)xr(h) fir g € G und
heH.
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Beweis. Fiir (g1, h1), (g2, h2) € G x H gilt

(A ®@T) (9192, hih2) = (i, j,(9192) Binjo (h1h2))i

= (Z Z @iy k(91) ey (92) Bigt (h1) Bijy (h2)>

k=11=1

= (ZZO‘“’“ g 5zgl(h1)ak]1(92)6ljz(h2))
=1

k=1

’

/L?j

= (Z Ay (gl)ﬁizm (hl)aﬁjl (92)/8T2j2 (h2)>

r=1
= (A®T)(g1,h1)(A@T) (g2, h2).

,

Insbesondere ist (A @ I')(g,h)(A @ ) (g7, ™) = (A®T)(1,1) = (@i, (1)Bisjn(1))ij = lpm und
(A®T)(g,h) € GL(nm,C). Damit ist gezeigt, dass A ® I' eine Darstellung ist. Fiir den Charakter gilt

Xaer(g: h Zaml )Biaiz (B Zzakk )Bu(h) = xa(g)xr(h). m

k=11=1

Bemerkung 2.4.
(i) Nach [Satz 1.21| hiingt die Ahnlichkeitsklasse von A ® I' nicht von der Wahl der Bijektion f ab.

(ii) Im Fall H = G erhélt man eine Darstellung von G durch g — (A ®T)(g, g). Diese wird ebenfalls
mit A ® I' bezeichnet. Fiir Charaktere y, v von G ist also auch das Produkt x1 mit (x¥)(g) :=
x(9)¥(g) ein Charakter von G. Fiir x,v € Irr(G) ist x# nicht unbedingt irreduzibel.

Satz 2.5. Fir endliche Gruppen G, H ist Irr(G x H) = {x¢ : x € Irr(G),¢ € Irr(H) }.
Beweis. Sei Irr(G) = {x1,...,xn} und Irr(H) = {¢1,..., ¢ }. Dann ist

(Xithj, xet)axn = |G>< |ZZXz 9)0;i () xx(g)tu(h)

geG heH
= Z Xi(9)xk(g) > (k) | = Siwdji.
1G] IH |
geG heH

Also sind die Charaktere x;v; irreduzibel und paarweise verschieden. Wegen

> bavy( sz 2> _wi(1)° = |GI|H| = |G x H]|

=1 j=1 i=1 =
hat man alle irreduziblen Charaktere von G x H gefunden. OJ

Bemerkung 2.6. Sei G zyklisch der Ordnung n (wir schreiben G = C),). Nach [Aufgabe 1] ist die

Charaktertafel von G durch (e%ri l) k=0 gegeben (i = v/—1). Aus der Algebra 1/2 weift man, dass jede
abelsche Gruppe G das direkte Produkt zyklischer Gruppen ist (fiir einen elementaren Beweis siehe
Theorem 2.1.3 in Kurzweil-Stellmacher, ,,Theorie der endlichen Gruppen®). Mit lésst sich also
leicht die Charaktertafel von G berechnen.
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Beispiel 2.7. Sei G := {1,z,y,2 (= zy)} = Cy x Oy = C? die Kleinsche Vierergruppe mit Irr(G) =
{x1,-.-,x4}. Dann ist

022‘1 r Yy oz
i1l 1 1 1
Yo 1l =1 1 -1
all 1 -1 -1
Yall =1 -1 1

die Charaktertafel von G.

Definition 2.8. Fiir x,y € G ist [x,y] := zyz~'y~! der Kommutator von z und y. Wir setzen
G = ([z,y] 12,y € G)

(die kleinste Untergruppe, die alle Kommutatoren enthélt). Dann heifst G’ Kommutatorgruppe von G.

Bemerkung 2.9. Fiir « € Aut(G) und z,y € G ist offenbar a([z, y]) = [a(x), a(y)] € G'. Insbesondere
ist G’ <G (wihle a € Inn(Q)). Fir 2G',yG' € G/G'" ist

eG'yG = zylyt, 27 G = yG'xG,
——
eq’

d.h. G/G" ist abelsch. Ist umgekehrt N <G mit G /N abelsch, so gilt [z, y]N = s NyN (zN) 1 (yN)~! =
N fiir z,y € G, d.h. G' C N.

Satz 2.10. Die Charaktere von G vom Grad 1 sind gerade die Inflationen von Irr(G/G").

Beweis. Sei x ein Charakter von G vom Grad 1. Dann ist x : G — C* ein Homomorphismus. Ins-
besondere ist G/ Ker x als Untergruppe von C* abelsch, d.h. G’ C Ker . Deflation liefert also ein
Y € Irr(G/G') und x ist die Inflation von .

Umgekehrt hat die Inflation jedes x € Irr(G/G’) Grad 1 wegen [Satz 1.10) O

Beispiel 2.11. Sei G = Ay die alternierende Gruppe vom Grad 4. Bekanntlich ist die Kleinsche Vie-
rergruppe V := ((1,2)(3,4), (1,3)(2,4)) normal in G. Wegen |G/V| = 3 ist G/V abelsch und G’ C V.
Da G nicht abelsch ist, muss also G’ =V gelten. Fir Irr(G) = {x1,..., xx} gilt also 0. B.d. A. x1(1) =
x2(1) = x3(1) = 1 und x;(1) > 1 fiir i > 4. AuRerdem ist 12 = |G| = 32F vi(1)2 =3+ 3%, xi(1)2.
Es folgt £ = 4 und x4(1) = 3. Somit hat G auch 4 Konjugationsklassen. Aus Ordnungsgriinden sind
die Elemente 1, (1,2)(3,4) und (1, 2, 3) paarweise nicht konjugiert. In der abelschen Gruppe G/G’ sind
auch (1,2,3)G’ und (1, 3,2)G’ = (1,2,3)"1G’ nicht konjugiert. Somit kénnen auch (1,2, 3) und (1, 3,2)
nicht in G konjugiert sein. Also ist 1, (1,2)(3,4), (1,2,3) und (1, 3,2) ein Repréisentantensystem fiir
die Konjugationsklassen von G. Ein Teil der Charaktertafel ergibt sich nun wie folgt

A4 ‘ 1 (152)(354) (17273) (15352)

x1 |1 1 1 1 . 1 —
X2 |1 1 o ot o= 23 — = + \/;
X3 |1 1 ot o

X4 | 3

12



Die letzte Zeile ergibt sich aus der zweiten Orthogonalititsrelation:

A4 ‘ 1 (172)(374) (17273) (17372)
x1 |1 1 1 1
xe | 1 1 o o1
xs | 1 1 ot o
X4 | 3 -1 0 0

Lemma 2.12. Sei g € G. Fiir eine Darstellung A von G mit Charakter x gilt
(i) Ix(9)] < x(1).
(i) Ix(9)] = x(1) & A(g) € C*id.

(iii) x(g9) = x(1) & g € Ker(A).

Bewezs Sei n := X(l), und seien €1,...,e, € C die Eigenwerte von A(g). Wegen (A(g))l9l =
A(gl9l) = A(1) = 1, sind die ¢ Einheitswurzeln. Wir wenden die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
auf die Vektoren v := (€1,...,€,) und w := (1,...,1) an:

X(9)] = le1 + ...+ €] = (v, w)] < [[o]|Jw]| = Vav/n = n.

Dies zeigt . Gilt Gleichheit, so sind v und w linear abhéngig und es folgt € ;= €1 = €3 = ... = €,.
Da A(g) diagonalisierbar ist , ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts e gleich n,
d.h. A(g) = eid. Ist umgekehrt A(g) € C*id, so folgt sicher |x(g)| = x(1). Ist sogar x(g) = x(1), so
ist offensichtlich € = 1 und g € Ker(A). Die Umkehrung ist hier auch klar. O

Definition 2.13. Fiir eine Darstellung A mit Charakter y setzen wir Ker(x) := Ker(A) und Z(x) :
Z(A) :={g € G :|x(g9)] = x(1)}. Man nennt Z(x) das Zentrum von x (bzw. A).

Satz 2.14. Fir jeden Charakter x von G sind Ker(x) und Z(x) Normalteiler von G. Dabei ist Ker(x)
Z(x) und Z(x)/ Ker(x) ist zyklisch. Ist x € Irr(G), so ist Z(x)/ Ker(x) = Z(G/ Ker(x)) und Z(G)
Z(x)-

<
-

Beweis. Sicher ist Ker(x) <G und Ker(x) C Z(x). Sei A : G — GL(V') eine Darstellung mit Charakter
x. Offenbar ist C* idy C Z(GL(V)) und damit C* idy IGL(V). Somit ist auch Z(y) = A~HC*idy) <
G. Nach dem Homomorphiesatz ist auferdem Z(x)/Ker(x) zu einer endlichen Untergruppe H von
C*idy = C* isomorph. Offenbar besteht H genau aus den |H |-ten Einheitswurzeln in C. Insbesondere
ist H zyklisch (in der Algebra 1 beweist man dies fiir beliebige Korper).

Sei nun x € Irr(G). Nach Deflation konnen wir Ker(x) = 1 und G < GL(V) annehmen (dadurch
andert sich Z(x) nicht). Offenbar ist dann

Z(x) C C*idy N G C Z(GL(V)) N G C Z(G).

Fiir x € Z(G) gilt umgekehrt A(g)A(x) = A(gx) = A(zg) = A(x)A(g) fir alle g € G. Schurs Lemma
zeigt A(x) € C*idy und damit = € Z(x).

Die letzte Aussage folgt aus Z(G) Ker(y)/ Ker(x) < Z(G/ Ker(x)). O

Bemerkung 2.15. Auf diese Weise kann man h&ufig Normalteiler konstruieren, denn jeder Normal-

teiler ist Kern eines Charakters (Aufgabe 9)).

13



Satz 2.16. Die Charaktertafel von G ldsst sich aus den Klassenmultiplikationskonstanten berechnen.

Beweis (BURNSIDE-Algorithmus). Sei Cl(G) = {Kj, ..., Ky} und c;j; := Ck,k; K, die Klassenmulti-
plikationskonstante. Sei Tj := (cjjk)jx € Z™*". Seien Ay, ..., A, die irreduziblen Darstellungen von G
und w; :=wa, fir i =1,...,n. Nach gilt

(K ld = Z Al Z Al Z Al(:z:y) = Z Cijkwl(Kk) id
k=1

zeK; yeK; (z,y)eK;x K

fir 1 < 4,5,1 < n. Folglich ist e; := (w;(K%))r € C" ein Eigenvektor von T; zum Eigenwert w;(Kj;).
|I| Offenbar ist {ej,...,e,} eine Basis von C". Jeder Eigenraum von T; wird daher von einigen der ¢;
aufgespannt. Wir schneiden diese Eigenrdume mit den Eigenrdumen der T} fiir j # <. Die nicht-trivialen
Durchschnitte haben die Form

Vii={veC":Vi: Tjuv=w(K;)v} <C"

fir ein 1 <1 < n. Da fir [ # k stets ein i mit w;(K;) # wi(K;) existiert, ist die Summe der V
direkt. Aus Dimensionsgriinden ist nun V; = (¢;) fir I = 1,...,n. Wegen w;(K;) = 1 lasst sich ¢
aus V; berechnen. Nach der ersten Orthogonalititsrelation existiert nur ein Vektor e;, sagen wir eq,
der nur aus positiven Zahlen besteht. Er gehort zur trivialen Darstellung A;. Daraus ergeben sich die
Klassenldngen |K;| = wy(K;) fur i =1,...,n. Wegen

— | (KQ)* _ |G| _ |G|
; Kl () 22'” = (DE X X6 = =

geG

erhélt man x;(1) und anschliefend auch x;(g) = a@els) gy g € K. O

Bemerkung 2.17. In der Regel braucht man nicht alle Matrizen T;, um die Charaktertafel zu berech-
nen. Hat zum Beispiel w;(K;) als Eigenwert von 7; Vielfachheit 1, so kann man e; direkt als Erzeuger
des Eigenraums bestimmen. Optimierungen dieser Art fiihren zum Dizon-Schneider-Algorithmus, der
in der Praxis hdufig benutzt wird.

Satz 2.18. Sei CI(G) = {Ky,...,K,} und g; € K;. Dann gilt

I Y|V X(9:)x(9;)x(gx)
X€EIrr(G)

fir 1 <i,j,k < n. Die Klassenmultiplikationskonstanten lassen sich also aus der Charaktertafel be-
stimmen.

Beweis. Wie im Beweis von [Satz 2.16| ist w, (K;)w, (Kj) = Y5 ¢ijrwy (Ky). Daraus folgt

D I R B DI PNCSMEN 7S
xelrr(G) XEIrr(G)

|G|Zcm S wd KD () x(gn) ‘G|Zcm|m\ S xla)x(on) = cije O

X€EIrr(G) x€lrr(G)

!Die Eigenwerte von T; lassen sich zwar berechnen, aber deren Zuordnung zu w; ist nicht eindeutig.
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3 Ganz-algebraische Zahlen

Definition 3.1. Eine Zahl { € C heifst ganz-algebraisch, falls sie Nullstelle eines normierten, ganzzah-
ligen Polynoms ist, d.h. es existieren Zahlen n € N und ao,...,a,—1 € Z mit (" + a,_ ("' + ... +
a1¢ +ag =0.

Beispiel 3.2.

(i) Ganze Zahlen sind offenbar ganz-algebraisch.

(ii) Einheitswurzeln sind ganz-algebraisch als Nullstellen von Polynomen der Form X" — 1.

Lemma 3.3. Sind «, 8 € C ganz-algebraisch, so auch o+ 8 und 3. (Die ganz-algebraischen Zahlen
bilden also einen Ring.)

Beweis. Wir schreiben

Q" =ap_1a" .. +ao,

3.1
B =bpm 1B+ Dy (3:1)

mit ag,...,an_1,00,..,bm_1 € Z. Sei S :={aip? :i=0,....n—1, 5 =0,...,m — 1} und v :=
a+ B (bzw. aff). Fiir s € S existieren dann Zahlen cg; € Z mit ys = Y, g cst (benutze (3.1))). Fiir
A = (cst)stes € Z™" und v = (s : s € §) gilt Av = ~yv. Also ist y Nullstelle des normierten,
ganzzahligen Polynoms det(X1,, — A). O]

Bemerkung 3.4. Ist x ein Charakter von G, so ist x(g) als Summe von Einheitswurzeln (siehe zum

Beispiel Beweis von |Lemma 2.12)) ganz-algebraisch fiir g € G.

Lemma 3.5. Ist ( € Q ganz-algebraisch, so ist ¢ € Z.

Beweis. Sei ( = £ mit r,s € Z und ggT(r,s) = 1. Nach Voraussetzung existieren ag, ..., a,-1 € Z mit

an_lrn_l air

STIZW—F...—F?—FCLQ.

Umstellen ergibt
— s(an_lr"_l +. . tars"?+ aos”_l).

Also ist s | ™. Wegen ggT(r,s) = 1 folgt s = +1 und ¢ € Z. O]
Lemma 3.6. Fir C € CI(G) und x € Irr(G) ist wy(C) ganz-algebraisch.

Beweis. Wie im Beweis von [Satz 2.16| gezeigt, ist w, (C) ein Eigenwert einer ganzzahligen Matrix 7.
Also ist wy (C) als Nullstelle des normierten, ganzzahligen charakteristischen Polynoms von T' ganz-
algebraisch. O

Satz 3.7. Fir x € Irr(G) ist| x(1) ’ |G|
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Beweis. Seien g, ..., gr € G Représentanten fiir die Konjugationsklassen C1, ..., Cy von G. Nach der
ersten Orthogonalitédtsrelation ist dann

k
|G| 1 Z 1
2 TR X( 7Z’C|ng wa
W) x(1) 2 V(1) 2
Nach [Lemma 3.6 ist |( |) ganz-algebraisch. Die Behauptung folgt nun aus |[Lemma 3.5 Ul

Satz 3.8. Sei x € Irr(G) und g € C € CI(G) mit ggT(x(1),|C|) = 1. Dann ist g € Z(x) oder x(g) = 0.

—

Beweis. Sei o := %. Wegen ggT(x(1),|C|) = 1 existieren a,b € Z mit ax(1) + b|C| = 1. Mit w, (C)
und x(g) ist auch

~—

o = X ax(1) +IC)) = axl) + by (€)

ganz-algebraisch. Sei n := |(g)| und ¢ := e’n' € C. Als Summe n-ter Einheitswurzeln ist x(9) € Q(Q).
Sei G die Galoisgruppe der Galois-Erweiterung Q(¢)|Q. Fiir o € G ist auch o(«) ganz-algebraisch, denn
a und o () sind Nullstellen des gleichen ganzzahligen Polynoms. Daher ist auch 8 := [[, g o(a) ganz-
algebraisch. Wegen o(3) = S fiir alle 0 € G liegt 8 im Fixkorper von G, d.h. 5 € Q (Galoistheorie).

Nach ist € Z. Im Fall g ¢ Z(x) ist |o] < 1 (Lemma 2.12). Mit x(g) ist auch o(x(g))

Summe von m := x(1) vielen n-ten Einheitswurzeln €1, ..., €,,. Es folgt
lo(x(g)|=lex+ ...+ em| <le1]+...+ |em| =m

und |o(a)| <1 fiir o € G. Folglich ist || < 1, d.h. §=0. Also ist « = 0 und x(g) = 0. O

Satz 3.9. Sei G einfach und nichtabelsch, C € Cl(G) und |C| Potenz einer Primzahl p. Dann ist
C={1}.

Beweis. Wir nehmen C' # {1} an und wéhlen g € C und x € Irr(G) \ {lg}. Da G einfach ist, ist
Ker(x ) =1. Da G nichtabelsch ist, ist auch Z(x) = 1 (Satz 2.14). Im Fall p { x(1) ist also x(g) = 0
nach [S Daher ist

> X(l)x(g) “LY g = 1( > x(Mxlg) - 1G(1)1G(9)> = —; cQ\Z

x€lrr(G), p p 1lg#xehr(G) X€Elrr(G)
plx(1)

ganz-algebraisch. Widerspruch. Ul
Satz 3.10 (BURNSIDE). Sei |G| = p®q® mit Primzahlen p,q und a,b € Ng. Dann ist G auflisbar.

Beweis. (Induktion nach |G|) O.B.d.A. sei G # 1. Sei N ein maximaler Normalteiler von G. Ist
N # 1, so sind N und G/N nach Induktion auflésbar, also auch G. Daher sei N = 1, d.h. G ist
einfach und o.B.d. A. nichtabelsch. Sei P # 1 eine Sylowgruppe von G, g € Z(P) \ {1} und C die
Konjugationsklasse von g. Dann ist [C| = |G : Cg(g)| | |G : P| = ¢" eine Primzahlpotenz. Nach

ist C'= {1}. Widerspruch. O

Satz 3.11. Fir x € Irr(G) st | x(1) | |G : Z(x)|.
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Beweis (NAVARRO). Sei A: G — GL(V) eine Darstellung mit Charakter x. Wegen |G : Z(x)| =
|G/ Ker(x) : Z(x)/Ker(x)| konnen wir A durch seine Deflation G/Ker(x) — GL(V) ersetzen und
Ker(x) = 1 annehmen. Nach [Satz 2.14]ist Z := Z(x) = Z(G) und A(z) = A(z)idy mit A(z) € C fiir
z € Z.Seien K1, ..., K, € Cl(G) die Konjugationsklassen, auf denen x nicht verschwindet. Fiir g; € K;
und z € Z gilt A(giz) = A(gi)A\(z) und

x(9iz) = x(9:)\(2) =

Da x treu ist, folgt x(giz) # x(¢s) fiir z # 1. Ggf. sind g; und g;z nicht konjugiert. Dies zeigt K;z = K
fiir ein j # i. Bei geeigneter Anordnung gilt nun

s t .
UKZ U K;z

i=1 i=1z€Z

mit t|Z| = s. Aufserdem gilt

Dabher ist

t

G2 ZZ | Ki|x (g2 ( i7) _ 3 ‘Ki|X(gi))X(gi) =3 w (K)x(90)
i=1 z€Z A

X)) = |Z|X 1Z|x(1) —

ganz-algebraisch nach Aus folgt die Behauptung. O

4 Cliffordtheorie

Bemerkung 4.1. Fir H < G und ¢ € CF(G) ist offenbar die Einschrankung (Restriktion) pgy €
CF(H). Wir werden nun umgekehrt aus ¢ € CF(H) eine Klassenfunktion auf G konstruieren.

Definition 4.2. Fir H < G und ¢ € CF(H) sei

1
G- C, z — Z o(grg™).

H <2
grg~teH

Man nennt ¢ die Induktion von .

Satz 4.3. Fiir ¢ € CF(H) ist ¢ € CF(G).

Beweis. Fiir x,y € G ist

_ 1 1 1 _
S (yzy ™) = ] S elgyry g = ] > plhah™) = %), O
g€eqG, heq,
gyzy~ g~ 'eH hzh~'eH

Bemerkung 4.4.
(i) Man sieht leicht, dass die Induktion eine lineare Abbildung von CF(H) nach CF(G) ist.
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(ii) Fir H <G, ¢ € CF(H) und z € G gilt

0% (z) = = o9 wg) =
|H|
9€G,
g lzgeH
1 _
= 1] Y wlgtag) =
gHEG/H,heH,
g lzgeH

Dies ist niitzlich fiir die praktische Berechnung.

Satz 4.5.

(i) Fir K < H <G und ¢ € CF(K
transitiv.

mo

gHGG/H hEH
h=lg—lzgheH

> wlglxg).

gHeG/H,
zgH=gH

p(h~ g~ zgh)

) ist (oY = @&, Die Induktion von Klassenfunktionen ist also

(i) Fir x € CF(G) und ¢ € CF(H

) ist | xo¥ =

(xme)©

= (xH,¢)r | (FROBENIUS-

und | (x, ¢%)c

Reziprozitét).

Beweis.

(i) Nach [Bemerkung 4.4{ii) gilt

(@M@ = > (g lag) =

PO

p(h~lg xgh)

gHeG/H, gHeG/H, hKecH/K,
zgH=gH zgH=gH ¢g=lzghK=hK
_ -1 _ .G
= Y pla'za) = %)

aKeG/K,

raK=aK

firx € G.
(i) Wie in (i) gilt

() (@) =x(x) D ol 'ug) =

gHeG/H,
rgH=gH

fiir x € G und

(%) |G, Y ox(z) > elgtzg) =
€@ gHeG/H,
rgH=gH

|G/H]|

@ 2 2 xeh) =g

gHeG/H heH

> (xp)g tag) =

(xue)C(x)

gHeG/H,
rgH=gH

| Z > xlg'zg)e(glg)
gHEG/H z€eG,
g_lxgEH
> x(he(h) = (xu,#)n- O
heH

Bemerkung 4.6. Die Frobenius-Reziprozitét besagt, dass Restriktion und Induktion zueinander ad-

jungierte Abbildungen zwischen CF(G) und CF(

Satz 4.7. Fiir einen Charakter ¢ von H < G ist ¢©
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Beweis. Wir schreiben ¢¢ = erlrr(G) ayx mit a, € C. Dann ist

ay = (X?SOG)G = (XHa QD)H € N07
denn yy ist ein Charakter von H. Also ist ¢© ein Charakter von G. Offenbar ist auch (1) = |G :
Hiep(1). O
Beispiel 4.8.

(i) 11G ist der regulire Charakter von G. Insbesondere ist % nicht unbedingt irreduzibel, falls ¢
irreduzibel ist. Ist ¢ reduzibel, so muss auch ¢ reduzibel sein wegen der Linearitét der Induktion.

(i) Sei H :=((1,2,3)) und G := S3. Sei ¢ ein nichttrivialer Charakter von H vom Grad 1. Dann ist
©%(1) =2, 99((1,2)) = 0, 9“((1,2,3)) = —1. Insbesondere ist % € Irr(G).

Definition 4.9. Sei H < G, ¢ € CF(H) und g € G. Dann ist 99 € CF(gHg ') mit 9p(z) := ¢(g 'zg)
fiir x € gHg~!. Wir nennen G, := {g € G : 9p = ¢} < G die Trigheitsgruppe von p. AuRerdem sei

Irr(Gly) = {x € Irr(G) : (xm,¢)u # 0}.

Bemerkung 4.10.

(i) Offenbar ist H < G, < Ng(H) :={g € G: gHg ' = H} (Ng(H) ist der Normalisator von H in
G).
(ii) Wie tiblich ist
Ip="p = hlge G, <= gG, = hG,
fiir g,h € G.

(iii) Sei A : H — GL(V) eine Darstellung mit Charakter x. Fir ¢ € G ist dann offenbar A :
gHg ' — GL(V), 2+ A(g~'zg) eine Darstellung von gHg~! mit Charakter 9y.

(iv) Fiir o, € CF(H) und g € G ist | (99, %) g1 = (v, %), | denn

LS @) = \;r S o(@)ia).

-1
|gHg | x€gHg—1 x€H

(v) Fir K <H <G, pe CF(H) und g € G ist | 9(or) = (9¢) grg—1-

(vi) Fiir N 9 G und x € Irr(N) ist (9x,9%)n = (X, X)n = 1 und 9x € Irr(V). Man sagt, x und 9y
sind konjugiert.

Satz 4.11. Se: N I G, x € Irr(G) und ¢ € Irr(N) mit e :== (xn,¥)n # 0. Dann ist

xv=e Y %

9GyeG/Gy
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Beweis. Nach Frobenius-Reziprozitét ist y ein Bestandteil von 1“. Daher ist yn ein Bestandteil von
(%) . Fiir x € N gilt

W)= > Wlgrg)= > ()
gNEG/N, gNEG/N
zgN=g

nach [Bemerkung 4.4l Also ist jeder irreduzible Bestandteil von yy zu @ konjugiert. Fir g € G gilt

—1 1

v =0 () v)n = (0 )N, 0)v = (v, ¥)v = e

nach [Bemerkung 4.10] Dies liefert die Behauptung. O

Definition 4.12. In der Situation von nennt man e den Verzweigungsindex von x bzgl. N.
Man kann zeigen, dass e | |G : N| gilt (ohne Beweis).

Satz 4.13 (CLIFFORD-Korrespondenz). Fir N 4G und ¢ € Irr(N) ist die Abbildung

O : Trr(Gyly) — Irr(Go),

X=X
eine Bijektion mit (xn,¥)n = (XN, ¥) N

Beweis. Sei x € Irr(Gylt)) und sei ¢ ein irreduzibler Bestandteil von x©. Wir zeigen zunichst ¢ €
Irr(Glp). Wir schreiben ¢g,, = ZTGH(GMQTT mit a; > 0 und ay = (¢a,,X)G, = (0, x%a > 1.

Nach [Satz 4.11]ist xy = ey mit e := (xn,¢)n. Es folgt

f = (‘PNJ#)N = Z aT(TNaw)N > aX(XNaw)N >e> Oa
T€lr(Gy)

d.h. ¢ € Irr(G|v). |[Satz 4.11) impliziert

p()=en()=Ff D 9P(1) 2 e|G: Gylp(1) = |G : Gylx(1) = x9(1) = p(1).
9GyeG/Gy

Dies zeigt X = ¢ € Irr(G|y) und e = f. Also ist ® wohldefiniert.

Sei nun 0 € Irr(G[) gegeben. Wegen O = (0g,)n existiert ein x € Irr(Gyltp) mit 0,xNNg =
(0r,x)c, # 0. Nach dem ersten Teil des Beweises ist x& = 6, d.h. ® ist surjektiv. Auberdem ist
(On, )N = (xn,¥)n, d-h. x ist der einzige irreduzible Bestandteil von fg,, der in Irr(Gylt) liegt.
Dies zeigt die Injektivitéat von ®. O

Satz 4.14 (ITO). Sei A eine abelsche Untergruppe von G und x € Irr(G). Dann gilt:
(i) x(1) < |G : Al
(i) Ist A< G, soist x(1) | |G : Al

Beweis.

(i

20



(ii) Sei v ein irreduzibler Bestandteil von x 4. Nach existiert ein ¥ € Irr(Gy) mit X% = x
und x4 = et fiir ein e € N. Da A abelsch ist, gilt [Y(z)| = |e(z)| = ep(1) = e = X(1) fiir z € A,
d.h. A C Z(X). Nach ist x(1) ’ |Gy Z(X)| | |Gy A] und daher x(1) = |G : Gy|x(1) |
|G : Gyl||Gy - Al = |G+ A. O

Satz 4.15. Set N I G und ¢ € Irr(N) mit Gy, = G. Dann ist Yo = erm(G) exX, wobei e, der
Verzweigungsindex von x ist (falls ey, > 0). Insbesondere ist Zei =|G: N|.

Beweis. Wir schreiben ¢ = erhr(G) fxx. Im Fall f, # 0, ist xy = e, % nach [Satz 4.11| Dabei gilt
fx= (1Y% a = (xwn, V)N = (ex¥,¥)n = e,. Es folgt

G:Np(1) =991 = Y ex()=9(1) Y <

x€lrr(G) x€lrr(G)
undZeiz|G:N|. O

Bemerkung 4.16. Die Zahlen e, verhalten sich also wie Charaktergrade. In folgendem Satz werden
wir sehen, dass es tatséchlich Charaktergrade sind, falls e, =1 fiir ein x € Irr(G) gilt.

Satz 4.17 (GALLAGHER). Sei N QG und x € Irr(G) mit ¢ := xny € Irr(N). Dann ist {Ax : A €
Irr(G/N)} die Menge der irreduziblen Bestandteile von <.

Beweis. Wie tiblich fassen wir die Charaktere von G/N durch Inflation als Charaktere von G auf. Nach
Aufgabe 11]ist (xn)¢ = xp, wobei p der regulire Charakter von G/N ist. Also ist

9= D A

XeIrr(G/N)

Nach [Satz 4.15| ist

G:N=@%ve= > ADNOOAMxN)e>= > AM1)P=[G:N].
AN elrr(G/N) AeIrr(G/N)

Dies zeigt, dass die xA mit A € Irr(G/N) irreduzibel und paarweise verschieden sind. O

Satz 4.18. Sei N < G und G/N zyklisch. Fir jedes v € Irr(N) mit Gy, = G emistiert dann ein
Fortsetzung x € Irr(G) mit xn = 1.

Beweis. Sei A : N — GL(n,C) eine Darstellung mit Charakter ¢. Sei G/N = (¢N) und k := |G/N]|.
Wegen Gy = G sind A und 9A #hnlich. Sei also A € GL(n,C) mit AA(z)A™! = A(gzg™!) fiir alle
x € N. Induktiv folgt

APA(2)A™F = A(gFzg™") = A(g")A(2)A(g")

fiir alle z € N. Nach Schurs Lemma ist A"*A(g*) = A, fiir ein A € C*. Sei g € C* mit p¥ = A
Wegen (uA)* = XAF = A(g¥) ist die Abbildung

I': G — GL(n,C), gz (nA) ' A(x)
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mit ¢ € Z und x € N wohldefiniert. Fiir ¢,j € Z und z,y € N gilt
L(g'z - g’y) =T(g" - (¢772g")y) = (HA) T A(g 7 2g") Aly) = (pA) ™ AT A(x) AT A(y)
= (nA)" Az)(nA)Y A(y) = T(g'z)L(g’y).

Also ist I' eine Darstellung, die A fortsetzt. Mit A muss auch I' irreduzibel sein. Dies zeigt die Be-
hauptung. O

Beispiel 4.19. Wir berechnen die Charaktertafel von G := S4 aus der Charaktertafel von N := Ay.
Die in konstruieren Charaktere ys und y3 von N sind unter G konjugiert. Daher ist
X2G = ng € Irr(G). Da G/N zyklisch ist, besitzen die verbleibenden Charaktere je zwei Fortsetzungen
nach G. Dies ergibt bereits folgenden Teil der Charaktertafel:

Sy |1 (1,2) (1,2)(3,4) (1,2,3) (1,2,3,4)
lg |1 1 1 1 1
sgn |1 -1 1 1 -1
X§ 12 0 2 —1 0
v 13 a -1 0 b
Psgn |3 —a -1 0 —b
Aus der zweiten Orthogonalitétsrelation folgt ab = —1. Nach[Lemma 2.12]ist a eine Summe von zweiten
Einheitswurzeln und somit eine ganze Zahl. Da b ganz-algebraisch ist, folgt « = —b = £1.
Sye |1 (1,2) (1,2)(3,4) (1,2,3) (1,2,3,4)
lg |1 1 1 1 1
sgn |1 -1 1 1 -1
X§ 12 0 2 —1 0
v |3 1 -1 0 —1
Ysgn |3 —1 -1 0 1

Satz 4.20 (TAUNT). Hat G abelsche p-Sylowgruppen, so ist pt|G' N Z(G)|.

Beweis. Nehmen wir indirekt an, dass U < G’ N Z(G) mit [U| = p existiert. Sei U < P € Syl,(G) und
ly # X € Irr(U). Sei p € Trr(P) mit (u, \T)p # 0. Dann ist (uy, \)y # 0 und py = A wegen u(1) =1
(P abelsch). Wir schreiben

xE€Irr (@)

Wegen p 1 |G : P| = u®(1) existiert ein x € Irr(G) mit a, > 0 und p { x(1) =: n. Insbesondere ist
(1, xp)p # 0 (Frobenius-Reziprozitét). Damit ist auch py = A ein irreduzibler Bestandteil von x¢r. Sei
A eine Darstellung mit Charakter y. Fiir z € U C Z(G) C Z(x) ist dann A(x) = A(z)1,, (Satz 2.14)).
Es folgt xy = nA. Da G/ Ker(det A) < C* abelsch ist, gilt G’ C Ker(det A). Wegen U C G’ gilt also
insbesondere

1 =det A(z) = Mx)"

fir alle z € U. Andererseits ist auch A(z)P = A(2P) = 1. Wegen ggT(p,n) = 1 existieren «, f € Z mit
ap + Bn = 1. Man erhilt: A(z) = (\(2)?)*(A(z)")? =1 fiir alle x € U. Dies widerspricht A # 1. O

22



5 Frobeniusgruppen

Definition 5.1. Eine Gruppenoperation von G auf einer nichtleeren Menge €2 ist ein Homomorphismus
f G — Sym(Q). Wir schreiben 9w := (f(g))(w) fiir g € G und w € Q. Man sagt auch: G operiert auf
Q.

Satz 5.2 (BRAUERs Permutationslemma). Sei H eine endliche Gruppe, sodass G auf C1(H) und Irr(H)
operiert. Fir alle g € G, C € Cl(H) und x € Irr(H) gelte dabei 9x(9C) = x(C). Dann stimmt der
Zyklentyp von g € G in Sym(Cl(H)) mit dem Zyklentyp von g in Sym(Irr(H)) dberein. Insbesondere
gilt

{C e Cl(H):7C = C} = [{x € Irr(H) : Ix = x}|

fiir alle g € G.

Beweis. Sei CI(H) = {C1,...,Cy} und Irr(H) = {x1,...,xx}. Sei X := (xi(C})):,; die Charakter-
tafel von H. Sei g € G fest. Die Operation von g auf CI(H) (bzw. Irr(H)) wird dann durch eine
Permutationsmatrix P (bzw. ()) beschrieben. Dabei gilt QX = (9x;(Cj)) = (Xi(gfle)) = XP. Da
X invertierbar ist (Bemerkung 2.1), gilt @ = XPX ! d.h. Q und P sind &hnlich. Sei (I1,...,1,)
der Zyklentyp von P. Nach |Aufgabe 13| sind die Eigenwerte von P gegeben durch: {627”7/ by j =
0,...,11 —1}U...U{e*/ln : j =0,...,1, — 1} (mit Vielfachheiten). Da P und Q die gleichen Ei-
genwerte haben, ist (I1,...,l,) auch der Zyklentyp von Q. Die letzte Behauptung erhilt man durch
Zahlen von Einerzyklen. O

Definition 5.3. Eine endliche Gruppe G heifst Frobeniusgruppe, falls eine Untergruppe 1 < H < G
mit H NgHg~ ! =1 fiir alle g € G\ H existiert. Man nennt H Frobeniuskomplement.

Beispiel 5.4.

(i) Sei P € Syl,(G) mit [P| = p und Ng(P) = P < G. Dann ist G offenbar eine Frobeniusgruppe
mit Frobeniuskomplement P. Insbesondere ist S3 eine Frobeniusgruppe.

(ii) Sei K ein endlicher Kérper mit [K| > 2. Fiir a € K* und b € K definieren wir f,; : K — K,
x +— ax + b. Dann ist

AF(1,K) = {fap : a € K*,b € K} < Sym(K)

eine Frobeniusgruppe (Aufgabe 15|).

Bemerkung 5.5. Im Folgenden wollen wir zeigen, dass ein Frobeniuskomplement H von G stets ein
normales Komplement N besitzt, d.h. G=HN und H NN = 1.

Lemma 5.6. Sei H ein Frobeniuskomplement in G. Wir setzen

N :=G\ U gHg ' U {1}.
geG

Dann ist |[N| = |G : H| (als Menge). Ist M <G mit HNM =1, dann folgt M C N.
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Beweis. Fiir x,y € G ist
cHx ' =yHy ' <=y '2 € Ng(H) = H <= zH = yH.

Im Fall tHx™! # yHy 'ist [tHoe ' NyHy Y = |z(H Na lyHy '2)2™| = |[HNn2z lyHy 'z = 1.

Dies zeigt

UgHg ' =1G: H|(|H|-1) +1.

geG
Es folgt [N| = |G| — |G : H|(|H| — 1) = |G : H|. Fiir M <G mit HN M =1 ist auch gHg !N M =
g(HN M)g—! =1 fiir alle g € G. Also ist M C N. O

Lemma 5.7. Sei H ein Frobeniuskomplement in G, und sei v € CF(H) mit ¢(1) = 0. Dann ist
W =¢.

Beweis. Sei 1 # h € H und g € G mit ghg™' € H. Dann ist 1 # ghg™' € HNgHg ' und g € H.
Nach Definition ist also

apy L SN _
W) = ;wghg )= 1H] g;}wh) w(h).
AuRerdem ist & (1) = |G : H|p(1) = 0 = (1). O

Satz 5.8 (FROBENIUS). Sei G eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskomplement H. Dann existiert ein
N<G mitG=HN und HNN = 1.

Beweis. Sei 1y # ¢ € Irr(H) und 6 := ¢ — ¢(1)1g. Dann ist sicher § € CF(H) und (1) = 0. Nach
[Lemma 5.7 ist
L+ 9(1)* = (0,0)n = (0, (0°)m)n = (6,66

AuRerdem ist (89, 1¢)q = (0, 15)x = —(1). Folglich ist ¢ := 8% + ¢ (1)1¢ € CF(G) mit

(0, D)e = (09,6096 + 20(1)(6%, 1¢) + (1) = 1.

Mit 6 sind auch ¢ und 12 virtuelle Charaktere dBemerkung 1.26[). Also ist izz € Irr(G). Fir h € H
gilt

b(h) = 0°(h) + (1) = 6(h) +w(1) = w(h).
Insbesondere ist ¢ (1) = (1) > 0. Dies zeigt ¢ € Irr(G) mit g = 1h. Wir setzen zuséitzlich 17 := 1¢.
Sei
M = ﬂ Ker(¢) < G.
Yelrr(H)
Dann ist
MnHC () Ker(y)=1
Yelrr(H)
nach [Aufgabe 9| Nach [Lemma 5.6[ist also M C N. Fiir g € N gilt umgekehrt

Bg) 51 = %) ~ () =09(9) = == 3 Blaga) =0

N |H| zeG,

g€z~ Hax

fir alle ¢ € Irr(H). Dies zeigt N € M und N = M < G. Wegen |N| = |G : H| gilt auch |[HN| =
|H||N| = |G| und G = HN. O

24



Definition 5.9. In der Situation von nennt man N den Frobeniuskern von G.

Bemerkung 5.10.
(i) Man kennt keinen Beweis von der ohne Charaktertheorie auskommt.

(ii) Thompson hat gezeigt, dass der Frobeniuskern N stets nilpotent ist, d.h. N ist das direkte
Produkt seiner Sylowgruppen.

Satz 5.11. Sei G eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskern N. Dann ist

Irr(G) = Irr(G/N) U {4 : 1y # 1 € Trr(N) ).

Beweis. Sei H ein Frobeniuskomplement von G. Dann operiert H auf C1(N) durch "C := {hah™! : x €
C}. Man zeigt auch leicht, dass H auf Irr(N) durch Konjugation operiert. Dabei gilt 4 ("C) = 1(O)
fir h € H, ¢ € Irr(N) und C € CI(N). Wir zéhlen die Fixpunkte von h € H \ {1} auf CI(N). Sei
zunéichst hxh™' = € N. Dann ist 7 'hz = h € HN 2 'Hz und 2 = 1. Die Bahnen von (h) auf
N \ {1} haben daher die Lénge |(h)|. Ist C € CI(N) \ {{1}} ein Fixpunkt von (h), so folgt |(h)| ‘ |C|.
Andererseits ist |C| | |N|. Dies widerspricht Also ist {1} der einzige Fixpunkt von (h) auf
CI(N). Nach Brauers Permutationslemma ist daher auch

{tp € rx(N) : " =y} = {1n}

fiir alle b # 1. Sei 1y # ¢ € Irr(N). Dann ist Gy = N und ¢¢ € Irr(G) nach Nach

Satz 4.11| existiert ein e € N mit (¢%)y = e gneq/n ¥ Sind ¥, 11 € Irr(N) nicht konjugiert, so ist
also % # ¢, Fiir ein y € Irr(G/N) ist offenbar xy = x(1)1x und somit x ¢ {4 : 1x # 1 € Trr(N)}.
Sei R ein Représentantensystem fiir die Konjugationsklassen von Irr(NV) \ {1x} unter H. Dann ist

Yo X+ Y WP =IG/NI+IG/NP Y w(1)? =|G/NI+IG/NIY Y (M)(1)?

x€lrr(G/N) YER YER heH YeR
=|G/N|+|G/N| >~ %(1)* =|G/N|+|G/N|(IN|-1) = |G|.
1n#pelrr(N)
Also haben wir alle irreduziblen Charaktere von G gefunden. O

6 Induktionssatze

Bemerkung 6.1.

(i) Oft konstruiert man die Charaktertafel von G, indem man Charaktere von H < G induziert. Wir
werden in diesem Kapitel sehen, welche Untergruppen H man hierzu betrachten muss.

(ii) Fiir Untergruppen H, K < G operiert H x K auf G durch "% g = hgk=! fir h € H, k € K
und g € G. Die Bahnen HgK heifsen Doppelnebenklassen. Die Menge der Doppelnebenklassen
bezeichnen wir mit H\G/K.

Satz 6.2 (MACKEY-Formel). Sei H, K < G und ¢ € CF(H). Dann ist

G)K = Z ((g@)KﬁgHg—l)K

KgHeK\G/H
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Beweis. Sei R ein Reprisentantensystem fiir K\G/H und fiir » € R sei S, ein Représentantensystem
fir K/K NrHr~!. Fiir jedes k € K existieren s € S, und € K NrHr~! mit k = sz und krH =
sxrH = sr(r~tor)H = srH. Fiir s,t € S, gilt

stK =trK <= s(KNrHr )= KnsrHr ' = KNtrHr ' =t(KNrHr ) <= s=1t.

Dies zeigt

G = U KrH = U U srH (disjunkt).

reR re€R s€S,
Nach [Bemerkung 4.4] gilt fiir x € K:

@) = D e@)=>_ > o)

gHeG/H, reR  s€Sy,

rxgH=gH xsrH=srH
=X X 9@ =2 ((Drngug) (@), =
reR seSr, reR

xs(rHr—D=s(rHr—1)

Definition 6.3.

(i) Eine Gruppe H heifst (p-)quasielementar fiir eine Primzahl p, falls H einen zyklischen Normal-
teiler N mit p 1 |N| besitzt, sodass H/N eine p-Gruppe ist (d.h. N ist ein p/-Hallnormalteiler).

(ii) Eine Gruppe H heit (p-)elementar fir eine Primzahl p, falls H ein direktes Produkt einer
p-Sylowgruppe und einer zyklischen Gruppe ist. Offenbar sind elementare Gruppen auch quasi-
elementar.

Lemma 6.4. Zu jeder Primzahl p und jedem x € G existiert eine p-quasielementare Untergruppe
H < G mitpt1%(z) € Z.

Beweis. Wir schreiben (r) = P x @ mit P € Syl,({z)) und wéhlen H/Q € Syl,(Ng(Q)/Q). Da Q
zyklisch ist, ist H p-quasielementar. Fiir ¢ € G mit gzg~! € H ist auch ¢gQg~! C H. Somit ist

9Qg~ ' C{y e H:pt|(y)} = Q und g € Ng(Q). Dies zeigt

1 1 1
15@) = = 3 1= [{g€Na(@Q): gg™" € B} = —|{g € Na(Q) : g~"zg € H}|
] ] ]

=|{gH € Ng(Q)/H : zgH = gH}|.

Wir miissen also die Fixpunkte der Operation « : (x) — Sym(Ng(Q)/H) durch Linksmultiplikation
zéhlen. Wegen QgH = gQH = gH fiir g € Ng(Q) ist Q < Ker(a). Da 2@ € (x)/Q = P ein p-Element
ist, ist auch a(z) ein p-Element. Insbesondere zerféllt a(z) in Zyklen, deren Langen p-Potenzen sind.
Dies liefert

15(z) = [{gH € N(Q)/H : zgH = gH}| = |N(Q)/H| #0 (mod p). m

Satz 6.5 (SOLOMON). Es existieren ag € Z mit

lg = > an1$.
H<G,
H quasielementar
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Beweis. Sei

Q(G) = { Z CLng ayg € Z}.
H<G quasiel.
Fir z € G sel Uy := {\(x) : A € Q(G)}. Wegen —\ € Q(G) fir A € Q(G) ist U, eine Untergruppe
von (Z,4+), d.h. U, = nZ fir ein n € Z. Nach ist Uy € pZ fiir jede Primzahl p. Dies
zeigt U, = Z. Wir wihlen A\, € Q(G) mit A\,(z) = 1 fiir z € G. Fiir quasielementare Untergruppen
H,K <Gund g € G ist auch HNgKg~' < H quasielementar . Die Mackey-Formel zeigt
also

G
1%1%<1H<1%>H>G=<<1%>H>G=( 3 <<1gKg—1>ngKg—l>H)
HgKeH\G/K

Z (1ngKg*1)G € QG-

HgKeH\G/K

Insbesondere ist Q(G) abgeschlossen unter Addition und Multiplikation. Durch Ausmultiplizieren der
Gleichung J],c (1g — Az) = 0 erhilt man eine Darstellung fiir 1¢ in der gewiinschten Form. O

Lemma 6.6. Sei H elementar und x € Irr(H). Dann existieren K < H und X\ € Irr(K) mit A(1) =1
und N7 = .

Beweis (MANN). Sei H ein minimales Gegenbeispiel. Wir schreiben H = P x Q mit P € Syl,(H).
Nachist X = YA mit Y € Irr(P) und A € Irr(Q). Im Fall Q # 1 existieren Py < P, ¢ € Irr(Py)
mit ¥1(1) = 1 und ¥ = ¥, Dann ist x = ¥ (1p\) = (Y1) mit 11\ € Trr(P1 x Q) nach .
Da @) abelsch ist, gilt auch (¢»1A)(1) = 1 (1)A(1) = 1. Dieser Widerspruch zeigt @ = 1, d. h. H ist eine
p-Gruppe.

Fiir A € Irr(H ) mit A(1) = List x\ € Irr(H) (Aufgabe 6]). Im Fall xA = x ist 1 = (x, x\) g = (X0, A i,
d.h. A ist ein irreduzibler Bestandteil von x mit Vielfachheit 1. Schreibe xx =1g + A1 + ...+ A\ +

i aih; mit A(1) =...= A (1) =1 <1(1) < ... <s(1). Dann ist

r+l=r+14+) agi(l) = (0 (1) =x(1)>=0 (mod p)
=1

und 7 # 0. Sei also 1y # A € Irr(H) mit x\ = x. Fir x € H \ Ker(A) ist dann (15 — \)(z)x(x) =
(x — Ax)(z) = 0 und somit x(z) = 0. Wihle eine maximale Untergruppe M < H mit Ker(\) C M.
Wegen H' C Ker(\) ist dann M < H. Da H/M ein Element der Ordnung p enthélt, folgt |H : M| =p
aus der Maximalitdt von M. Sei ¢ € Irr(M) mit (xar,¥)a # 0. Im Fall Hy = M ist " = y nach
Clifford. Wegen M < H existieren M; < M und 1y € Irr(Mp) mit (1) = 1 und ¥} = . Nach
ist dann T = (pM)H = ¢H = y. Dieser Widerspruch zeigt Hy, = H. Also ist xa = et
fiir ein e € N nach Wegen x (1) = ey(1) ist e eine p-Potenz. Aus folgt nun e = 1,
d.h. xar = 9. Nach Gallagher ist 7 = x; +... + Xp mit paarweise verschiedenen y; € Irr(H) und
X1 = X. Auferdem haben alle x; den gleichen Grad. Insbesondere ist (x;)ar = ¢ fiir i = 1,...,p. Da
Y7 und y auf H\ M (C H \ Ker())) verschwinden, verschwindet auch ya + ...+ x, auf H \ M. Dies
liefert den Widerspruch

0=[H|(xtx2+ - +xp)u = D xi(@)(x2 ..+ x)(2) = [M|(p = D@, ) = [M|(p—1). O
xeM
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Satz 6.7 (BRAUERs Induktionssatz). Fir jeden (virtuellen) Charakter x von G existieren apy € Z

mit
X = Z Z ampC.

H<G, «elrr(H),
H elementar P(1)=1

Beweis. Offenbar konnen wir annehmen, dass y irreduzibel ist. Nach konnen wir die Be-
dingung (1) = 1 vernachlissigen. Hat man die gewiinschte Darstellung fiir den Charakter 15 ge-
funden, so erhélt man durch Multiplikation mit x eine entsprechende Darstellung fiir y (beachte:
x¢ = (xg®)%). Wir kénnen daher Y = 1g annehmen. Nach Solomon kénnen wir auch anneh-
men, dass G p-quasielementar fiir eine Primzahl p ist. Sei G ein minimales Gegenbeispiel, und sei
P € Syl,(G). Dann besitzt P ein zyklisches, normales Komplement N in G.

Wir betrachten die elementare Untergruppe H := PCy(P) & P x Cy(P). Da G nicht elementar
ist, gilt H < G. Wegen (1%,1@)@ = (lg,1g)g = 1ist ¢ = 1% — 1¢ ein Charakter von G. Ist
jeder irreduzible Bestandteil von ¢ aus einer echten Untergruppe induziert, so erhédlt man leicht eine
gewlnschte Darstellung fiir 1 = 1% — ¢ aus der Minimalitat von G. Folglich existiert also ein ¢ €
Irr(G) mit ((,v¥)c # 0, sodass 1 nicht aus einer echten Untergruppe induziert ist. Fiir ¢ € G ist
NgH = gNH = G. Nach Mackey ist daher 1y 4+ (n = (1%)]\/ = 18- Dies zeigt (1n + (y, In)y =
(1%0H7 1N)N = (1NQH, 1NﬂH)NﬂH =1 und (T/JN, 1N)N < (CN, 1N)N = 0. Wir konnen daher 1N 75 AE
Irr(N) mit (45, A)n # 0 withlen. Schreibe N = (z). Fiir g € G ist dann gzg~! = 27 fiir ein r € Z wegen
N <4 G. Auferdem existiert ein s € Z mit N N H = Cy(P) = (z°). Dann ist gr®¢~! = 25" = (2°)".
Dies zeigt Cny(P) < G. Fiir a € Cn(P) C H ist daher
19 (a) = = Y 1=1G: H=1F(1).

H 22
gag~leH

Also ist Cn(P) C Ker(1%) = Ker(¢) C Ker(3) nach Analog ist Cy(P) C Ker(yp)) NN =
Ker(yn) € Ker(A). Da v aus keiner echten Untergruppe induziert ist, folgt Gy = G nach Clifford.
Insbesondere ist A(y~'xy) = YA(x) = A(2) fiir y € P. Also ist yry~! € zKer()\) (beachte: A(1) = 1).
Wie oben zeigt man Ker(\) < G (als Untergruppe des zyklischen Normalteilers N). Folglich operiert
P auf der Nebenklasse x Ker(\) durch Konjugation. Zéhlen der Bahnen liefert

|z Ker(A\) NCn(P)| = |z Ker(N\)| = |[Ker(A)| Z0 (mod p).

Dies zeigt @ # x Ker(A\) N Cy(P) C xKer(A) N Ker(A) und = € Ker(A). Also ist N = (z) C Ker(\)
und A = 1. Widerspruch. O
Satz 6.8. FEine Klassenfunktion x von G ist genau dann ein irreduzibler Charakter, falls folgende
Bedingungen gelten:

(i) Fiir jede elementare Untergruppe H < G ist xg ein virtueller Charakter.

(i) (x;x)a = 1.

(iii) x(1) > 0.

Beweis. Fir x € Irr(G) gelten offenbar (i)—(iii). Sei nun umgekehrt x € CF(G), sodass (i)—(iii) gilt.
Nach existieren ap 4 € Z mit

la= Y > apy© (*)

H<@G, Yelr(H)
H elementar
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Nach Voraussetzung sind ¢y g und %y = (¢xg)¢ fiir ¢ € Irr(H) virtuelle Charaktere. Multipliziert
man nun mit x, so sicht man, dass x ein virtueller Charakter von G ist. Also existieren a, € Z mit

X =D penn(a) %P Wegen 1= (X, X)a = X gem(a) ai ist £x € Irr(G). Aus x(1) > 0 folgt schliefslich
x € Irr(G). O

Satz 6.9 (ARTIN). Fiir jeden Charakter x von G existieren acy, € Q mit

X= > > acy©

C<G, velr(C)
C zyklisch

Beweis. Wie in [Satz 6.7/ konnen wir y = 1¢ annehmen. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf G

durch

Ty = g€ G (z)=gly)g "

Fiir eine Aquivalenzklasse K von = geniigt es zu zeigen, dass die charakteristische Funktion

(2) 1 falls z € K,
xX) =
XK 0 falls z ¢ K

die gewiinschte Form hat, denn x ist die Summe aller xx.

Sei z € K fest. Wir argumentieren durch Induktion nach n := [(z)|. Fir n = 1 ist K = {1} und

xx = |G|711§ (siehe [Beispiel 4.8)). Sei also n > 1. Fiir C := (z) und y € G ist
1E(y) = HeC € G/C: g yg € O}

nach [Bemerkung 4.4} Sei z € G mit (z) = (y). Dann ist

g lyge C = g_1<y>g <(C < g_1<z>g <Ce=glzgeC

fir ¢ € G und daher 18(2) = 1g(y). Da lg auch eine Klassenfunktion ist, ist lg sogar konstant
auf den ~-Klassen. Wir wahlen a € Q mit alg(x) = 1. Liegt kein Konjugiertes von y in C', so ist
offenbar 1% (y) = 0. Sei nun (y) < C und sei K, die ~Klasse von y. Nach Induktion ldsst sich yr, in
der gewiinschten Form schreiben. Somit lasst sich auch —algx K, in der gewiinschten Form schreiben.
Summiert man tiber diese Funktionen, so ergibt sich, dass auch

—alb(y) falls (y) < gCg~! fiir ein g € G,
Bly) =
0 sonst
die gewlinschte Form hat. Schliefslich hat auch yx = alg + B die gewlinschte Form. O

Bemerkung 6.10.

(i) Im Folgenden beschiftigen wir uns mit K-Darstellungen, d.h. Homomorphismen A : G —
GL(n, K), wobei K ein beliebiger Teilkorper von C ist.

(ii) Man sieht leicht, dass der Satz von Maschke auch fiir K-Darstellungen gilt (im Beweis benotigt
man nur char(K) 1 |G|). Jede K-Darstellung ldsst sich also als direkte Summe irreduzibler K-
Darstellungen schreiben. Entsprechendes gilt fiir die K-Charaktere.

(iii) Genauso gilt folgende Form von Schurs Lemma: Sind A und I' nicht-dhnliche irreduzible K-
Darstellungen und AA(g) = I'(g)A fiir alle g € G, so ist A = 0 (die vollstdndige Version von
Schurs Lemma bendtigt, dass K algebraisch abgeschlossen ist).
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(iv) Damit bleibt auch Teil (i) von [Lemma 1.18|richtig fiir K-Darstellungen. Fiir verschiedene irre-
duzible K-Charaktere y und ¢ gilt also (x,1)c = 0 (sieche Beweis von [Satz 1.19). Auferdem ist
(X, X)e > 0, aber nicht unbedingt (x, x)¢ = 1 (Aufgabe 19)).

Definition 6.11. Man nennt exp(G) := min{n € N: ¢" = 1 Vg € G} den Ezponenten von G.

Bemerkung 6.12. Division mit Rest liefert Zahlen a,r € Z mit |G| = aexp(G) +r und 0 < r <
exp(G). Dann ist ¢" = g*exP(@)Fr — glGl = 1 fiir alle ¢ € G nach Lagrange. Dies zeigt » = 0 und
exp(G) ’ |G|

Satz 6.13 (BRAUER). Sei A : G — GL(n,C) eine Matrizdarstellung und sei ¢ := >/ (&) Danp
lasst sich A dber Q(C) realisieren, d.h. durch geeignete Basiswahl kann man A : G — GL(n,Q())
annehmen.

Beweis. Sei x der Charakter von A. Sei K := Q((). Nach Brauers Induktionssatz existieren elementare
Untergruppen Hy, ..., H,, und \; € Irr(H;) mit A;(1) =1 und

m
X =) i
i=1

fiir gewisse a; € Z. Wegen A;j(1) = 1 ist A;(R)®P(E) = \;(h&P(@)) = \;(1) = 1 fiir h € H;. Daher lsst
sich \; iiber K realisieren. Nach [Aufgabe 14{14sst sich daher auch )\iG iiber K realisieren. Wir schreiben

k

G _ .

A= Zblﬂ]v
Jj=1

wobei 71,..., 7, die irreduziblen K-Charaktere von G sind. Dann ist
k. m
X=D_ > aibiTj.
j=1i=1

Nach [Bemerkung 6.10| gilt (75, 7j)a > i aibij = (X, 7j)¢ > 0 fir j = 1,...,k, denn 7; ist offenbar
auch ein Charakter (iiber C). Also ist > i~ a;b;; > 0, und yx ist ein K-Charakter. Es existiert also eine
K-Darstellung I' mit Charakter x. Nach[Satz 1.21]sind A und I" dhnlich. Dies zeigt die Behauptung. [

Bemerkung 6.14.
(i) Die Charaktere zyklischer Gruppen kann man iiber keinen kleineren Korper als in [Satz 6.13

realisieren.

(i) [Satz 6.13| ermoglicht es, Darstellungen auf dem Computer zu realisieren, denn jedes Element
in Q(C) lisst sich eindeutig in der Form ag + a1 + ... + axC* mit k := @(exp(G)) — 1 und
ai,...,a, € Q schreiben.

Beispiel 6.15. Sei A eine Matrixdarstellung mit Charakter x. Nach kénnen wir A : G —
CL(n,Q(¢)) mit ¢ := >™/IG] annehmen. Sei a € G := Gal(Q(¢)|Q). Offenbar induziert o dann einen
Automorphismus auf GL(n, Q(¢)) durch a((zi5)7;—1) = (a(zi5));;=;- Folglich ist auch A := a0 A:
G — GL(n,Q(()), g — a(A(g)) eine Matrixdarstellung von G. Sei m € Z mit «(¢) = (™. Fiir den
Charakter “y von *A gilt dann *x(g) = Spura(A(g)) = a(x(9)) = x(¢™) fir g € G (sieche Beweis
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von |[Lemma 2.12[ und |[Aufgabe 5). Umgekehrt weif man aus Algebra 1, dass fiir jedes m € Z mit
ggT(m,|G]) = 1 ein a € G mit a(¢) = (™ existiert (G = (Z/|G|Z)*). In diesem Fall ist also stets
g — x(g™) ein Charakter von G. Fiir m = —1 erhélt man *y = . Fiir x € Irr(G) ist auch “x € Irr(G),
denn

(% “X)a = |G‘Z xX(g7) = al(x: X)) = a(1) = 1.

geG

Gilt x(g) ¢ Z fur ein g € G, so existiert stets ein aw € G mit “x # x, denn Q(¢)|Q ist eine Galois-
Erweiterung. Man nennt x und “y algebraisch konjugiert. Auf diese Weise kann man héufig Charaktere
konstruieren.

Bemerkung 6.16. Eine Gruppe H heifst M-Gruppe, falls jeder irreduzible Charakter von H die
Induktion eines Charakters vom Grad 1 ist (d.h. jeder irreduzible Charakter ist monomial). Nach
sind elementare Gruppen M-Gruppen. Wir werden umgekehrt zeigen, dass jede M-Gruppe

auflosbar ist.

Lemma 6.17. Sei ¢ ein Charakter von H < G. Dann ist

Ker wG m g Ker (v

geG
Beweis. Es gilt
v € Ker(y9) <= ¢%(2) =¢9(1) = |G Hlp(1) = > (gzg™") = [Gly(1).
geq,
grg~leH

Fiir x € Ker(¢) ist also

Glo) =| Y wlgzg )| < > Jblgzg )| < |Glw(1)
g€q, g€q,
grg~teH grg~teH

nach [Lemma 2.12| Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (vgl. Beweis von [Lemma 2.12)) impliziert gzg—! €
H und +(grg—t) = (z) fiir alle g € G. Also ist

Glw(1) = ¢(grg™") = |Gy ()

geG

und 9 (gzg~!) = (1) fiir alle g € G. Dies zeigt

z € Ker(¥®) <= Vg e G: grg! € Ker(y) <= x € ﬂ gKer()g™L. O
geG

Definition 6.18. Wir definieren GV := G’ und G := (GO-DY fiir 5 > 2.

Bemerkung 6.19.

(i) Bekanntlich ist G) = G’ < G. Nehmen wir induktiv an, dass G0~ <9 G gilt. Sei g € G. Dann
ist die Abbildung GU—D — GO~V 2 s grg~! ein Automorphismus a € Aut(GU~1). Nach
[Bemerkung 2.9|ist also gGWg~! = a((GU=D)) = (GU-D) = GO, Also sind alle G® normal in
G.
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(ii) Bekanntlich ist G genau dann auflésbar, wenn es ein k£ € N mit G®) =1 gibt.
Satz 6.20 (TAKETA). Jede endliche M-Gruppe ist auflésbar.

Beweis. Sei G eine M-Gruppe. Seien 1 = a1 < as < ... < i die Grade der irreduziblen Charaktere
von G (ohne Vielfachheiten). Wir zeigen zuniichst G C Ker(x) fiir alle x € Irr(G) mit x(1) = ;. Fiir
i =1 hat y Grad 1 und es gilt GV = G’ C Ker(x). Sei nun ¢ > 1. Wir argumentieren durch Induktion
nach i. Nach Voraussetzung existieren H < G und A € Irr(H) mit A(1) = 1 und y = A\¢. Wegen H < G
und (14, 1¢)¢ = (1g, 1g) g = 1 ist 1§ reduzibel. Fiir jeden irreduziblen Bestandteil ¢ von 19 gilt also

(1) < 15(1) = |G : H| = X¢(1) = x(1). Nach Induktion ist also G~ C Ker(¢)). Nach
und [Lemma 6.17] ist damit auch G~ C Ker(14) C H. Es folgt G® = (GU-DY C H' C Ker()).

Wegen G < G zeigt [Lemma 6.17| auch

elNa ﬂ gKer(\)g™! = Ker(x).
geG

Insbesondere gilt
G c ﬂ Ker(x) =1
Xx€E€Irr(G)

nach [Aufgabe 9] d.h. G ist auflosbar. O

Bemerkung 6.21. Nicht jede auflésbare Gruppe ist auch eine M-Gruppe (siehe [Aufgabe 20)).

7 Frobenius-Schur-Indikatoren

Bemerkung 7.1. Wir beschéftigen uns mit der Frage, wie viele ,Wurzeln* ein Element g € G hat.

Definition 7.2. Fiir n € N und g € G sei

On(g) == {h € G: " = g}|.

Bemerkung 7.3.

(i) Im Fall ggT(n,|G|) = 1 gilt 0,(g) = 1 fiir alle g € G, denn die Abbildung G — G, g — ¢" ist
eine Bijektion.

(ii) Offenbar ist 6, eine Klassenfunktion, d.h. wir kénnen

On = Z Vn(X)X

x€lrr(G)

mit vy, (x) € C schreiben.

Lemma 7.4. Fir alle x € Irr(G) und n € N ist

1
va(0) = a7 > x(g™-

geG
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Beweis. Es gilt

1 1
va(x) = (X, 0n |G,Zx =@ > x( |G|ZZ X(h™) @ZX(h)D

geG 9€G hegG, heG gea, heG
h=g h=g

Definition 7.5. Man nennt vo(x) den Frobenius-Schur-Indikator von x € Irr(G).

Satz 7.6. Fir x € Irr(G) gilt:

0 sonst.

+1  falls ¥ = x,
va(x) =

Beweis. Sei A : G — GL(n,C), g = (75(9));'j=1 eine Matrixdarstellung mit Charakter x. Wir be-
trachten die Darstellung A? := A® A : G — GL(n?,C) (siehe [Bemerkung 2.2| und [Bemerkung 2.4)).

Wie dort sei i — (i1,42) eine Bijektion zwischen {1,...,n%} und {1,...,n}2. Man sieht leicht, dass
U := {(al, . ) S (Cn : = —a; falls (21,7,2) (jz,j1)}
cin Untervektorraum von C™” ist. Fiir (a1,...,a,2) €U und g € G ist

n2

(AQ(Q))(GI? s = <Z a]%l]l %2J2 (g)>

i=1

Sei k € {1,...,n2} mit (ki, k2) = (i2,41). Dann gilt

n2

Z a; /711]1 7Z2]2 (9) = — Z aj%lh( 712]1 Z a]’ykljl ’71432]2( )-

=1

Also ist (A%(g))(a1,...,a,2) € U und U ist A%-invariant. Nach Maschke existiert ein A%-invariantes
Komplement V < C*° von U. Seien A2 : G — GL(U) und S? : G — GL(V) die entsprechenden
Teildarstellungen (also A? = A? @ $?). O.B.d. A. sei i1 < ig fiir i = 1,...,n(n — 1)/2. Wir wihlen
i € {1,...,n%} mit (i},ih) = (i2,i1). Dann ist {b; :=¢; —ey i =1,... ,n(n —1)/2} eine Basis von U,
wobel e; dle Standardbasis von C* ist. Dann ist

(A%(9))(b) = (A*(9)(bi) = (jair (9)Vjaiz (9) = Vi (g)'wzn(g))?il

n(n 1)

Z 7]121 ’YJQiz (9) — Yjrizg (Q)ijh (g))bj

fiir g € Gund i = 1,...,n(n — 1)/2. Fiir den Charakter A von A2 gilt also
n(n-1)
Z Yivis (9)Viniz (9) — Viria (9)Vinir (9) = <Z%z > (Z %J 'sz )
ij=1
—Spur A(g)?
=Spur A(g?)
= %(X(g)2 —x(9%))
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fiir g € G. Da X ein Summand von x2 ist (A% = A2@ 5?), gilt 0 < (\, 1) < (X% 1a)e = (6 X)a < 1.
Nach [Lemma 7.4 ist also

+1 falls ¥ = ¥,

0 sonst.

r(x) = 0F -2\ 1g)e = (3 1e)e — 2\ 16)e = (x. e — 2(\, 1g)a = { O

Bemerkung 7.7.

(i) Die im Beweis konstruierte Darstellung A? (bzw. S?) nennt man das alternierende (bzw. symme-
trische) Quadrat von A.

(ii) Es gilt v2(x) = 1 genau dann, wenn eine R-Darstellung mit Charakter x existiert (ohne Beweis).
Definition 7.8. Ein Element der Ordnung 2 in G heifst Involution.

Satz 7.9. Die Anzahl der Involutionen in G ist

Yo omldx)-1= > wOox).

Xx€Irr(G) x€lrr(G),
X=x#lc

Beweis. Dies folgt aus |{z € G : 2% = 1}| = ,(1). O

Lemma 7.10. Sei t > 0 die Anzahl der Involutionen in G. Dann ezistiert ein x € G\ {1} mit
G : Ca(@) < (IGI/1)*.

Beweis. Sei S := {x € Irr(G) : 1¢ # x = Xx}. Nach ist 0 <t <3 cgx(1). Insbesondere ist
S # @. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

2
2 < (Z x(1)> <3232 =151 3w < ISIGT < (K@) - 1[G

XES XES  x€S X€ES

Hitte jede nichttriviale Konjugationsklasse von G' mehr als (|G|/t)? Elemente, so wire

2
IS 5 a1 O
t2

Gl =1>(k(G)-1)
Satz 7.11 (BRAUER-FOWLER). Sein € N. Dann existieren nur endlich viele einfache Gruppen G mit
einer Involution x, sodass |Cq(z)| < n gilt.

Beweis. Ist G abelsch, so ist |G| = |Cg(x)| < n und die Behauptung ist klar. Sei also G nichtabelsch.
Die Konjugationsklasse von x in G enthélt |G : Cg(x)| > |G|/n Elemente. Dies ist also eine untere
Schranke fiir die Anzahl der Involutionen in G. Nach existiert ein y € G\ {1} mit
|G : Ca(y)| < (IG|/(|G|/n))? = n?. Da G einfach und nichtabelsch ist, gilt auch Cg(y) < G. Wie
tiblich operiert G transitiv (und damit nicht-trivial) auf G/ Cg(y) durch Linksmultiplikation (d. h.
9(hCq(y)) == ghCq(y)). Der entsprechende Homomorphismus a : G — Sym(G/Cg(y)) ist dann
ebenfalls nicht-trivial. Da G einfach ist, folgt Ker(a) = 1. Insbesondere ist |G| < |Sym(G/ Ca(y))| <
n?!. Die Behauptung folgt. O
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Bemerkung 7.12. Nach Feit-Thompson (,Gruppen ungerader Ordnung sind auflosbar®) besitzt jede
einfache, nichtabelsche Gruppe eine Involution. Der Satz von Brauer-Fowler war die Grundidee der
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen.

Lemma 7.13. Sei p" eine Primzahlpotenz. Die Summe der primitiven p™-ten Einheitswurzeln in C
ist 1 fallsn =0, —1 fallsn =1 oder 0 falls n > 2.

Beweis. Wir kénnen n > 1 annehmen. Fiir ¢ := €2™/?" ¢ C ist dann Zfial ¢ = C27;1 =0.Firn=1
ist die Summe der primitiven Einheitswurzeln Zf;ll ¢* = —1. Fiir n > 2 ergibt sich
pn—l pn—l_l
I N W .
0<i<p™ i=0 i=0
ggT(i,p)=1

Satz 7.14 (FROBENIUS). Fir allen € N und x € Irr(G) gilt

1
e > X(9) € Z.
ggT(n, |G]) oG,

g"=

Insbesondere ist ggT(n,|G|) | 0n(1).

Beweis. Sei p der regulére Charakter von G. Wir zeigen zunéchst, dass 7(g) := p(¢")/ ggT(n, |G|) fir
g € G ein virtueller Charakter von G ist. Nach Brauer (siehe Beweis von geniigt es zu zeigen,
dass 7 fiir jede elementare Untergruppe E < G virtuell ist. Sei p; der reguldre Charakter von E. Fiir
g € F ist dann

) = LW |G EleeT(n[E) _ plg")
ggT(n,|G|) ggT(n,|G|)  geT(n,|E|)
eN

Wir kénnen also G = E annehmen. Dann ist G das direkte Produkt seiner Sylowgruppen G = P; X
... X Ps. Sei p; der reguldre Charakter von P;. Fir g =1 ...25 € G (x; € P;) gilt dann

() ps(x?)
(@) = ggT(n, |P1]) " ggT(n, |Ps])’

Durch Induktion nach s kénnen wir annehmen, dass G eine p-Gruppe ist. Sei ggT(n, |G|) = p®. Im Fall
p?*t | nist |G| = p® und 7(g9) = p(1)/|G| = 1g(g). Wir kénnen also n = p®m mit p { m annehmen.
Sei 7/(g) := p(gP")/p® fiir g € G. Wenn wir zeigen konnen, dass 7/ ein virtueller Charakter von G ist,
so gilt dies auch fiir 7, denn 7(g) = 7/(¢g™) fiir ¢ € G (siehe [Beispiel 6.15). Wir konnen also n = p?
annehmen. Fir x € Irr(G) miissen wir zeigen: (x,7)g € Z. Nach [Lemma 6.6| existieren H < G und
@ € Irr(H) mit (1) = 1 und x = 9. Somit geniigt zu zeigen:

G:H
X 7)e = (p,TH)H = | - | > ) ez
p heH,
hP =1

Sei € H mit |(z)| = p® > p?, und sei ¢(z) eine primitive p°-te Einheitswurzel. Nach [Lemma 7.13|ist

p’~Hp—1) fallsc=0,
Z o(h) = ¢ —p~1 fallsc=1, p =0 (mod p%).

( [LL>€:}<I:;> 0 sonst
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Da z ~ ¥y & (z) = (y) eine Aquivalenzrelation auf H ist, gilt folgende Kongruenz:

Gl Y o =162 1 X )+ X o)) =[6l(e 1w =0 (mod 7).
heH, heH, heH,
h’ =1 hP" =1 ho" #1
Damit ist schliefslich gezeigt, dass 7 fiir jede endliche Gruppe G ein virtueller Charakter ist. Wegen
(x,7)g € Z fir x € Irr(G) folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung erhilt man durch
x = lg. O

Bemerkung 7.15.
(i) Ein &hnlicher Beweis zeigt ggT(n,|Ca(g)]) | 6n(g) fir g € G.

(ii) Mit der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen konnte man folgende Vermutung von
Frobenius beweisen:

On(1)=n||G|={geG:g"=1}<G.

8 Normale Komplemente

Definition 8.1. Sei P die Menge aller Primzahlen und # C P. Wir setzen 7’ := P\ 7. Ein Element
x € G heifit w-Element, falls jeder Primteiler von |(x)| in 7 liegt. Analog ist G eine 7-Gruppe, falls
jeder Primteiler von |G| in 7 liegt.

Bemerkung 8.2.

(i) Nach Lagrange und Cauchy ist G genau dann eine m-Gruppe, wenn jedes Element in G ein
m-Element ist.

(ii) Sei z € G. Bekanntlich besitzt (x) fiir jede Primzahl p genau eine (normale) p-Sylowgruppe S,,.
Insbesondere ist (z) = [[,cp Sp- Folglich existieren eindeutig bestimmte x;, € Sy mit x = [[ p 7).
Man nennt z,, den p-Faktor von x. Fiir # C P sei 5 := [] .. zp. Dann ist x, der 7m-Faktor von
x. Offenbar ist © = z,x,/.

pe™T

Satz 8.3 (BRAUER-DADE). Sei N I H < G und © C P mit folgenden Eigenschaften:
(i) H/N ist eine m-Gruppe.

(ii) |G : H| ist durch keine Primzahl in 7 teilbar.

(i1i) Sind x,y € H konjugiert in G, so sind xN,yN konjugiert in H/N .

(iv) Ist h ein w-Element in H\ N und P € Syl,(Cg(h)) fiir eine Primzahl p € © mit p{ |(h)|, so ist
(h)P zu einer Untergruppe von H konjugiert.

Dann existiert ein Normalteiler M <G mit G = HM und HNM = N.

Bemerkung 8.4. Hat man die Existenz von M bereits bewiesen, so kann man Irr(G/M) aus Irr(H/N)
und dem Isomorphismus G/M = HM/M = H/H N M = H/N konstruieren. Im Beweis von
geht man umgekehrt vor und konstruiert zunéchst die Inflation der Charaktere in Irr(G/M) und erhalt
M als Durchschnitt der Kerne dieser Charaktere (vgl. Beweis von .
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Beweis. Sei Cl(H/N) ={C4,...,Cx} und C; ={1}. Firi=1,...,k sei
B;:={h € H :hN € C;},
also By = N und H:UleBi. Firi=2,...,k sei
A; :={g € G : g ist konjugiert zu einem Element in B;}.
Mit A; =G\ Uf:g A; ist also G = Ule A;.
Firi=1,...,k ist A; eine Vereinigung von Konjugationsklassen in G.

Behauptung 1: G = UleAi.

Beweis: Sei g € A; N A; und 0.B.d. A. i # 1 # j, dann ist g, zu einem Element h; € B; und einem
Element h; € B; konjugiert. Folglich existiert ein x € G mit zh;z~! = hj. Wegen (i) sind dann h; N
und h;N in H/N konjugiert, d.h. i = j.

Behauptung 2: A;,NH = B;.

Beweis: Sei zunidchst ¢ > 2 und h = hyhy € B;. Dann ist hy € N nach , also hN = h;N
und damit h, € B; und h € A; N H. Ist umgekehrt h € A; N H, so ist h,; konjugiert zu einem
Element in B;. Folglich ist AN = h,N € C; wegen (jiil) und damit h € B;. Nach Definition ist
AiNnH=H\U",(A4inH)=H\U", B = B1.

Fiir p € m enthalt H wegen eine p-Sylowgruppe von G. Daher ist jedes p-Element € G zu einem
Element y € H konjugiert. Wir sagen, dass « im Fall y € H \ N vom Typ I und im Fall y € N vom
Typ II ist. Nach ist x entweder vom Typ I oder vom Typ II, aber nicht beides. Fiir jedes g € G
setzen wir

a(g) = H 9p und ﬂ(g) = H Ip-

pem, pem,
gp vom Typ I gp vom Typ II

Dann ist g = a(9)8(9)gx-

Behauptung 3: Fiir jedes g € G mit a(g) # 1 ist gr zu einem Element in H \ N konjugiert.
Beweis: Ist g, ein p-Element fiir eine Primzahl p, so ist g vom Typ I wegen a(g) # 1, und wir
sind fertig. Ist g kein p-Element, so existiert ein Primteiler p von |(gr)| mit g, = zg, und a(x) # 1
fiir 2 := gn\ (p}- Folglich existiert ein ¢ € m \ {p}, sodass g; vom Typ I ist. Argumentieren wir durch
Induktion nach der Anzahl der Primfaktoren von |{g,)|, so konnen wir annehmen, dass x zu einem
Element in H \ N konjugiert ist. Indem wir g durch ein Konjugiertes ersetzen, konnen wir sogar
x € H\ N annehmen. Sei P € Syl ,(Cg(z)) mit g, € P. Nach ist (x) P zu einer Untergruppe von
H konjugiert. Insbesondere ist g = xg, zu einem Element h € H konjugiert. Im Fall h € N ware
hq € N. Dann wére aber g, vom Typ II. Also ist h ¢ N, und die Behauptung ist bewiesen.

Behauptung 4: A; = {g € G : a(g) = 1}.

Beweis: Ist ndmlich ¢ € G mit a(g) # 1, so ist g € A; fir ein ¢ € {2,...,k} nach Behauptung 3.
Ist umgekehrt g € A; fiir ein ¢ € {2,...,k}, so ist g zu einem Element h € B; konjugiert. Folglich
ist a(g) zu a(h) und B(g) zu S(h) konjugiert. Jeder p-Faktor y von S(h) liegt also in H und ist
zu einem Element in N konjugiert. Nach ist also y € N. Dies zeigt: B(h) € N. Folglich ist
a(h)N = a(h)B(h)N = hN € C; und damit a(h) € B;. Insbesondere ist a(h) # 1 und a(g) # 1.

Behauptung 5: g € A; = a(g), 9= € Ai.

Beweis: Fiir g € A; ist gr € A; nach Definition von 4;. Fir ¢ = 1 ist a(g) = 1 € By C A nach
Behauptung 4. Sei also ¢ > 2. Dann ist wie oben «a(g) konjugiert zu einem Element a(h) € B; C A;,
also auch a(g) € A;.
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Behauptung 6: a(g) =1 = a(¢") =1 fir n € N.
Beweis: Fiir a(g) = 1 ist jeder p-Faktor (fiir p € 7) von g zu einem Element in N konjugiert. Daher
ist auch jeder p-Faktor von ¢” zu einem Element von N konjugiert. Dies zeigt a(g™) = 1.

Behauptung 7: Ist £ = U x @ < G eine 7-Untergruppe mit U = (u), a(u) # 1 und Q € Syl,(E), so
ist & zu einer Untergruppe von H konjugiert.

Beweis: Wegen a(u) # 1 ist u = u, zu einem Element in H \ N konjugiert (Behauptung 3). Indem wir
E durch ein Konjugiertes ersetzen, konnen wir also u € H \ N annehmen. Dann folgt die Behauptung

aus .

Sei Irr(H/N) = {¢n,..., ¢} C Irr(H). Fir i« = 1,...,k ist dann ¢; konstant auf jedem B; und
besitzt genau eine Fortsetzung x; € CF(G), die konstant auf jedem A; ist. Wir zeigen x; € Irr(G) mit
Satz 6.8 Dazu sei E = E; X E < G elementar, wobei E, eine m-Gruppe und E, eine 7’-Gruppe
ist. Fir ¢ € E ist ; € E; und x;(z) = x4(2x), denn 2 und z, liegen im gleichen A; (Behauptung 5).
Daher ist (x;)r = (Xi)E,1E,, und wir kdnnen £ = E; annehmen . Sei £ = U x ) mit
U = (u) und Q € Syl,(E) ist. Im Fall a(u) # 1 kénnen wir £ durch ein Konjugiertes ersetzen und
E < H annehmen (Behauptung 7). Dann ist (x;)r = (¢;)g ein Charakter von E. Sei also a(u) = 1.
Sei z = v"v € F mit v € Q. Nach Behauptung 6 ist a(z) = a(uv) = a(u"™)a(v) = a(v) und

xi(z) = xi(a(z) B(x) )= xi(a(z)) = xi(a(v)) = xi(v).
——

eKer(x;)

Dies zeigt (xi)e = lu(xi)g und wir kénnen F = () annehmen. Nach Sylow koénnen wir £ < H
annehmen. Dann ist aber (x;)g = (¢;)g ein Charakter von E. Also ist y; ein virtueller Charakter von

G.

Firi=1,...,k sei b; € B; und 6; := 25:1 wj(bi_l)xj. Nach der zweiten Orthogonalitédtsrelation fiir
H/N ist dann

k k
(0 16) |G|Z ZZ% b0 (9) = g D0 1A D w0 )
r=1 j=1

gGGj 1
| A |Ail [H = N| _ |Ail | Ail
= = |Cmn(bilN)| = € Q.
el Gl Gl G HI-GIIN| |G HI[ B
Andererseits sind die Vielfachheiten der irreduziblen Bestandteile von 6; offenbar ganz-algebraisch.
Nach |[Lemma 3.5/ist also (6;,1q)c = % € Nund |4;| > |G : H||B;|. Daher ist

k k
G| = |Ail > |G: H|D |Bi| = |G : H||H| = |G].

i=1 =1

Firi=1,...,kist also |4;| = |G : H|| B;|. Folglich ist

(Xl?XZ = ZXZ Xz _1 ’G| Z|A W}z z )

geG

1
=1 Z 1Bt (b i (b7 ) = (b, i) =
j=1

Wegen xi(1) = ¢;(1) > 0 ist somit x; € Irr(G) nach [Satz 6.8, Wegen B; = N = N, Ker(v);) ist
A C ﬂle Ker(y;). Fir z € B; C A; mit ¢ > 2 existiert ein ¢; mit x;(z) = ¢¥;(x) # ¢;(1) = x;(1).
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Also ist A; = ﬂle Ker(xi;) G mit AyNH = By = N. Wegen |A1| = |G : H||B1| = |G : H||N| ist

[Ad[H| _ |GIINT

AH| = = = |G]|.

Dies zeigt A1H = G, und wir sind fertig. O

Satz 8.5 (DADE). Sei N < H < G und m C P mit folgenden Eigenschaften:
(i) H/N ist eine 7-Gruppe.
(ii) Sind x,y € H konjugiert in G, so sind tN,yN konjugiert in H/N .
(iii) Jede elementare w-Untergruppe von G ist zu einer Untergruppe von H konjugiert.

Dann existiert ein Normalteiler M von G mit G = HM und HNM = N.

Beweis. Seip € mund P € Sylp(G). Da P elementar ist, ist P zu einer Untergruppe von H konjugiert,
also pt |G : H|. Damit erfiillt G die Voraussetzungen von und wir sind fertig. O

Satz 8.6 (BRAUER-SUZUKI). Seim C P und H eine w-Untergruppe von G mit folgenden Eigenschaften:
(i) Sind x,y € H konjugiert in G, so auch in H.
(ii) Jede elementare w-Untergruppe von G ist zu einer Untergruppe von H konjugiert.

Dann existiert ein Normalteiler M von G mit G = HM und HNM = 1.
Beweis. mit N := 1. O
Lemma 8.7. Sei P eine p-Gruppe und U < P. Dann ist U < Np(U).

Beweis. Wir argumentieren durch Induktion nach |P|. Im Fall |[P| = pist 1 = U < Np(U) = P. Sei
also |P| > p. Wegen Z(P) C Np(U) kénnen wir Z(P) C U annehmen. Nach Algebra 1 ist Z(P) # 1. Sei
P := P/Z(P) und U := U/ Z(P). Nach Induktion ist dann U < N5(U). Also existiert ein z € P\ U
mit Uz "1/ Z(P) =zUz ! = U = U/ Z(P). Es folgt x € Np(U). O

Bemerkung 8.8. Der folgende Satz verallgemeinert

Satz 8.9 (WIELANDT). Sei N<<H < G. Ferner sei HNzHx~! C N fiir allex € G\ H. Dann existiert
ein Normalteiler M von G mit G = HM und H N M = N.

Beweis. Bezeichnet man mit 7 die Menge der Primteiler von |H/N|, so ist erfiillt. Sei p € ,
Q € Syl,(H) und P € Syl,(G) mit Q@ C P. Bekanntlich ist QN/N € Syl,(H/N), also QN/N # 1
wegen p } |H/N]|. Folglich ist Q € N. Fiir g € Np(Q) ist Q = gQg~! C HNgHg ' Wegen Q £ N
folgt ¢ € H. Daher ist Np(Q) € HN P = @ und damit P = @ nach . Folglich ist
p 1t |G : H|, und ist erfiillt. Seien z,y € H und g € G mit y = gzg~'. Im Fall g € H
ist yN = (gN)(zN)(gN)~!. Sei also g ¢ H. Dann ist y = grg~' € HNgHg~! C N und analog
x € N, also yN =1 = N in H/N. Damit ist erfiillt. Sei schlieklich x € H \ N und
g € Cg(x). Dann ist x = grg~t € HNgHg !, also g € H. Folglich ist Cg(z) € H. Damit sind alle
Voraussetzungen von erfiillt, und die Behauptung folgt. O
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Satz 8.10. Sei P € Syl,(G). Sind je zwei Elemente in P, die in G konjugiert sind, auch schon in P
konjugiert, so besitzt P ein normales Komplement in G.

Beweis. Folgt nach Sylow und mit 7 = {p} und H = P. O

Satz 8.11 (BURNSIDEs Verlagerungssatz). Sei P € Syl,(G) mit Ng(P) = Cg(P). Dann besitzt P ein
normales Komplement in G.

Beweis. Wegen P C Ng(P) = Cg(P) ist P abelsch. Seien z,y € P und g € G mit grg~! = y. Dann
ist P < Cg(z) und g71Pg < g7 Cq(y)g = Ca(g tyg) = Cg(x). Nach Sylow existiert ein ¢ € Cg(x)
mit cPc~! = g~ Pg. Also ist gc € Ng(P) = Ce(P) < Cg(z). Somit ist g € Cg(x) und y = grg~! = .
Nun folgt die Behauptung aus O

Bemerkung 8.12. Ublicherweise beweist man [Satz 8.11|in der Gruppentheorie mittels Verlagerung.

Satz 8.13. Sei p der kleinste Primteiler von |G|, und sei P € Syl,(G) zyklisch. Dann besitzt P ein
normales Komplement in G.

Beweis. Wie iiblich operiert Ng(P) durch Konjugation auf P. Dies liefert einen Homomorphismus
N¢(P) — Aut(P) mit Kern Cg(P). Also ist Ng(P)/ Cq(P) zu einer Untergruppe von Aut(P) iso-
morph. Da P zyklisch ist, gilt P = Z/p"Z fir ein n € N. In der Algebra 1 zeigt man Aut(Z/p"7Z) =
(Z/p"Z)*. Dies zeigt [Ng(P)/ Ca(P)| | |[Aut(P)| = ¢(p") = p"1(p — 1). Da P zyklisch ist, gilt P C
Cg(P) und [Ng(P)/ Ca(P)| | p—1. Da p der kleinste Primteiler von |G| ist, ist sogar Ng(P) = Cq(P),
und die Behauptung folgt aus Burnsides Verlagerungssatz. O

Beispiel 8.14. Sei P € Syly(G) zyklisch. Nach [Satz 8.13| besitzt P ein normales Komplement N in
G. Nach Feit-Thompson ist N auflosbar. Wegen G/N = PN/N = P/PN N = P ist damit auch G
auflosbar. Wir beweisen eine schwéchere Aussage ohne den Satz von Feit und Thompson.

Satz 8.15. Sind alle Sylowgruppen von G zyklisch, so ist G aufldsbar.

Beweis. Wir argumentieren durch Induktion nach |G|. O.B.d. A. sei G # 1. Sei p der kleinste Primteiler
von GG und P € Syl,(G). Nach existiert ein N < G mit G = PN und PN N = 1. Jede
Sylowgruppe von N liegt in einer Sylowgruppe von G und ist damit zyklisch. Nach Induktion ist also
N auflosbar. Bekanntlich ist auch jede p-Gruppe auflésbar. Mit N und G/N = PN/N = P/PNN = P
ist also auch G auflésbar. O

Bemerkung 8.16. In der Situation von [Satz 8.15 kann man weiter zeigen, dass G’ und G /G’ zyklisch
sind (ohne Beweis). Insbesondere ist G = 1.

Beispiel 8.17. Gruppen quadratfreier Ordnung sind auflosbar.

Satz 8.18 (FROBENIUS). Sei P € Syl,(G) und fiir jede Untergruppe 1 # Q < P sei Ng(Q)/Ca(Q)
eine p-Gruppe. Dann besitzt P ein normales Komplement in G.
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Beweis. Nach Sylow gilt die Voraussetzung fiir alle P € Syl,(G). Sei I' die Menge der Paare (P, Q)
mit P,Q € Syl,(G), sodass ein ¢ € Cg(P N Q) mit P = cQc ! existiert. Wir zeigen, dass I' alle
Paare von Sylowgruppen enthilt. Sei P, P, € Syl,(G) mit (P, P1) ¢ T', sodass [P N P;| maximal ist.
Offenbar ist dann D := P N P; < P (anderenfalls kénnte man ¢ = 1 wihlen). Sei N := Ng(D)
und PNN C S € Syl,(N) sowie P, " N C T € Syl,(N). Schlieklich sei S € R € Syl,(G). Da
S Cq(D)/ Cq(D) eine p-Sylowgruppe von N/ Cq(D) ist, impliziert die Voraussetzung N = S Cq(D).
Nach Sylow existiert ein n € N mit T = nSn~!. Wegen N = SCg(D) = Cg(D)S kbénnen wir
n € Cg(D) annehmen. Nach [Lemma 8.7] ist

D<Np(D)=NNPCSNPCRNP.
Nach Wahl von (P, P;) existiert ein x € Cq(P N R) C Cg(D) mit P = xRz~!. Analog ist auch
D<Np(D)=NNP CTNP,=nSn ' NP CnRn NP

und es existiert ein y € Cg(nRn~' N P;) C Cg(D) mit nRn~! = yPy~!. Insgesamt ist also P =
rRx~! = an~lyPry~'naz~! mit zn~'y € Cq(D) = Ce(P N Py). Dieser Widerspruch zeigt, dass I" alle
Paare (P, Q) mit P,Q € Syl,(G) enthilt.

Seien nun z,y € P und g € G mit y = grg~'. Dann ist y € P N gPg~!. Nach dem eben gezeigten
existiert ein ¢ € Cg(PNgPg~ ') C Cq(y) mit cPc™! = gPg~!. Da P Cg(P)/ Cg(P) eine p-Sylowgruppe
von Ng(P)/ Cg(P) ist, folgt Ng(P) = P Cg(P) nach Voraussetzung. Also ist ¢7lg = ab mit a € P
und b € Cg(P) C Cg(z). Dann ist y = ¢ lyc = ¢ lgxg~tc = abrb~la~! = awa~'. Die Behauptung
folgt nun aus O

Satz 8.19 (Satz von der Fokalgruppe). Fiir P € Syl,(G) st
PNG = {(xy ' :zy € P sind in G konjugiert).

1 1

Beweis. Sind z,y € P in G konjugiert, so existiert ein ¢ € G mit xy~! = zgz~lg~! = [x,g]. Dies
zeigt P; := (xy~' : 2,y € P sind in G konjugiert) C P N G’. Fiir 2,y € P ist umgekehrt [z,y] =
r(yr~ty™!) = x(yry~H) ! € P. Alsoist P’ C Py<P und P/P; ist abelsch. Sei A € Irr(P/P;) C Irr(P).
Sei g € G. Dann existiert ein € G mit xgpz~! € P. Wir definieren 9(g) := A(zgpx~t). Ist auch
ygpy ! € P fiir ein y € G, so gilt

(a;gprl)(yggly*l) = (zgpz Hyz Hagpr ) oy~ € P < Ker(N).

Daher ist A(zg,2 1) = A(ygpy~!) und ¢ ist wohldefiniert. Das gleiche Argument zeigt auch ¢ € CF(G).
Wir zeigen ¢ € Irr(QG) mit Sei dafiir F < G elementar und g, h € E. Da E das direkte Produkt
seiner Sylowgruppen ist, gilt (gh), = gphp, und (gp, hyp) ist eine p-Gruppe. Also existiert ein € G' mit
z{(gp, hp)z~1 < P. Dann ist

Y(gh) = Ma(gh)pr ™) = Magpz ™ zhpe™") = Nagya ™ )Mzhpz ™) = d(g)v(h).
Wegen (1) = A1) = 1 ist ¥g € Irr(E). Wegen [¢(g)] = 1 fiir alle g € G gilt auch (¢,¢)c = 1.

Nach ist also ¢ € Irr(G). Sei nun g € P\ P;. Durch geeignete Wahl von A kénnen wir
¥(g) = A(g) # 1 annehmen. Wegen ¢(1) =1 ist also g ¢ PN G’ < G' < Ker(v). O
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9 Nullen in der Charaktertafel

Satz 9.1 (BURNSIDE). Sei x € Irr(G) mit x(1) > 1. Dann existiert ein g € G mit x(g) = 0.

Beweis. Nehmen wir x(g) # 0 fiir alle ¢ € G an. Sei ¢ := ¢*™/I¢l ¢ C und G := Gal(Q(¢)|Q).
Fir v € G mit y(¢) = ¢™ gilt v(x(g9)) = x(¢") nach Wegen ggT(|G|,m) = 1 ist die
Abbildung g — ¢ eine Bijektion auf G \ {1}. Da G abelsch ist, gilt v(x(g)x(g9)) = x(¢™)x(g™). Also
ist w =[] 44eq Ix(g)|* > 0 im Fixkorper von G, d.h. in Q. Andererseits ist w ganz-algebraisch und
es folgt w € Z aus Insbesondere ist w > 1 und die Ungleichung vom arithmetischen und
geometrischen Mittel zeigt

1

a1 2 @) ot > 1.

17& el

Also ist

G| = 1G[(x; X)a = + 3 IX@P = x(1)’+16 -1
1#9€G

und wir erhalten die Widerspruch x(1) = 1. O

Bemerkung 9.2. Fiir (1) = 1 gilt offenbar x(g) # 0 fiir alle g € G. Der néchste Satz zeigt, wo man
Nullen in der Charaktertafel finden kann.

Satz 9.3 (BRAUER). Sei x € Irr(G) und p € P mit p { % Dann ist x(g) = 0 fir alle g € G mit
r| Kg)

Beweis. Wir definieren eine Klassenfunktion 6 auf G durch

(g) — {x@) falls p { |{9)

0 sonst.

Wir zeigen zunéchst, dass 6 ein virtueller Charakter ist. Dazu sei £ = P x () < G elementar mit
P € Syl,(E) (man beachte, dass E nicht unbedingt p-elementar ist). Dann ist 6(x) = 0 fiir alle
z € E\Qund 0(x) = x(z) fiir x € Q. Fiir ¢ € Irr(F) ist also

1P|(6, ¢)e = —= > x(x) = (x@:¥qQ)q € Z.
\Q| v

Sei g € K € Cl(G) und w(g) := wy(K) = |I;|(X1()g) = |C|GG(Z<)%<)(1) (siehe [Lemma 1.23). Dann ist

El(6p ) = 3 x@u(e) = j‘é}f S wle)b(a )| Cole).

T€Q z€Q

Fiir x € Q ist P C Cg(x). Daher ist

1GQ|
x(1)

(Om,)p =Y w@)(@)|Calx) : P|
TEQ

eine ganz-algebraische Zahl in Q nach Folglich ist

IGlQ|
x(1)

(0, Y)E € Z.
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Wegen | ‘(‘ )| € Z und ggT(‘GHQl |P|) = 1 ist auch (0g,¢)r € Z. Dies zeigt, dass g ein virtueller

Charakter von E ist. Nach Brauer ist @ ein virtueller Charakter von G (siehe Beweis von [Satz 6.8).
Insbesondere ist (6, x)g € Z. Andererseits ist

Z = (0,)¢ < (6 x)e = 1.
Pﬂ( >\
Daher ist (0, x)g = (x, x)g = 1 und

0=(x—0,x)c ‘G‘le

geqG,
)

d.h. x(¢) =0 fiir allegGGmitp’ 1{(g)] O

Bemerkung 9.4. In der Situation von sagt man: y hat p-Defekt 0.

10 Endliche lineare Gruppen

Bemerkung 10.1. Besitzt G eine treue Darstellung vom Grad G, so ist G zu einer Untergruppe von
GL(n, C) isomorph. In diesem Kapitel werden wir sehen, dass G ,,grofie” abelsche Normalteiler besitzt
(in Bezug auf n). Im Fall n = 1 ist G als Untergruppe von C* sogar zyklisch.

Definition 10.2. Fiir A = (a;j) € C"*" sei

—T
J Al = /Spur(4A") =

Z |ai;|>.

i,j=1

Bemerkung 10.3.

(i) Schreibt man A € C™ " in der Form A = A; + Agi mit Aj, Ay € R™" so wird C"*™ zum
euklidischen Raum der Dimension 2n? (iiber R) mit der iiblichen Norm. Insbesondere gilt

A+ Bl < [[All + [|B]] und Al = [a[| A
fiir A,B e C"™" und a € C.

(ii) Sei U(n,C) := {4 € GL(n,C) : A~! = ZT} < GL(n,C) die unitire Gruppe vom Grad n. Fir
U,V € Un,C) und A € C™*" ist dann

|UAV|)? = Spur(UAVV A T ") = Spur(U(AA)U) = Spur(U'UAA")

= spur<AA )= AP

(iii) Der Spektralsatz aus der linearen Algebra besagt, dass fiir jede Matrix A € C™*"™ mit AA" =A"4
eine Matrix U € U(n, C) existiert, sodass U AU ! eine Diagonalmatrix istﬂlnsbesondere gilt dies,

falls A unitér oder hermitesch ist (d. h. a' = A).

2Siehe Vorlesungsskript Lineare Algebra
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Satz 10.4. Jede Darstellung A : G — GL(n,C) ist zu einer Darstellung A" : G — U(n, C) dhnlich.

Beweis. Die Matrix M := 3 g A(g)A(g)T ist hermitesch. Nach dem Spektralsatz existiert U €
U(n,C) mit UMU~! = D, wobei D eine Diagonalmatrix ist. Wegen U" = U1 ist dann

D=UMU" =S UA(gU'UA(G) U =3 UA(9U " - TA(Q)U .
9geG geG

Wir koénnen also annehmen, dass M eine Diagonalmatrix ist. Nach Definition sind die Hauptdiago-
naleintrige von M reell und positiv. Insbesondere ist M = P2 fiir ein P € GL(n,R). Wie iiblich gilt
AWMAR)" = M und (P~ A(h)P)(PA(R) P~1) = 1, fiir alle h € G. Also ist P~ A(h)P € U(n, C)
fiir alle h € G. O

Satz 10.5 (JORDAN). Es existiert eine Funktion f : N — N mit folgender Eigenschaft: Jede endliche
Gruppe G < GL(n,C) besitzt einen abelschen Normalteiler A I G mit |G : A| < f(n).

Beweis (TA0). Induktion nach n: Im Fall n = 1 koénnen wir sicher f(1) := 1 setzen. Sei n > 2.
Die Inklusionsabbildung G < GL(n, C) ist eine Darstellung von Grad n. Nach [Satz 10.4] kénnen wir
G < U(n,C) annehmen, indem wir G' durch Gz ! fiir ein # € GL(n, C) ersetzen.

Sei € > 0 und
H:=xecG:||z—1| <e).

Fiir z € H mit [lz—1|| < eund g € G ist |lgrg™ ' —1|| = |lgzg~ —gg~ | = lg(z—1)g~ || =[x —1|| <€
nach [Bemerkung 10.3| Also ist H JG. Sei x1,...,x5 € G ein Représentantensystem fiir G/H. Dann ist
|lzi — ;|| = szx;l —1|| > e fiir i # j. Andererseits gilt ||z;]| = v/Spur(z;7;7) = +/Spur(1,) = /n fiir
i=1,...,s. Die Teilmenge M := {z € C"*" : ||z|| = \/n} des euklidischen Raums C™"*" ist beschrankt
und abgeschlossen (d. h. kompakt). Nach dem Satz von Heine-Borel aus Analysis 1 lésst sich M durch
endlich viele, sagen wir g(n), offene Kugeln vom Radius €/2 iiberdecken. In jeder Kugel kann hochstens
ein x; liegen. Insbesondere ist |G : H| = s < g(n).

Annahme: Z(H) < C*1,,.

Im Fall Z(H) = H sind wir fertig mit A := H und f(n) := g(n). Sei also x € H\ Z(H), sodass ||z — 1|
minimal ist (G endlich). Da nicht alle Erzeuger von H in Z(H) liegen kénnen, ist ||z — 1|| < €. Sei

aukerdem y € H mit |y — 1|| < e. Wir wihlen u € U(n,C), sodass uzu~"' eine Diagonalmatrix ist
(Spektralsatz). Schreibe u(z — 1)u~t = diag(ay, ..., a,) und u(y — 1)u=! = (B;;). Dann ist

Iz = 1)(y = DII* = Ju(z = Du™ u(y — Du™'|* = Z jiBigl? < leil* Bl

1,9,k

(Dazﬁ)(Z\ﬁij) otz — D Plfuty — D2 = o — 1Py — 1

(2

1

Analog ist auch ||(y — 1)(z — 1)|| < ||z — 1|y — 1||. Es folgt
lzye ™ty =1l = ey —yz| = Iz~ (y—1)— (y— (@ -1)|| < 2[lz 1|y 1l < 2¢[}z—1]| < [l —1]]

fiir e < 3. Nach Wahl von z ist also 2 := ayz~ly~! € Z(H). Nach der Annahme ist z = A1, fiir
ein A\ € C. Offenbar ist det(z) = det(zyz—'y~!) = 1, d.h. A» = 1. Insbesondere gibt es nur n
Méglichkeiten fiir A\. Es gilt |A — 1]y/n = ||z — 1|| < ||l — 1]] < e. Wahlt man € klein genug, so folgt
A =1und zyz~'y~! = z = 1. Also ist « mit allen Erzeugern von H vertauschbar. Dies liefert den
Widerspruch = € Z(H).
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Also existiert z € Z(H) \ C1,,. Wegen z € U(n,C) existiert ein u € U(n,C) mit

allnl
d:=uzu"t = ,

wobel aj, ..., ax paarweise verschieden sind (o.B.d. A.). Wegen z ¢ C1,, gilt £ > 1. Man zeigt leicht:

GL(nl, C) 0
CGL(n,(C)(d) = = GL(TLl, (C) X ... X GL(nk, C)
0 GL(TLk, (C)

Somit ist auch H < Cgrn,c)(2) = u! Carn,c)(d)u = GL(n1,C) x ... x GL(ng, C). Sei m; : H —
GL(n;, C) die i-te Projektion. Wegen k£ > 1ist n; < n. Nach Induktion existiert ein abelscher Normaltei-
ler N;/ Ker(m;) Q H/ Ker(m;) = m;(H) < GL(n;, C) mit |H : N;| = |H/ Ker(m;) : N;/ Ker(m;)| < f(n;).
Sei

m: H — H/Ker(m) x ... x H/Ker(my), g — (gKer(m),...,gKer(mg)).

Dann ist Ker(m) = ﬂle Ker(m;) = 1. Wir definieren
K =7 YN,/ Ker(m) x ... x N/ Ker(m,)) = N1 N ...N Ng.

Da 7 injektiv ist, ist K ein abelscher Normalteiler von H. Da auch die Abbildung H/K — H/N; X
... X H/Ny, gK — (gN1,...,gNg) injektiv ist, gilt

|H: K| <|H:Ny|...|H:Ng| < f(ni)...f(ng).

Die Funktion h(n) := max{f(i) : 1 < i < n — 1}" erfiillt also |H : K| < h(n). Insgesamt ist
|G : K| = |G : H||H : K| < g(n)h(n). Da die Normalteilerrelation nicht transitiv ist, ist allerdings
nicht unbedingt K JG. Wir betrachten daher die Operation ¢ : G — Sym(G/K) mit 9(hK) := ghK fir
g,h € G (vgl. Beweis von . Man zeigt leicht, dass A := Ker(p) C K gilt. Insbesondere ist A
ein abelscher Normalteiler von G mit |G : A| = |G : Ker(p)| < |Sym(G/K)| = |G : K|! < (g(n)h(n))!.
Die Funktion f(n) := (g(n)h(n))! erfiillt somit die Behauptung. O

Bemerkung 10.6.

(i) Wie in zeigt man, dass G := SL(2,5) auf der Menge der sechs eindimensionalen
Untervektorriume von F2 mit Kern Z(G) = (—13) operiert. Es folgt SL(2,5)/ Z(G) = As und
Z(G) ist der grofste abelsche Normalteiler von G. Auferdem besitzt G einen treuen (irreduziblen)
Charakter vom Grad 2. Dies zeigt f(2) > |G : Z(G)| = 60. Es gilt sogar Gleichheit (ohne Beweis).

(ii) Collins hat |G : A| < (n+1)! fiir n > 71 in der Situation von [Satz 10.5| gezeigt. Nach [Aufgabe 30

ist diese Schranke auch optimal. Der Beweis benutzt allerdings die Klassifikation der endlichen
einfachen Gruppen.

Definition 10.7. Eine Untergruppe H < G heilst m-Hallgruppe, falls H eine m-Gruppe ist und kein
Primteiler von |G : H| in 7 liegt. Insbesondere ist ggT(|H|, |G : H|) = 1.
Beispiel 10.8.

(i) Die p-Hallgruppen von G sind genau die p-Sylowgruppen.

(ii) Sei G abelsch und S, € Syl,(G). Fiir 7 C P ist dann G := ][], S eine 7-Hallgruppe von G.

peET

45



(iii) As besitzt keine {2, 5}-Hallgruppe.
(iv) Nach|Aufgabe 16|sind Frobeniuskerne und Frobeniuskomplemente stets Hallgruppen.

Definition 10.9.
(i) Fir n € N sei Q, := Q(eQﬂ"i/n).

(ii) Seip € P und |G| = mp® mit p{ m. Ein Charakter x von G heift p-rational, falls x(g) € Q, fiir
alle g € G gilt.

Beispiel 10.10. Im Fall pt [(g)] ist x(g) € Qp, (als Summe von |(g)|-ten Einheitswurzeln). Insbeson-
dere ist jeder Charakter p-rational, falls p 1 |G|.

Lemma 10.11. Seien p # q Primzahlen, sodass G kein Element der Ordnung pq besitzt. Dann ist
jeder Charakter x € Irr(G) p-rational oder g-rational.

Beweis. Nehmen wir an, dass x € Irr(G) weder p-rational noch g-rational ist. Wir schreiben n := |G| =
pmy, = ¢®mg mit ptmy, und g1 mg. Sei G, := Gal(Qy|Qyy, ) und G, := Gal(Q,|Qp, ). Dann existieren

Y € Gp und 74 € Gy mit wx # x # Y2x (siehe [Beispiel 6.15)).

Ist g € G mit p{[(g)], so ist x(g) € Q. Insbesondere ist v, (x(g)) = x(g). Analog ist v,(x(g9)) = x(g)
fir ¢ 1 |(g)|- Da G kein Element der Ordnung pq besitzt, gilt p{ [(g)| oder ¢ 1 |(g)| fur alle g € G. Dies

zeigt

((x="x), (x =""X))c = | ! ‘

= > (=0 @) 1) (9) = 0.

geqG

Wegen "7y, Yoy € Irr(G) ist (x, "™ x)a = (x, 7 x)c = 0. Es folgt der Widerspruch

0=0:x)c+ ("x,""x)c > L. O
Lemma 10.12. Fir ggT(n,m) =1 ist Q, NQ,, = Q.

Beweis. Sei ¢ 1= e . Wegen Q, = Q(¢™) und Q,,, = Q(¢™) ist die Einschrankungsabbildung

T Gal(Qum|Qn) — Gal(Qp|Qn N Q)

ein wohldefinierter Homomorphismus. Sei v € Ker(I'). Wegen ggT(n,m) = 1 existieren a,b € Z mit
1 = an + bm. Dann ist v(¢) = (¢4 ™) = (™) (™) = ¢"e¢™ = (. Also ist T injektiv und

. (P(nm) . [Qnm : Q] i . —1Ca a m
p(m) = o) - [0 0 [Q@nm : Qn] = |Gal(Quin |Qn)| < |Gal(Qnm|Qn N Q)| < @(m).

Der Hauptsatz der Galoistheorie impliziert die Behauptung. O

Lemma 10.13. Sei x ein treuer p-rationaler Charakter von G, wobei p } |G|. Dann ist x(1) > p— 1.

Beweis. O.B.d. A. sei p > 3. Wir schreiben |G| = mp® mit p t m. Nach Voraussetzung ist x(g) € Q.

fir alle g € G. Sei P < G mit |P| = p. Dann hat yp Werte in Q,. Nach [Lemma 10.12|ist also x(z) € Q
fir z € P. Da x treu ist, enthélt x p einen nichttrivialen Bestandteil ¢ € Irr(P). Fiir 1 # v € Gal(Q,|Q)

ist 74) # 1 ein irreduzibler Bestandteil von 7(xp) = xp. Wegen |Gal(Q,|Q)| = p — 1 besitzt xp also
mindestens p — 1 irreduzible Bestandteile. Dies zeigt die Behauptung. O
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Lemma 10.14 (FRATTINI Argument). Sei N IG und P € Syl,(N). Dann ist G = N Ng(P).

Beweis. Fiir g € G ist gPg~! < gNg~! = N. Nach Sylow existiert ein z € N mit gPg~' = zPz~!.
Also ist g = z(z71g) € N Ng(P). O

Lemma 10.15. Sei G abelsch und p | |G|. Dann existiert eine Untergruppe H < G mit |G : H| = p.

Beweis. Da, G das direkte Produkt seiner Sylowgruppen ist, kénnen wir annehmen, dass G eine p-
Gruppe ist. Im Fall |G| = p konnen wir H = 1 wihlen. Sei nun |G| > p, und sei z € G ein Element der
Ordnung p. Nach Induktion besitzt G/(x) eine Untergruppe H/(x) mit |G : H| = |G/(z) : H/(x)| =
p. O

Satz 10.16 (BLICHFELDT). Eine endliche Gruppe G < GL(n,C) besitzt eine abelsche m-Hallgruppe
firm:={peP:p>n+1}.

Beweis. Wir argumentieren durch Doppelinduktion nach n und dann nach |G|. Im Fall n = 1 ist G
abelsch und die Behauptung folgt aus |[Beispiel 10.8. Sei also n > 2. Sei x der treue Charakter vom
Grad n, der durch die Einbettung G — GL(n, C) entsteht.

Behauptung: Jede m-Untergruppe H < G ist abelsch.

Sei 1 ein irreduzibler Bestandteil von xp. Dann ist (1) ’ |H|. Jeder Primteiler p von (1) erfiillt
alson+1 < p < (1) < x(1) = n. Folglich ist ¢(1) = 1. Also ist xz eine Summe von irreduziblen
Charakteren 91, . .., 9 vom Grad 1. Somit ist H' C Ker(¢1)N...NKer(yy) = Ker(xm) = Ker(x)NH =

1 (siehe [Aufgabe 9) und H ist abelsch.

Es geniigt daher zu zeigen, dass irgendeine m-Hallgruppe existiert.

Behauptung: x € Irr(G).

Sei x reduzibel und x = x1 + x2 mit K; := Ker(y;) fiir ¢ = 1,2. Dann ist G/K; < GL(x;(1),C) mit
Xi(1) < n. Nach Induktion besitzt G/K; abelsche m;-Hallgruppen mit m; :={p € P : p > x;(1) + 1}
fiir i = 1,2. Wegen 7 C m; gibt es auch m-Hallgruppen H;/K; von G/K; fiir i = 1,2 (Beispiel 10.8|(i)).
Gilt H; < G fiir ein 4, so existiert nach Induktion eine w-Hallgruppe H von H;. Fiir alle p € 7 ist
dann pt |G/K; : H;/K;||H; : H| = |G : H;||H; : H| = |G : H|. Wir kénnen daher H; = G fur i = 1,2
annehmen. Insbesondere ist G/K; abelsch. Wegen K; N Ky = Ker(x1) NKer(x2) = Ker(x) = 1 ist die
Abbildung G — G/K; x G/Ka, g — (gKi,gK>3) injektiv. Insbesondere ist auch G abelsch und die

Behauptung folgt aus .

Behauptung: G’ = G.

Sei G’ < G. Nach existiert ein Normalteiler N < G mit |G : N| =p € P (denn G/G’ ist
abelsch). Nach Induktion besitzt N eine m-Hallgruppe H. Im Fall p ¢ 7 ist H auch eine m-Hallgruppe
von G. Sei also p € . Im Fall H < G ist HP eine m-Hallgruppe von G, wobei P € Syl (G). Sei also
H 4 G. Dann existiert eine Sylowgruppe @ von H mit @ 4 G (anderenfalls wire H als Produkt von
Normalteilern auch normal). Dann ist @ auch eine Sylowgruppe von N und das Frattini Argument
zeigt G = N Ng(Q). Da H abelsch ist, gilt H C Ng(Q). Auferdem ist

G Na(Q)| = INN(Q) : Na(Q)] = N : NNNg(Q)| = [N : Nn(Q)| [ [N : H].

Insbesondere liegen die Primteiler von |G : Ng(Q)| nicht in 7. Wegen Ng(Q) < G besitzt Ng(Q) eine
m-Hallgruppe K. Offenbar ist dann K auch eine m-Hallgruppe von G und wir sind fertig.

Behauptung: Z(G) ist eine 7'-Gruppe.
Sei Z < Z(G) mit |Z]| = p € w. Nach [Satz 2.14|ist Z C Z(x). Sei A eine Darstellung mit Charakter

47



x. Fir 1 # x € Z ist dann A(x) = Al,, fiir eine p-te Einheitswurzel A # 1. Wegen p > n ist
det(A(z)) = A" # 1. Also ist det A # 1 im Widerspruch zu G' = G.

Sei nun H < G eine w-Untergruppe von maximaler Ordnung.

Behauptung: ggT(|H|, |G : H|) = 1.

Sei 1 # x € H ein p-Element. Da Z(H) eine 7'-Gruppe ist, gilt C' := Cg(z) < G. Nach Induktion
besitzt C eine w-Hallgruppe K. Da H abelsch ist (siehe oben), gilt H C C und somit |H| < |K|. Aus
der Maximalitét von H folgt [H| = |K|. Sei x € P € Syl,(G). Da P als 7-Untergruppe abelsch ist, gilt
P < Cund pt|G:C|. Andererseits ist pt |C : K|=|C : Hlund pt |G : C||C : H| = |G : H]|.

Wir diirfen annehmen, dass G mindestens ein m-Element besitzt, d.h. H # 1 (anderenfalls ist G eine
7'-Gruppe und die Behauptung gilt mit H = 1). Sei also p ein Primteiler von |H|. Wir nehmen an,
dass H keine w-Hallgruppe ist. Also existiert ein ¢ € 7 mit ¢ ‘ |G : HJ.

Behauptung: G besitzt kein Element der Ordnung pq.

Anderenfalls existieren z,y € G mit |[(x)| = p, |(y)| = ¢ und y € Cg(z). Nach Sylow diirfen wir z € H
annehmen. Mit den obigen Bezeichnungen ist y € C, ¢ | |C'| und daher ¢ ’ |K| = |H|. Dies widerspricht
geT(|H|, |G+ H]) = L.

Nach [Lemma 10.11]ist x r-rational fiir ein r € {p, ¢}. |Lemma 10.13| impliziert nun n = x(1) > r — 1

im Widerspruch zu r € 7. O
Satz 10.17 (WIELANDT). Fir m C P sind je zwei abelsche m-Hallgruppen von G konjugiert.
Beweis. Seien A, B < G abelsche m-Hallgruppen. Wir argumentieren durch Induktion nach |r|. Im Fall

|7| <1 folgt die Behauptung aus dem Satz von Sylow. Sei |7| > 2. Wir schreiben A =[] .S, und
B =[] en Tp mit Sy, T}, € Syl,(G). Sei g € 7 fest. Nach Induktion existiert ein g € G mit

g( 11 Sp>91= IT %

qF#pe™ qF#peT™

peET

Ersetzt man A durch gAg_1

Sq: Ty € Syly(Na(11,2per Sp))- Nach Sylow existiert ein b € Ne(][]

, so kann man S, = T}, fiir alle p # ¢ annehmen. Offenbar ist dann
S,) mit hS;h~! = T,. Dann

. q#peT
18t
hAR™! = hth1h< 11 Sp> =1, [ S%=5 O
q#pE™ q#peET

Beispiel 10.18. Im Allgemeinen sind zwei w-Hallgruppen von G nicht konjugiert. Sei zum Beispiel
G :=GL(3,2) und

= <(1) GL(*2,2)> <G K= <GL(0272) D =G

Wegen |G| =23-3-7und |H| = |K| = 24 sind H und K {2,3}-Hallgruppen von G. Nehmen wir an,
dass ein g € G mit gHg™! = K existiert. Sei e := (1,0,0) und g - e; = (o, 8,7) € F3. Fiir alle z € K
ist dann
2(a, B,7) =g (9 eg)er = g-e1 = (. B,7).
eH

o RO
—

Mit (6
0
und K

€ K folgt 5 =~ =0. Aus <§ é §> € K folgt nun der Widerspruch o« = 0. Somit sind H
ht in G konjugiert.

B o~

1
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Satz 10.19 (BRAUER-BURNSIDE). Sei 6 ein treuer Charakter von G, der genau r verschiedene Werte
ai,...,a, annimmt. Dann tritt unter den irreduziblen Bestandteilen von 00 = 14,0,60%,...,0""1 jeder
wrreduzible Charakter von G auf.

Beweis. Sei x € Irr(G) kein irreduzibler Bestandteil von 6°,6,...,0" 1 und sei 4;:={g € G : 0(g) =
a;j} fir j=1,...,r. Dann ist

r

0=GI(°,x)c =Y 0" (9x(gH) =D a; > xlg7")

geG j=1 gEA;

fir s =0,...,7 — 1. Daher ist (defh x(g™h),. .., deAr X(gfl)) eine Losung des homogenen Glei-
chungssystems mit der Koeffizientenmatrix

1 1 1
al a9 Ay
r—1 r—1 r—1

aq Qo a,.

Matrizen dieser Form (Vandermonde-Matrix) sind bekanntlich invertierbar. Folglich ist Ege A x(g™h =
Ofiirj=1,...,r.Seij€{l,...,r} mit 1 € Aj, also aj = 0(1). Da 6 treu ist, ist A; = {1}, und man
hat den Widerspruch x(1) = 0. O

Beispiel 10.20. Fiir den reguléren Charakter 6 von G gilt r = 2 in|Satz 10.19|(falls G # 1). Tatséchlich
wissen wir bereits, dass jeder irreduzible Charakter in # = "1 vorkommt.

11 Die Charaktere von S,, und A,

Bemerkung 11.1.
(i) Nach [Aufgabe 27| sind zwei Elemente in S,, genau dann konjugiert, wenn sie den gleichen Zy-

klentyp haben. Folglich kann man die Menge der Konjugationsklassen mit den Partitionen von n
identifizieren. Dabei ist eine Partition von n eine Folge von natiirlichen Zahlen A\ = (A1,..., Ag)
mit Ay > X >...2 X >21lund \{+...+ A\ =n.

(ii) Im Folgenden werden wir die Charaktertafel von S,, berechnen, indem wir auch die irreduziblen
Charaktere mit den Partitionen identifizieren. Nach ist dies eine ganzzahlige Matrix.

Definition 11.2.

(i) Sei A = (A1,..., ) eine Partition von n. Das Young-Diagramm von X ist eine Anordnung von
n Boxen mit \; Boxen in der i-ten Zeile. Durch Spiegelung an der Diagonalen erhélt man das
entgegengesetzte Young-Diagramm mit Partition X = (X},..., X)) mit X, := [{j : A\; > ¢}| fiir

i=1,...,1. Sicher ist A = X\ (vgl. Beispiel 11.3).

(ii) Ein Young-Tableau (von M) ist ein mit den Zahlen 1,...,n ausgefiilltes Young-Diagramm (von
M), wobei in jeder Zeile die Zahlen aufsteigend sortiert sind.
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Beispiel 11.3. Sei A = (4,2,2,1) = (4,22,1) eine Partition von 9. Dann sind das Young-Diagramm
von A, ein Young-Tableau und das entgegengesetzte Young-Diagramm gegeben durch:

[ ]

316]7] |
8
9

EEEE

Bemerkung 11.4.

(i) Wir werden die Young-Tableaus Y von A = (Aq,..., ;) oft mit den Mengenpartitionen ¥ =
(Yi,...,Y) mit YiU...UY, ={1,...,n} und |Y;| = \; fiir ¢ = 1,..., k identifizieren. Offenbar
operiert dann S,, durch 9Y := (g(Y1), ..., g(Y)) transitiv auf der Menge der Young-Tableaus von
A. Sei ¢y der entsprechende Permutationscharakter (siehe . Der Stabilisator von Y
ist gegeben durch die Young-Untergruppe

Sy == (Sn)y = Sym(Y1) x ... x Sym(Yg) = Sy, X ... x Sy,.

Nach |Aufgabe 29|ist | o) = 1?; . Sei sgn der alternierende Charakter von S, (siehe [Beispiel 1.2)).

Wir setzen | ¢y := sgn gy = (sgng,, 1g,)%" = (sgnSY)S”

(ii) Sei Y = (Y{,...,Y/) das zu Y gespiegelte Young-Tableau (als Mengenpartition). Dann ist [¥; N
Yj’] < 1 fiir alle 4,7 (Schnitt von Zeile und Spalte). Dies zeigt Sy N Sy’ = 1.

Beispiel 11.5.
(i) Fir A = (n) ist Sy = Sy, pa = 1g, und 9, = sgn.
(ii) Fiir A = (1) ist Sy = 1, und @ = 17" = (sgn; ) = 1 ist der regulire Charakter von S,,.

(iii) Fir A = (n —1,1) kann man die Menge der Young-Tableaus mit {1,...,n} identifizieren. Also
ist ) der natiirliche Permutationscharakter vom Grad n (Aufgabe 29)).

Satz 11.6. Fir jede Partition A von n ist (¢x,¥n)s, = 1. Insbesondere gibt es genau einen gemein-
samen irreduziblen Bestandteil x von @y und ¥y .

Beweis. Sei Y ein Young-Tableau von A. Nach Frobenius und Mackey ist

Sn n _ Sn,
(Sp)ww)\/)sn = (1SY’ (SgnSY/)S )Sn - ((1SY)SY”SgnSy/)Sy/

S
= > (Lg) ngsy g—1> 5808y, )5y, = > (1p,.senp,)p, (11.1)
Sy19Sy ESY/\Sn/Sy Sy19Sy eSY,\Sn/Sy

mit D, := Sy’ N gSyg™' = Sy: N Sey. Fiir g = 1 ist D, = 1 und (ng,sgan)Dg = 1 nach
. Wir miissen zeigen, dass alle anderen Summanden in (|11.1)) verschwinden. Sei also
(1Dg,sgan)Dg > 0 fiir ein g € S,,. Angenommen zwei Zahlen a, b liegen in der gleichen Zeile von 9Y
und in der gleichen Spalte von Y. Dann wiére die Transposition (a,b) in Dy und 1p, # sgn p,- Daher
verteilen sich die Zahlen einer Zeile von 9Y auf paarweise verschiedene Spalten von Y. Insbesondere
existiert ein hy € Sy, sodass die ersten Zeilen von 9Y und Y als Mengen iibereinstimmen. Analog
existiert hy € Sy, sodass die ersten beiden Zeilen von 9Y und "2"Y iibereinstimmen usw. SchlieRlich
existiert h € Sy mit 9Y ="Y, d.h. h~'¢g € Sy. Dies zeigt Sy+¢gSy = Sy+Sy und wir sind fertig. [
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Definition 11.7. Sei < die lexikografische Ordnung auf der Menge der Partitionen von n, d. h.

A<p = dk: A =1, A1 = M1, A < k-
Satz 11.8 (FROBENIUS-YOUNG). Fir alle n € N ist Irr(S,,) = {xx : A Partition von n}.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die x) paarweise verschieden sind. Sei also x) = x, fiir Partitionen
A= (A,..., ) und g = (p1,...,) von n. Nach Definition ist (¢x,%¢u)s, # 0. Seien Y und Z
Young-Tableaus von A bzw. u. Wie im Beweis von existiert ein g € S, mit Sz N Sey = 1.
Ersetzt man Y durch 9Y, so kann man g = 1 annehmen. Mit Y = (Y1,...,Yy) und 2’ = (Z],...,Z])
gilt also |Y; N Z]’\ < 1. Wir wollen A < pu zeigen. Es gilt A\; = |Y1| < m = p;. Nehmen wir nun an,
dass \j = p; fir j < ¢ gilt. Man kann dann die ersten ¢ Zeilen von Y genau auf die ersten 7 Spalten
von Z' verteilen. Wegen Y;11 C {1,...,n} = Z{ U...U Z/, hat Z' also mindestens |Y; 1| = A1
Zeilen mit mindestens 7 + 1 Boxen, d.h. 11 = [{j : |Z]| > i + 1}| > Ai+1. Dies zeigt A < p. Wegen
(Pus¥a)s, # 0 gilt analog auch p < A und wir sind fertig. O

Lemma 11.9. Fir eine Partition A ist ox =3~ ~ (¥x, Xu) 8, Xp-

Beweis. Sei (¢x, Xu)s, 7 0 fiir eine Partition p. Dann ist auch (py,,/)s, # 0 und wie im Beweis von

folat A < 1. 0

Lemma 11.10. Seien A und p Partitionen von n. Fir ein Element g € S, vom Zyklentyp p ist dann
©x(g) die Anzahl der Maéglichkeiten die Komponenten von p auf die Komponenten von \ zu verteilen.

Beispiel 11.11. Sei A = (5,4) und p = (3,22,12). Dann ist ¢)(g) = 5, veranschaulicht durch einge-
farbte Young-Diagramme:

Beweis von [Lemma 11.70. Sei pp = (p1, ..., px) und g = o1 ... 0y mit disjunkten Zyklen o; der Liange
w; fir ¢ = 1,...,k. Nach ist px(g) die Anzahl der Young-Tableaus von A, die durch g
festbleiben. Ein Young-Tableau Y von A bleibt genau dann unter g fest, wenn fir ¢ = 1,...,k die
nichttriviale Bahn von o; in einem Y; liegt. Fiir Y gibt es daher genau so viele Moglichkeiten wie es
Moglichkeiten gibt, die p; in das Young-Diagramm von A zu verteilen. O

Bemerkung 11.12. [Lemma 11.9(und [Lemma 11.10|erlauben es Irr(S,,) rekursiv zu berechnen. Nach

Beispiel 11.5[ist x () = ¥(n) = ls,. Nehmen wir an, dass x;, fiir u > A bekannt ist. Da x nur einmal

in @) auftritt, ist xn = @) — Zu>)\ (©xs Xu) s, Xp- Nach [Aufgabe 29| ist auRerdem (px, x(n))s, = 1.
Insbesondere ist x(,—1,1) = ¢(n-1,1) — 13

n*

Lemma 11.13. Fiir jede Partition A von n gilt Xy = sgn-x.

Beweis. Nach ist sgn-x, ein irreduzibler Bestandteil von sgn-p) = ¥y = 1\ und von
SgN Yy = Py O
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Beispiel 11.14. Sei n = 5. Die Partitionen von 5 in absteigender Reihenfolge sind (5), (4,1), (3,2),
(3,12), (22,1), (2,13), (1%). Wegen [Lemma 11.13|brauchen wir ¢ nur fiir drei Partitionen zu berechnen:

g (1°) (2,1%) (251) (3,1%) (3,2) (4,1 (5
1S5 : Cs,(9)] 1 10 15 20 20 30 24
D(4,1) ) 3 1 2 ) 1
©(3,2) 10 4 2 1 1
©(3,12) 20 6 2

Die zweite Zeile enthélt dabei die Léngen der Konjugationsklassen und Nullen werden durch Punkte
gekennzeichnet. Nun ist x(5) = 1g;. Aus [Bemerkung 11.12] ergibt sich x(4,1) = ©(4,1) — ls;. Weiter
ist (¢@3,2), X(a1)ss = 1 und x32) = @@32) — s, — X(4,1)- SchlieRlich ist (¢(312), X(3,2))s; = 1 und
(P(3,12), X(4,1)) 85 = 2. Also ist x(312) = @(312) — 185 — X(32) — 2X(4,1)-

S5 (15) (27 13) (22, 1) (3a 12) (37 2) (47 1) (5)
(5) 1 1 1 1 1 1 1
(4,1) | 4 1 -1 —1

3,2) | 5 1 1 ~1 1 -1

(3,12) | 6 -2 : 1

(22,1) | 5 -1 1 -1 -1 1

(2,13) | 4 -2 1 1 —1
(1°) 1 -1 1 1 -1 -1 1

Bemerkung 11.15.

(i) Sei A eine Partition von n mit Young-Diagramm Y. Fiir eine Box b := (4,j) von Y ist der Haken
H(b) von b die Vereinigung der Boxen (i, j), (4,74 1), ... und der Boxen (i +1,7), (i +2,7), ....
Sei h(b) := |H(b)| = A\ + X —i — j + 1. Wir kbnnen die h(b) in das Young-Diagramm schreiben,
zum Beispiel:

5[2]1]

’)—lw»lkxl

Es gilt die Hakenformel:
1 n!
b Box von Y
(ohne Beweis). Fiir obiges Tableau ergibt sich x\(1) = 216.

(ii) Entfernt man den Haken H(b) aus Y, so erhélt man das Young-Diagramm einer Partition A\ H(b)
von n — h(b). Weiterhin nennt man {(b) := X} — i die Beinlinge von b. Sei nun x € S, vom Typ
= (p1,...,m) und y € Sy, vom Typ (p1, ..., fk—1, fkt1, - - -, 7). Dann gilt die Murnaghan-
Nakayama-Formel

@)= > ) Oxmew)
b Box von Y,
h(b)=puk
(ohne Beweis). Im Fall py, = n betrachtet man dabei X\ () als trivialen Charakter auf der
trivialen Gruppe Sp = Sym(@). Fir p; = 1 erhédlt man die Verzweigungsregel

(XA)Sp_1 = Z XA\ H(b)
b Box von Y,
h(b)=1
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(ohne Beweis).

(iii) Im Folgenden werden wir Irr(A4,) aus Irr(S,) konstruieren und dabei annehmen, dass Irr(.S,)
gegeben ist. O.B.d. A. sei stets n > 3.

(iv) Sei 0 = (ay,...,am) € Sy ein Zyklus der Lange m. Dann ist 0 = (a1, a2)(az,a3) ... (am-1,am)
und sgn(o) = (—=1)™"1. Ist g € S, ein beliebiges Element vom Zyklentyp (A1, ..., \), so ist also
sgn(g) = (—)MHHhk = (—1)rh

Satz 11.16. Sei g € K € Cl(A,) ein Element vom Zyklentyp (A1,...,\x). Genau dann ist K ¢
CI(S,), wenn die \; ungerade und paarweise verschieden sind. Gegebenenfalls ist V2K € Cl(A,) und
KUWDEK € Cl(S,).

Beweis. Es gilt K € CI(S,) genau dann, wenn |4, : C4,(g9)] = |K| = |Sn : Cgs,(g)|. Wegen |A,, :
Ca, (@) = |An : An N Cs,(9)] = |An Cs,(9) = Cs, (9)] ergibt sich

K ¢ CI(S,) <= Cs,(g) C An.

Sei g = 01 ...0x mit disjunkten Zyklen o; der Lénge \;. Nehmen wir zunédchst an, dass ein A; gerade
ist. Dann ist 0; € Cg, (g) \ Apn. Also kénnen wir annehmen, dass alle A\; ungerade sind. Setzen wir als
Néachstes voraus, dass die A; nicht paarweise verschieden sind, also 0. B.d. A. A1 = Ao. Wir schreiben
o1 = (ai,...,ay,) und o2 = (b1,...,by,). Dann ist 7 := (a1,b1)(az,b2) ... (ax, by, ) ¢ An. Auberdem
ist 7017 = 09, To2T = 01 und To;T = o; fir alle ¢ > 3. Dies zeigt 7 € Cg, (9) \ 4n.

Seien nun umgekehrt die A; ungerade und paarweise verschieden. Wir berechnen |5, : Cg, (¢)|, indem
wir die Moglichkeiten fiir g zéhlen (d.h. die Elemente vom Zyklentyp (A1,...,Ax)). Fir die A\; Ele-

n!

mente des Zyklus’ o1 gibt es (el Moglichkeiten. Davon liefern allerdings je A1 Moglichkeiten das

gleiche Element. Also gibt es #_')\1), Méglichkeiten fiir o1. Analog gibt es danach noch %
Moglichkeiten fiir o9 usw. Dies zeigt

n!(n—)\l)!(n—)\l—Ag)!...(n—)\l—...—)\k_l)! . n'
Al...Ak(n—)\l)!(n—)\l—Ag)!...(n—)\l—...—)\k)! N )\1>\k
=0

und |Cg, (g)| = A1...Ag. Offenbar ist (o1)...{(ox) C Cg,(g) und [(o1)...{(ok)| = [{o1)|...|{ok)| =
AL... A Also ist Cg, (g) = (01) ... (0k) C A,. Damit ist die erste Aussage bewiesen.

Sei nun K ¢ CI(S,). Wie iiblich ist LYK € Cl(A,). Sei K C K € CI(S,). Dann ist sicher K U
12K C K. Fiir jedes h € K existiert umgekehrt ein € S, mit h = zga~!. Ist € A, so ist
h € K. Anderenfalls ist (1,2)z € A, und h = (1,2)((1,2)zgz71(1,2))(1,2) € B2 K. Dies zeigt
K=KUUWEK. O

[Sn : Cs,,(9)] =

Beispiel 11.17. Fiir n > 3 gibt es stets ein K € Cl(A,) mit K ¢ CI(S,). Fiir ungerades n kann man
namlich Zyklentyp (n) in [Satz 11.16| wihlen und fiir gerades n Zyklentyp (n — 1,1).

Satz 11.18. Sei x := x\ € Irr(Sy,) fir eine Partition X\ von n. Im Fall X\ # X ist x4, € Irr(A,,) und

im Fall X = N st x4, = & + WPEy mit €, € Irr(Ay) und &y # 12, Auf diese Weise tritt jeder
irreduzible Charakter von A, auf.
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Beweis. Es gilt
(6 X5, + (osEn s = — 3 x(9)? +sen(ox(@)? = = 3 x(9)? = ( )
X5 X)Sn X, 88 XSn—n, xX\g gnig)x\g = X\9) = (XA, XA, ) A,

T geSy T geA,
Im Fall A # X ist sgn-x = x» # x und (x4,,x4,)4, =1, d.h. xa, € Irr(A4,).

Sei nun A = X. Dann ergibt sich (x4,, x4, i A4, = 2 und x4, ist die Summe zweier verschiedener

irreduzibler Charaktere von A,,. Aus [Satz 4.11| folgt also x4, = &) + (12)¢) fiir ein & € Irr(Ay).

Sei schlieflich ¢ € Irr(A,) beliebig. Dann ist (xa,,&)a, = (x,&%")s, # 0 fiir ein x € Irr(S,). Also
entsteht £ auf obige Weise. OJ

Bemerkung 11.19. Wie iiblich operiert ((1,2)) auf Irr(A,) und auf Cl(A4,,). Nach Brauers Permuta-
tionslemma gibt es genau so viele Paare (12, # €y € Irr(A,,) wie es Paare (WK # K € Cl(A,) gibt.
Dies sieht man auch durch folgende Bijektion:

® : {Partitionen \ = )\'} — {A=(A1,..., Ag) mit \; ungerade und paarweise verschieden},

(AL Ae) — (201 — 1,2X5 — 3,2X3 — 5,.

S

Satz 11.20. Sei A = X eine Partition von n. Dann ezistiert genau eine Partition p = (u1,. .., jg)
von n mit xx(g) =1 (mod 2) fir ein g € S, vom Zyklentyp . Es gilt

%X,\(h) h hat nicht Zyklentyp u,

Ex(h) = %X)\(h) + %\/(—l)nT_km ik hoastin A, zu g kongugiert,

xa(h) — %\/(71)%251 oo hoistin A, zu (52 g konjugiert

bei geeigneter Wahl von €. Die Abbildung T : X\ — u ist eine Bijektion zwischen den Partitionen A = X
und den Partitionen p mit paarweise verschiedenen ungeraden Teilen.

Beweis. Wir argumentieren durch Induktion nach (n, A), wobei A lexikografisch geordnet ist. O. B.d. A.
sel n > 4.

Fall 1: A < (%51,1,...,1).

Sei ®(\) =n = (n1,...,m). Dann ist 71 < n und nach Induktion kennt man die Charaktere & :=
§r-1(y) € Tir(Ayy) und & := poi(y,,. ) € Irr(Apy,). Somit ist &1& € Trr(Ay, x Ay—p, ). Mittels
Ap_p =2 Alt({m +1,m +2,...,n}) konnen wir A,, x A,_,, als Untergruppe von A,, auffassen. Wir
setzen

0= (&1 — (1’2)5152)A7l
Sei O(h) # 0 fiir ein h € A,,.

Behauptung: i hat Zyklentyp 7.
Beweis: Es existiert ein # € A,, mit zha™t € A,, x A,_,,. Wir schreiben zhz™! = (zha™1)1(zha™1)y

54



mit (zhz~1); € A, und (zha™1)y € A,y Ist (wha™1); kein n1-Zyklus, so wire nach Induktionsvor-
aussetzung & ((zhz—1)1) = 12 ((zha=1)1) und A(h) = 0. Wir kénnen also annehmen, dass hy ein
m-Zyklus ist. Wegen 1 > n; fiir ¢ > 2 ist x € Sy, X S,,—y;,. Nehmen wir als Nachstes an, dass hg nicht
Zyklentyp (n2,...,m) hat. Im Fall 7, = 1 wire [ = 2 und hy = 1, da die n; paarweise verschieden sind.
Dieser Widerspruch zeigt 72 # 1 und n — 11 > 2. Nun hat auch (zhz~!)s nicht Zyklentyp (12, ...,m)
und es folgt &((zha™1)2) = &(h) fiir alle x € Sy, X Spy,. Sei ¢ := (m + 1,11 + 2). Mit = durchlduft
auch (1,2)Cx die Menge A,, N (Sy, X Sp—y, ). Dabei gilt

& (((1,2)¢eha ™ ¢(1,2)1) = &((Caha ™ O)1) = W& ((zha™ ) — & ((wha™ 1),
Dies ergibt den Widerspruch

0(h) = _tolha) > (& ((xhaz™ 1)) — B2 ((wha™1)1)) = 0.

’Am HA"_m ’ x€ARN(Sny XSn—ny)

Behauptung: 6 = 5 — (1’2)5\ mit £~,\ € Irr(Ay).
Beweis: Im Fall o =1 ist
n—l1

Z & (xhx™ )fl(:vh:p_l) =4\ (-1)z2m

| 7]1| T€AN

nach Induktionsvoraussetzung. Das Vorzeichen hangt hierbei von der Wahl des Charakters £ ab und
wird im Folgenden unerheblich sein. Sei nun 72 > 1 und x2 := xp- y € Irr(Sp—y, ). Die Sum-
manden in 6(h) treten in Paaren der Form

ny—1 1 1 n— (1— 1)
£/ (-1) E 771( xz2(he) £ \/ e ..m)

auf (ersetze x durch (1,2)(x wie oben). Wegen |A,, N (Sy, X Sp—n,)| = 2|4y, ||An—y, | folgt

1(772"“777l

n—ny—I+1

n1—1
-1 + .

Dies zeigt
2|A, : Ca, (h)]
(0,0)4, = """ .oy = 2.
| Anl
Wegen 129 = —0 existiert ein 5\ € Irr(Ay,) mit 0 = g} — (1’2)5\.

Behauptung: Die Aussage gilt.

Beweis: Sei x) = f)\" € Irr(S,) (siehe [Satz 4.13). Sei h € A, vom Zyklentyp 1. Anhand der oben
berechneten Werte fiir 6 folgt

%SCV,\(h) h hat nicht Zyklentyp 7,

g,\(h) = %)?A(h) + %\/(—1)n7_lm ...m histin A, zu h konjugiert,

%%A(h) — %\/(—1)77]1 ...m histin A, zu (1.2)p konjugiert

bei geeigneter Wahl von &. Nach Definition verschwindet Yy auf Sy, \ An. Ist Xa(k) = 1 (mod 2), so ist
h € A,, und %)? A(h) ist keine ganz-algebraische Zahl. Also muss dann h Zyklentyp 1 haben. Nehmen
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wir indirekt Y»(h) = 0 (mod 2) an. Mit &(h) ist dann auch %\/(—1)n7_lm ...m ganz-algebraisch.
Somit wére auch

n—1

1 1 n—l
\/(—1)7771- \/ T 25(—1)7771---7716(@\Z

ganz-algebraisch. Dieser Widerspruch zeigt, dass ) fiir genau eine Konjugationsklasse von S,, ungerade
Werte annimmt. Fiir verschiedene \ < (”;1, 1,...,1) erhdlt man offenbar auch verschiedene x,. Somit
gilt die Behauptung des Satzes fiir alle Charaktere von S,, bis auf (moglicherweise) einen.

Fall 2: A = (%1,1,...,1).

Wegen ®(\) = (n) ist n ungerade. Wir bezeichnen den ,fehlenden” Charakter mit X\ € Irr(Sy,).
Wie iiblich zerfallt (Ya)a, = & + 3V £\ mit §>\ € Iir(A4,). Sei h € K € Cl(A,) vom Zyklentyp
n=m,...,m). Ist K € CI(S ), so ist Ex(h) = &(1Dh) = B2g,\(h) = £Xx(h). Wir kénnen nach

also annehmen, dass die 7; paarweise verschieden und ungerade sind.

Fall 2.1: n # (n).
Sei 7 := ®~1(n) # \. Nach Fall 1 gilt

~ 1
fT(h)fT((l’z)h) + ff( )67'( ) = EXT(h)Z - =N1...1M,
~ ~ —_ 1 »
gT(h)gT( ) + fr( a 2 )5 ((1 Z)h) §X7—(h)2 + 5771 e M-
Sei a := &\(h) und b := &,(12R). Dann ist a + b = Xx(h). Nach der zweiten Orthogonalitiitsrelation
ist

1 x(h)\ oo 5, Xa(h)?
(1 )} - 2 _ _
= > & =5 > xw)+(§: . ) 4 b+ ba — 24
£€II‘I‘(A ) XGII‘I’(STL), XGII‘I‘(Sn),

XAy €Irr(Ap) XA, Elrr(Ap)

1 1 — 1_ — 1.
—§m%mn—yn”m+w+M—§mmF:w+m—§mmV

und
1 h)? % (h)?
Cantl= Y =t X e (A pmem gy T
§€lrr(An) x€Irr(Sn), x€lrr(Sn),
XAp €lrr(Ay) XAy lrr(An)

1 1 - 1. _ 1
= §|an(h)| + oMt ad+ bb — 5XA(h)Q = |Ca, (h)| + aa + bb — 5XA(h)Q.

Gleichsetzen ergibt ab + ba = a@ + bb und (a — b)(b — @) = 0. Dies zeigt a = b = 1Y\ (h).

Fall 2.2: n = ®(\).
Dann ist &;(h) = X (h) fiir alle 7 # A nach Fall 1. Die zweite Orthogonalitéitsrelation liefert

= Y &h)E(Dh) = 2 > X(h)2+(z><(2h)2>+ab+ba—%>\(2h)2

Eelr(An) X€EIrr(Sn), X€EIrr(Sn),
XAn €lrr(Ay) XA, Elrr(Ap)

1 — 1.
= §n1...nl+ab+ba—§x>\(h)2
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und

_ 2 a - 9
Comi= Y emEm=1 ¥ aw? (XX yaa - 2

Eelr(An) XEIrr(Sn), X€EIrr(Sy),
XAp €lrr(An) XAp ¢lrr(An)

1 - 1
= QM + aa + bb — §X)\(h)2.
Alsoist m...m = a(@—0b)+b(b—a) = (a—b)(a—b). Sei h = (ay,...,a; )(a3,...,a2,) ... (all,...,afn)
und

n;—1
I 3

r= H H (a;+1’a:7i—j+1)'

i=1 j=1
Dann ist zhz~! = =Y. Im Fall n — [ = 0 (mod 4) ist sgn(x) = (—1)"12 R (—1)71 =1
Dann sind also k und A~! in A konjuglert und a,b € R (vgl. elsplel Beispiel 6.15). Es ergibt sich a — b =
+/m - und a = Y\(h) + 5/M1 7. Sei schlieRlich n — ! = 2 (mod 4). Hier ist sgn(z) = —1.

Gébe es ein y € A, mit yhy_1 = h_l, so wire z € xCg,(h) = yCg, (h) C A, (sieche Beweis von
Satz 11.16 Also sind A und A~! nicht in A,, konjugiert und b = @. Somit ist a — @ = /— m; und
Satz 11.16). jugi m

a= %)? A(h)+ \/ 1 bei geeigneter Wahl von § y. Fiir ein festes he A, vom Zyklentyp n gllt also

Q%/\(h) h hat nicht Zyklentyp 7,

g)\(h) = %)Z/\(h) + %\/(—1)%[771 ...m histin A, zu h konjugiert,

%5{,\(11) — %\/(—1)%17}1 ...m histin A, zu (1L.2)p konjugiert.

Zusammen mit Fall 1 folgt auch, dass I' eine Bijektion ist. O

Beispiel 11.21. Fiir n = 5 erhélt man aus [Beispiel 11.14|die Charaktertafel von A5 (vgl. |Aufgabe 8§)):

A (1% @41 (317 () ()
(5) 1 1 1 1 1
(4,1) 4 1 -1 -1
(3,2) 5 1 -1 .
(3, 2)1 3 1 1+2\/5 172\/5
( ’ 2)2 3 1 1—2\/5 1+2\/5

Bemerkung 11.22. Sei A = X mit Young-Diagramm Y und ®(\) = p = (u1,...,ux). Sei z € S,
vom Zyklentyp p und sei y € S,—,, vom Zyklentyp (o, ..., p). Wir zeigen x(z) = (—1)nT_k durch
Induktion nach k. Nach der Murnaghan-Nakayama-Formel gilt
[ et
@ =Y )'ue®) = Dm0 ®) = (1) xaman @)-
b Box von Y,
h(b)=p1
Im Fall k = 1ist x\pg(1,1)(y) =1 = w1 und xx(z) = (—1)7%1. Sei nun k£ > 2 und die Aussage fiir k— 1
bereits bewiesen. Dann gilt
m-t pr=l | mopy kil n—k
xa(@) = (=17 xamanw) = (1) T =(-1)7.
Insbesondere ist x(z) ungerade und in [Satz 11.20|gilt I' = ®. Die im Beweis konstruierten Charaktere
X stimmen also mit ) liberein. Auferdem kennt man somit die einzigen nicht-ganzzahligen Werte in
der Charaktertafel von A,, explizit.
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12 Aufgaben

Aufgabe 1 (2 Punkte). Bestimmen Sie die irreduziblen Darstellungen einer endlichen zyklischen
Gruppe.

Aufgabe 2 (2+2+2 Punkte). Sei G eine endliche Gruppe und V' ein C-Vektorraum mit Basis {v, :
g € G}. Fiir g € G sei A(g) die lineare Abbildung auf V, die v, auf vy, abbildet fiir h € G.

(i) Zeigen Sie, dass A : G — GL(V) eine treue Darstellung von G ist.
(ii) Berechnen Sie den Charakter von A.
(iii) Zeigen Sie, dass A fiir G # 1 nicht irreduzibel ist.

(Man nennt A die reguldre Darstellung von G.)

Aufgabe 3 (2+2+2+42+2+2 Punkte). Sei n > 3 und

_ (¢ O (01
U._Oc_l, 7'._10

mit ¢ := e*™/™. Man nennt Dy, := (o, 7) Diedergruppe.
(i) Zeigen Sie: |Day,| = 2n.
(ii) Zeigen Sie, dass ein irreduzibler Charakter x von Dg, mit x(¢) = 1 und x(7) = —1 existiert.

(iii) Zeigen Sie, dass fiir gerades n irreduzible Charaktere x und ¢ von Ds, mit x(o) = ¥ (o) = —1
und x(7) = —(7) = 1 existieren.

(iv) Zeigen Sie, dass Dy, eine Darstellung A, mit A, (o) = ¢" und A,(7) = 7 fiir r € Z besitzt.

(V) Zeigen Sie, dass A, fir r =1,...,(n —1)/2 (bzw. r = 1,...,(n — 2)/2) irreduzibel ist, falls n
ungerade (bzw. gerade) ist.

(vi) Bestimmen Sie ein Repriisentantensystem fiir die Ahnlichkeitsklassen irreduzibler Darstellungen
von Dsy,,.

Aufgabe 4 (2 Punkte). Sei A eine Matrixdarstellung einer endlichen Gruppe G, und sei g € G. Zeigen
Sie, dass A(g) diagonalisierbar ist.
Hinweis: Man kann die Jordansche Normalform oder [Satz 1.10] der Vorlesung benutzen.

Aufgabe 5 (2+2+2 Punkte). Sei A eine Matrixdarstellung von G mit Charakter x.

(i) Zeigen Sie, dass auch A mit A(g) := A(g) fiir g € G eine Matrixdarstellung von G ist. Dabei ist
A(g) das komplex Konjugierte von A(g).

(ii) A ist genau dann irreduzibel, wenn A irreduzibel ist.

(iii) A hat Charakter ¥ mit x(g) := x(g) = x(¢7}) fiir g € G.
Hinweis: Man kann verwenden.

Aufgabe 6 (2 Punkte). Seien x, € Irr(G) mit x(1) = 1. Zeigen Sie: x¢ € Irr(G).
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Aufgabe 7 (2+2+2+2 Punkte). Seien G, H endliche, abelsche Gruppen. Zeigen Sie:

(1) G = Irr(G) ist eine abelsche Gruppe bzgl. Multiplikation. (Man nennt G Charaktergruppe von
G.)

(i) G=G
Hinweis: Denken Sie an den Bidualraum. Verwenden Sie nicht (iv).

—

x H
G.
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(iii) GxH.

i) G
(iv) G

~

Aufgabe 8 (2 Punkte). Bestimmen Sie die Charaktertafel von As.

Aufgabe 9 (2+2+2 Punkte). Zeigen Sie:
(i) Fiir Charaktere x, von G gilt: Ker(x + ¢) = Ker(x) N Ker(v).

(ii) Jeder Normalteiler von G ist der Kern eines Charakters.

(iii) meIrr(G) Ker(x) = 1.
Aufgabe 10 (2 Punkte). Finden Sie ein normiertes, ganzzahliges Polynom mit Nullstelle v/2 + /3.

Aufgabe 11 (2 Punkte). Sei N < G und y € Irr(G). Zeigen Sie, dass (xn)% = xp gilt, wobei p die
Inflation des regulédren Charakters von G/N ist.

Aufgabe 12 (3 Punkte). Sei A eine abelsche Untergruppe von G, und sei x € Irr(G). Zeigen Sie:
V(1) <G : A

Aufgabe 13 (3 Punkte). Berechnen Sie die Eigenwerte einer Permutationsmatrix. (Eine Permu-
tationsmatrix enthélt in jeder Zeile und jeder Spalte genau eine 1 und sonst nur Nullen.)

Aufgabe 14 (3 Punkte). Sei H < G und A eine Darstellung von H mit Charaktgr X. Seity, ...ty
ein Représentantensystem fiir die Linksnebenklassen von H nach G. Fiir g € G sei A(g) := A(g), falls
g € H und 0 € ZXW>*x() gonst. Fiir g € G definieren wir die Blockmatrix

Alti'gt) -+ At ' gtm)
A%(g) = : :
Altplgt) o Aty gtm)

Zeigen Sie, dass AC eine Darstellung von G mit Charakter x& ist.

Aufgabe 15 (3 Punkte). Sei K ein endlicher Kérper mit |K| > 2. Fiir a € K* und b € K sei
fap: K = K, x — ax +b. Zeigen Sie, dass

AFF(1,K) = {fua 0 € K*,b € K} < Sym(K)

eine Frobeniusgruppe ist.
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Aufgabe 16 (2 Punkte). Sei G eine Frobeniusgruppe mit Frobeniuskomplement H. Zeigen Sie:
geT(|H|,|G: H|) =1 (d.h. H ist eine Hallgruppe von Q).

Aufgabe 17 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass Untergruppen und Faktorgruppen von p-elementaren (bzw.
p-quasielementaren) Gruppen wieder p-elementar (bzw. p-quasielementar) sind.

Aufgabe 18 (2 Punkte). Sei P eine endliche p-Gruppe. Zeigen Sie, dass P genau dann einen treuen,
irreduziblen Charakter besitzt, wenn Z(P) zyklisch ist.

Aufgabe 19 (3 Punkte). Sei G = (g9) = C5 und A : G — GL(2,Q) mit A(g) = (7' ') Zeigen
Sie, dass A eine irreduzible Q-Darstellung ist. Zeigen Sie auch, dass A aufgefasst als (C-)Darstellung
reduzibel ist.

Aufgabe 20 (2+2+2 Punkte). Sei G := SL(2, 3). Zeigen Sie:
(i) |G| = 24.
(i) G/ Z(G) = As.

Hinweis: Betrachten Sie die Operation von G auf der Menge der eindimensionalen Untervektor-
riume von F3.

(iii) G ist keine M-Gruppe. (Nicht jede auflésbare Gruppe ist also eine M-Gruppe.)

Aufgabe 21 (3 Punkte). Sei G eine Gruppe ungerader Ordnung. Zeigen Sie: k(G) = |G| (mod 16).
Hinweis: Betrachten Sie Y = x € Irr(G).

Aufgabe 22 (3 Punkte). Konstruieren Sie irreduzible Charaktere mit Frobenius-Schur-Indikator 0, 1
und —1.

Aufgabe 23 (10 Punkte). Entscheiden Sie, welche der folgenden Gruppeneigenschaften man an Hand
der Charaktertafel von G ablesen kann:

(i) 1G],
(ii) Kommutativitét,
i) die Langen der Konjugationsklassen,

Einfachheit,

(iii

(iv
(vi) Isomorphietyp von G/G’,
(vii) Isomorphietyp von Z(G),

Auflosbarkeit,

)
)
)
)
(v) Normalteiler und deren Ordnung,
)
)
(viii)
)

(ix

Isomorphietyp (von G),
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(x) Auflésbarkeitsstufe, d.h. min{n € N: G = 1}.
Hinweis: Verwenden Sie Googleﬁ

Zusatz: Nilpotenz, Nilpotenzklasse, F(G) (Fittinggruppe), ®(G) (Frattinigruppe), ... (soweit Begriffe
bekannt).

Aufgabe 24 (5 Punkte). Gegeben sei die Charaktertafel von G:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1
1 -1 1 1 3 -8 B B B -8B B B 1 -1 1 1
1 -1 1 1 B - B B B - B 1 -1 1 1
1 1 1P g B B B B B BB 1T 1 1 1
r1r 1 1r B B BB B B 1T 1 1 1
2 a o 2 a o 2 a o 2 o o
2 o a2 o o 2 o o 2 o«
2 a o 2B v oy 28 ~F 2 a o
2 a o 28 v 5 28 vy oy 2 a o
2 o a 28 v v 28 5y 4 2 o«
2 o o 28 ¥ 4 28 vy oy 2 o«
3 -3 3 3 -1 1 -1 -1
3 3 3 3 -1 -1 -1 -1
6 3a 3/ -2 —a —ad
6 3o 3a -2 "
mit
~14+V56 ,  —1-45
=0, a=11TVo o = LoV
2 2
8= —1 Z\/&’ = 215 | (Smi/15 o = MAi/15 | = dmi/15

Bestimmen Sie so viele Eigenschaften von G wie moglich.

Aufgabe 25 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass eine einfache Gruppe keinen irreduziblen Charakter vom
Grad 2 besitzt.

Aufgabe 26 (2 Punkte). Sei G eine einfache Gruppe mit einer Involution z, sodass Cg(x) zyklisch
ist. Bestimmen Sie G.

Aufgabe 27 (2+2 Punkte). Sei n € N. Zeigen Sie:
(i) Zwei Elemente in S,, sind genau dann konjugiert, wenn sie den gleichen Zyklentyp haben.

(ii) Die Charaktertafel von S, ist ganzzahlig.
Hinweis: Verwenden Sie Galoistheorie.

Aufgabe 28 (2 Punkte). Sei G = G’ < GL(2,C) und A # 1 ein abelscher Normalteiler von G. Zeigen
Sie A =Z(G) = Cs.

3Fiir das Schreiben von Abschlussarbeiten muss auch Recherchieren geiibt werden :-)
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Aufgabe 29 (2+2+42+42+42+2+2 Punkte). Sei f : G — Sym(2) eine Gruppenoperation auf einer
endlichen, nichtleeren Menge ). Zeigen Sie:

(vi)

(vii)

Es gilt Sym(Q) = S|g. Im Folgenden kénnen wir also 2 = {1,...,n} annehmen.

Die Abbildung F': Sym(£2) — GL(n,C), m — (04 (j))f j—1 ist ein Monomorphismus. Insbesondere
ist A := Fof:G— GL(n,C) eine Darstellung von G. (Man nennt A Permutationsdarstellung.)

Fiir den Charakter x von A gilt x(g) := |[{w € Q : 9w = w}| fiir g € G. (Man nennt y Permuta-
tionscharakter.)
Sei wy, . ..,wn ein Reprisentantensystem fiir die Bahnen von f. Dann ist

m
X = Z 1gwi’
=1

wobei G, :={g € G : 9w = w} der Stabilisator von w € Q in G ist.
Es gilt m = (1, x)¢. Insbesondere ist x — 1 ein Charakter von G, falls [Q| > 1.
Sind Hi, ..., Hy beliebige Untergruppen von G, so ist auch

k
216,
i=1

ein Permutationscharakter von G.

Die Menge der Permutationscharaktere von G ist abgeschlossen unter Addition und Multiplika-
tion.

Aufgabe 30 (2 Punkte). Sei n € N. Zeigen Sie, dass GL(n,C) eine Untergruppe besitzt, die zu S, 41
isomorph ist.

Hinweis: Man kann verwenden.

Anhang: Charaktertafeln

Die Charaktertafeln von Ss, Sy, S5 und As, As, A5 wurden bereits berechnet.

Se (1% (1Y (2212 (2 (3,13 (3.21) (39 (411 (4,2) (51) (6)
(6) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(5,1) | 5 3 1 -1 2 : -1 1 ~1 =1
(4,2) | 9 3 1 3 : : . —1 1 -1 .
(4,12) | 10 2 -2 =2 1 -1 1 : . : 1
(3%) 5 1 1 -3 -1 1 2 -1 -1

(3,2,1) | 16 : -2 -2 1
(3,13) | 10 -2 -2 2 1 1 1 -1
(23) 5 -1 1 3 -1 -1 2 1 —1

(22,12) | 9 -3 1 -3 1 1 -1
(2,14 | 5 -3 1 1 | -1 1
(16) 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1
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As [ (1% (2217 (3,1%) (3%) (4.2) (5,1)1 (5,1)s
(6) 1 1 1 1 1 1 1
(5,1) | 5 1 2 -1 -1 : :
(4,2) | 9 1 : : 1 -1 —1
(4,1%) | 10 -2 1 1 :
(32) 5 1 —1 2 -1 . .
(3,2,1)2 | 8 -1 -1 V5 1+J5
(3,2,1)1| 8 -1 -1 L5 145
Sr|(17)(2,1°) (2%,1%) (2%,1) (3,1%) (3,2,1%) (3,2%) (3%, 1) (4,1°) (4,2,1) (4,3) (5,1%) (5,2) (6,1) (7)
M |1 1 1 11 1 T 1 1 T 1 1 1 1 1
6,1) |6 4 2 .3 -1 .2 -1 1 -1 . -1
(5,2) |14 6 2 2 2 : 2 -1 . : S D T
(5,12) |15 5 -1 -3 3 -1 -1 : 1 -1 1 : . 1
(4,3) |14 4 2 o1 1 -1 2 =2 .1 -1 -1,
42,13 5 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 1.
4,13 |20 . -4 . 2 : 2 2 . : S -1
(3%,1) |21 1 1 -3 -3 1 1 -1 -1 -1 1 1
3,2»)f2t -1 1 3 -3 -1 1 . 1 -1 1 1 -1 .
3,2,1%)[3 -5 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 11 -1 .
(3,1 115 -5 -1 3 3 1 -1 . -1 -1 -1 . : 1
(23,1) |14 -4 2 . -1 -1 -1 2 2 -1 -1 1 .
22,1314 -6 2 -2 2 : 2 -1 . A O T
2,19 | 6 -4 2 .3 -1 -1 . =2 . 1 1 1 . -1
@yt -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1
A |00 (221°) (3,1Y) (3,2%) (3*1) (421 (51°) (T (7)2
) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
6,1) | 6 2 3 -1 : 1 -1 -1
(5,2) | 14 2 2 2 -1 : -1 : :
(5,1%) | 15 -1 3 -1 : -1 : 1 1
(4,3) | 14 2 -1 -1 2 : -1
4,2,1) | 35 -1 -1 -1 -1 1 : :
(4,13, | 10 -2 1 1 —LbyT 1oyT
(4,13, | 10 -2 1 1 : e
(3%,1) | 21 1 -3 1 -1 1
As (1% (22,14 (24 (3,1°) (3,22,1) (3%,1%) (4,2,12) (41) (5,13)  (6,2)  (5,3)1 (5,3)2 (T,1)1 (7,1)
® [1 1 1 1 1 1 T 1 1 1 1 1 1 1
1) |7 3 -1 4 : 1 1 -1 2 -1 -1 -1 :
6,2) (20 4 4 5 1 -1 : S : : 1 -1 -1
6,12) {21 1 -3 6 -2 : -1 1 1 1 1 :
(5,3) |28 4 —4 1 1 1 —2 1 1 -1 :
(5,2,1) |64 . . 4 : —2 : R -1 1 1
(5,13) |35 -5 3 5 1 2 -1 -1 . . )
2y |14 2 6 -1 -1 2 2 -1 -1 -1 :
4,3,1) |70 2 -2 -5 -1 1 -2 . : : 1
(4,22) |56 . 8 —4 -1 o1 1 1 -1 :
(4,2,12),/ 45 -3 -3 11 LT Aoyt
(4,2,1%)5 45 -3 -3 . . 11 . : : Sloy/=T —1by/oT
(3%2) |21 1 -3 -3 1 -1 1 1 =B oiyel
(3%,2)2 21 1 -3 -3 1 -1 1 1 Aoy

Sei ¢ eine Primzahlpotenz, z,y € Fy und 2 € Fp \ F,. Jedes Element in GL(2,q) ist zu einer der
folgenden Matrizen konjugiert: a, := diag(x, z), by := (g }6), Cay ‘= diag(x,y) mit x # y und d, mit
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Eigenwerten z, z9. Dabei gilt ¢,y ~ ¢, » und d, ~ d.q. Insbesondere ist

(¢—1(g—2) n q(q—1)

2
7—![ _1
2 2

2q -2+

die Anzahl der Konjugationsklassen von GL(2, ). Seien a, 8 € Irr(F,) und v € Irr(F2) mit o # 8 und
~? # ~. Die Charaktertafel von GL(2, q) ist

# q—1 q—1 (q—1)(qg—2)/2 q(q—1)/2
| 1 ¢ —1 @ +q 7 —q
GL(2,9) # ag by Cay d,
Xa q—1 a(z)? a(r)? a(z)a(y) a(z7)
Va q—1 go(z)? 0 a(r)a(y) —a(z011)
P (@—1)(g—=2)/2|(¢+Da(z)8(z) a(r)B(z) alr)b(y)+aly)s(z) 0
Ty q(g—1)/2 (g —1)v(x) —(z) 0 —7(2) = (2)4

Es gilt [SL(2,q)| = (¢ — 1)q(¢+ 1). Es existieren zyklische Untergruppen X,Y < G der Ordnung ¢ — 1
bzw. ¢ +1 mit X NY = Z = (—13) = Z(G). Sei Xp:= X\ Z und Yy := Y \ Z. Die p-Sylowgruppen

sind elementarabelsch der Ordnung g¢.

Sei zunachst ¢ = p™ ungerade. Bis auf Konjugation gibt es zwei Elemente a,b der Ordnung p. Seien
a,ap € Trr(X) \ {1x} und 8,50 € Irr(Y) \ {1y} mit a? # o3 = 1 = 32 # B2 Die Charaktertafeln
sind:

e ¢=1 (mod 4):

g 1 -1 x € Xo yEeY +a +b
[Colg)] 1 1 @+ @ —q
1q 1 1 1 1 1 1
p q q 1 -1 0 0
m % qJ2r71 ao(CU 0 1+2\/§ 1_2\/§
w5 = ao(x) 0 A A
n G —at 0 —Bo(y) A o
B —i 0 —Bo(y) e S
Xo q+1 a(=1)(¢+1) o)+ a(z)™ 0 a(£1)  a(£1)
Y q—1 B(=1)(¢g—1) 0 —Bly) = By)~" —B(E1) —B(F1)
e ¢ =—1 (mod 4)
g 1 -1 x € Xp y €Yy +a +b
[Calg)l 1 1 @ +q @ —q T
1q 1 1 1 1 1 1
p q q 1 —1 0 0
N o T o/
mo ol 0 e
72 1 1 0 —Bo(y) =lty/=d _1_2H
T 0 holy) T i
Xa ¢+1 a(=1)(g+1) a@)+a(@)! 0 a(£1)  a(£1)
v q—1 B(=1)(g—1) 0 —Bly) = By)~" —B(*1) —B(F1)
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e p = 2: Hier ist Z = 1 und es gibt es bis auf Konjugation nur ein Element a der Ordnung 2.

g 1 a x € Xo y €Yy
1Cal@)l 1 q q—1 q+1

1o 1 1 1 1

p q 0 1 -1

Xa  g+1 1 a(e)+a(@)! 0

g q—1 -1 0 —B(y) = Bly)~*

Dabei gilt xo = Xz und 95 = V3.
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Stichwortverzeichnis

Symbole

1Al [43]
xvY)a,

G,

G,

9w, 23]
9,19
H\G/K,
Irr(G), |§|
Irr (Glp),
k(G), I§I
Ker 1

SDHa
Qn, [46]
sgn |§|

|3_B|
detA |§|

.Tp,
xﬂ"?

A
Artin,

B
Bestandteil
irreduzibler,
Vielfachheit,
Blichfeldt, [A7]
Brauer, [30] [42]
Brauer-Burnside, [49]
Brauer-Dade,
Brauer-Fowler,
Brauer-Suzuki, [39]
Brauers Induktionssatz, [2§]
Brauers Permutationslemma, [23]

Burnside,

Burnside-Algorithmus, [I4]
Burnsides Verlagerungssatz, [40]

C
Charakter, [6]
algebraisch konjugiert,
Grad, [0]
irreduzibler, [6]
konjugiert, [19]
linearer, [6]
p-rational, [40]
treuer, [6]
trivialer, [0]
verallgemeinerter, [10]
virtueller,
Zentrum,
Charaktergruppe,
Charaktertafel, [I0]
A47 @
A57 @
abelsche Gruppe,
02 X CQ,
Ch,
D 2n; @
543 @
S5, B2

Clifford-Korrespondenz,

D
Dade, 39
Darstellung, [3]
Grad, [3]
irreduzibel, []
reduzibel, []
regulire,
treue, 3]
triviale, [3]
ahnlich, []
Deflation,
A-invariant, [
Diedergruppe, 5§
Dixon-Schneider-Algorithmus, [T4]
Doppelnebenklassen, [25]

E
Exponent,
F

Frattini Argument, [47]
Frobenius, [0]
Frobenius-Reziprozitiit,
Frobenius-Young, [51]
Frobeniusgruppe, [23]
Frobeniuskern,



Frobeniuskomplement, [23]
Frobenius-Schur-Indikator, [33]

G
Gallagher, 2]
ganz-algebraisch,
Gruppenoperation,

H
Haken, [52]
Hakenformel, [52]
Hallgruppe, [45]

I
Induktion,
Inflation,
Involution,
Ito, [20]

J
Jordan, [44]

K
K-Darstellung, 29
Klassenfunktion, [6]
Klassenmultiplikationskonstante,
Kommutator,
Kommutatorgruppe,
Konjugationsklasse, [6]
Kronecker-Produkt, [I0]

M
Mackey,
Maschke,
Matrixdarstellung, [3]
triviale, [3]
M-Gruppe, 31]
monomial,
Murnaghan-Nakayama-Formel,

N
normales Komplement,
Normalisator,

0)
Orthogonalititsrelation
erste, [7]
zweite, [9]

P
Partition, [49]
p-Faktor,
m-Element, [36]
w-Faktor, [36]

m-Gruppe, [36]

S
Satz von der Fokalgruppe,
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Schur-Relationen, [7]
Schurs Lemma, [5]
Solomon,

T
Taketa, [32]

Taunt,
Tragheitsgruppe,

U
unitire Gruppe,

Vv
Verzweigungsindex, [20]
Verzweigungsregel,

W
Wielandst,
Y

Young-Diagramm, [49]
entgegengesetztes, |1;9'|

Young-Tableau, [9]

Young-Untergruppe,

Z
Zentralisator, [f]
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