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Vorwort

In der kombinatorischen Gruppentheorie werden Gruppen hauptséchlich mittels Erzeuger und Rela-
tionen studiert. Naturgeméf muss man sich daher grofitenteils mit unendlichen Objekten auseinander-
setzen. Eine der wichtigsten Motivationen ist das Burnside-Problem: Ist jede endlich erzeugte Gruppe
mit endlichem Exponenten endlich? Da gelegentlich geometrische Argumente zum Einsatz kommen
(zum Beispiel bei Coxetergruppen), spricht man alternativ auch von geometrischer Gruppentheorie.

Dieses Skript entstand im Rahmen einer 3 + 1 Vorlesung im Sommersemester 2022 an der Leibniz
Universitdt Hannover. Die Vorlesung schlieftt an meine Gruppentheorie-Vorlesung im Wintersemester
2020/21 an und setzt entsprechende Kenntnisse voraus (Verweise sind mit GT gekennzeichnet). An
einigen Stellen gibt es Doppelungen in beiden Vorlesungen. Die Griinde dafiir sind:

o Kenntnisse ins Gedachtnis zuriickrufen.



e Alternative Beweismethoden vorstellen.

e Themen, die zwar im Gruppentheorie-Skript stehen, aber dort aus Zeitgriinden nicht behandelt
wurden (Beispiel: Schur-Erweiterungen).

Die Kapitel 3, 5, 8 und 11-15 wurden nicht behandelt (darin sind also mehr Fehler zu erwarten). Um
das Rechnen mit (realistischen) Beispielen praktikabel zu gestalten, geben wir an vielen Stellen Befehle
fiir das kostenlose Computeralgebrasystem GAP an. An dieser Stelle vielen Dank an Thomas Breuer
fiir niitzliche Ratschlage. Ich bedanke mich ebenso bei Annika Bartelt, Luca Blaas, Adrian Homma,
Scheima Obeidi und Tim Wittenberg fiir einige Fehlerhinweise.
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1 Freie Gruppen

Bemerkung 1.1. Eine Basis B eines Vektorraums V' lésst sich durch folgende Eigenschaft charak-
terisieren: Fir jeden Vektorraum W besitzt jede Abbildung B — W genau eine lineare Fortsetzung
V — W. Auf diese Weise kann man Basen fiir beliebige (nicht-abelsche) Gruppen definieren. Im Ge-
gensatz zu Vektorrdumen besitzen die meisten Gruppen aber keine Basen.

Definition 1.2 (Universelle Eigenschaft). Eine Gruppe F' heifst frei bzgl. einer Teilmenge X C F,
falls fiir jede Gruppe G und jede Abbildung o: X — G genau ein Homomorphismus ¢: F — G mit
o(x) = o(x) fiir alle z € X existiert (d.h. 7 ist eine Fortsetzung von o).

'Fokus auf den geometrischen Aspekt.

?Behandelt endliche und unendliche Gruppen gleichberechtigt. Trotz seines Alters gut zu lesen.

3Etwas moderner und umfangreicher als Hall.

4Unveriinderter Neudruck der 1975 erschienenen Ausgabe. Kleine Schrift, viel Flieftext, schwer zu lesen.
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Beispiel 1.3.

(i) Die triviale Gruppe F' = 1 ist die einzige freie Gruppe bzgl. X = &, denn jede nicht-triviale
Gruppe F besitzt mindestens zwei Endomorphismen.

(ii) Die Gruppe Z ist frei bzgl. X = {1}, denn jede Abbildung o: X — G besitzt die eindeutige
Fortsetzung Z — G, n — o(1)".

Definition 1.4. Sei X eine Menge, die wir Alphabet nennen. Die Elemente von X heiffen Buchstaben.

Sei W die Menge aller Worte der Form w = z{* ... x5 mit n € No, z1,...,2, € X und €1,...,¢, €
{z£1}. Dabei heift |w| := n die Linge von w. Fir n = 0 erhdlt man das leere Wort w = 1. Gilt
X # xiqpq oder € = ;41 flir t = 1,...,n — 1, so heilst w reduziert. Offenbar kann man jedes Wort w in

1

ein reduziertes Wort iiberfithren, indem man Teile der Form xzz~! oder 212 sukzessiv streicht. Zwei

Worte v, w € W heiflen dquivalent, wenn man sie in das gleiche reduzierte Wort iiberfiihren kann. Dies
ist eine Aquivalenzrelation auf W. Die Menge der Aquivalenzklassen Fy := {[w] : w € W} bildet dann
eine Gruppe bzgl. Konkatenation, d. h.

[w][v] := [wo]  [w], [v] € Fx.

Das neutrale Element ist die Aquivalenzklasse des leeren Worts [1]. Das Inverse von [x{'...z] ist

[z, .. .27 “]. Indem man = € X mit [z] € Fx identifiziert, kann man X C F'x annehmen.

Satz 1.5.
(i) Fx ist frei bzgl. X.
(ii) Jede freie Gruppe bzgl. X ist zu Fx isomorph.
(i1i) Es gilt Fx = Fy genau dann, wenn X undY gleichmdchtig sind.

Bewezs.

(i) Sei G eine Gruppe und o: X — G. Fiir w = z{* ... 25 € W definieren wir
o(w):=o(x)...o(x,)™ € G.

Fiir dquivalente Worter v, w € W gilt offenbar o(v) = o(w). Somit induziert & eine wohldefinierte
Abbildung Fx — G, die wir ebenfalls mit o bezeichnen. Wegen 7(wv) = 7(w)o (v) fir w,v € W
ist & ein Homomorphismus. Wegen Fx = (X) ist o eindeutig durch ¢ bestimmt.

(iii) Sei o: X — Y eine Bijektion. Dann existieren Homomorphismen «: Fy — Fy und §: Fy — Fx
mit oy x = o und By = o~ ! Also ist aB: Fy — Fy eine Fortsetzung von idy. Aus der univer-
sellen Eigenschaft folgt a8 = idp, . Analog zeigt man Sa = idp, . Also ist « ein Isomorphismus
zwischen F'xy und Fy.

Sei umgekehrt ein Isomorphismus «a: Fxy — Fy gegeben. Wir betrachten
Nx = (g% [9,h] : g,h € Fx) < Fx

und Fy = Fx/Nx. Wegen a(Nx) = (a(g),[a(g),a(h)] : g,h € Fx) = Ny ist Fx = Fy.
Nach Konstruktion ist Fx eine abelsche Gruppe mit g2 = 1 fiir alle § € Fx. Durch die Sk-
alarmultiplikation A\g := y* fiir A € Fy wird Fy ein Fy-Vektorraum (eine unendliche Version
der elementarabelschen Gruppen aus GT). Die Elemente T := Ny mit € X bilden ein Er-
zeugendensystem von Fy. Nehmen wir an es gibt paarweise verschiedene z1,...,z, € X mit
Z1...xy € Nx. Sei 0: X — Fo mit o(z1) =1 und o(z;) =0 fliri =2,...,n. Sei 0: Fx — Fo



die Fortsetzung von o. Wegen & (g?) = 25(g) = 0 und &([g, h]) = 5(g) + o(h) —5(g9) —7(h) =0
ist ¢1...x, € Nx C Ker(o). Dies widerspricht o(x; ...2,) = o(z1) = 1. Also ist 3 ...z, ¢ Nx.
Dies zeigt, dass {Z : z € X} eine Basis von Fy ist. Also folgt | X| = dim Fx = dim Fy = |Y|

(ii) Folgt wie in (jii) (es wird nur die universelle Eigenschaft benutzt). O

Definition 1.6. Ist F' frei bzgl. X, so nennt man rk ' := | X| den Rang von F. Nach gibt es
bis auf Isomorphie nur eine freie Gruppe vom Rang r € N. Diese bezeichnen wir mit F;.

Lemma 1.7 (vgl. GT-Aufgabe 60). Jedes Wort w € W ist zu genau einem reduzierten Wort w € W
dquivalent.

Beweis (VAN DER WAERDEN). Wir wissen bereits, dass w zu mindestens einem reduzierten Wort &qui-
valent ist. Fiir die Eindeutigkeit sei R C W die Menge aller reduzierten Worter. Fiir r = 2' ... 25" € R
und z € X sei

€n

€2
... Ty

€1 € —€1
v )T T falls x # ',
falls x = 2] .

Offenbar induziert x eine Permutation o(x) € Sym(R) mit Umkehrabbildung o(z~!). Nach der uni-
versellen Eigenschaft setzt sich o zu einer Operation Fxy — Sym(R) fort. Fiir 4quivalente reduzierte
Worter v, w € R gilt

v="11 =M1 =, O

Bemerkung 1.8.
(i) Fiir » > 2 ist F} nicht-abelsch, denn zyz~'y~! # 1 ist reduziert fiir z # y.

(ii) Sei w = ' ...z € W reduziert mit endlicher Ordnung k in F. Indem man notfalls mit x; ¢
konjugiert, kann man z{' # z;,** annehmen. Dann ist auch w¥ reduziert und es folgt w = 1. Also
ist I torsionsfrei.

Folgerung 1.9. Ist F frei bzgl. X C F, so lisst sich jedes Element von F eindeutig in der Form
z{t ... xlr schreiben, wobein € Ny, x1,...,2p € X mit x; # xipq firi=1,...,n—1und ay,...,a, €

Z\ {0}. Insbesondere ist F = (X).

Beweis. O.B.d.A. sei F' = Fx. Jedes Element ldsst sich nach eindeutig in reduzierter
Form schreiben. Indem man gleiche Buchstaben zusammenfasst, erhédlt man eine Darstellung in der
gewiinschten Form. O

Bemerkung 1.10. Nach Cayley ist jede Gruppe zu einer Untergruppe einer symmetrischen Gruppe
isomorph. Die freien Gruppen besitzen eine duale Eigenschaft.

Satz 1.11. Jede Gruppe G ist zu einer Foktorgruppe einer freien Gruppe F' isomorph. Lisst sich G
durch n Elemente erzeugen, so kann man rk F' = n wdhlen.

Beweis. Sei X ein Erzeugendensystem von G (notfalls X = G). Dann lésst sich die Inklusion X — G
zu einem Epimorphismus Fx — G fortsetzen. Die Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz. [

“benotigt das Auswahlaxiom, falls | X| = oo



Beispiel 1.12. Sei

(1) (1)

Wir zeigen, dass G := (a,b) < GL(2,Q) frei bzgl. {a,b} ist. Sei dafiir X = {z,y} und ¢: Fx — G der

Epimorphismus mit ¢(z) = a und ¢(y) = b. Angenommen es gibt ein nicht-triviales reduziertes Wort

w = z]fl ...zkn € Ker(p) mit 21,...,2, € X und ky,..., k, € Z\ {0}. Nach Konjugation kénnen wir

2, = x und k,, > 0 annehmen. Dann gilt 1 = p(w) = ...a*—2bF-1a%. Fiir k € Z gilt

v (1 2k (1 0
“‘_<01’ = ok 1

(Induktion nach k). Sei
Vo = {(s,t) € Q*: |s| > |t|}, Ve i={(s,t) € Q*: |s| < |t]}.

Fiir v := (1,1) € Q? gilt a*»v = (2k,, +1,1) € V& wegen k,, > 0. Fiir v = (s,t) € V& gilt bFn-1v =
(s,2kn—15+1) € Vo, denn |2k,,—15 + t| > 2|k,—1]|s| — |t] > |s| (Dreiecksungleichung) wegen k,_1 # 0.
Analog gilt a*—2v € V4 fiir v € V. usw. ﬁDies ergibt den Widerspruch

(1,1) = p(w)(1,1) = ... aF—2pFn-1akn(1,1) e Vo U VL.

Also ist ¢ injektiv und G = Fx = Fj.

Bemerkung 1.13.

(i) Sei X ein Erzeugendensystem fiir G und o: Fx — G mit o(x) = x wie in|Satz 1.11} Die Elemente
in Ker(o) nennt man Relatoren fiir G bzgl. X. Fiir z{* ... 25 € Ker(o) gilt also z7' ...z =
in G. Eine Gleichung dieser Form heifst Relation fiir G bzgl. X.

(ii) Sei umgekehrt R C Fx. Sei N := (R)fX := (gRg™! : g € Fx) < Fx der normale Abschluss von
R in Fx. Wir setzen
G=(X|R)y=(X|{r=1:r€R}):=Fx/N.

Man identifiziert Buchstaben x € X oft mit ihren Nebenklassen N € G (im Allgemeinen nicht
injektiv!). Ist |X| 4+ |R| < oo, so nennt man G endlich prisentiert. Auf diese Weise ldsst sich
jede Gruppe durch Erzeuger und Relationen beschreiben (dies entspricht der Aussage, dass jeder
Vektorraum die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems ist). Im Allgemeinen ist es jedoch
schwierig die Figenschaften von G aus X und R abzulesen.

Beispiel 1.14.
(i) (X | @) & Fx.
(i) (z|a") = (x| a" = 1) = Z/nZ = C,.

(ili) Jede endliche Gruppe G ist endlich présentiert: Sei X := {z,: g € G}, R := {:Jsg:zshavg_h1 :g,h € G}
und N := (R)f*. Dann existiert ein Epimorphismus ¢: Fx — G mit ¢(z,) = g und R C Ker(y).
Wegen Ker(p) < Fx ist auch N C Ker(p). Sei umgekehrt w := z! ...z{" € Ker(p). Wegen

g1 g
_ —1 -1 . -1
Ty =ziriry € Rund zgzg1w € Rist 24251 € (R) und 2" = 241 (mod N) . Es folgt
W=Tger . Tyen = TgagaTyes o = Ty gen =21 = 1 (mod N).

Also ist Ker(¢) € N und G = (X | R).

5Das Argument nennt sich Ping-Pong-Lemma.



Satz 1.15 (VON DyCK). Seien G = (x; :i € I) und H = (y; : i € I) Gruppen, sodass fiir jede Relation
zil...x" =1 in G auch die Relation y;! ...y;" = 1 in H gilt. Dann existiert ein Epimorphismus

G%Hy;nitf(mi):yi firiel.

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft existieren Epimorphismen fg: Fr — G und fg: Fr — H
mit fo(i) = z; und fg(i) = y; fir i € I. Nach Voraussetzung gilt Ker(fq) < Ker(fg). Also ist

G = Fi/Ker(fg) — (Fr/Ker(fa))/(Ker(fr)/Ker(fa)) = Fr/Ker(fg) ¥ H

der gesuchte Epimorphismus. O

Bemerkung 1.16. Man kann den Satz von von-Dyck benutzen, um undurchsichtige Gruppenprasen-
tationen durch bekannte Gruppen zu approximieren.

Beispiel 1.17.

(i) Sei G := (z1,...,2p | [5,2;] = 1 Vi,7). Offenbar ist G abelsch und jedes Element in G hat die
Form z{' ... 2% mit ay,...,a, € Z. Seinun H := (y1)®...® (yn) = CZ. Nach[Satz 1.15 existiert
ein Epimorphismus f: G — H mit f(z;) = y; fir i = 1,...,n. Offenbar ist f auch injektiv und
G =~ H = C. Dies zeigt auch F,/F, = C~.

(ii) Sei G = (z,y) mit x # y und |[(z)| = |(y)| = 2. Dann besteht G aus den Elementen der Form
zyxy ... und yayx.... Ist G endlich, so gilt n := |(zy)| € N und jedes Element hat die Form
2 (zry)) mit 0 <i<1und 0 <j <n— 1. Dann folgt

G = Dy, = (0,7 | 0" =7>=1, Tor =0 1),

wobei Dy = C3.

Bemerkung 1.18 (GAP).

F:=FreeGroup("x","y");; #das doppelte Semikolon iiberdriickt die Ausgabe
AssignGeneratorVariables(F);;

G:=F/[x~2,y"3, (x*y)~5]; #endlich prédsentierte Gruppe

Size(G);

H:=Image (IsomorphismPermGroup(G)); #isomorphe Permutationsgruppe (effizienter)
StructureDescription(H);

#Der umgekehrte Weg:
G:=Image (IsomorphismFpGroup(H));; #isomorphe endlich présentierte Gruppe
RelatorsOfFpGroup(G); #neue Relationen

#Rechnen in der freien Gruppe:

x:=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11);; y:=(3,7,11,8)(4,10,5,6);; #Permutationen von Si
G:=Group(x,y);;

epi:=GroupHomomorphismByImages (F,G,Generators0fGroup(F), [x,y]);

z:=Random(G) ;

PreImagesRepresentative(epi,z); #Darstellung von z als Wort in z,y

Satz 1.19 (NEUMANN). Sei G endlich prasentiert und X ein beliebiges Erzeugendensystem von G.
Dann existiert eine endliche Prasentation G = (Xo | R) mit X9 C X.



Beweis. Sei G = (y1,...,Yn | $1,-..,5m) eine endliche Prisentation. Jedes y; ldsst sich durch end-
lich viele x € X ausdriicken, sagen wir y; = w;(x). Daher existiert eine endliche Teilmenge Xy =
{z1,...,2z1} € X mit G = (Xo). Umgekehrt lassen sich die x; durch y; ausdriicken, sagen wir
z; = v;(y). Man erhilt folgende Relationen in Xy:

si(wi(x),...,wy(z)) =1, x; = vi(wi(x), ..., wy(x)).

Sei R die Menge dieser Relatoren und H := (X, | R). Nach von-Dyck existiert ein Epimorphismus
p: H - G mit p(z;) = z; fiir i = 1,...,k. Man kann nun y; := w;(z) in H definieren. Wegen
z; = vi(Y1,...,Yn) ist dann H = (y1,...,yn). Da die Relationen in s; auch in H gelten, existiert ein
Epimorphismus ¢: G — H mit ¢(y;) = y; fir i = 1,...,n. Wegen

Y(p(x:) = (@) = P(vi(y)) = vily) = 4,
e(W(yi) = (i) = p(wi(z)) = wi(z) = y;

sind ¢ und ¢ zueinander inverse Isomorphismen. O
Satz 1.20 (HALL). Sei N < G. Sind N und G/N endlich prisentiert, so auch G.

Beweis. Sei N = (x1,...,2y | 71,...,mm) und G/N = (\1N,...,ypN | s1,...,s). Sicher ist G =
(X1, Tn, Y1, - - -, Yk). Wegen s;(y) € N gelten Relationen s;(y) = ¢;(z). Die Normalteiler-Eigenschaft
lisst sich durch Relationen y;z;y; * = ugj(2) und y; 'o;9; = vij(2) ausdriicken. Wir definieren

H = <I’1, s Ty Y1y -5 Yk ‘ T, sz(y)tl($)_17ulj(':v)yl'rj_lyz_la Ul](x)yz_lxj_lyl VZ7J>

Dann existiert ein Epimorphismus ¢: H — G mit ¢(2;) = z; und ¢(y;) = y;. Sei N := (z1,...,2,) <
H. Die Relationen u;; und v;; zeigen N<H.Firh € NﬂKer(ap) gilt h € (r1,...,rp)FX. Dies zeigt h = 1
und N NKer(p) = 1. Offenbar induziert ¢ einen Epimorphismus @: H/N — G/N mit @(y;N) = y;N.
Die Relationen 74, t;, u;; und v;; werden in H/ N trivial. Also erfiillen H / N und G /N die gleichen
Relationen (s;(y) = 0) und % ist ein Isomorphismus. Fiir h € Ker(yp) gilt hN € Ker(g) = 1, also
h € N NKer(p) = 1. Also ist ¢ ein Isomorphismus. O

Satz 1.21. Sei G = (X | R) mit X = {x1,...,2,} und R = {r1,...,r;}. Firi = 1,...,n sei
r; = 2. 2% (mod FY). Seien dy | ... | d; die Elementarteiler von A = (a;;) € Z™*, wobei
I := min{n, k}. Dann ist G/G' = Z/d1Z x ... x Z/d|Z x Z"~"'. Insbesondere ist |G| = |G/G'| = oo,

falls k < n.

Beweis. Sei F' := Fx. Nach [Beispiel 1.17| ist F//F’ eine freie abelsche Gruppe vom Rang n. Fiir
N :=(rF':r € R) < F/F gilt nun G/G' = (F/F")/(F/N) 2 Z/d\Z x ... x Z/dsZ (siehe Satz 24.21
in Algebra-Skript). O

Bemerkung 1.22.
(i) Nach[Satz 1.21|kann man algorithmisch entscheiden, ob eine Gruppe endlich prasentierte Gruppe

perfekt ist (dennoch weifs man nicht, ob die Gruppe trivial ist).

(ii) Es sind nur wenige endliche Gruppen G = (X | R) mit |X| = |R| bekannt (zum Beispiel Qan
nach [Aufgabe 2)) m Man vermutet sogar, dass sich jede solche Gruppe mit drei Elementen erzeugen
lasst. Dies wurde fiir p-Gruppen bewiesen (vgl. [Satz 5.25 und |[Aufgabe 22]).

"Man spricht von einer balancierten Préisentation.



Beispiel 1.23. Sei G = (v,y | 2*> = y® = (zy)” = 1). Dann erhilt man die Matrix

2 0 11 1 1 1 0
A=10 3| ~12 0] ~|0 2] ~1]0 1
77 0 3 0 1 00

Also ist G = G’ perfekt. Man kann nachrechnen, dass die Matrizen
1 01 010

xr=[0 1 0], y={0 0 1

0 0 1 100

in GL(3, 2) die Relationen erfiillen. Also gilt G # 1. Wir werden in [Satz 10.50|zeigen, dass G unendlich
ist.

Lemma 1.24. Sei N der normale Abschluss von' Y C X in Fx. Dann ist Fx /N frei bzgl. X \'Y.

Beweis. O.B.d. A. sei @ #Y C X. Jedes Element von N ist ein Produkt von Elementen der Form
gwg~! mit w € (V) und g € Fy. Die Summe der Exponenten eines Buchstaben x € X \ Y in gwg™!
ist 0, denn 2 kann nur in g und g~! auftreten. Dies zeigt, dass die Abbildung o: X \' Y — F/N,
x — xN injektiv ist. Wir zeigen, dass Fx /N frei beziiglich (X \ Y) ist. Sei G eine beliebige Gruppe
und a: X \' Y — G cine Funktion. Setzt man

. 1 fallsz € Y
a(x) =
alz) fallsx ¢Y

fiir x € X, so erhélt man eine Fortsetzung a: X — G von a. Da F frei bzgl. X ist, gibt es einen
Homomorphismus #: F — G mit 3(x) = a(z) fiir alle z € X. Offenbar ist dann N < Ker(3). Daher
gibt es einen Homomorphismus 3: F/N — (F/N)/(Ker(3)/N) — F/Ker(3) — G mit B(c(z)) = a(x)
fir alle z € X \ Y. Sei nun ’': F//N — G ein weiterer Homomorphismus mit 8'(o(z)) = a(z) fiir alle
x € X \'Y. Wegen

FIN=@xN:zeX)=&N:ze X\Y)=(o(x):z € X\Y)

folgt dann sofort 8 = 3. O

Bemerkung 1.25.

(i) Der Cayley-Graph (G, X) einer endlich erzeugten Gruppe G = (X | R) ist ein Graph mit
Eckenmenge G, sodass g,h € G genau dann eine Kante bilden, wenn ¢g~'h € X U X! (durch
g 'h € X erhilt man einen gerichteten Graphen). Offenbar hingt Q(G, X) von X ab. Um
Schleifen zu vermeiden, setzen wir 1 ¢ X voraus. In jeden Fall ist (G, X) zusammenhéngend
und regulér (d. h. alle Ecken haben die gleiche Anzahl an Kanten).

(ii) Ein Kreis in Q(G, X) entspricht einem reduzierten Wort z{' ...z = 1. Daher ist Q(G, X) genau
dann ein Baum (d. h. kreisfrei), wenn G bzgl. X frei ist.

(iii) Die Gruppe G permutiert durch Linksmultiplikation die Ecken und Kanten von Q(G, X). Daher
ist G eine Untergruppe von Aut(2(G, X)). Auf dieser Grundlage lasst sich zeigen, dass jede
endliche Gruppe die Automorphismengruppe eines Graphen ist (Satz von FRUCHTED.

8Siehe |Algebra-Skript
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(iv) Nach dem Satz von Euler-Hierholzer, ist Q(G, X) genau dann eulersch, wenn | X U X 1| gerade
ist. Das bedeutet es gibt einen geschlossenen Weg, der jede Kante von Q(G, X) genau einmal
besucht. Die offene Lovasz-Vermutung besagt, dass Q(G, X) fir 2 < |G| < oo hamiltonsch ist.
Das bedeutet es gibt einen geschlossenen Weg, der jede Ecke von Q(G, X) genau einmal besucht.

(v) Ist G endlich, so lassen sich die Eigenwerte der Adjazenzmatrix von (G, X) untersuchen. Man
kann zeigen, dass sie in enger Verbindung zu den Werten der komplexen irreduziblen Charaktere
von G stehen.

Beispiel 1.26.

(i) Der Cayley-Graph von G = (z | 2™) bzgl. X = {z} ist ein n-Eck. Wahlt man X = G, so erhilt
man den vollstdndigen Graphen mit n Ecken.

(ii) Sei G = Dy, erzeugt von zwei Spiegelungen X = {z,y}. Dann ist Q(G, X) eine 2n-Eck genau
wie fiir Co,. Der Cayley-Graph bestimmt also nicht, ob G abelsch ist. Wahlt man hingehen
X = {z, 2z} mit einer Drehung z um 360°/n, so erhélt man (mit n = 10):

Die beiden Kreise entsprechen den Nebenklassen (z) und z(z).

(iii) Der Cayley-Graph von Fj lasst sich (ndherungsweise) als Fraktal zeichnen:
£
e

T
By

+

AT ‘I%lh

¥

i
2

Interaktive Beispiele findet man unter https://juliapoo.github.io/Cayley-Graph-Plotting/.
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(iv) Sei G = (X) die Gruppe des 3 x 3 x 3-Zauberwiirfel (Rubik’s Cube) und X die Menge der 90°-
und 180°-Drehungen der sechs Seitenflichen. Dann ist God’s Number (20) der Durchmesser von
Q(G, X), also die maximale Lénge eines kreisfreien Wegs (sieche Weihnachtsvorlesung Gruppen-
theorie).

Bemerkung 1.27 (GAP).

LoadPackage ("grape",false);
G:=AlternatingGroup(5);;

Y:=[(1,2,3),(3,4,5)];; #X ist schreibgeschiitzt
C:=CayleyGraph(G,Y); #ersetzt Y durch YUY !
Diameter(C);

LoadPackage ("hap",false); #l&dt weitere Pakete

G:=DihedralGroup(22);;

Y:=Generators0fGroup(G) ;

CayleyGraphOfGroupDisplay(G,Y,"chromium"); #im Browser chromium ausgeben, bendtigt GraphViz

2 Untergruppen freier Gruppen

Bemerkung 2.1. Wir wissen bereits, dass jede Gruppe eine Untergruppe (bzw. Faktorgruppe) einer
symmetrischen (bzw. freien) Gruppe ist. Die Faktorgruppen einer endlichen symmetrischen Gruppe
sind selbst symmetrisch (da A, fiir n > 5 einfach ist). Wir zeigen dual dazu, dass die Untergruppen
einer freien Gruppe selbst frei sind. Wir starten mit einer Variation der universellen Eigenschaft.

Lemma 2.2 (STEINBERG). FEine Gruppe F' ist genau dann frei bzgl. X C F, falls fiir jede nicht-leere
Menge Q und jede Abbildung o: X — Sym(Q2) genau eine Operation F' — Sym(Q2) mit *w = o(z)(w)
fiir alle x € X und w € Q) existiert.

Beweis. Ist F frei bzgl. X, so ldsst sich ¢ nach der universellen Eigenschaft zu einer Operation mit
der angegebenen Eigenschaft fortsetzen. Fiir die Umkehrung zeigen wir zunéchst F' = (X). Die Abbil-
dung 0: X — Sym((X)) durch Linksmultiplikation (d.h. o(z)(y) = zy) lésst sich zu einer Operation
p: F'— Sym((X)) fortsetzen. Man kann aber auch o: X — Sym(F') betrachten und erhélt wegen der
Eindeutigkeit genau die gleiche Fortsetzung p: F' — Sym(F'). Da die Operation durch Linksmultipli-
kation transitiv ist, gilt (X) = F.

Seien nun eine Gruppe G und eine Abbildung o: X — G gegeben. Sei 7: G — Sym(G) der Monomor-
phismus aus dem Satz von Cayley. Nach Voraussetzung existiert genau eine Operation p: F — Sym(G)
mit p(x) = 7(o(x)) fiir alle z € X. Dabei gilt p(F) = p((X)) < 7(G). Offenbar ist 7-p: F — G ein
Homomorphismus, der ¢ fortsetzt. Ist auch v: F — G eine Fortsetzung von o, so ist 7y = p nach
Voraussetzung. Dies zeigt v = 77 1p. O

Definition 2.3. Sei F' frei bzgl. X C F und G < F. Eine Schreier-Transversale fiir G ist ein Repra-
sentantensystem S fiir F'//G mit folgender Eigenschaft: Ist s € S reduziert mit z € X und € = +1,
so ist auch s € S.

Lemma 2.4. Jede Untergruppe einer freien Gruppe besitzt eine Schreier- Transversale.
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Beweis. Sei F frei bzgl. X C F und G < F. Die Linge einer Nebenklasse aG sei die minimale Lénge
eines reduzierten Worts in aG. Wir konstruieren eine Schreier-Transversale S von GG durch Induktion
nach der Lénge der Nebenklassen. Offenbar ist 1G die einzige Nebenklasse mit Léange 0. Sei also 1 € S.
Sei nun aG mit Lange [ > 1. Dabei habe a Lénge [. Sei a = z¢b reduziert mit z € X und € = £1. Nach
Induktion existiert s € S mit sG = bG. Wir wahlen z¢s € S als Représentanten von aG. Offenbar
entsteht auf diese Weise eine Schreier-Transversale. O

Satz 2.5 (NIELSEN-SCHREIER). Untergruppen von freien Gruppen sind frei.

Beweis. Sei F frei bzgl. X C F und G < F. Sei T eine Schreier-Transversale von G. Fiir a € F sei
@ € T mit aG = aG. Wir zeigen mit [Lemma 2.2 dass G frei bzgl.

Y = {(zt) tat : (2,t) € (X,T), ot £t} CG

ist. Sei dafiir 0: Y — Sym(Q2) eine beliebige Abbildung. Wir erweitern o durch die Vorschrift o(1) :=
idg. Die Abbildung f: X — Sym(Q2 x T) mit f(z)(w,t) = (o((xt)"'at)(w),zt) setzt sich zu einer
Operation ]/”\: F — Sym(Q2 x T) fort. Wir zeigen, dass die Einschriankung o: G — Sym(£2 x {1}) von
 die einzige homomorphe Fortsetzung von o ist. Wir zeigen zunichst fHw,1) = (w,t) fiir alle t € T.
Dies ist klar fiir ¢ = 1. Sei also ¢ = x¢s reduziert mit x € X, e = +1. Da T eine Schreier-Transversale
ist, gilt s € T. Durch Induktion nach der Linge von ¢ kénnen wir *(w,1) = (w, s) annehmen. Im Fall
e = 1 folgt
w0, 1) = 2(w,5) = (o((T5) 128) (@), 1) = (0(1) (@), ) = ().

Sei nun € = —1. Dann gilt *(w,t) = (o((xf) " tat)(w), 2t) = (w,s) und
Hw, 1) = 1715(% 1) = fl(w,s) = (w,t).
Sei nun y := (wf) " 'at € Y beliebig. Dann gilt

w,1) ="(w,t) = (o(y)(w), zt) =" (o(y)(w),1)

und 7 (y) = o(y). Also ist & eine Fortsetzung von o. Sei auch 7: G — Sym({2) eine Fortsetzung. Dann
ist p: F — Sym(Q x T) mit p(a)(w,t) := (r((at)"tat)(w), at) eine Operation, denn fiir a,b € F und
teT gilt

(p(a)p(B)) (w,t) = pla) (r((b8)~"bt) (w), BE) = (((abt) " abt)(r((bE) ~'bt) (w)), abt)
= (7((abt)"tabt)(w), abt) = p(ab)(w, ).

Fiir x € X ist
p(x)(w,t) = (7((@h) " at)(w), 78) = (o((wh) " wt)(w), 21) = *(w, ).

Wegen F' = (X) stimmt p also mit der oben definierten Operation iiberein. Insbesondere ist 7 = . [

Bemerkung 2.6. Fiir Vektorrdume (oder freie abelsche Gruppen) U < V gilt bekanntlich dim U <
dim V. Fiir freie Gruppen ist dies vollig falsch.

Satz 2.7 (SCHREIERs Formel). Ist F frei und G < F mit |F : G| < oo, so gilt

ITk(G) = |F : G|(k(F) — 1) + 1.]
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Beweis. Es geniigt die Méachtigkeit der Menge Y in zu bestimmen. Seien s,t € T und x,y € X
mit

(@t)~'at = (y5) 'ys # 1.

Dann ist xt,ys ¢ T. Da T eine Schreier-Transversale ist, miissen xt und ys reduziert sein. Angenommen
2t = xt’ ist reduziert. Dann folgt ¢’ € T mit

G =2z 2t'G = 27 '2tG = 7' 2tG = G,

also t = t'. Dies widerspricht der Wahl von x und ¢. Daher beginnt ¢ nicht mit x. Folglich kann sich x
nicht aus (zf)~!wt kiirzen. Analog kiirzt sich y nicht aus (8) 'ys. Da xt und ys reduziert sind, muss
xt am Ende von ys vorkommen (oder ys am Ende von xt). Ware zt tatsichlich kiirzer als ys, so wiirde
at bereits in s vorkommen und man erhilt den Widerspruch at € T. Also ist xt = ys und es folgt
(x,t) = (y, s). Die aufgezahlten Elemente von Y sind also paarweise verschieden.

Sei nun t € T\ {1}. Sei t = zs in reduzierter Form mit x € X und € = £1. Da T eine Schreier-
Transversale ist, gilt s € T. Im Fall ¢ = 1 ist s € T und anderenfalls ist ¢t € T. Daher bestimmt
jedes t # 1 genau ein Paar (2/,t') € X x T mit 2't' € T. Umgekehrt entsteht jedes solche Paar auf
diese Weise. Dies liefert

Y|=|XxT|—|T\ {1} =|T|(|X|-1)+1=|F:G|(k(F)—1) + 1. O

Beispiel 2.8. Sei Fy = (z,y) und sei N der normale Abschluss von {z? 42, (zy)?} in Fy. Nach
Beispiel 1.17|ist F5/N die Kleinsche Vierergruppe. Nach Schreiers Formel ist tk N =4(2—-1)+1=5.
Wir wéhlen die Schreier-Transversale {1, z,y,zy} von N in F5 und berechnen

(@z)'ax = 2®, (z@y) ey =y 2Py, (WH) yy =7
z) tyr =y e ya, (YEY) tyay = o yay

Lo=tyz, 2 lyay).

Also ist N frei bzgl. {22, 9%,y a2y, y~
Folgerung 2.9. Die Gruppe Fy besitzt (freie) Untergruppen von jedem endlichen oder abzdhlbaren
Rang. Fir jede abzdhlbare Gruppe G existieren N Q H < Fy mit G = H/N (vgl. |Satz 11.25).

Beweis. Sei Fy = (z,y). Dann ist G := (z) < Fy mit rkG = 1 (Schreiers Formel gilt hier nicht wegen
|F: G| = o0). Fiir n € N existiert N < F mit F//N = C,, nach [Satz 1.11] Schreiers Formel zeigt tk N =
n + 1. Sei schlieflich N := F’ = [F, F]. Nach [Beispiel 1.17|ist F//N = Z2. Daher bilden die Elemente
2%’ mit a,b € Z eine Schreier-Transversale von N in F. Die im Beweis von konstruierte
Menge Y umfasst die paarweise verschiedenen reduzierten Worter (yxy®) tyzy® =y~ o~ lyzy® mit
b € Z. Daher ist rk N = 0co. Die zweite Aussage folgt aus [Satz 1.11] O

Bemerkung 2.10.
(i) Der Beweis von [Folgerung 2.9| zeigt, dass nicht jede Untergruppe einer endlich erzeugten Gruppe

endlich erzeugt sein muss (rk(F3) = 00).

(ii) F:=FreeGroup("x","y");;
AssignGeneratorVariables(F);;
H:=Subgroup(F, [x~2,y"3, (x*y)~51) ;;
IsFreeGroup (H);

Rank(H); #=3
FreeGenerators0fGroup (H) ;
Index(F,H); #= o0
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N:=NormalClosure(F,H);;

Index(F,N); #=60

Generators0fGroup(N) ;; #Zwischenberechnung
Rank (N) ;

Satz 2.11. Ist G endlich erzeugt und H < G mit |G : H| < oo, so ist auch H endlich erzeugt.

Beweis. Sei X = X! ein endliches Erzeugendensystem von G und R ein Reprisentantensystem fiir
G/H mit 1 € R. Fiir z € X und r € R existieren a(x,r) € H und y(z,r) € R mit xr = vy(z, r)a(z,r).
Jedes Element in H hat die Form A = x; ... 2, mit z1,...,z, € X. Dabei gilt

h=x...xpl =x1...2p_17(zn, Da(zn, 1) = 21... 2n_2y(n-1,7(2n, 1)) a(zn-1,7(zn,1))a(zn, 1)
=...=7(x1,..)a(r,...) ...z, 1).
Wegen h € H gilt dabei y(z1,...) = 1. Es folgt H = (a(x,r) :z € X,r € R). O

Bemerkung 2.12. Der Beweis von [Satz 2.11| zeigt, dass man H mit |G : H||X| Elementen erzeugen

kann. Der néchste Satz gibt eine optimale Abschétzung.

Satz 2.13 (REIDEMEISTER-SCHREIER). Sei G = (X | R) eine Gruppe und H < G. Dann lisst sich
eine Prasentation H = (Y | S) aus X und R ableiten. Im Fall |G : H| < oo gilt |Y| < |G : H|(]X|-1)+1
und |S| < |G : H||R|.

Beweis. Sei F := Fx und N := (R)Y < F. Sei p: F — G der Epimorphismus mit Ker(¢) = N. Sei

IEI = o '(H) < F. Dann ist |F : H| = |F//N - H/N| = |G : H|. Sei T eine Schreier-Transversale von
H in F. Wie im Beweis von ist H frei bzgl.

Y = {yp = (xt) at: (x,t) € (X, T),ye # 1} C H.

Insbesondere ist (¢(Y)) = ¢(H) = H. Sei zusétzlich

Yp1y = (w‘lt)_lx_lt = (t_lzm'—lt)_l = y;ﬁ

Fiir ein reduziertes Wort w := 25! ... 2% € F sei
1 n

dj(w) = yzen €1 xsn—ly €n—1 _€1 €n—2 °°* yx;27$yzil,l € H

noLy Ty Ty Ty Ty

ein Wort in Y. Sei S := {¢(t~!rt) : t € T,r € R}. Wir zeigen H = (Y | S). Sei dafiir M := <S>ﬁ <H.
Zuniichst verifizieren wir 1 (w) = wlw fiir w € F durch Induktion nach |w|. Dies ist klar fiir |w| < 1.
Sei nun w = zz¢ reduziert. Dann ist

w(w) = yxf,zlb(Z) = (ﬁ)—lxez . 2_12 = @_1111-

Fiir h € H folgt 1(h) = (h)~"'h = h. Insbesondere ist 1) (t~'rt) = t"'rt € N fiir r € Rund t € T. Also
gilt $ € N und M C N wegen N<H. Fiir die umgekehrte Inklusion geniigt es g~1rg € M fiir g € F und
r € R zu zeigen. Sei g = th mit t € T und h € H. Dann ist g~ 'rg = h=' " rth = h="p(t~'rt)h € M.
Alsoist H= H/N = H/M = (Y | S).

Die zweite Behauptung folgt aus Schreiers Formel und der Konstruktion von S. O
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Bemerkung 2.14 (GAP).

G:=SymmetricGroup(6);;

FG:=Image (IsomorphismFpGroup(G));;

FH:=DerivedSubgroup(FG);; #= Ag
P:=PresentationSubgroup(FG,FH,"y"); #Prédsentation mit Erzeugern y;
TzPrintPresentation(P); #Statistik iiber Erzeuger und Relationen

Satz 2.15 (COXETER-ToODD-Algorithmus). Sei G = (X | R) endlich prisentiert und H < G mit
|G : H| < 0o. Dann existiert ein Algorithmus, der die Operation von G auf G/H bestimmt. Insbesondere
lasst sich |G : H| aus einem Erzeugendensystem von H berechnen.

Beweisskizze. Nach Reidemeister-Schreier existiert ein endliches Erzeugendensystem Y von H. Sei
G/H = {H = Hi,...,Hy}. Fir y = o' ...2}} € Y sei t, := (t1,...,t) mit «f' ... 2P H = Hy,
fir i = 1,...,k. Wegen y € H ist t; = 1. Fir r = 20'...2)' € Rsei T, = (t;;) € N2XE it
asm . xf Hy = Hy,, firm =1,...,1. Wegen r = 1 in G ist ¢;; = @ fir ¢ = 1,...,n. Wir fiillen die
Vektoren t, (y € Y) und Matrizen T, (r € R) von links nach rechts und von oben nach unten, indem
wir neue Nebenklassen zuweisen und alle logischen Folgerungen dabei beriicksichtigen. Fiir jede neue
Nebenklasse wird eine neue Zeile in 7, angefiigt. Wegen |G : H| < oo sind irgendwann alle Eintrage in
ty und T gefiillt. Aukerdem kommt jedes x € X in einem r € R oder in einem Erzeuger von H vor.
Auf diese Weise kann man die Operation von G auf G/H ablesen. Da G transitiv operiert, tauchen
wirklich alle Nebenklassen in den Tabellen auf, d.h. man kann n = |G : H| ablesen. O

Beispiel 2.16. Sei G = (z,y | 2% = y° = (2y)? = 1) und H := (y). Der Vektor t, = (1) enthilt hier
keinerlei Information. Die erste Zeile von Tjs ist (1,1,1,1,1). Die Festlegung Hy := o 'H; = 22H
ergibt folgende Eintrége in T3, Tys und T{,y)2:

X

z y ¥y yy
2 1 111

N — R
N =
N =R

Sei nun Hs := 2 'Hy = 2H. Dann ist t ' Hs = Hy und y*Hy =y~ '2~'H = zyH = Hs;.

r z T Yy yyyy ry x y
1 2 3 11111 1 2 31
2 31 2 3 2 3

3 1 2 3 31 1 2

Wir definieren weiter Hy := y~'Hs, Hs := 2 'Hy, Hg := y~'Hy, H7 := 2~ ' H5 usw.

r y x Yy
r T x Yoy oy oy oy 1 2 3 1
1 2 3 1 1 1 1 1 2 3 4 5
4 5 7 2 3 4 6 5 5 7 8 6
6 9 8 7 8 10 11 9 6 9 T 4
10 11 12 12 12 12 12 12 9 8 10 11

11 12 12 10

(redundante Zeilen wurden gestrichen). Man kann nun ablesen |G| = |G : H||H| = 12|H| < 60. In der
Tat erfiillen die Permutationen z = (1,2,3) und y := (1,4, 3,5,2) in A die Relationen. Nach von-Dyck
ist G2 ((1,2,3),(1,4,3,5,2)) = As.
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Bemerkung 2.17 (GAP).

F:=FreeGroup(2);;

G:=F/[F.1"3,F.2°5,(F.1%F.2)"2];; #F.n ist der n-te Erzeuger
H:=Subgroup(G, [G.2]);;

CT:=CosetTable(G,H);;

Display(TransposedMat(CT)); #nur Spalten F.1*! und F.2%!
f:=FactorCosetAction(G,H); #Operation auf G/H
StructureDescription(Image(£f)); #entsprechende Permutationsgruppe

G:=F/[F.1"2,F.2°3,(F.1%F.2)"7];;
CT:=CosetTable(G,TrivialSubgroup(G));; #bricht nach 4096000 Nebenklassen ab (|G| = co)

Fiir kompliziertere Beispiele und bessere grafische Umsetzung kann man die Pakete ACE bzw. ICT
(bendtigt xgap) benutzen. Auf dem Cover ist die Tabelle fiir Ag < M1 angegeben.

Satz 2.18 (MOORE). Fiirn > 2 gilt

Sn = (@1, wno | 1= af = (wjwi01)° = (wp)? fir k <1-1).

Beweis. Sei G die Gruppe auf der rechten Seite. Fiir n = 2 gilt G =2 (5 = S3. Sei also n > 2
und H := (r1,...,2,—2) < G. Nach Induktion ist H eine Faktorgruppe von S,_1. Insbesondere ist
|H| < (n —1)!. Wir zeigen, dass G folgende Nebenklassen permutiert:

Hozx, 1Hx, ox, 1H,...,21...2,_1H.
Sicher ist

l‘i(l'ifl?prl e IL‘nle) = Ti41--- $n,1H,

Tie1(TiTig1 .. - Tpn1H) = zjq2; ... xp_1H.
Fiir j <i—1 gilt 2;2; = (v;2;) " = zj2; und
(g1 ... Tp1H) = xip1 ... an12jH = 22541 ... xp—1 H.
Sei nun j > i. Wegen (xj_le)3 =1gilt xj_122_1 = xjr;_12;. Es folgt

xj(a:ia:iH N .’L‘n_lH) = Ti... a:j_g(xjxj_lxj)xj+1 e a;n_lH =T;.. .mj_g(mj_lxjxj_l)xjH e xn_lH
= Ti... a:n_lxj_lH = Xi... xn_lH.

Da G im Allgemeinen transitiv auf G/H operiert, ist |G : H| < n und |G| < nl.

Umgekehrt erfiillen die Transpositionen z := (i,i+1) € S, fiir i = 1,...,n— 1 die gleichen Relationen

und wegen S,, = (2, ..., 2] _,) folgt die Behauptung. O

Satz 2.19 (MOORE). Firn > 2 gilt

2

Ap = (2, xp o | 1=ad =2 = =22 5 = (zzi1)® = (xpa)? fiir k <1—1).

Beweis. Sei wieder G die rechte Seite. Fiir n < 3 stimmt die Behauptung. Sei n > 4 und H :=

(21,...,2n-3) < G. Nach Induktion ist [H| < (n — 1)!. Wir zeigen, dass G die folgenden n Neben-
klassen permutiert

2
HoxnoH xp_sxn_oH,...;z1...cp_oH, 2722 ... xn_oH.
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Solange kein z; involviert ist, geht dies wie in |Satz 2.18| Fiir ¢ > 3 gilt z12; = ximfl und

+1
1T .. Tp—oH =25 ... 2y ox;7 H=12;...0p2H,

wirtlay . xy oH = aflaiwy . xy oH = a'ay . 1, oH.

Aus (z172)3 = 1 folgt xoz119 = xl_lxgxl_l und

w0y .. wn—oH = a7 woaT w3 .. wnoH = 2T 2y ... 2pn_oH.

Wie in [Satz 2.18| erhélt man |G| < n|H| < |A,|. Umgekehrt erfiillen die Elemente z; = (1,2,3),
zi=(1,2)i+1,i+2) (i=2,...,n—2) von A, die angegebenen Relationen. O

Bemerkung 2.20. GURALNICK-KANTOR-KASSABOV-LUBOTZKY haben gezeigt, dass man alle sym-
metrischen und alternierenden Gruppen mit zwei Erzeugern und acht Relationen prasentieren kann
(oder drei Erzeuger und sieben RelationenED.

Definition 2.21. Ein reduziertes Wort z{' ...z einer freien Gruppe heit zyklisch reduziert, falls
€1 —€
'rl 7é Ty "

Bemerkung 2.22. Fiir eine Gruppe (X | r) mit nur einer Relation kann man nach Konjugation stets
annehmen, dass r zyklisch reduziert ist. Es gilt nun die folgende Verallgemeinerung von

Satz 2.23 (MAGNUS’ Freiheitssatz). Sei G = (X | r), wobei r zyklisch reduziert sei. Kommt x € X in
r vor, so ist (X \ {z}) < G frei bzgl. X \ {x}.

Beweis. Siehe Satz 7.1 in [Camps et al., Finfihrung in die kombinatorische und geometrische Grup-
pentheorie, Heldermann Verlag, Lemgo, 2008] O

3 Automorphismen freier Gruppen

Definition 3.1. Seien X C X’ Alphabete und R C Fxy mit normalem Abschluss N < F. Die Trans-
formationen

e (X,R) = (X,RU{r}) mit r € N\R,
e (X,R) = (XU{z},RU{z 'w}) mit x € X'\ X und w € Fx

und ihre Umkehrabbildungen werden Tietze- Transformationen genannt.

Satz 3.2. Zwei endlich prasentierte Gruppen (X1 | Ri) und (X2 | R2) sind genau dann isomorph,
wenn man (X1, Ry) durch endlich viele Tietze-Transformationen in (Xa, Re) tberfihren kann.

9Die Prasentation war fehlerhaft und wurde von HUXFORD korrigiert.
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Beweis. O.B.d.A. sei X1 N Xs = @. Sei F; := Fx, und N; := (R;)f" < F;. Fiir r € N; gilt sicher
(ReU{rphfi = Ny und G; == (X; | R;) =2 (X; | R;U{r}). Sei nun z € X'\ X; und w € F;. Dann
existiert ein Epimorphismus ¢: Fiy,y(;1 — Gi mit o(z;) = z;N; fiir z; € X; und () = wN;. Offenbar
ist
N = (R; U {z"tw})xiut=) C Ker(p).

Sei umgekehrt y := yi' ...y € Ker(p) mit y1,...,y, € X;U{z}. Sei kb :=|{1 < j <n:y; =z} Gilt
k =0,soist y € Ker(p) N F; = N; C N/. Sei jetzt k > 0. Um y € N/ zu zeigen, kénnen wir y* = x
nach Konjugation annehmen. Es geniigt dann yz~'w € N zu zeigen, aber das folgt mit Induktion
nach k. Also ist Ker(¢) = N/ und G; 2 (X; U {z} | R; U {z~'w}). Wenn man (X; | R;) durch Tietze-
Transformationen nach (Xz | Rg) iiberfithren kann, so sind also G; und Gg isomorph (dafiir braucht
man keine endliche Présentation).

~

Sei nun umgekehrt G := G1 = G5. Dann existieren Epimorphismen ¢;: F; — G mit Kern N; fiir
i = 1,2. Sei X = X; U X und F := Fx. Dann existiert ein Homomorphismus ¢: ' — G, der
p1 und @9 fortsetzt. Fir z € X; wahlen wir w, € Fy» mit p(z) = p2(wy) = @(wy). Sei S1 =
{sy := 7w, : # € X3} C F. Analog definieren wir Ss. Durch eine offensichtliche (endliche) Folge
von Tietze-Transformationen iiberfithren wir (X1, Ry) in (X, Ry U Ss). Sicher ist N := (Ry U Sp)f C
Ker(y). Wie oben zeigt man Ker(¢) C N. Insbesondere ist Ry US; € N. Man kann also durch
Tietze-Transformationen von (X, Ry U S3) nach (X, Ry U Ry U S7 U Ss) iibergehen. Die Situation ist
nun symmetrisch. Man kann daher auch von (Xg, R2) nach (X, Ry U Ry U S] U Sy) iibergehen. Die
umgekehrten Tietze-Transformationen iiberfithren schlieflich (X1, R1) nach (X2, Ra). O

Bemerkung 3.3. Die Befehle
SimplifyPresentation (= TzGo), SimplifiedFpGroup, IsomorphismSimplifiedFpGroup

fithren stillschweigend Tietze-Transformationen durch, um eine endliche Présentation (X | R) zu ver-
einfachen, d.h. |X|, |R[, und }_ . (r) werden minimiert. Man kann die Transformationen aber auch
gezielt anwenden.

G:=PerfectGroup(768000,10); #perfekte Gruppe aus Datenbank

H:=Image (IsomorphismFpGroup(G));

P:=PresentationFpGroup(H,2); #Prdsentation, print level=2, also mehr Ausgabe
TzGoGo (P) ; #iteriert Vereinfachungen mit Tietze-Transformation
TzPrintPresentation(P); #5 Erzeuger, 33 Relationen, Gesamtlinge 224
gen:=SmallGeneratingSet(G); #geht auch mit 2 Erzeugern

H:=Image (IsomorphismFpGroupByGenerators(G,gen)); #benutze diese
P:=PresentationFpGroup(H,2);

TzGoGo (P) ;

TzPrintPresentation(P); #2 Erzeuger, 59 Relationen, Gesamtlinge 3220

gen:=GeneratorsOfPresentation(P);
TzSubstitute(P,gen[1]~2*gen[2]); #fihre zweite Tietze-Transformation mit w = wzy durch

Definition 3.4. Sei F' = Fx und z,y € X mit z # y. Die Automorphismen

1 falls z ==z

oz F— F, Z )
z falls z # x

xy falls z==x

vy B — F, z
Pay {z falls z # x

(wobei z € X) heiken Nielsen-Transformationen (man beachte die Analogie zum Gauf-Algorithmus).
Sei Auty (F) = (ag, Bay : 2,y € X,z # y) < Aut(F).
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Bemerkung 3.5. Fiir verschiedene z,y € X gilt

ayﬁmya:vﬂyxayﬁxy(xa y) = ayﬁmyaz/ﬁyxay(xya y) = ayﬁxyazﬁya:(xy_la y_l)

= ayBuyas(y oy ) = By (v YY) = ay(y

) = (y, ).

Also lésst sich jede Permutation auf X durch Nielsen-Transformationen realisieren.

Satz 3.6. Seien wi,...,w, € F = Fx und v € Aut(F). Dann existiert ein 6 € Auty(F) mit
d(w;) = y(wy) firi =1,...,n. Insbesondere ist Aut(F) = Auty(F), falls | X| < co.

Beweis. Sei Y C X mit |Y| < co und wy,...,w, € Fy. Es geniigt ein § € Auty(F) mit v(y) = d(y)
fiir alle y € Y zu konstruieren. Wegen (y~!(X)) = F existiert eine endliche Teilmenge Z C X
mit Y C (y~1(Z)). Wir kénnen Y C Z = {x1,...,7,} annehmen. Sei w; := v~ !(x;) reduziert fiir
i=1,...,n. Angenommen es existieren 1 <, j < n mit |w;w;| < |w;|. Offenbar ist dann i # j. Indem
wir v durch 6;1}%7 ersetzen, wird w; durch w;w; ersetzt, wiahrend sich wy, fiir k¥ # ¢ nicht verdndert.
Auf diese Weise wird 7" | |w;| kleiner. Im Fall |w;w;| < |w;| kann man analog die Transformationen
w; — w; — w;w; mittels |Bemerkung 3.5 durchfiihren. Wir konnen also

lwiw;| > max{|w], [w;|}

fir 1 <+4,j < n annehmen. Dies bedeutet, dass sich hochstens die Hélfte von w; und w; im Produkt
w;wj kiirzen kann. Nehmen wir nun an, dass i, j, k existieren mit |w,w;wi| < |ws| — |wy| + |wg]. Sei
dabei w; = as™ !, w; = sbt~! und wy, = te, sodass wiw; = abt~! und wjwyg = sbe reduziert sind
(beachte, dass sich jeweils nur die Hélfte von wj; links und rechts kiirzen kann). Es gilt

lal + 16l + | = [wiwjwg| < fwil = |w;| + |wk| = |a] = 1b] + ¢,

d.h. b =1 und |s| = [t|. Wegen |w;| = |a| + |s| = |wjw;| > |w;| = 2|s| gilt |s| < %|w;| und analog
|s| < %\wkl Wir kénnen also w; durch w;w; ersetzen oder wy, durch wjwy, (tauschen von w; und wy, ist
machbar), ohne dass sich Y ;" | |w;| &ndert. Fiir w € Fz sei L(w) das linke Teilwort von w der Lénge
|(Jw| 4+ 1)/2]. Sei < die lexikographische (Wohl-)Ordnung auf Fz mit

1 1

l<al<api<... <z <m<..<z, <z <z, w <...

Wir schreiben w < v, falls min{L(w), L(w™)} < min{L(v), L(v™!)} oder (min{L(w),L(w™!)} =
min{L(v), L(v™!)} und max{L(w), L(w™)} < max{L(v), L(v™1)}), wobei das Minimum /Maximum
bzgl. < zu bilden ist. Gilt in der obigen Situation s < t, so ist wjwy = sc < tc = wy, denn
L(c7ts™) = L(e™) = L{c71t7Y). Ist t < s, so folgt wyw; = at™ < as™' = w;. Durch geeignete
Nielsen-Transformationen kénnen wir also erreichen, dass die w; moglichst klein bzgl. < sind (da < eine
Wohlordnung ist, kénnen die w; nicht beliebig klein werden). Die Eigenschaft |w;w;| > max{|w;|, |w;|}
bleibt dabei erhalten. Am Ende ist

lwiwjwg| > [wi| — [wj| + [wy]

fir 1 < 4,5,k < n, d.h. wj kiirzt sich nicht vollstandig in w;w;wy. Das gleiche Verfahren léasst sich
allgemeiner mit den Elementen w;ﬂ durchfiihren.

€k

Wegen Y C (y~1(Z)) lisst sich jedes z; € Y als Produkt der w; darstellen, sagen wir x; = wit...w

Wy
Nach Konstruktion gilt aber 1 = |z;| = |wj} ... wi¥| > k, d.h. 2; = wj. Nach weiteren Nielsen-
Transformationen wie in [Bemerkung 3.5| erreicht man schlieflich w; = z; fir i = 1,...,n. 0
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Bemerkung 3.7.

(i) NIELSEN hat eine endliche Prasentation von Aut(F,) bzgl. der Nielsen-Transformationen ange-
geben. NEWMAN hat gezeigt, dass man Aut(F,,) mit nur zwei Automorphismen (unendlicher
Ordnung) erzeugen kann.

(ii) In GAP kann man Nielsen-Transformationen wie folgt konstruieren:

F:=FreeGroup("x","y");;

AssignGeneratorVariables(F);;

FreeGroupAutomorphismsGeneratorO(F); #Nielsen-Transformation a,

FreeGroupAutomorphismsGeneratorU(F); #0,,

FreeGroupAutomorphismsGeneratorP(F); #(z,y) — (y,x)

A:=AutomorphismGroup(F);; #Aut(F)

iso:=IsomorphismFpGroup(A);; #Isomorphismus von A zu einer endlich prédsentierten
Gruppe

a:=GroupHomomorphismByImages (F,F, [x,y], [x"y,x*y]); #a € A

a~iso; #a als Wort in a,, [y, und (z,y) — (y,2)

Satz 3.8. Sei ®: Aut(F,) — GL(n,Z), wobei ®();; die Exponentensumme von x; in a(x;) ist. Dann
ist @ ein Epimorphismus.

Beweis. Die Abbildung ® entsteht aus der Einschrankung
Aut(F,) — Aut(F,/F)) = Aut(Z") = GL(n,Z)

und ist daher ein wohldefinierter Homomorphismus. Fiir die Surjektivitit geniigt es zu zeigen, dass jede
Matrix A € GL(n,Z) ein Produkt von ®(c,) und ®(8,,) ist. Linksmultiplikation (bzw. Rechtsmulti-
plikation) mit ®(a,) bewirkt, dass eine Zeile (bzw. Spalte) von A mit —1 multipliziert wird. Durch
®(;y) kann man eine Zeile (bzw. Spalte) von A zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte) addieren. Wie in
[Bemerkung 3.5] kann man Zeilen und Spalten von A auch vertauschen. Mit diesen Operationen lasst
sich A auf die Smith-Normalform bringen. Wegen det A = %1 sind alle Elementarteiler 1, d. h. A ldsst
sich zur Einheitsmatrix iiberfiihren. O

4 Gruppen-Erweiterungen

Bemerkung 4.1. Nach dem Satz von Jordan-Hoélder sind alle endlichen Gruppen (oder solche die eine
Kompositionsreihe besitzen) aus einfachen Gruppen aufgebaut. Die endlichen einfachen Gruppen sind
bekanntlich vollstdndig klassifiziert. Es bleibt zu untersuchen, wie sich eine Gruppe aus Normalteilern
und Faktorgruppen zusammensetzt.

Definition 4.2.
e Eine (Gruppen-)Erweiterung von H mit N ist eine kurze exakte Folge von Gruppen
1-N-5G5 H- 1,

d.h. N 2 y(N) <G und G/v(N) = 7(G) = H.[

10 Achtung: Dieser Sprachgebrauch ist in der Literatur nicht einheitlich.
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e Wir nennen G eine zerfallende Erweiterung, falls ein Homomorphismus p: H — G mit mop = idyg
existiert. Gegebenenfalls ist p(H) ein Komplement von v(N) in G und G = N x H. Umgekehrt
ist jedes semidirekte Produkt eine zerfallende Erweiterung.

o Zwei Gruppen-Erweiterungen G1, G2 von H mit N heiflen dquivalent, falls ein Homomorphismus
v: Gy — Go mit yory = vp und 7 oy = my existiert. Das heiftt, das folgende Diagramm
kommutiert:

G1
VAR
N Y
PN L A
Ga

H

Bemerkung 4.3.

(i) Jede Gruppe G mit Normalteiler N ist eine Erweiterung von H = G/N mit N, indem man fiir v
die Inklusion und fiir 7 den kanonischen Epimorphismus wéahlt.

(ii) Seien G und G2 dquivalente Erweiterungen mittels v: G1 — Ga. Sei x € Ker(v). Wegen m (z) =
mo(y(z)) = 1 ist © € v1(IV), sagen wir z = v1(y). Aus 1a(y) = y(ri(y)) = ~v(xz) = 1 folgt
y = 1 = z. Daher ist v injektiv. Fiir g € Go existiert x € G mit ma(vy(x)) = m1(z) = ma(g).
Also existiert y € N mit g~ 1y(x) = va(y) = y(v1(y)). Dies zeigt g = v(G1) und 7 ist surjektiv.
Insgesamt gilt G; = G5. Die Aquivalenz von Gruppen ist daher eine Aquivalenzrelation.

1) Isomorphe Erweiterungen mussen allerdings nicht aquivalent sein: Sel
G T he Erwei o .. llerdings nicht dquival i Sei
Gr=Gy=(,ylat =y* =1, yry =a~") = Dy,

N = (22,y) = C2 und H = (zy). Sei v; die Inklusion, vo(2?) = y und 15(y) = 2. Seien m
und 7y die kanonischen Epimorphismen. Wegen Z(G;) = (x?) kann es kein v € Aut(G;) mit
y(x?) = y(v1(2?)) = va(2?) = y geben. Dennoch ist es niitzlich Erweiterungen bis auf Aquivalenz
bestimmen zu koénnen.

(iv) Seien G7 und G9 dquivalente Erweiterungen von H mit N bzgl. v: G1 — G2. Angenommen G
zerfallt mit p1: H — Gy und m1p1 = idg. Fir po :=vp: H = Go gilt mops = moyp1 = m1p1 = idy.
Also zerfallt auch Gs.

(v) Ohne die im Folgenden beschriebenen Methoden kann man Erweiterungen in GAP mit dem
grpconst-Paket konstruieren:

LoadPackage ("grpconst",false) ;

G:=AlternatingGroup(6);; #das Paket erwartet eine Permutationsgruppe
up:=UpwardsExtensions(G,2) [2]; #Erweiterungen von G mit Cy

List (up, IdGroup);

P:=DihedralGroup(IsPermGroup,32);;

up:=CyclicExtensions(P,2);; #ist schneller, aber reduziert nicht bis auf Isomorphie
Size(up)=Size(Set (up,IdGroup)); #false, also Liste redundant
UpwardsExtensionsNoCentre(G,2); #funktioniert nur fir G =G’ und Z(G) =1

Definition 4.4. Seien H und N Gruppen. Fiir z € N sei ¢, € Inn(N) der innere Automorphismus
(d.h. cx(y) = zyz~!). Ein Paar von Abbildungen

a: H— Aut(N), z — oy, k:HxH—N
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heillt Parametersystem von H mit N, falls fiir alle x,y, z € H gilt:

° ‘axay = Cr(a,y) Qays ‘

o [z, y)r(ey, 2) = au(sly, ), y2). |

Ggf. nennt man o Automorphismensystem und k Faktorensystem. Ein Parametersystem (oder Fak-
torensystem) heift normalisiert, falls k(z,1) = k(1,2) = 1 fiir alle x € H gilt (ggf. ist aq = idy).
Schlieklich heifst x trivial, falls k(z,y) =1 fir alle x,y € G (ggf. ist a ein Homomorphismus).

Lemma 4.5. Jede Erweiterung von H mit N bestimmt ein (normalisiertes) Parametersystem.

Beweis. Sei N % G 5+ H eine Erweiterung. Fiir 2 € H wihlen wir # € G mit (%) = 2 und 1 = 1.
Dann ist a,: N — N,y + v~ 1(Zv(y)Z~!) ein Automorphismus (beachte: v ist injektiv) und ag = idy.
Fiir 2,y € H ist w(zy) = vy = m(Z)7(y) = m(Zy). Daher existiert x(x,y) € N mit gy = v(k(z,y))xy.
Dabei gilt k(z,1) = k(1,2) = 1. Fiir g € N gilt
(zay)(9) = o (v (Gr(g)g™ ) = v~ @gr(9)g~'7™") = v (v, )y (9)ay vin(zv) ™)
= :‘i(.%', y)y_l(@y(g)@_l)’i(x> y)_l = Cn(a:,y)amy(g)'

Fir z,y,z € H gilt

/-\

v(k(z,y))v(k(zy, 2))zyz = v(k(z, y))zyz = (29)2 = 2(92) = Tv(k(y, 2))yz
= v(au(k(y, 2)))Tyz = v

Da v injektiv ist, folgt die Behauptung. O

Beispiel 4.6.

(i) Ist G = N x H, so kann man & € H im obigen Beweis wihlen. Man erhélt dann das triviale
Faktorensystem und fiir o: H — Aut(N) die Konjugationsoperation.

(ii) Ist z € H mit 22 # 1, so kann man el =3
k(z,z71) = 1.

(iii) Sei G = (z,y) = Qs, N = (x) = C’4, v die Inklusion und H = (z) = Cy. Wir kénnen Z = y
wéahlen. Man erhélt k(z,z) = 2( )7l =2 £ 1.

(iv) Sein € Nund H = (z) 2 C,, & {a) = N. Fiir i,j € Z sei ayi := idy und s(2?,27) 1= a¥
(wohldefiniert!). Dann gilt

~1 im obigen Beweis wihlen. Man erhilt dann

/ﬁ(:vi,xj)/{(:vi:nj,xk) — Dk — Lk+i(G+k) — n(xj,xk)m(xi,xjwk).

Dabher ist (a, k) ein normalisiertes Parametersystem.

Lemma 4.7. Jedes normalisierte Parametersystem von H mit N bestimmt eine Frweiterung.
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Beweis. Sei («, k) ein normalisiertes Parametersystem von H mit N. Wir betrachten die Menge G =
N x H mit der Verkniipfung
(a,2)(b,y) := (acz(b)K(z,y), vy).

Dann gilt

((a7 .’L‘)(b, y)) (67 Z) =

Die Verkniipfung ist daher assoziativ. Da x normalisiert ist, ist (1,1) ein neutrales Element. Inverse
Elemente erhilt man durch

(k(y~ " y) a1 (0) Ty (b y) = (Kl y) ey (D) ey )Ry )y y) = (1,1).
Also ist G eine Gruppe. Offenbar ist v: N — G, a — (a,1) ein Monomorphismus und 7: G — H,
(a,x) — z ein Epimorphismus mit ¥(N) = N x 1 = Ker(n). O
Bemerkung 4.8.
(i) Fiir das triviale Faktorensystem ergibt sich im obigen Beweis das semidirekte Produkt N x H.

(i) Sei (o, k) ein normalisiertes Parametersystem mit a, = idy fiir alle # € H (wir schreiben dafir
a=1). Wegen c,(yy) = Cu(a,y)Qay = Qzy = idy ist k(H x H) < Z(N). Sei G die entsprechende
Erweiterung und K := ((1,z) : x € H). Wegen

(a,2)(1,y)(a,2) " = (an(z,y), 2y) (k@™ 2)rah 2 7)
= (ak(z,y)r(z™ Y 2) ta tk(zy, 27, 2yt = (1, 2)(1,y)(1,2) L € K

ist K 4G und NN K < k(H x H) <Z(G). Also ist G = N % K ein Zentralprodukt.

Definition 4.9. Zwei Parametersysteme (o, k), (¢, k") heifen dquivalent, falls eine Abbildung ¢: H —
N mit

/

® | Q, = Cy(y)Qas

w(x)

. m’(w,y) = sO(JI)ax(sO(y))H(:Eay)SD(UEy)_l

fur alle z,y € H existiert. Ggf. schreiben wir (a, k) ~ (o, k).

Bemerkung 4.10. Die Abbildungen H — N bilden eine Gruppe C(H, N) bzgl. (p1)(x) := ¢(x)1(x)
(x € H), die zu Xy N isomorph ist. Wir zeigen, dass ?(a, k) := (o/, £") wie in [Definition 4.9 eine
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Operation von C'(H, N) auf der Menge der Parametersysteme definiert. Zunichst muss gezeigt werden,
dass (o/, k') ein Parametersystem ist:

-1 /
x QeQy = Co(z)Cas(p(y) Cn(z,y) Yoy = Cn'(ay) Yy
-1

rr
Qg Oty = Cop(x) XaCop(y) Xy = Cop(z) XaCop(y

)Q
K (2, y)K (2y, 2) = o(x)aa(0(y)) k(@ y) oy (©(2) K (fﬂy’ 2)p(zyz)
-1
-1
1

@(Z)) (( Z))ff(:v,yZ)sO(wyZ)
(

-1

Sicher ist (o, k) = (, k). Sei @, € CY(H, N) mit ¥(a, k) = (¢, k). Dann gilt

Cofa) U = Co(a)Ch(z) Yo = Colayi(a) b = Cpy)(e)Vay
() (o)) (@, y)o(zy) ™ = p(a)v(x)as((y))aw (¥ (y))k(z, y)u(zy) " p(zy) ™
= (o) (@) oz ((p) (y)) (2, y) (p) (zy)

Dies zeigt ?(¥(a, k)) = ?¥(a, k). Die Aquivalenzklassen von Parametersystemen sind also die Bahnen
unter C'(H, N). Insbesondere ist ~ eine Aquivalenzrelation. Die Anzahl der Aquivalenzklassen kénnte
man mit Burnsides Lemma bestimmen.

Lemma 4.11. Jedes Parametersystem ist zu einem normalisierten Parametersystem dquivalent.

Beweis. Sei (a, k) ein beliebiges Parametersystem und ¢ := x(1,1) € N. Wegen oqay = ceaq ist
ap = c¢. Aus

Cﬁl(l ’ ]-a 'T) = al(ﬂ(lvl‘))ﬁ(lv 11:) = CI"»’(].,CC)C_IK(LCL‘)
folgt k(1,z) = (¢ fir alle x € H. Mit k(z,1)k(z1,1) = az(Q)k(z,1-1) ist k(z,1) = ax({).

Definiere nun ¢(1) := ¢~ und ¢(y) := 1 fiir y € H \ {1}. Dann gilt

2, ()™ = p(r)as () aw(p(e) ! =1,
p(Dar(p@)r(L x)ex) ™ = (@) p() ™ =1

S
—~
8
~—
Q
8
S
—~
—_
~—
X
—

fiir alle z € H. Auf diese Weise erhilt man ein dquivalentes normalisiertes Parametersystem. O
Lemma 4.12. Aquivalente Erweiterungen definieren dquivalente Parametersysteme.

Beweis. Seien N 25 Gy =5 Hund N 2 Gy = H dquivalente Erweiterungen mittels v: G; — Ga.
Fiir x € H sei £ € G; und T € Gy mit m1(Z) = z = m2(Z). Wie im Beweis von erhélt man

Parametersysteme (o, k) und (o, k') mit

ax(g) = v1 ' (@ni(9)3 ™), r(x,y) = vy @Gy ),

!/

as(g) = vy (@re(g)a ™), W (w,y) = vy (gTy ")
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fiir x € H definieren. Wegen yv; = vy ist (x) = v; (v~ (2)2~1). Es folgt

(cowaa)(g) = vi ' (v @E )y (@9 ey (@ (@)Y = v (T @wilgy ™ (@) )
= v (v (@e(g)z™)) = vy (112(9)27") = al(g)

Dabher sind (a, k) und (o/, k") dquivalent. O
Lemma 4.13. Aquivalente (normalisierte) Parametersysteme definieren dquivalente Erweiterungen.

Beweis. Seien («, k) und (o, k') dquivalente Parametersysteme mittels ¢: H — N. Nach [Lemma 4.11

konnen wir annehmen, dass beide Parametersysteme normalisiert sind. Dann gilt

1= ¥ (1,2) = p(Daa(p(@))r(1,2)p(x) " = p(L).

Wir konstruieren (G1,-) und (Gg, *) wie im Beweis von Da G und G2 als Mengen gleich
sind, kénnen wir v: G1 — G2, (a, ) — (ap(x)~!, x) definieren. Fiir (a,x), (b,y) € G gilt

-1

v(a,z) = v(b,y) = (ap(x) ", z) * (bp(y) " y) = (ap(z) ol (bp(y) K (z,y), zy)

= (
= (ac (bp(y) M ax(e(y))r(z, y)p(ay) ' 2y) = (aa (D)r(z, y)p(ey) !, zy)
= Y(aag (b)k(z,y), zy) = v((a,z) - (b,y)),
d. h. 7 ist ein Homomorphismus. Aufierdem gilt
(wi)(a) = ~(a, 1) = (ap(1) ™", 1) = (a,1) = wa(a),
(m97)(a, x) = m(ap(z) ™, x) = x = m(a, ).
Also sind G1 und G9 dquivalent. O

Satz 4.14 (SCHREIER). Es gibt eine Bijektion zwischen der Menge der Aquivalenzklassen von Erwei-
terungen von H mit N und der Menge der Aquivalenzklassen von (normalisierten) Parametersystemen
von H mit N.

Beweis. Nach [Lemma 4.12| und [Lemma 4.13] gibt es wohldefinierte Abbildungen zwischen den Mengen
von Aquivalenzklassen. Wir zeigen, dass sie zueinander invers sind.

Die Erweiterung N 2% G; = H definiere das normalisierte Parametersystem (,«) mit den Ele-
menten € G wie in Aus (a, k) konstruieren wir die Erweiterung N = G = H wie
in Jedes Element in G; lésst sich eindeutig in der Form vq(a)Z mit a € N und z € H
schreiben. Wir definieren v: G1 — Ga, v1(a)Z — (a,z). Fur v1(a)Z,v1(b)y € G gilt

Y(ri(@)z - 11(b)g) = y(vi(a)ivi (b)) - 25) = 7 (n(a)vi(aw (b)) - vi(k(z, y)7Y)
= (aaz (D) (2, y), 2y) = (a,2) * (b, y) = v(11(a)Z) * 7 (va(b), ),
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d. h. v ist ein Homomorphismus mit
(v1)(a) = (1 (a)1) = (a,1) = wa(a),
(moy)(v1(a)Z) = ma(a,z) = x = m1(Z) = 1 (v1(a)).
Also sind G und G9 dquivalent.

Umgekehrt sei zuerst (o, k) normalisiert gegeben. Wir konstruieren die Erweiterung G' und daraus das
Parametersystem (o, x') mittels der Elemente & = (1,z) € G fiir x € H. Zunéchst gilt

k(z, 27l = k(z, 2 Dr(ze™ z) = ap (k@™ 2))k(z, 7)) = ap(k(z™h, 2) (4.1)

fiir x € H. Daraus folgt

(i‘l/(g) = ( 1,1‘) 1) = ((O‘z(g%l’)(’%(:p_lax)_lax_l))

( L) ) 271),1) = au(g),

(@@71) ((1 z)(1, )( ((zy)™ )717 (zy)™H))
= v~ ((k(z,y), xy)(f@((wy) fay) T (zy)” 1))

(@, y)awy (k((zy) ", 2y) Hr(zy, (zy) ), 1)

( 1) = k(z,y)

fir 2,y € H und g € N. Dies zeigt (o, k) = (¢, K). O

Bemerkung 4.15. Nach [Bemerkung 4.3[ entsprechen die zerfallenden Erweiterungen bis auf Aquiva-
lenz genau den Parametersystemen mit trivialem Faktorensystem.

Satz 4.16. Sei H = (x) = C,, und 8 € Aut(N). Genau dann existiert ein Parametersystem (o, k) mit
ay = B, wenn ein a € N mit f(a) = a und ™ = ¢, existiert.

Beweis. Sei (o, k) ein Parametersystem mit a; = . Im Fall n = 1 gilt die Behauptung mit a := x(1, 1),
denn

Q101 = Cr(1,1)%1;

k(1,1)k(1,1) = a1 (k(1,1))k(1,1).

Fiir n > 2 diirfen wir zu einem normalisierten Parametersystem iibergeben, ohne dass sich «, &ndert
(siche Beweis von [Lemma 4.11]). Wir konstruieren die entsprechende Erweiterung G = N x H. Fiir
Z:=(l,z) € Gund b € N gilt

a(B)i ' = (La)b1)(1,2) " = (ab).2) (@ 2) e ) ) (ab), 1) = n(B)).
Also ist 8 = v~ 1lczv. Sei (a,1) := Z". Dann gilt " = 1/*10(%1)1/ = ¢ und

Bla) =v Y av(a)i ) =v i(@E"s ) =v e, 1) =a
Sei umgekehrt " = ¢, und B(a) = a fiir ein a € N. Wir definieren a,: := 3 und

( i j) 1 fallsi+j <mn,
k(zt,2?) =
a fallsi+j>n
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fir 0 <4,7 <n—1. Dann gilt

il = 5i+]' _ ) Ogiti = Cp(gi 23) Xgiges falls i + 7 < n,
iQpy = = " ‘
zi Qg BT = Cr(ai ai)Ogigs  Tallsi+72>n

und

1 fallsz+]—|—k<na
k(xt, e k(z™ 2 =S a fallsn<i+j+k<2n,
a’® fallsi+j+k>2n.

Wegen ayi(a) = Bi(a) = a gilt k(2! 27)k(z™7,2%) = ayi(k(27, %))k (2?, 271F) in allen Fillen. Somit
ist (o, k) ein Parametersystem. O

Beispiel 4.17.
(i) Ist B in der Situation von [Satz 4.16| ein innerer Automorphismus, sagen wir 8 = ¢, mit b € N,

so gelten die Voraussetzungen mit a = b™. Es gibt also immer eine Erweiterung, sodass 8 von x
induziert wird.

(ii) Ist N abelsch, so reduzieren sich die Bedingungen zu 5" = 1. Fiir nicht-abelsche Gruppen ist das

nicht ausreichend (Aufgabe 17)).

Bemerkung 4.18. Sei N abelsch. Dann sind die Automorphismensysteme genau die Homomorphis-
men a: H — Aut(N). Die entsprechenden Faktorensysteme bilden eine Untergruppe F,, < C?(H, N) :=
CY(H x H,N) (bei festem «). Aus (o, k) ~ (o, x") folgt aukerdem a = o/. Man kann also die Aquiva-
lenzklassen innerhalb F,, untersuchen.

Satz 4.19. Sei N abelsch und a: H — Aut(N) ein Homomorphismus. Dann ist
Py:={keF,:(a,k) ~ (a,1)} < F,.
Die Aquivalenzklassen von Parametersystemen mit Automorphismensystem o entsprechen den Elemen-

ten von Fy := F,/P,.

Beweis. Fiir k, k' € P, existieren ¢, € CY(H, N) mit x(z,y) = @o(x)a(¢o(y))e(zy) ™t und &'(x,y) =
V() (Y(y))y(zy)~ fiir ,y € H. Da N abelsch ist, folgt

(k") (2, ) = (9¥) (@) (1) (1)) (p10) (y)

und k' € P,. Man erhilt leicht P, < F,. Da C?(H,N) = X zerxn N abelsch ist, gilt P, < F, und
F,, ist wohldefiniert. Auferdem ist

(a, k) ~ (a,K) < pe C'(H,N)Vz,y € H : k' (z,y) = p(x)aw(py))r(z, y)p(zy) "
«— Jp e CYH,N): k'K € Py, < kP, =FKP,. O

Bemerkung 4.20. Erweiterungen lassen sich auf dem Computer besonders effizient fiir polyzyklische
Gruppen H berechnen. Dies bedeutet, dass H eine Subnormalreihe mit zyklischen Faktoren besitzt.
Fiir endliche Gruppen ist polyzyklisch dquivalent zu auflésbar. Wir nehmen aufterdem an, dass N eine
elementarabelsche p-Gruppe ist. Durch den Homomorphismus «: H — Aut(N) wird N dann zu einem
FpH-Modul.
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H:=SymmetricGroup(4);; #Permutationsgruppe

H:=Image (IsomorphismPcGroup(H));; #isomorphe polyzyklische Gruppe
IrrM:=IrreducibleModules (H,GF(2),2); #einfache FyH-Moduln der Dimension < 2
N:=IrrM[2][2];; #ein 2-dimensionaler einfacher FoH-Modul, also N & Cg
ext:=Extensions(H,N); #zwei Erweiterungen der Ordnung 96
List(ext,IdGroup); #Nummer in der small groups library
IdGroup(SplitExtension(H,N)); #zerfallende Erweiterung
Fa:=VectorSpace(GF(2) ,TwoCocycles(H,N));; #= F,
Pa:=Subspace(Fa,TwoCoboundaries(H,N));; #= P,

t:=Difference(Fa,Pa) [1];; #nicht-triviales Faktorensystem
G:=Extension(H,N,t);; #das sollte die nicht-zerfallende Erweiterung sein
IdGroup(G) ;

TwoCohomology (H,N); #mehr Info iiber F,

Fiir nicht-polyzyklische Gruppen kann man das cohomolo-Paket (bisher nur unter Linux) einbinden. Es
erwartet als Eingabe eine Permutationsgruppe und eine dazu isomorphe endlich présentierte Gruppe.

LoadPackage ("cohomolo",false); #false unterdriickt Banner

H:=GL(5,2);;

gen:=Generators0fGroup(H) ;;

Hp:=Image (IsomorphismPermGroup(H)) ;;

Hf : =Image (IsomorphismFpGroupByGenerators(H,gen)) ;;

chr:=CHR(Hp,2,Hf ,gen) ; #hier ist N = Fg und a: H — Aut(N) der natiirliche Isomorphismus
SecondCohomologyDimension(chr); #=1 bedeutet F, = TF,, d.h. es gibt zwei Erweiterungen
G:=NonsplitExtension(chr); #das ist die DEMPWOLFF-Gruppe

Size(G); #dauert ewig

Satz 4.21. Sei N abelsch, K < H endlich und ac: H — Aut(N) ein Homomorphismus. Sei a: K —
Aut(N) die Einschrankung von «. Dann ist die Abbildung

Fa —>FaK, KPQHHKXKPQK

ein Homomorphismus. Aus kKxxk € Pay folgt kIHKl € P,,. Insbesondere ist exp(?a) ein Teiler von
|H].

Beweis. Fiir k € F,, ist offensichtlich kg« € Fi, und die Abbildung Fi, = Fi ., kK — KK xK ist ein
Homomorphismus. Aus £ = &' (mod P,) folgt kxxx = Ky x (mod Fyy ). Also ist F, — Fy, ein
wohldefinierter Homomorphismus.

Sei nun K xx € Paj,. Sei G eine Erweiterung von H mit N bzgl. («, k). Dann existiert ein Homomor-
phismus p: K — G mit mp = idg. Sei R ein Reprisentantensystem fiir H/K mit 1 € R. Fiir r € R sei
7€ G mit 7(F) = r und 1 = 1. Fiir v € H sei r, € R mit 7, 'z € K. Wir definieren 7 := r,p(r; 'z).
Dann gilt 7(%) = rpr; 'z = 2 und
K (2,y) = v (@g2y ")
definiert ein zu (a, k) dquivalentes normalisiertes Parametersystem. Fiir z,y € H gilt rp K = 2yK =
rry K = rgp, K und ryy = 1y, . Es folgt
S B | A=l 1 N1
K (z,y) =v 1(:cryp(ry L)y ) =v 1(wryxry zryp(r, Yy )

= i/ (2, v (@Typlry )Ty ) = K (2, )0 (Fayp(rgy ary)p(ry !

)Ty ) = K (w,ry).
Fiir r € R folgt

K (2,y) = a8 (y, 1)K (@, yr)s' (zy, ) ™ = oo (W' (y, ) (2, 1y )6 (y, )"
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Mit r lduft auch ry, durch alle Elemente in R. Sei ¢(x) := [],cp #'(2,7) fiir 2 € H. Dann gilt

W (@, )l = TT aw (W (g )R (@, rye )6 (y, 7)™ = awlio(y)) (@) (ay)

reR
Dies zeigt (k') € P,. Wegen (a, k) ~ (o, ) ist auch &Kl € P, nach [Satz 4.19
Die zweite Aussage folgt, indem man K = 1 wahlt. O

Bemerkung 4.22. Die folgenden beiden Sétze wurden nachtréiglich im Gruppentheorie-Skript mit
alternativen Beweisen hinzugefiigt.

Satz 4.23 (GAsCHUTZ). Sei G eine endliche Gruppe mit abelschem Normalteiler N. Sei N < H < G
mit ggT(|N|,|G : H|) = 1, sodass N ein Komplement in H besitzt. Dann besitzt N ein Komplement
in G.

Beweis. Bekanntlich ist G eine Erweiterung von G/N mit N. Sei (a, k) das entsprechende Parameter-
system. Nach Voraussetzung zerféllt die Erweiterung von K := H/N mit N. Daher ist kxxx € Pa,-
Ausfolgt kICHl ¢ P, Wegen F,, < C%(G/N, N) ist auch !N € P,. Aus ggT(|G : H|,|N|) =
1 ergibt sich k € P,, d.h. G zerfillt. O

Satz 4.24 (GAscHUTZ). Sei G eine endliche Gruppe mit abelschem Normalteiler N. Genau dann
besitzt N ein Komplement in G, wenn N ein Komplement in P besitzt fir jede Sylowgruppe P/N von

G/N.

Beweis. Ist K ein Komplement von N in G, so ist K N P ein Komplement von N in P fir N < P < G,
denn N(KNP)=NKNP=Pund NN(KNP)<NNK=1.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass N ein Komplement in P besitzt fiir alle Sylowgruppen P/N von
G/N. Sei («, k) das Parametersystem der Erweiterung G. Nach gilt IG Pl e P,. Dies zeigt
k!G/Nlw e P, fiir alle Primteiler p von |G/N|. Da die Zahlen |G/N | teilerfremd sind (wobei p {iber
alle Primteiler von |G| lauft), folgt k € P,, d.h. G zerféllt. O

Definition 4.25. Sei nun N beliebig und («, k) ein Parametersystem.

e Die Abbildung w: H — Out(N), z — agzInn(N) ist ein Homomorphismus, den man die Paa-
rung von (c, k) nennt. Sei Par(w) die Menge der Parametersysteme mit Paarung w. Aquivalente
Parametersysteme definieren die gleiche Paarung. Sei Par(w) die entsprechende Menge der Aqui-
valenzklassen.

e Sei Z := Z(N). Jeder Homomorphismus w: H — Out(N), z — w,Inn(N) definiert einen wohl-
definierten Homomorphismus wz: H — Aut(Z),  +— (wz)|z-

Bemerkung 4.26. Nicht zu jedem Homomorphismus w: H — Out(N) muss ein entsprechendes Pa-

rametersystem existieren (Aufgabe 17)).

Satz 4.27. Seiw: H — Out(N) ein Homomorphismus mit Par(w) # @. Sei Z := Z(N) und 5 := wz.
Dann operiert Fg requlir auf Par(w). Insbesondere sind Par(w) und Fp gleichmdchtig.
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Beweis. Sei A € Fg und (o, k) € Par(w). Wegen A(H x H) < Z gilt

Az Oy = Cp(z, COAR) (z,y) Xy

y
(Ar) (2, y) (M) (2y, 2) = az(K(y, )) = (A, 2))(AR)(2,92) = az((AR)(y, 2)) (Ar) (2, y2)

fiir z,y,2 € H. Daher ist (a, Ax) € Par(w). Man sieht leicht, dass *(a, x) := (o, Ak) eine Operation
von Fj auf Par(w) definiert. Sei (o, k') ~ (o, ). Dann existiert ¢ € C1(H, N) mit

al = ¢y s

»(z)

(&) (2, y) = o(@) o (0(y)) (Ae) (2, y) e (zy)

Also ist *(a, k) ~ *(/, k') und Fs operiert auf Par(w). Sei A € Pg, also A(z,y) = §(z)8:(5(y))é(zy) ~*
fiir ein 6 € C1(H, Z). Dann ist

(Ar)(2,) = 8(@)aa(8(y))w(z, y)d(zy) ",
d.h. *a, k) ~ (, k). Somit operiert Py trivial auf Par(w) und man erhilt eine wohldefinierte Operation
von Fp auf Par(w). Sei A € Fjg mit *(a, k) ~ (o, k). Dann existiert ¢ € C1(H, N) mit
Az = Co(z) Qe
(Aw)(2,y) = p(@)as(e(y)r(z, y)p(zy) ™

fiir ,y € H. Es folgt o(H) < Z und A(z,y) = () B2(¢(y))(zy) L. Dies zeigt A € Pg. Daher operiert
Fj fixpunktfrei auf Par(w). Fiir die Transitivitit seien (o, k), (o/, k) € Par(w). Wegen ayInn(N) =
w(z) = afInn(N) fiir £ € H existiert ¢ € C1(H,N) mit o = gy, fiir 2 € H. Wir kdnnen also
(o/, k") durch ein dquivalentes Parametersystem der Form (a, k') ersetzen. Nun gilt

Cri(x,y) Yoy = QaQy = Cp/(z,y) Oy
und X := xk"'K": H x H — Z. Wegen
Az, y) M@y, 2) = w(zy, 2) " A, y)r (2y, 2) = Ky, 2) " vz, y) 7 R (2, 9)8 (2y, 2)
= (aa(h(y, 2))6(2,y2))  au(k'(y, 2))K (2, y2)
= k(@ y2) g (K(y, 2) R (y, 2)) K (2, y2) = Kz, y2) 7 By, 2))K' (2, y2)
= Bu( My, 2))w(z, y2) 7R (2, y2) = Ba(M(y: 2)) Az, y2)

fiir z,y € H gilt A € Fg und Mo, k) = (o, KA) = (o, &'). Also operiert Fj reguléir auf Par(w). O

Folgerung 4.28. Sei Z(N) = 1. Dann gilt:
(i) Fir jeden Homomorphismus w: H — Out(N) gilt |Par(w)| = 1.
(i1) Besitzt Inn(N) = N ein Komplement in Aut(N), so zerfdllt jede Erweiterung mit N .

Beweis.
(i) Sei w(z) = a,Inn(N) fir x € H. Wegen azInn(N) = w(zy) = w(@)w(y) = azoylnn(N)
existieren £ (x,y) € N mit azay = 4y Qay filr alle 2,y € H. Dabei gilt
Cr(zy)r(ey,z) Yoyz = Cr(ay) FoyQz = QaQyQz = QzCx(y,z)Qyz
= Cay(k(y,2)) XxQyz = Cay(k(y,z))r(z,yz) Xayz:

Aus Inn(N) = N/Z(N) =2 N folgt k(z,y)r(zy, z) = az(k(y, z))k(z,yz). Dies zeigt (o, k) €
Par(w) # @ und |Par(w)| = 1 nach [Satz 4.27]
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(ii) Nach Voraussetzung existiert ein Homomorphismus 7: Out(N) — Aut(N) mit 7(7y)Inn(N) = ~
fiir alle v € Out(N). Jeder Homomorphismus w: H — Out(V) lésst sich also zu einem Homo-
morphismus « := 7w: H — Aut(N) liften (d.h. w(z) = a,Inn(N) fiir alle x € H). Nach ({) ist
die zerfallende Erweiterung bzgl. (o, 1) die einzige Erweiterung mit Paarung w. O

Beispiel 4.29. Ist N volistindig, d.h. Z(N) = 1 = Out(NN), so gibt es nur die Erweiterungen N x H.
Dies wurde bereits in GT-Aufgabe 26 gezeigt.

Bemerkung 4.30. Die Anzahl der Erweiterungen mit einer nicht-abelschen Gruppe N zu einer Paa-
rung w: K — Out(N) lasst sich mit dem hap-Paket bestimmen:

LoadPackage("hap",false); #lddt weitere Pakete

N:=QuaternionGroup(8);;

H:=AutomorphismGroup(N);;

NH:=SemidirectProduct (H,N);;

omega:=GOuterGroup (NH, Image (Embedding(NH,2))); #definiert Paarung H — Out(NV)
beta:=Center (omega) ; #zugehdriges Faktorensystem H — Aut(Z(N))
A:=ActingGroup(beta);; #Urbild von [

R:=ResolutionFiniteGroup(A,3);; #drei Glieder einer Aufldsung
C:=HomToGModule(R,alpha) ;; #zugehdriger Kettenkomplex

Cohomology(C,2); #Ordnungen der zyklischen Faktoren von Fj

Satz 4.31 (JOHNSON-ZASSENHAUS). Zwei Erweiterungen N — G; = H (i = 1,2) sind genau dann
dquivalent, wenn fir jede Sylowgruppe P von H die Erweiterungen Wfl(P) und WEI(P) von P mit N
dquivalent sind.

Beweis. Seien GG1 und G9 dquivalent mittels v: G; — G4. Fiir eine Primzahl p und P € Sylp(H) sei
P, :=7;'(P) < G; und § := yp,. Dann gilt

3(Py) =~(x7 1 (P)) =7 (v (g ' (P))) = P,

dv1 = vg und (m2)|p,0 = (71)|p,. Also sind Py und P, dquivalent.

Nehmen wir nun an, dass P; und P, fiir alle Sylowgruppen P von H #quivalent sind. Seien (v, x) und
(o', k") die Parametersysteme von G bzw. G2. Dann sind (ap, kpxp) und (a/p, Kb, p) dquivalent und
es folgt a,Inn(N) = o/ Inn(N) fiir alle 2z € P. Da H von seinen Sylowgruppen erzeugt wird, besitzen
(a, k) und (o, k') die gleiche Paarung w. Sei Z := Z(N) und f := wy. Nachexistiert A€ Fp
mit (a/, k") ~ (o, Ak). Nach Voraussetzung gilt A\p € P, fiir jede Sylowgruppe P von H, d.h. die
Erweiterung von P mit Z zerfillt. Mit zerfallt nun auch die Erweiterung von H mit Z, d. h.
A € Pg. Dies zeigt (¢, k') ~ (o, A&) ~ (o, k). O

Bemerkung 4.32. eignet sich nicht, um den von Gaschiitz fiir nicht-abelsches N
zu beweisen, denn nicht zu jedem Homomorphismus w: H — Out(N) existiert eine zerfallende Erwei-
terung, mit der man vergleichen konnte . Selbst wenn eine solche zerfallende Erweiterung
von H mit N existiert, so muss die eingeschrinkte Erweiterung von H mit Z(N) nicht unbedingt zer-
fallen. Zum Beispiel ist G = Dg x C4 eine zerfallende Erweiterung von H = Cy mit N = Dg, aber die
eingeschrénkte Erweiterung Cq(N) = Cy von H mit Z(N) = Cy zerféllt nicht. Ein dhnliches Beispiel

zeigt, dass [Satz 4.24| fiir nicht-abelsche Gruppen N im Allgemeinen falsch ist (Aufgabe 15|).
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5 Zentrale Erweiterungen

Definition 5.1. Ist N abelsch und av: H — Aut(N) trivial, so ist
Z*(H,N) := Fo = {r € C*(H,N) : x(z,y)r(zy, z) = £(y, 2)r(z,y2)},
Bz(H, N):=P, = {/@ € Zz(H, N):3pe C’l(H7 N) : k(z,y) = cp(x)cp(y)cp(xy)_l},
H%*(H,N):=F, = F,/P,.
Die Elemente von Z?(H,N) nennt man (2-)Kozyklen. Fiir ¢ € CY(H,N) sei dp € B?(H,N) mit
dp(x,y) = o(x)e(y)e(zy)~! fir x,y € H. Man nennt H?(H, N) die zweite Kohomologiegruppe von

H mit Werten in N. Ist G eine entsprechende Erweiterung, so gilt v(N) < Z(G) (vgl. Bemerkung 4.8|).
Man spricht daher von zentralen Erweiterungen.

Bemerkung 5.2.
(i) Im Folgenden sei A stets eine abelsche Gruppe.
(ii) Sei H abelsch und G die zentrale Erweiterung auf A x H mittels x € Z2(H, A), d.h.
(a,2)(b,y) = (abk(z,y), ry)
fiir alle (a, x), (b,y) € G. Genau dann ist G abelsch, wenn xk symmetrisch ist, d. h. k(x,y) = k(y, =)
fiir alle z,y € H. Da H abelsch ist, sind die Kozyklen in B?(H, A) symmetrisch.
Definition 5.3. Fiir abelsche Gruppen H sei
Z2(H,A) = {rk € Z*(H,A) :Vz,y € H : k(z,y) = k(y,z)}
und H2(H, A) := Z2(H,A)/B?(H, A).

Satz 5.4. Fiirn € N gilt H*(C,, A) = H2(C,,, A) =2 A/(a" : a € A).

Beweis. Sei G eine zentrale Erweiterung von H = (z) = C,, mit A. Wegen A < Z(G) ist G/Z(G)
zyklisch und G abelsch. Dies zeigt H?(H,A) = H2(H,A). Fiir a € A haben wir im Beweis von

S
Satz 4.16| einen Kozyklus k, € Z2(H, A) mit

i 1 fallsi+j <mn,
Ha($,l‘]): . .
a fallsi+j>n

konstruiert. Die Abbildung F: A — H?(H, A), a + K, ist offenbar ein Homomorphismus. Sei ¢: H —
Azt a fir i =0,...,n — 1. Dann gilt

L P,
Dies zeigt a™ € Ker(F). Fiir a € Ker(F) existiert ein ¢ € C1(H, A) mit x, = dp. Es gilt
p(1) = 9p(1,1) = Ka(1,1) = 1,
? = Ka(z,2)p(a) = (2?)
3

= na(a:2,x)g0(a:3) = p(z°),
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Daher ist a € (b : b € A) und Ker(F) = (a™ : a € A).

Fiir die Surjektivitdt von F sei A — G = H eine Erweiterung von H mit A. Sei & € G mit 7(%) = z.

Fiir i =0,...,n — 1 kénnen wir 2% := & als Urbild von z¢ wihlen. Fiir den Kozyklus ~ gilt dann
.. ——1
o it =1 falls i + j < n,
k(z', 2?) = o _1
' riti—n =73" fallsi+j > n.
Mit a := 2" € A gilt also k = k. Daher ist F' surjektiv. O]

Satz 5.5. Fiir alle abelschen Gruppen G und H gilt H2(G x H,A) = H(G,A) x H%(H, A).

Beweis. Wir orientieren uns am Beweis der Kiinneth-Formel aus der Gruppentheorie. Wir fassen G
und H als Untergruppen von G x H auf. Fiir k € Z2(G x H, A) sei kg € Z2(G, A) die Einschrinkung
von k auf G x G und analog ky € Z2(H, A). Dann ist

F:7%(G x H,A) - Z%(G, A) x Z*(H,A), k> (kg,k5H)
ein Homomorphismus. Fiir ¢ € CY(G x H, A) ist sicher (9p)g = Opg € B*(G,A) und (0p)y €
B?(H, A). Somit induziert F einen Homomorphismus F: H2(G x H, A) — H%(G,A) x H2(H, A).
Fiir die Surjektivitit von F seien k1 € Z2(G, A) und ky € Z2(H, A) normalisiert. Fiir 7; € G und
y; € H sei k(x1y1, x2y2) := k1(x1, 22)k2(y1, y2). Dann ist
R($1y1,$2y2)f€($1$2y1y2, $3y3) = Hl(l"l,$2)H2(y1,y2)’<1($1$2,$3)H2(y1y27y3)
= K1(@2, x3)K1 (21, T223)K2(Y2, Y3) K2 (Y1, Y2u3)
= K(T2Yy2, T3Y3)K(T1Y1, T2Y223Y3).
Dies zeigt « € ZE(G x H, A) mit kg = k1 und Ky = Ko. Also ist F surjektiv.
Fiir die Injektivitit sei F(xk) = (01, 0p2) mit o1 € CH(G, A) und 2 € C1(H, A). Sei p € CH(Gx H, A)
mit p(zy) := o1(x)2(y)k(z,y) ! fir € G und y € H. Dann gilt
dp(x1y1, T2y2) = P(x1y1)P(T2y2) P (171@’23/13/2)_1
= 1 (21)p2(y1)k(z1, 1) o1 (Ta) 2 (y2) k(2. y2) T o1 (z122) Lo (y1ye) R (z122, Y110)
(z2,92)~ lﬁ($1$27y1y2)

k(z2, y1)k(x1, zoy1)k(T122, Y1) " e (Y1, y2) k@1, y1) "tk

= k(21 22)K(y1, y2)k(T1,91) 'K

(22,32) " K(2122, Y1Y2)

(561?/17962)16(561@3/1,y2)/€($27’y2)_1 = k(z191, 22Y2)

fiir 2; € G und y; € H. Also ist k = Op € B%(G x H, A) und F ist ein Isomorphismus. O
Folgerung 5.6. Fiir jede endliche abelsche Gruppe A gilt H2(A,C*) = 1

Beweis. Da jede komplexe Zahl eine n-te Wurzel besitzt, gilt (2" : z € C*) = C*. Die Behauptung
folgt aus [Satz 5.5 und [Satz 5.4] 0

Folgerung 5.7. Flir endliche abelsche Gruppen G = Cq, X ... X Cgq, und A= C,, X ... X C¢, gilt
HZ(G,A) =2 Hom(G,A) = X Cyrde;)-

1<i<k
1<5<i
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Beweis. Fiir d € N gilt H>(Cg,A) = A/{a® : a € A) = Xi‘:l CogT(d,e;) Dach |Satz 5.4 Aus |Satz 5.5|
folgt H2(G, A) = Xi.; CagT(die;)- Se1 G = (x1) X ... X (w) = Cgy X ... x Cg,. Dann ist f € Hom(G, A)
durch

l

f)e(aeAa® =1)2 X Cyrige;)  (i=1,....k)
j=1

eindeutig bestimmt und jede Wahl definiert einen Homomorphismus G — A. Offenbar ist die Ab-
bildung Hom(G, A) — X i CogT(die;) [ (f(z1),..., f(z)) ein Isomorphismus. Daraus folgt die
Behauptung. O

Beispiel 5.8. Nach [Folgerung 5.7/ gibt es vier Aquivalenzklassen abelscher Erweiterungen von Cy mit
Cj. Allerdings gibt es nur zwei Isomorphietypen solcher Gruppen: C% und Cj. In|Satz 5.19| bestimmen
wir die Struktur von H?(G, A) fiir jede endliche Gruppe G.

Bemerkung 5.9. Fiir teilerfremde di,d2 € N und e € N gilt ggT(d1de,e) = ggT(dy,e)geT(dz,e).
Daher héngt die rechte Seite in[Folgerung 5.7 nicht von der Zerlegung von G und A ab. Da der Ausdruck
symmetrisch ist, gilt H2(A, B) & H2(B, A) und Hom(A, B) = Hom(B, A) fiir alle endlichen abelschen
Gruppen A und B.

Definition 5.10. Eine Erweiterung G von H mit Z heilt Schur-Erweiterung, falls Z < Z(G)NG' gilt.
Der Schur-Multiplikator von H ist M (H) := H?(H,C*).
Beispiel 5.11.

(i) Sei G eine nicht-abelsche endliche nilpotente Gruppe. Nach GT-Satz 3.14 gilt G’ N Z(G) # 1.
Daher ist GG eine Schur-Erweiterung einer kleineren Gruppe. Insbesondere sind Dg und (Jg Schur-
Erweiterungen von C3. Auferdem ist G/ GB! eine Schur-Erweiterung von G/G’.

(ii) Jede quasieinfache Gruppe ist eine Schur-Erweiterung einer einfachen Gruppe.

Bemerkung 5.12.

(i) Im Folgenden studieren wir die moglichen Schur-Erweiterungen einer festen Gruppe H, die wir
zu diesem Zweck in G umbenennen.

(i) Sei G cine Schur-Erweiterung von G mit 1 # Z < G'n ZL@) und G/Z = G. Besitzt Z ein
Komplement K in G, so wire G = Z x K und Z ¢ 1 x K’ = G'. Echte Schur-Erweiterungen sind
daher nicht zerfallend.

(iii) Ist n:= |G| < o0, so gilt exp(M(G)) | n nach [Satz 4.21] Die Werte von k € M(G) sind also n-te
Einheitswurzeln. Dies zeigt |M(G)| < |Z2(G,C¥)| < n™ < co. Im Folgenden sei G stets endlich
und A abelsch.

(iv) Nach ist M(C,) =1 fiir alle n € N.
(v) Nach GT-Lemma 11.14 gilt A* := Hom(A,C*) = A, falls |A| < co.

Lemma 5.13. Die Abbildung
d: HX(G/G', A) — H?*(G, A), kB*(G/G', A) — ®,.B*(G, A)

mit D, (z,y) = k(zG',yG') fir z,y € G ist ein Monomorphismus.
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Beweis. Offenbar ist Z2(G/G', A) — Z?(G, A), k + ®, ein Homomorphismus. Fiir ¢ € C1(G/G’, A)
ist @9, € B%(G, A). Daher ist ® auf H(G/G’, A) wohldefiniert. Sei k € Z2(G/G', A) und ¢ € C1(G, A)
mit ®, = dp. Sei R C G ein Reprisentantensystem fir G/G’. Fiir ¢ € G sei r, € R mit G’ = r,G'.
Sei p € CYHG/G', A) mit p(2G") := p(r,) fiir z € G. Dann gilt

k(2G' yG') = k(ryG', ryG') = B (ry,1y) = Op(ry,my) = Op(xG', yG')

fir x,y € G. Daher ist ® injektiv. O

Lemma 5.14. Die Abbildung
U: H*(G,A) = Hom(A*, M(G)),  kB*(G,A)— T,

mit U,.(\) = (X o k)B%(G,C*) ist ein Homomorphismus.

Beweis. Fiir A\, i € A* ist offenbar Ao k € Z2(G,C*) und (M) ok = (Ao k)(p o k). Also ist ¥, €
Hom(A*, M(G)). Fiir ¢ € CY(G, A) und \ € A* gilt

a,(A) = (Ao dp)B*(G,C*) = d(Ao p)B*(G,C*) = 1.

Also ist U wohldefiniert. Wegen A o (k1k2) = (Ao k1)(A o kg) ist ¥ ein Homomorphismus. O

Satz 5.15 (SCHUR). Sei G eine Schur-Erweiterung von G mit é/Z = G. Dann ist Z zu einer Un-
tergruppe von M(G) isomorph. Insbesondere ist |G| < |G||M(G)| und G besitzt nur endlich viele
Schur-Erweiterungen bis auf Isomorphie.

Beweis. Fiir v € G sei T € Gmit 7Z =z und T =1. Sei k € 7Z%(G, Z) das dazugehérige normalisierte
Faktorensystem von G (Lemma 4.5). Es gilt x(z,y) = Zgzy * fiir 2,y € G. Wegen Z* = Z geniigt es
zu zeigen, dass die Abbildung V¥,; aus injektiv ist. Sei also A € Z* mit A o kK = Jyp fiir ein
© € CH(G,C*). Dann ist

p(1) = p(Dp(L)p(1) ™ = dp(1) = A(k(1,1)) = A(1) = L.

Sei A: G — C* mit A(Za) := o(x)A(a) fir x € G und a € Z. Wegen Na) = /)\\( a) = Aa) ist X cine
Fortsetzung von A. Fiir z,y € G und a,b € Z gilt

~ ~

A(@a - gb) = A(@Jab) = A(k(z, y)Tgab) = \(k(z, y))p(xy)A(a)A(b)
= o(2)p(y)p(y) Lo(zy) Ma)A(b) = () \(@)p(y)A(b) = NFa)A(GD).

Also ist A ein Homomorphismus mit G / Ker(/):) < C*.Esfolgt Z < @' < Ker(X). Dies zeigt A =1. O
Definition 5.16. Eine Schur-Erweiterung G von G heikt mazimal, falls |G| = |G||M(G)).

Satz 5.17 (SCHUR). Jede endliche Gruppe G besitzt eine maximale Schur-Erweiterung.
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Beweis. Nach [Bemerkung 5.12| ist M (G) = (F1) & ... ® () endlich. Sei d; := |(F;)| und A; < C*
mit |A;] = d; fiir i = 1,...,n. Sei k; € Z%(G,C*) mit x; B%(G,C*) = ;. Dann ist /ﬁfi = 0; fiir ein
v € CHG,C*). Sei §;(x) € C* mit §;(z)% = ()" fiir € G. Nachdem wir x; durch £;06; ersetzt
haben, gilt n?" =1fiiri = 1,...,n. Insbesondere ist x; € Z%(G, A;) firi =1,...,n. Nach
diirfen wir auch k;(x,1) = k;(1,2) = 1 fiir z € G annehmen. Sei A := A; x ... x 4, = M(G) und
k € C*(G, A) mit k(z,y) = (k1(x,9), ..., ka2, y)) fiir 2,y € G. Offenbar ist dann x € Z?(G, A) mit
k(1,z) = k(z,1) =1 fir x € G.

Sei CA}A: A x G die zentrale Erweiterung von A mit G bzgl. k. Durch a — (a, 1) fassen A als Untergruppe
von G auf. Wir wihlen Urbilder & € G von x € G, sodass k(z,y) = zyzy " fiir alle z,y € G gilt. Sei
mi: A — A; < C* die i-te Projektion. Mit der Abbildung ¥, aus [Lemma 5.14| gilt dann

W,(m;) = (mi 0 K)BX(G,C*) = 7

fir i = 1,...,n. Wegen M(G) = (R1,...,Rn) ist ¥, surjektiv. Nach [Bemerkung 5.12|ist A* = A =
M (Ci) Dabher ist ¥, auch injektiv. Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen (angewendet
auf G/G’) existieren Normalteiler Ny,..., Ny <G mit G’ = N1 N...N Ng, sodass G/N; zyklisch ist fiir
1=1,...,8.

Nehmen wir A ¢ G’ an. Dann existiert ein 7 mit A ¢ N;. Indem man @/NZ in C* einbettet, erhilt
man einen Homomorphismus A\: G — G/N; — C* mit A(A) # 1. Die Einschrédnkung A4 ist also ein
nicht-triviales Element in A*. Fiir x € G setzen wir ¢(z) := A\(Z). Dann gilt

Ve(Aa)(z,y) = Mr(z,y) = A@J7y ") = p(2)e(y)p(zy) ™" = dp(z,y)

fir x,y € G. Dies liefert ¥,,(A4) = 1 im Widerspruch zur Injektivitdt von W,. Also ist A < G’ und G
ist eine Schur-Erweiterung von G. O

Bemerkung 5.18. In GAP gibt es mehrere Moglichkeiten den Schur-Multiplikator und eine maximale
Schur-Erweiterung zu bestimmen:

G:=AlternatingGroup(7);;

AbelianInvariantsMultiplier(G); #Ordnungen der zyklischen Faktoren von M(G)
S:=SchurCover(G); #maximale Schur-Erweiterung

S:=Image (IsomorphismPermGroup(S));; #effizientere Darstellung als Permutationsgruppe
NrMovedPoints(S); #Grad der Permutationsgruppe
S:=Image(SmallerDegreePermutationRepresentation(S));; #noch effizientere Darstellung
NrMovedPoints(S) ;

StructureDescription(S); #= Cs.A7

epi:=EpimorphismSchurCover (G, [3]); #Epimorphimus G — G mit Kern 03(M(Q))

S:=Source(epi); #nicht maximale Schur-Erweiterung G
M:=Kernel(epi); #O3(M(G))

P:=SmallGroup(256,111);;
SchurCovers(P); #alle maximalen Schur-Erweiterungen, nur fiir p-Gruppen

LoadPackage ("cohomolo",false) ;
G:=PSL(3,4);;
for p in PrimeDivisors(Size(G)) do
chr:=CHR(G,p);;
Print(SchurMultiplier(chr)); #= O,(M(G)) schneller als AbelianInvariantsMultiplier
od; #insgesmat folgt M(G) = 03(M(G)) ® O3(M(G)) = C15 x Cy

LoadPackage ("hap",false); #ladt weitere Pakete
GroupHomology(G,2); #M(G) = Hy(G,Z)
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Der Befehl SchurExtension berechnet hingegen die unendliche zentrale Erweiterung F/[F, N] aus

batz 5.24]

Satz 5.19 (Universeller Koeﬂ[izientensatzizl). Fiir jede endliche abelsche Gruppe A ist
1 — H2(G/G', A) 25 HX(G, A) -5 Hom(A*, M(G)) — 1.
eine exakte zerfallende Folge. Insbesondere gilt

H*(G, A) =2 Hom(G/G' x M(G), A).

Beweis. Die Abbildungen ® und ¥ wurden in [Lemma 5.13 und [Lemma 5.14] definiert. Da @ injektiv
ist, ist die Folge am ersten Glied exakt. Fiir k € Z2(G/G', A) ist Ao x € Z2(G/G',C*) = 1 nach
Dies zeigt U, = 1 und ®(H2(G/G’, A)) < Ker(¥). Sei umgekehrt k € Z%(G, A) mit
‘I/ =1 Se1 G = AxG die Erweiterung bzgl. k. Durch a — (a,1) fassen wir A als Untergruppe
von G auf. Fiir A € A* existiert ein [ CHG,C*) mit Ao r = dp. Wir definieren X G — CX,
(a,z) — Ma)p(x). Fiir (a,z), (b,y) € G gilt dann

A(a,2)(b,y)) = A(abk(z, ), zy) = A(ab)dp (@, y)p(zy) = Ma)p(@)AD)p(y) = Aa, 2)A(b, y).

Dies zeigt A € G* und A@’ N A < Ker(A). Bekanntlich existiert fiir jedes a € A\ {1} ein A € A" mit
A(a) # 1. Daraus folgt G' N A = 1. Also ist G/G’ eine Erweiterung von

G/G'A~(G/A)/(G'AJA) = G/G

mit AG'/G' = AJ(ANG') = A. Sei n: G — G, (a,z) — z die Projektion und 7: G/G' — G/,
2@ 7(z)G. Wegen G = G'AJ/A = @ ist die Einschriinkung von 7 auf G’ injektiv. Fiir s € G’
sei 8= 771(s) € G'. Sei R C G ein Reprisentantensystem fiir G/G'. Fir z € G sei r, € R mit
1G = ryG'. Fiir r € R sei 7 € G ein beliebiges Urbild unter «. Fiir jedes z € G existiert genau
ein s, € G’ mit x = rys,. Nun ist T := 7,5, ein Urbild von = unter w. Daher ist x dquivalent zu
K € Z2(G, A) mit ' (x,y) = Tyzy . Offenbar ist ZG’ cin Urbild von zG’ unter 7, das nicht von der
Wabhl des Repriisentanten der Nebenklasse G’ abhiingt. Somit existiert ein Kozyklus & € Z?(G/G, A)
mit
R(xG,yG) = tyzy G = K (z,y)G.

Dies zeigt KB%(G, A) = 1’ B2(G, A) = ®x, indem man A mit AG'/G" identifiziert. Da G/G’ abelsch
ist, gilt ® € Z2(G/G', A) und ®(H2(G/G', A)) = Ker(¥). Also ist die Folge auch am zweiten Glied
exakt.

Wir konstruieren jetzt einen Homomorphismus I': Hom(A4*, M (G)) — H?(G, A) mit Wol = id. Daraus
erhélt man sowohl die Surjektivitidt von ¥ (Exaktheit am dritten Glied) als auch das Zerfallen der Folge.
Sei Z := M(G) und k € Z*(G, Z) der Kozyklus einer maximalen Schur-Erweiterung. Im Beweis von
haben wir gesehen, dass die Abbildung Z* — Z, A + (A o k) B%(G,C*) ein Isomorphismus
ist. Sei f € Hom(A*, Z). Fiir u € A* existiert genau ein \, € Z* mit f(u) = (A, o k)B%(G,C*). Fiir
x,y € G definieren wir a¢(z,y): A* = C*, p— A\y(k(z,y)). Aus

(Aprp 0K )BZ(G C*) = f(uipz) = f(p1) f(p2) = (Aur 0 8) (Aps O&)BQ(GaCX) = (A Aps 05)32(G7 Cc*)

1Dje Bezeichnung beschreibt den Sachverhalt, dass man den Wertebereich A der Kozyklen durch den universellen
Wertebereich C* ersetzen kann.
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folgt Apyps = Ay Apo- Dies zeigt ap(z,y) € (A%)*. Wegen |A| < oo ist A = (A%)*, a — (u+ p(a)) ein
Isomorphismus (GT-Aufgabe 79). Daher existiert genau ein I'y(z,y) € A mit af(z,y)(p) = p(T(x,y))
fiir alle p € A*. Fiir z,y,2 € G und p € A* gilt

,U,(Pf(ZL’, y)Ff(xyv Z)) = Oéf(x, y)(u)ozf(a:y, Z)(M) = )‘M (H(‘T7 y)ﬁ(‘rya Z))
= MKy, 2)R(@,y2)) = p(Ly(y, 2)Ts (@, y2)).

Dies zeigt I'y € Z*(G, A). Fiir f € Hom(A*, Z) und p € A* sei X}, € Z* mit f'(u) = (N, 0r)B*(G,C*).
Dann gilt (ff")(n) = (AN, o £)B*(G,C*) und

w(Cypp(@,y) = app(@,y)(n) = M) (6@, y) = ap(@,y) (o (2, y) (1) = p(Tp(z, )T p(2,y)).
Also ist ' ein Homomorphismus. Aus

Ur, () (@,y) = (noTyp)(z,y) = ar(z, y)(r) = Au(k(z, y)) = f(1)(, y)-

folgt W oI = id.

Fiir die zweite Behauptung benutzen wir [Bemerkung 5.9) und A* = A:

H*(G, A) = H?(G/G', A) x Hom(A*, Z) = Hom(G/G', A) x Hom(Z, A) = Hom(G/G’ x Z, A). O
Satz 5.20. Sei G/G' = Cy, X -+ x Cy,, und M(G) = Ce, X -+ X C¢,. Dann besitzt G hichstens

[ eeT(di.e))
1<i<k
1<5<1

maximale Schur-Erweiterungen bis auf Isomorphie.

Beweis. Sei G := Z x G eine maximale Schur-Erweiterung von G bzgl. k € Z3(G,Z) mit Z = M(G).
Wie im Beweis von ist Uy : Z* — M(G) ein Isomorphismus. Wir zeigen, dass der Isomorphie-
typ von G nicht von ¥, abhiingt. Sei dafiir f € Aut(Z) und x' € Z2(G, Z) mit #'(z,y) = f(k(z,y))
fiir alle x,y € G. Sei H:=27 %G die Erweiterung von G mit Z bzgl. . Dann ist

FiGol,  (a0)- (f(a),2)
ein Isomorphismus, denn

F((a,z)(b,y)) = F(abk(z,y),zy) = (f(abk(z,y)), zy)
= (f(a)f(0)K(z,y),2y) = (f(a),z)(f(b),y) = F(a,z)F(b,y)

fir (a,z), (b,y) € G. Sei f* € Aut(Z*), A — Ao f die zu f duale Abbildung. Dann gilt ¥, = W, o f*.
Auf diese Weise lédsst sich jeder Isomorphismus Z* — M (G) realisieren. Fiir jede weitere maximale
Schur-Erweiterung von G bzgl. eines o € Z?(G, Z) kann man also ¥, = ¥, annehmen. Die Anzahl der
maximalen Schur-Erweiterungen ist somit beschriinkt durch |[¥=1(¥,)| = [Ker(¥)| = |H3(G/G’, Z)|
nach [Satz 5.19| [Folgerung 5.7 liefert die Behauptung. O

Beispiel 5.21.

(i) Seip eine Primzahl und G = C}' elementarabelsch. Nach GT-Beispiel 11.38 ist M (G) = CZ§2). Also

besitzt G héchstens p”(g) maximale Schur-Erweiterungen bis auf Isomorphie. Dies ldsst sich auch
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direkt beweisen: Sei G eine maximale Schur-Erweiterung und Z < G'NZ(G) mit G/Z = G. Wegen

~

Z < ®(G) lasst sich G mit n Elementen x4, ..., z, erzeugen. Dann ist {[z;,z;] : 1 <i < j < n}
eine Basis von Z =2 M(G). Fiir i = 1,...,n existieren 0 < e;5; < p mit
l’f - H[mjvxk]e“k'
i<k

Wegen Z < Z(G) ist G durch die n() Parameter e, eindeutig bestimmt. Offensichtlich fiih-
ren viele Parameterwerte zu isomorphen Gruppen (zum Beispiel durch Permutation der z;). In
IBemerkung 12.36| konstruieren wir die maximale Schur-Erweiterung mit p > 2 und e;;, = 0
fiir alle 4, j, k. Fiir n = 2 sind die beiden nicht-abelschen Gruppen der Ordnung p? die einzigen
maximalen Schur-Erweiterungen. Fiir p" € {23,2%,33,53} gibt es 10, 989, 16 bzw. 20 maximale
Schur-Erweiterungen von G. Im Allgemeinen ist die Anzahl unbekannt.

(ii) Die minimal nicht-abelsche 2-Gruppe Q(2, 1) aus|Aufgabe 6|besitzt genau sieben maximale Schur-
Erweiterungen:

G:=SmallGroup(16,3);; #=Q(2,1)
ab:=AbelianInvariants(G); #=[2,4]
mG:=AbelianInvariantsMultiplier(G); #=[2,2]
ProductX(ab,mG,{d,e}->Gcd(d,e)); #=16
Size(SchurCovers(G)); #=7

Bemerkung 5.22.

(i) Ist G perfekt (oder allgemeiner ggT(|G /G|, [M(G)|) = 1), so besitzt G nur eine maximale Schur-
Erweiterung G bis auf Isomorphie. Man nennt G die universelle Schur-Erweiterung von G, denn
‘

nach [Satz 5.24]ist jede Schur-Erweiterung von G ein Quotient von G.

(ii) Fiir vollstdndige Gruppen G gilt Gleichheit in [Satz 5.20| (ohne Beweis).
Satz 5.23. Sei G eine beliebige Gruppe mit |G : Z(G)| < oco. Dann ist |G'| < oo.

Beweis (Rosenlicht). Sei Z := Z(G) und n := |G : Z| < co. Sei R ein Repréasentantensystem fiir G/Z.
Fiir I':= {[r,s] : 7, s € R} gilt || < |R]* = |G/Z|* =n* Fiir r,s € Rund z € Z gilt [rz,s] = [r,s] =
[r, sz]. Jedes Element g € G’ hat also die Form g = ¢y ... ¢, mit ¢1,..., ¢, € T'. Es geniigt zu zeigen,
dass man dabei m < n3 wihlen kann (dann folgt |G’| < n?"* < oo). Nehmen wir m > n? an. Dann
existiert ein v € T' mit [{i € {1,...,m} : ¢; = v}| > n. Wegen ¢;c;11 = ci+1(c;_:10ici+1) = ¢j+10 mit
0 € T" kbnnen wir ¢; = ... = ¢p41 = 7 annehmen. Im Widerspruch zur Minimalitdt von m werden
wir zeigen, dass 4! ein Produkt von n Kommutatoren ist. Sei dafiir v = [r, s] mit r,s € R. Wegen
A =AIG2l € 7 st

n n—1 1 1

P =y = ysysT = ysys T (sysTY)

n—

= [r, s|s[r, s]s srs™1, 8]t = [r, s*][srs™ L, 8" . O

Satz 5.24. Sei G = F/N eine endliche Gruppe mit F' = F,,. Dann gilt:

(i) N/[F,N] ist eine endlich erzeugte abelsche Gruppe mit freiem Teil vom Rang n und Torsionsteil
(F'NN)/[F,N]J.

(i) Fir N/[F,N] = (F'NN)/[F,N]® K/[F,N] ist F/K eine mazimale Schur-Erweiterung von G.

(ii) Fiir jede Schur-Erweiterung G von G existiert ein L < F mit N = (F' N N)L und G = F/L.
Insbesondere ist G eine Faktorgruppe einer maximalen Schur-Erweiterung.
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(iv) | M(G) = (F' 0 N)/|F, N]| (Hopt-Formel).

Beweis.

(i) Nach ist N endlich erzeugt. Mit N < F ist [F,N] < F und [F,N] < F/' N N. We-
gen N/[F,N| < Z(F/[F,N]) hat Z(F/[F,N]) endlichen Index in F'/[F, N]. Nach ist
F'/[F, N] endlich. Daher ist auch (F' N N)/[F,N] endlich. Wegen N’ < [F,N] ist N/[F,N]
abelsch. Weiter ist

(N/[E,N))/((F' A N)/[F,N]) = N/(F' A\ N) = NF'/F' < F/F.

Nach [Beispiel 1.17|ist F'/F”’ eine freie abelsche Gruppe vom Rang n. Wegen |F/N| = |G| < oo
muss auch NF'/F’ eine freie abelsche Gruppe vom Rang n sein. Daher ist (F' N N)/[F, N] der
Torsionsteil von N/[F, N].

(ii) Wegen K/[F,N] < N/[F,N] < Z(F/[F,N]) ist K <F. Sei G :=F/K und Z := N/K. Dann gilt
G/Z =2 F/N 2 G und Z < Z(G) wegen [F,N]| < K. Aus N/[F,N] < F'K/[F, N] folgt
Z

= N/K < F'K/K = (F/K) =G

Also ist G eine Schur-Erweiterung mit Z = (F' N N)/[F, N]. Aus Satz 5.15| folgt |M(G
|(F" N N)/[F,N]|. Fiir die umgekehrte Ungleichung zeigen wir erst (i)

Y

(i) Seien a: F — G und 8: G — G die kanonischen Epimorphismen mit N = Ker(a) und Z :=
Ker(ﬁ) Da F frei ist, existiert ein Homomorphismus p: F — G mit Bp = «a. Es gilt dann
G=p(F)Zund Z < & < p(FY < p(F), also p(F) = G. Offenbar ist L := Ker(p) < Ker(a) = N.
Wegen Sp(N) = a(N) = 1 ist p(IN) < Ker(5) = Z. Dies zeigt p([F,N]) < [@, Z] = 1 und
[F,N] < L. Aus p(N) = Z < G’ = p(F") folgt aukerdem N < F'L und (F'NN)L = F/LNN = N
nach Dedekind. Nun gilt

G|

Z
17| = Gl

—N:L|=|(F'AN)L: L|=|F'AN: F 0Ll <|(F'nN)/[F,N]|

Daher ist die in konstruierte Schur-Erweiterung tatséchlich maximal.

Nach (ji) und dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen gilt
L/[F,N] = (LN F")/[F,N] & M/[F,N],

wobei (L N F')/[F, N] der Torsionsteil ist. Wegen IN : L| = |FFON : FFnL|ist M/[F,N]
der torsionsfreie Teil von N/[F, N]. Nach (ii) ist F'/M eine maximale Schur-Erweiterung und
G=F/L=(F/M)/(L/M).

(iv) Folgt aus dem Beweis von (). O

Satz 5.25. Sei G = (x1,...,%y | T1,...,7%) endlich. Dann ldsst sich M(G) mit k — n Elementen
erzeugen. Insbesondere ist M(G) =1 falls n = k.

Beweis. Nach ist n < k. Sei F die freie Gruppe bzgl. z1,...,2, und N := (rq,...,7)".
Wegen N/[F,N] < Z(F/[F,N]) ist N/[F,N] = (r1,...,75), wobei 7; := r;[F, N]. Nach hat
der freie Teil von N/[F, N] Rang n und der Torsionsteil ist zu M (G) isomorph. Also lasst sich M(G)
mit £ — n Elementen erzeugen. O
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Beispiel 5.26. Nach [Satz 5.25/ und [Aufgabe 2| ist M (Q2n) = 1 fir m > 1 und n > 3 (vgl. GT-

Beispiel 11.38). Fiir unendliche Gruppen ist [Satz 5.25| falsch: Zum Beispiel ist F» /FQ[S] eine Schur-
Erweiterung von Fy/Fjy = (z,y | [v,y] = 1) = C%.

Satz 5.27. Seien 61, @2 mazimale Schur-Erweiterungen von G mit @1/21 ~G ég/Zg. Dann gilt

(i) (ScHUR) G| =2 G und G1/G} = G/G' = Go /Gl

(ii) (GASCHUTZ) G1/Z(G1) = Ga/Z(Gs).
(iii) (READ) Z(G1)/Z1 = Z(G2)/Zs.
Beweis. Sei G = F/N, K; < F und G; F/K; wie in . Wir zeigen, dass die angegebenen
Gruppen nicht von ¢ abhéangen.

(i) Es gilt

G~ F'K;/K; = F'/(F'NK;) = F'/(F'"nNNK;) = F'/[F, N],
Gi/G = (Gi/2)/(G/Z) = GG,
(ii) Fur L/[F,N] := Z(F/[F,N]) gilt [F,L] < [F,N] < K; und L/K; < Z(F/K;). Sei umgekehrt

zK; € Z(F/K;). Dann ist [z, F] < K; N F' = K; N F' NN = [F,N] und es folgt z[F,N] €
Z(F/[F,N]) = L/[F, N]. Dies zeigt

Gi/Z(G,) = (F/K;)]Z(F/K;) = (F/K;)/(L/K;) = F/L.

(iii) Mit den Bezeichnungen aus gilt

Z(G)/Z: = (L/K:)/(N/K;) = LN, .

Bemerkung 5.28.

(i) Im Allgemeinen ist Z(G1) % Z(Gs) in der Situation von [Satz 5.27 Zum Beispiel sind die minimal
nicht-abelschen Gruppen

Gi=(r,y|a®=9y> =1, yoy ' =2°),

Go=(z,y| 2t =v* = [3,0)° = [&, 2, 9] = [y, 2, 9] = 1)

der Or(inung 16 aus |[Auigabe 4| /L\md [Aufgabe 6| maximale Schur-Erweiterungen von G = Cy x Cy
mit Z(G1) = (z?) =2 Cy und Z(Gs) = (22, [z, y]) = C3 (aus GT-Satz 11.37 folgt M (G) = Cy).

(ii) Schur-Multiplikatoren kommen auch in der Darstellungstheorie endlicher Gruppen vor: Sei N <G
und A: N — GL(d,C) eine irreduzible Darstellung von N. Fiir ¢ € G ist auch 9A: N —
GL(d,C), = + A(g~'zg) eine Darstellung. Nehmen wir an, dass A und YA fiir alle ¢ € G
fquivalent sind, d. h. fiir g € G existiert Ty € GL(d,C) mit 9A(z) = TyA(x)T, ! fiir alle z € N.
Sei g1, ..., 9k € G ein Représentantensystem fiir G/N und T; := T,,. Fiir € N definieren wir

I': G — GL(d,C), gz~ A(z"HT;.
Fir y € N gilt

D(gix) A(y)T(gix) ™" = Az TAWYT;  Az) = Az g Mygiz) = T7A(y).
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Dies zeigt
T(gh)A(y)L(gh) ™! =9"A(y) = 9("A)(y) = T(g)L(h)A(y)T'(h)'T(g) "

fiir g,h € G und alle y € N. Aus Schurs Lemma?| folgt T'(gh) = (g, h)T'(g)T'(h) fiir ein #(g, k) €
C*. Man nennt I' eine projektive Darstellung von G, denn G — PGL(d,C), g — I'(g)C* ist ein
Homomorphismus. Wegen

k(z,y2)k(y, 2)T ()T (y)L(2)

(z,y2)l'(2)l(yz) = (2(yz)) = T((zy)2)
(zy, 2)L(2y)L(2) = w(zy, 2)r(x, y)I'(2)T(y)L()
ist k € Z2(G,C*). Tatsichlich hingt x nur G/N ab, d.h. K € Z%(G/N,C*). Andere Wahlen

der T; liefern dquivalente x. Im Fall M (G/N) = 1 kann man x = 1 erreichen. Dann ist I' eine
gewohnliche Darstellung, die A fortsetzt.

K
K

(iii) Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, welche Gruppen die Form G/Z(G) haben. Dabei lassen
wir wieder unendliche Gruppen G zu.

Definition 5.29. Man nennt G zentral erweiterbar (engl. capable), falls eine Gruppe H mit H/Z(H) =
G existiert. Sei Z*(G) der Durchschnitt aller Normalteiler N, sodass G/N zentral erweiterbar ist. Man
nennt Z*(G) das Epizentrum von G.

Bemerkung 5.30.
(i) Zentral erweiterbare Gruppen sind innere Automorphismengruppen wegen H/Z(H) = Inn(H).
(ii) Da G/Z(G) zentral erweiterbar ist, gilt Z*(G) < Z(G). Offenbar ist Z*(G) charakteristisch in G.

Beispiel 5.31. Gruppen mit trivialem Zentrum sind zentral erweiterbar. Wegen Dy, /Z(Dyy,) = Doy,
sind alle Diedergruppen zentral erweiterbar. Nicht-triviale zyklische Gruppen sind nicht zentral er-
weiterbar.

Lemma 5.32. Fir jede Gruppe G ist G/Z*(G) zentral erweiterbar.

Beweis. Sei {N; : i € I} die Menge der Normalteiler von G, sodass G/N; zentral erweiterbar ist.
Dann existieren Gruppen {H; : ¢ € I} und Epimorphismen ¢;: H; — G/N; mit Ker(y;) = Z(H;). Sei
H:= X, H; und

Li={(h);€ H:3geG:Viel: gih)=gN;} <H.

Sicher ist Z(H) = X Z(H;) < Z(L). Da die Projektion von L nach H; fiir jedes i surjektiv ist, gilt
Z(H) = Z(L). Fiir jedes g € G existiert genau eine Tupel (h;);Z(L) € L/Z(L) mit p;(h;) = gN; fiir
alle i € I. Man sieht leicht, dass die Abbildung G — L/Z(L), g — (h;);Z(L) ein Epimorphismus mit
Kern Z*(G) = (;c; Ni ist. Also ist G/Z*(G) = L/Z(L) zentral erweiterbar. O
Folgerung 5.33. Genau dann ist G zentral erweiterbar, wenn Z*(G) = 1 gilt.

Lemma 5.34. Fir jede Gruppe G ist Z*(G) der Durchschnitt aller Untergruppen der Form n(Z(H)),
wobei Z — H 5 G eine zentrale Erweiterung von G ist.

2giche Lemma 1.9 in |Charaktertheorie-Skript
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Beweis. Sei D < G der Durchschnitt iiber 7(Z(H)) wie angegeben. Fiir jede zentrale Erweiterung
m: H — G gilt 7(Z(H)) <7(H) = G und

G/n(Z(H)) = (H/Ker(m))/(Z(H)/Ker(m)) = H/Z(H).
Also ist G/m(Z(H)) zentral erweiterbar und Z*(G) < D.

Sei umgekehrt G/N zentral erweiterbar fiir ein N <G. Dann existiert ein Epimorphismus a: H — G/N
mit Ker(a) = Z(H). Sei

L:={(z,y) eGxH:aly)=zN} <G x H.

Die Projektion p: L — G, (z,y) — =z ist surjektiv mit Ker(p) = 1 x Ker(mw) < Z(L). Also ist p eine
zentrale Erweiterung von G. Es folgt D < p(Z(L)). Da die Projektion von L nach H surjektiv ist, gilt
Z(L) < G x Z(H). Wegen Z(H) = Ker(a) ist Z(L) < N x Z(H) und D < p(Z(L)) < N. Dies zeigt
D < Z*(G). O

Bemerkung 5.35. Wir zeigen, dass man in [Lemma 5.34] (fiir endliche Gruppen) nur eine einzige
zentrale Erweiterung betrachten muss.

Satz 5.36 (BEYL-FELGNER-SCHMID). Sei G eine mazimale Schur-Erweiterung einer endlichen Grup-
pe G und v: G — G der entsprechende Epimorphismus. Dann gilt Z*(G) = v(Z(G)).

Beweis. Da jede Schur-Erweiterung zentral ist, gilt Z*(G) < v(Z(G)) nach [Lemma 5.34] Sei umgekehrt

a: H — @ eine zentrale Erweiterung. Wir miissen v(Z(G)) < a(Z(H)) zeigen. Sei F eine freie Gruppe
und 7: F' — G ein Epimorphismus mit Kern N. Dann existiert ein Homomorphismus ¢: F' — H mit
ap = m. Wegen a(p(N)) =n(N) =1ist p(N) < Ker(a) < Z(H). Es folgt o([F,N]) < [H,Z(H)] = 1.
Da 7 surjektiv ist, gilt H = Ker(a)p(F') = Z(H)p(F).

Nach [Satz 5.24] kénnen wir G = F/K annchmen, wobei N/[F,N] = (F' 0 N)/[F,N] & K/[F, N].
AuRerdem sei v(2K) = () fiir alle z € F. Sei W/K := Z(G). Dann gilt

[o(W), o(F)] = (W, F]) < p(F' N K) = o(F' NN N K) = ¢([F,N]) = 1.

Es folgt ¢(W) < Z(H) und v(Z(G)) = (W) < a(Z(H)). O

Folgerung 5.37. Sei G endlich mit M (G) = 1. Genau dann ist G zentral erweiterbar, wenn Z(G) = 1
gilt.

Beispiel 5.38. Fiir n > 3 ist Q2n» nicht zentral erweiterbar, denn M (Q9n) = 1 (Beispiel 5.26)) und
Z(Q2n) # 1.

Satz 5.39 (BAER). Set A = Cy, x ... x Cy, eine endliche abelsche Gruppe mit 1 # dy | dy | ... | di.
Genau dann ist A zentral erweiterbar, wenn k > 2 und di_1 = di gilt.

Beweis. Fir k = 1 ist A # 1 zyklisch und daher nicht zentral erweiterbar. Sei nun &k > 2. Sei A =
(a1)x...x{ag) mit |(a;)| = d; firi = 1,..., k. Nehmen wir zuerst an, dass A zentral erweiterbar ist. Sei
v: H — A ein Epimorphismus mit Ker(y) = Z(H). Sei H; := v~ ({a;a;,)) fiiri = 1,...,k—1 und Hy :=
v 1({ar)). Da H;/Z(H) zyklisch ist, ist H; abelsch fiir i = 1,..., k. Wegen A = {(ajay,...,ax_1ax,ax)
gilt H = (Hy,...,H) und (., Hy = Z(H). Wegen (ajar)®1 = af*~" fiir i = 1,...k — 1 ist
v Y a ) € Z(H) = Ker(v), d.h. di = [{a)| = di_1.
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Sei nun Z := Z*(A) # 1. Sei F eine freie Gruppe und N,L < F mit F/N = A und F/L =

(F/N)/(L/N) = A/Z. Sei A := FiK eine maximale Schur-Erweiterung von A mit N/[F,N| =
Satz 5.36

(F' N N)/[F,N] & K/[F,N]. Nach gilt Z(f/l\) = L/K und [F,L] < F'n K < [F,N]. Da-
her ist die Abbildung

M(A) = (F' A N)/[F,N] - (F'0L)/[F, L] = M(A/Z),  [F,N] > z|F, L]

injektiv. Insbesondere ist [ M (A)| < |[M(A/Z)|. Nach GT-Beispicl-11.38 gilt |M (A)| = d¥'d5=2 .. . d}_;.
Andererseits existieren ¢; | d; mit M(A/Z) = V™' .. ex_1. Aus |M(G)| < |M(A/Z)| folgt nun leicht
dr_1 < dy. O

Definition 5.40. Gruppen G und H heifen isoklz’nlEL falls es Isomorphismen
0: G — H, v: GJL(G) - H/Z(H), 2zZ(G)w— TZ(H)

mit p([z,y]) = [z, y] fir alle z,y € G gibt. Ggf. heifst ¢ ein Isoklinismus und wir schreiben G ~ H.

Bemerkung 5.41.

(i) Die Eigenschaft ¢([z,y]) = [Z, 3] hangt nicht von der Wahl der Reprisentanten Z ab. Auferdem
gilt ©(9)Z(H) = ¥ (9Z(G)) fiir alle g € G.

(ii) Offenbar ist Isoklinismus eine Aquivalenzrelation und isomorphe Gruppen sind isoklin.
(iii) Die Abbildung ¢: G — H' ist durch einen Isoklinismus eindeutig bestimmt.
(iv) Fir G ~ H gilt G’ = H' und
G/Z(G)G' = (G/L(G))/(G/L(G)) = (H/Z(H))/(H/Z(H)) = H/Z(H)H'.
Daher unterscheiden sich |G| und |H| nur durch den sogenannten Verzweigungsfaktor
Z(G)G' )G =2 7(G)/(Z(G)NG").
Fir z € G'NZ(G) gilt p(x)Z(H) = (2Z(G)) =1, d.h. p(z) € Z(H). Die Einschrénkung von ¢
liefert also einen Isomorphismus G' NZ(G) = H' NZ(H).

(v) Fiir G ~ H gilt nach Voraussetzung ¢(G’) = H’. Nehmen wir o(G*) = H fir ein & > 2
an. Fiir y € G gilt § € o(y)Z(H) € HMZ(H). Fiir ¢ € G folgt o([z,y]) = [2,9] € HF.
Dies zeigt @(G[M’”) C H* 1 Aus Symmetriegriinden muss Gleichheit gelten. Insbesondere ist
G = HIM fiir alle k > 2. Auferdem gilt G/Z(G) = G /Z(H) fiir k > 1. Insbesondere haben G
und H die gleiche Nilpotenzklasse (falls nilpotent) und Auflésbarkeitsstufe (falls auflosbar).

(vi) Aus G/Z(G) = H/Z(H) und G’ = H' folgt nicht G ~ H (siehe [Beispiel 5.48)).

Beispiel 5.42.

(i) Alle abelschen Gruppen sind zueinander isoklin. Fiir jede abelsche Gruppe A gilt allgemeiner
G~GxA.

13Hall fiihrte den Begriff im englischen Original als isoclinic ein und schlug als deutsche Ubersetzung gleich schief vor.
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(ii) Seien/\@l und G2 maximale Schur-Erweiterungen von G. Wie im Beweis von [Satz 5.27|sei G = F//N
und G; = F/K; fiir eine freie Gruppe F'. Fiir L/[F, N| = Z(F/[F, N]) ist

W: G1JZ(GY) 2 F/L = Gy)Z(Gs),  aK1Z(Gy) — 2K2Z(Gy)

ein kanonischer Isomorphismus. Da auch der Isomorphismus é’l ~ F'/[F,N] = 61’2 kanonisch ist,
ist ¢ ein Isoklinismus. Umgekehrt ist nicht jede zu G isokline Gruppe (der gleichen Ordnung)
eine (maximale) Schur-Erweiterung von G. Zum Beispiel ist Qg nach [Beispiel 5.26| eine maximale
Schur-Erweiterung von sich selbst, aber Qg ~ Dg.

(i) Sei H < G mit G = HZ(G). Dann ist Z(H) = HNZ(G), H' = G’ und die Abbildung H/Z(H) —
G/Z(G), hZ(H) — hZ(G) ist ein Isoklinismus. Also gilt G ~ H.

(iv) Sei G endlich. Ist Z(G) € ®(G), so existiert eine maximale Untergruppe M < G mit G = MZ(G).
Nach gilt G =~ M. Wiederholt man das Argument mit M, so erhélt man schliefslich eine
Untergruppe H < G mit G ~ H und Z(H) < ®(H).

(v) Sei NG mit NNG' = 1. Wegen [G,N] < NNG' = 1ist N < Z(G). Offenbar ist G’ — G'N/N =
(G/N)', x — xN ein Isomorphismus. Fiir N € Z(G/N) gilt [2,G] < G'N N =1 und = € Z(G).
Dies zeigt Z(G/N) = Z(G)/N. Daher ist G/Z(G) = (G/N)/Z(G/N), Z(G) — NZ(G/N) ein
Isoklinismus. Es folgt G =~ G/N.

(vi) Ist H eine maximale Schur-Erweiterung von G/Z(G), so gilt H/Z(H) = G/Z(G) nach [Satz 5.36]
Im Allgemeinen sind G und H aber nicht isoklin (betrachte G = A4 und H = SL(2,3)). Der
folgende Satz zeigt, dass G dennoch zu einer Schur-Erweiterung von G/Z(G) isoklin ist.

Definition 5.43. Man nennt G eine Stammgruppe, falls Z(G) < G'.
Satz 5.44 (HALL). Jede Gruppe ist zu einer Stammgruppe isoklin.

Beweis. Sei {g; : i € I} ein Erzeugendensystem von G und A = @,;(a;) = @, ; Coo. Wir betrachten
H:= ((gl,aZ)ZED <G x A
Wegen 1 x A <Z(G x A) ist HA =G x A und G =~ G x A ~ H nach [Beispiel 5.42, Wegen

[(giv ai)v (gj7 aj)] = ([giagj]v 1)

ist H = G'x1.In H/H' erzeugen die Nebenklassen von (g;, a;) eine freie abelsche Gruppe, d. h. H/H' =
A. Daher ist auch Z := Z(H)/(Z(H) N H') = Z(H)H'/H' eine freie abelsche Gruppe Nach der
universellen Eigenschaft von freien (abelschen) Gruppen existiert ein Homomorphismus a: Z — Z(H)
mit Z(H) = a(Z) ® (Z(H) N H'). Fir K := o(Z) gilt H ~ H/K, denn K N H' = 1 (Beispiel 5.42).
Wegen

Z(H/K) = Z(H)/K = (Z(H) N H)K/K < H'K/K = (H/K)'

ist H/K eine zu G isokline Stammgruppe. OJ

Bemerkung 5.45. Die Stammgruppen in einer Aquivalenzklasse isokliner Gruppen sind genau die
Vertreter minimaler Ordnung, denn der Verzweigungsfaktor ist trivial.

Definition 5.46. Fiir n € N sei k,(G) die Anzahl der Konjugationsklassen von G der Léange n.

l4Gjehe Anhang im Algebra-Skript
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Satz 5.47. Fir endliche Gruppen G ~ H und n € N gilt k,(G)|Z(H)| = kn(H)|Z(G)|.

Beweis. Sei ¢: G/Z(G) — H/Z(H), xZ(G) — TZ(H) ein Isoklinismus. Fiir g,z € G gilt
g€Ca(r) < [g,2] =1 = ¢(lg,2]) =1 < [3,7] =1 < g€ Cu(2).
Dies zeigt

 Ca(2)/Z(G)|  |Cu(2)/Z(H)]
Alle Elemente in 2Z(G) liegen in Konjugationsklassen der gleichen Lange. Fiir n € N folgt

ZCH) (G = |20H) | || J22(G) | = |2(H)| 3 12(G)| = [2(G)| S [Z(H)| = |2(G)|ka(H)n. O

\gEIG zZ(G)eG/Z (@) a2(H) EH/Z(H)
xj=n |“z|=n |H&|=n

| = |G+ Colw)] = ot AN I 7 ) = 131

Beispiel 5.48. Der folgende Code liefert nicht-isokline Gruppen G und H der Ordnung 64 mit G’ = H’
und G/Z(G) = H/Z(H):

G:=SmallGroup(64,128);;

H:=SmallGroup(64,149);;

IdGroup (DerivedSubgroup(G))=IdGroup (DerivedSubgroup(H)) ;

IdGroup(G/Center (G))=IdGroup (H/Center (H)) ;

Number (ConjugacyClasses(G) ,K->Size (K)=2)=Number (ConjugacyClasses (H) ,K->Size(K)=2);

6 Erweiterungen der alternierenden Gruppen

Bemerkung 6.1. Aus der Gruppentheorie wissen wir, dass die alternierenden Gruppen A, fir n > 5
einfach sind. Wir bestimmen in diesem Kapitel Erweiterungen von A, und mit A,.

Lemma 6.2. Firn >4 gilt Cg, (A,) = 1. Insbesondere ist Z(Sy,) = Z(4,) = 1.

Beweis. Sei o € Cg, (A,) und 7 := (a,b,c) € A, ein 3-Zyklus. Aus o7 = 70 folgt “{a,b,c} = {a,b,c}.
Nun ist {a} der Durchschnitt aller 3-elementigen Mengen A C {1,...,n}, die a enthalten (beachte:
n > 4). Dies zeigt o(a) = a fira=1,...,n. O

Bemerkung 6.3. Zu jedem Homomorphismus w: H — Out(A4,) (n > 4) gibt es nach [Folgerung 4.28
also genau eine Erweiterung von A, mit H zur Paarung w. Wir miissen daher Out(A,,) bestimmen.

Lemma 6.4 (GT-Aufgabe 39). Firn >3 ist A, = ((1,2,3),...,(1,2,n)).
Beweis. Wir argumentieren durch Induktion nach n. Der Fall n = 3 ist klar. Sei nun n > 4. Es geniigt
zu zeigen, dass A, = (A,_1,(1,2,n)) =: H gilt. Sei indirekt o € A4,, \ H. Dann existiert ein k # n mit

%k =n. Wéhle 7 € A,,—1 mit "1 = k. Dann ist 07(1,2,n) € A,_1 und wir erhalten den Widerspruch
o€ H. O

Lemma 6.5. Sei Q0 eine Menge und G < Sym(Q) mit genau einem minimalen Normalteiler. Dann
existiert eine Bahn A C €, sodass G treu auf A operiert.
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Beweis. Seien Aq,...,Ag die Bahnen von G. Sei N < G der einzige minimale Normalteiler und x €
N\ {1}. Dann existiert ein 1 < ¢ < s, sodass x nicht-trivial auf A; operiert. Fiir den Kern K der
eingeschriankten Operation G — Sym(4A;) gilt also K N N = 1. Dies zeigt K = 1 und G operiert treu
auf A;. O

Bemerkung 6.6.

(i) Nach GT-Satz 6.21 und GT-Satz 6.39 gilt die Voraussetzung von fiir alle symmetri-
schen und alternierenden Gruppen.

(ii) Fir einen k-Zyklus (a1, ...,ax) € Sy, und eine beliebige Permutation o € S, gilt
U((Zl, SRR ak)a_l - (U(al)a R U(ak))'

Dies zeigt, dass alle k-Zyklen in S,, konjugiert sind. Durch Zerlegen in disjunkte Zyklen erhélt
man, dass zwei beliebige Permutationen o,7 € S5, genau dann konjugiert sind, wenn sie den
gleichen Zyklentyp haben. Fiir o € A,, ist “»c C A, eine Vereinigung von Konjugationsklassen
von A,. Wegen

[An : Ca, (0)] = [An : 4 N Cs,, (0)] = |AnCs,, (0) : Cs,(0)]

gilt 9r¢ = 4ng genau dann, wenn Cs,(0) € Ap. Sel 0 = 01...0; mit disjunkten Zyklen o; der

Léange \; (inklusive Einerzyklen). Ist \; gerade, so ist o; € Cg, (o) \ A,,. Nehmen wir nun an, dass
A1, ..., A ungerade sind. Angenommen es existieren ¢ # j mit A\; = A;. Fiir 0y = (a1,...,ay,)

und oj = (bl,. . .,b)\i) ist (al,bl) c. (a)\i,b)\) € CSH(U) \An

Im Fall Sro # A»g miissen Aj,...,\; also ungerade und paarweise verschieden sein. Man kann
zeigen, dass die Umkehrung ebenfalls gilt.

Lemma 6.7. Sein >4 und A,—1 = H < A,,. Dannist H = Alt({1,...,n}\{i}) fir einiec {1,...,n}
oder n = 6.

Beweis. O.B.d. A. sei n > 5. Nach operiert H treu auf einer Bahn A C {1,...,n}. Wegen
|H| = (n—1)!/2 ist |A| > n— 1. Wir kénnen also annehmen, dass H transitiv auf {1,...,n} operiert.
Insbesondere ist n | [H| | (n — 1)!. Daher diirfen wir n > 8 voraussetzen.

Sei f: A,_1 — H ein Isomorphismus und sei ¢ € A, 1 ein 3-Zyklus. Offenbar ist A, 4 zu einer
Untergruppe von Cy, (o) isomorph. Insbesondere besitzt auch Cg(f(o)) eine Untergruppe C' =2
Ap—4. Sei f(o) das disjunkte Produkt von k vielen 3-Zyklen. Offenbar permutiert C' die Bahnen von
f(o) (einschlieklich trivialer Bahnen). Der Kern dieser Operation ist eine 3-Gruppe und damit trivial.
Es gibt also einen Monomorphismus F': C' — S,,_ox. Wegen |C| = (n—4)!/2 folgt k < 2. Im Fall k = 2
ist F' transitiv und man erhélt den Widerspruch n = 3k = 6. Also ist auch f(o) ein 3-Zyklus.

Sei f((1,2,3)) = (o, B,y) und f((1,2,4)) = (0,€,¢). Im Fall {a, 8,7} N {6, €, p} = & wiire
Ay =((1,2,3),(1,2,4)) = (f((1,2,3)), £((1,2,4)))

abelsch. Im Fall [{«, 5,7} N{4, €, }| = 1 wiirde (f((1,2,3)), f((1,2,4))) transitiv auf der 5-elementigen
Menge {a, 8,7}U{0, €, ¢} operieren. Also ist [{«, 8,7}N{d, €, o} = 2 und (f((1,2,3)), £((1,2,4))) kann
nur vier Ziffern bewegen. Durch Induktion nach k sieht man, dass (f((1,2,3)),..., f((1,2,k))) hochs-
tens k Ziffern bewegen kann. Also ist H = f(A,—1) = (f((1,2,3)),..., f((1,2,n — 1))) (Lemma 6.4))
intransitiv. Dies war aber bereits ausgeschlossen. O
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Satz 6.8 (HOLDER). Es gilt Aut(Ag) = Sg x Co und Aut(A,) =S, fir4d <n #6.

Beweis. Offenbar operiert S, durch Konjugation auf A, mit Kern Cg, (A,) = 1 (Lemma 6.2). Dies
liefert einen Monomorphismus ¥: S, — Aut(A4,). Sei H; = Alt({1,...,n} \ {i}) fir i = 1,... n.
Sei zunichst n # 6. Nach operiert dann Aut(A,) auf {Hi,...,Hy,}. Dies liefert einen
Homomorphismus I': Aut(A4,,) = Sp. Sei f € Ker(I') und ¢ € A,,. Dann ist

Hito); = f(0)Hif (o)~ = f(o) f(H:)f(0) ™" = f(oHio™") = f(Hei) = Ho;
und f(o) = o. Also ist T" injektiv. Damit sind ¥ und I" sogar Isomorphismen. Sei nun n = 6.

Schritt 1: ¥(Ss) < Aut(As).

Offenbar operiert As treu und transitiv auf Syls(As) durch Konjugation. Dies liefert einen Mono-
morphismus f: A5 — Sym(Syl;(As5)) = Sg. Im Fall f(A4s5) € Ag wire 1 # f(A45) N Ag < f(As5) im
Widerspruch zur Einfachheit von f(As) = As. Also ist f(As) < Ag. Da f transitiv ist, gilt f(As) # H;
firi =1,...,6. Die Operation von Ag auf den Nebenklassen Ag/f(As5) liefert einen Monomorphismus
p: Ag — Sg. Wie eben ist p(Ag) = Ag, d.h. ¢ € Aut(Ag). Da f(As) der Stabilisator der trivialen
Nebenklasse ist, muss ¢(f(As)) = H; fir ein i € {1,...,6} gelten. Insbesondere ist ¢ ¢ ¥(Sg).

Schritt 2: |Out(4g)| = 4.

Seien p, 1) € Aut(Ag) \ ¥(S6). Offenbar bildet jeder Automorphismus Konjugationsklassen auf Konju-
gationsklassen ab. Nach [Bemerkung 6.6]ist die Menge der 3-Zyklen eine Konjugationsklasse C' von Ag.
Gilt p(C) = C, so sieht man wie im Beweis von dass ¢ die Untergruppen H; permutiert.
Dann wére aber ¢ € W(Sg). Also muss p(C) = 1(C) die Konjugationsklasse der Elemente vom Zyklen-
typ (3,3) sein, denn dies sind die einzigen weiteren Elemente der Ordnung 3. Es folgt (p¢)(C) = C
und @1 € ¥(Sg). Dies impliziert die Behauptung.

Schritt 3: Aut(Ag) =~ Sg x Cs.

Als Untergruppe vom Index 2 ist ¥(Sg) < Aut(Ag). Es geniigt also ein Element ¢ € Aut(Ag) \ ¥(Se)
der Ordnung 2 zu finden. Sei zunéchst ¢ € Aut(Ag) \ ¥(Ss) beliebig und sei z := (1,2,3,4,5) € Ag.
Dann ist auch ¢(z) ein 5-Zyklus und daher in Sg zu z konjugiert (Bemerkung 6.6|). Ersetzt man also
¢ durch ein geeignetes Element aus der Nebenklasse pW(Sg), so kann man ¢(x) = z annehmen. Also
existiert ein y € Cg,(z) mit ¢ = ¥(y). Da Sg genau 6 - 4! Zyklen der Linge 5 besitzt, ist |Cg,(7)] < 5
und damit y € Cg,(z) = (z). Dies zeigt |(p)| € {2,10}. Also hat »° € Aut(4g) \ ¥(Ss) die Ordnung
2. OJ

Satz 6.9. Fir 4 <n # 6 zerfdllt jede Erweiterung mit A,.

Beweis. Nach besitzt Inn(A,,) = A,, ein Komplement in Aut(4,,) = S,. Die Behauptung folgt
aus |Lemma 6.2 und [Folgerung 4.28| O

Bemerkung 6.10. Nach ist Out(Ag) = C2. Der nichste Satz zeigt, dass firn =26
falsch ist.

Satz 6.11. Die Erweiterung Aut(Ag) von Inn(Ag) = Ag zerfdllt nicht.

Beweis. Angenommen A < Aut(Ag) ist ein Komplement von Inn(Ag). Sei ¥(Sg) < Aut(Ag) wie im
Beweis von [Satz 6.8 Dann gilt |¥(Ss) N A| = 2. Sei o € S eine Involution mit o := ¥ (o) € A. Wegen
Inn(Ag) N A = 1 hat o Zyklentyp (2) oder (2,2,2). O.B.d. A. sei 0 € {(1,2),(1,2)(3,4)(5,6)}. Sei
g e A\ U(Ss). Wie im Beweis von vertauscht 5 die 3-Zyklen mit den Permutationen vom
Zyklentyp (3,3). Wegen |A| = 4 ist A abelsch.
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Fall 1: 0 = (1,2).
Es gilt
B((37475)) = (ﬁa)((3747 5)) = (aﬁ)((3743 5)) = (1a 2)5((3743 5))(172)a

aber (1,2) kann keine Permutation vom Zyklentyp (3, 3) zentralisieren. Widerspruch.

Fall 2: 0 = (1,2)(3,4)(5,6).
Offenbar wird (1, 3,5)(2,4, 6) von o zentralisiert. Die gleiche Rechnung wie in Fall 1 mit (1,3,5)(2,4,6)
anstelle von (3,4, 5) zeigt, dass o einen 3-Zyklen zentralisiert. Dies ist ebenfalls unmdoglich. O

Bemerkung 6.12. Das aufsergewthnliche Verhalten von Aut(Ag) ldsst sich durch den (ebenfalls au-
fergewohnlichen) Isomorphismus Ag = PSL(2,9) erkliren (Aufgabe 18)).

G:=AlternatingGroup(6);;
A:=AutomorphismGroup(G) ;;
sub:=Subgroups0fIndexTwo(A);;
List(sub,IdGroup);

IdGroup (SymmetricGroup(6)) ;
IdGroup (PGL(2,9));

IdGroup (MathieuGroup(10));

Lemma 6.13. Firn € N gilt |[M(S,)| < 2.

Beweis. Wir benutzen die Prasentation
Sp={(x1,...,Tp-1 | x? = (xixi+1)3 =[zj,z;]=1fliri<j—1)

aus Seien F' und N wie in Sei F := F/[F,N] und T; = x;[F,N] € F fiir
i=1,...,n—1.Seien a; :== 7;2, b; := (TiZi31)° und ¢;; := [z;, z;] Elemente in N. Wegen N < Z(F) sind
dies Erzeuger von N (man braucht nicht den normalen Abschluss). Da man z; durch die Transposition
(4,4 + 1) realisieren kann, existieren g € F, y,2 € N mit gz;g~ ' = 21y und gz;g-* = z3y (beachte:
i< j—1). Wegen N < Z(F) folgt

Cij = ?Cz‘jﬁ_l = [gzig~!, gz;97 Y] = [T1y, T3Z] = [x1, 23] = c13.

Auferdem gilt
ctzas = (c13T3)” = (z1w3207)* = a3

und somit c?; = 1. Eine #hnliche Rechnung zeigt
bia; tai = (bi(TiaTiwin) )? = (@@iam)? = afain
und es folgt b% = (a;a;41)3. Wir setzen dy := a1 und d;11 := b;(a;a;+1)"*. Dann gilt d?_H = a;a;4+1 und
N = {dq,...,dn_1,c13)

mit 0%3 = 1. Nach [Satz 5.24|hat der freie Teil von N Rang n — 1. Daher miissen dj, . .., d,_1 unendliche
Ordnung haben. Der Torsionsteil ist somit (c;3). Die Behauptung folgt nun aus [Satz 5.24 O

Lemma 6.14. Firn € N\ {6,7} gilt |M(Ay)| <2 und |[M(Ag)|, | M(A7)| < 6.
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Beweis. Die Fille n < 7 konnen mit GAP oder GT-Folgerung 11.19 behandelt werden. Sei also n > 8
und

Ap 2 (21, e |2y =0 = . =02, = (mxig1)? = (wxy)? = 1 fiir [j —i] > 1)

wie in Wir benutzen die Bezeichnungen aus mit a; := T7°, a; := T;2 (i > 2),
b = (T@it1)®, ¢ = (T1m)? (i > 3) und ¢;; = [75,75] fir 2 < i < j — 1. Wie in [Lemma 6.13]
folgt dann ¢ = co4 = ¢y, 2 =1 und b? = (aja;41)> fiir i > 2. Fiir 241 = b;(aa;41) " gilt also
(biyaiair1) = (zip1) fir i =2,...,n— 3. Flir i > 3 ist

a1 = (27 '212;)° = (a7 71 ¢0)® = a7 (0] ' ;)?

13 = a2.| Wir setzen z; := aj(czaz ')~ und erhalten (ay, czaz’') = (21).

und | (cia;

Aus ¢y = 77 Y(7172)°71 = (Ta77)? und ¢ = agay[T3 1

T1 Yaytayt = [m27 1, 7Y folgt

x4x1x2x11 = 04331_13321:623:4(1;1 = 04331_13;2“@1 = xg(xlxg)_la:2_1a204ca;1.

Die dritte Potenz ergibt
by = by ta3cical®.
Wegen (csa;')? = a? erhilt man b3 = a?adc. Mit 29 1= byay tay ‘e gilt 23 = agc und 23 = a; 'by.

Fiir ¢ > 5 gilt

-1 -1,.-1 -1 -1 -1
Ig:ﬂlﬂjil‘g = C3T 563 l‘il‘gag = €32 l‘iC?,iag

und ¢; = (czaz ')?(zy t;)? nach quadrieren. Wegen z1 *a; = a; 7 (71a;) @5 folgt (cia; M)? = (czaz ).
Andererseits gilt auch (c;a; ')® = a? = (c3a3')?. Dies zeigt c;a; ' = czag ! fiir i > 5. Die gleiche Rech-
nung mit Index 4 anstatt 3 liefert cqa; ' = cgag . Daher ist (21) = (a1, c;a; ') fiir i = 3,...,n — 2.
Insgesamt gilt

N = {a;,b;,ci,c) = (21,...,2n_2,¢)

und es folgt | M (4,)| < 2. O
Satz 6.15. FEs gilt

M(S,) = 1 fallsn <3,
" Cy fallsn > 4.

Beweis. O.B.d.A. sei n > 4. Nach geniigt es eine echte Schur-Erweiterung von S, zu

konstruieren. Sei

~

Spi={x1, .. o1, 2| 2 =1, ac? = (zizigp1)° = [, 2] = 2z fiir i < j —1).
Nach von-Dyck gibt es einen Epimorphismus S, — S, mit Kern (z). Wegen 2?7 = [m,x;] = z ist

z € Z(S'\n) N §;L Allerdings konnte z = 1 gelten. Wir definieren Matrizen in GL(2",C) als iterierte
Kronecker-Produkte von 2 x 2-Matrizen:

(1), p= (1), =(o %)

Maj—y = C* P @ 40150 My, = 0%00 @ B 15+
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fiir k = 1,...,n. Sei zusitzlich My := Ogn. Wegen A% = ~C?=[A,B]=[A,C] = [B,C] = —
gilt M2 = [Mg, M;) = —I := —1on fiir k # [. Wir setzen nun

X (\/ﬁMk_\/iMk 1)

ﬁ\

fir k=1,...,n—1. Es folgt

Xg:_Qk((k+1)j+(k_1)I):—[ (= X € GL(2",0)),
XX = X1 X (k<l—1),

Xp1 X = 2W<*/’”2 )(k + 1) My1 My, — /(k + 2)(k — 1) Mys1 My
+VW+—I+MMk—UMM@4)

=1 — XpXpq1,
X Xp1 X = Xp(I = X Xpy1) = Xio + Xpp1 = (I = X5 Xpy 1) X1 = X1 Xo Xi1
(XpXi1)? = Xp X1 Xp X1 Xp Xp1 = (—1)% = —1.

Nach von-Dyck existiert ein Epimorphismus I': S, — (X1,...,Xp—1) mit I'(2) = —1. Also ist z # 1
in S,,. O

Bemerkung 6.16. Nach [Satz 5.19| besitzt S,, héchstens ggT(|S, /Sy, [M(S,)]) = 2 maximale Schur-
Erweiterungen. Neben S, gibt es noch die Schur-Erweiterung

Sy = (21, ..y Tn1,2 | 22 = 1,27 = (zizip1)® = 1, [z, 25] = 2 fiir i < j —1).

Man zeigt leicht Sy = GL(2,3). Sei allgemeiner ¢ eine ungerade Primzahlpotenz, F; = (() und = :

~—

( _01 g) € GL(2, ¢). Dann induziert x durch Konjugation einen dufseren Automorphismus « von SL(2, ¢
der Ordnung 2. Es gilt SL(2,5) x (a) = Ss. Durch eine dhnliche Konstruktion gelangt man zu Sg =
SL(2,9) x Cq (Vgl.. Sei nun ¢ € IE“(;Q der Ordnung 2(g—1) und = := diag(¢, (1) € SL(2, ¢?).
Dann ist K(q) := SL(2,q)(z) < SL(2,¢?) eine nicht-zerfallende Erweiterung mit K(3) = S, und
K(5) = S5 (ohne Beweis). Ein #ukerer Automorphismus von Sg liefert cinen Isomorphismus Sg 22 Sg.
Fir n # 6 gilt hingegen S, % Sp (IAufgabe 21| und |Bemerkung 5.22[). Fiir grofere n sind die Schur-
Erweiterungen von .S, keine ,bekannten” Gruppen.

S1:=SchurCover0fSymmetricGroup(5,3,1); #S% als Matrixgruppe iiber 3

S2:=SchurCover0fSymmetricGroup(5,3,-1); #§5
IdGroup(S1); IdGroup(S2);
IsomorphismGroups (SchurCover0fSymmetricGroup(4,3,-1),GL(2,3));

Satz 6.17. Es gilt

M(A,) = Cs fallsmn € {6,7},
" Oy fallsn=4,5,8,9,. ...

Beweis. Man priift leicht, dass SL( 3) eine Schur-Erweiterung von Ay ist ( Vgl . Daher gilt
M (Ag) = Cy. Seinun n > 5, A, =28 und Z := Z(S ) < Z(A n)- Dann ist A, )7 = (S, /Z)’ =9, = A,
und _ A Z)7 = (An)Z) = A’ >~ A,. Es folgt |S,/AL| = |S,/Ap||An/Al| <4 und Z < S < A’ Also
ist A, eine Schur-Erweiterung von A,, und 2 | |M(Ay)] fiir n > 5. Fiir n ¢ {6, 7} ist A, die universelle

Schur-Erweiterung von A,, nach [Bemerkung 5.22]
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Es geniigt_daher Schur-Erweiterungen Ag und A; mit Z(Ag) = (Ai ) = C5 zu konstruieren. Wir
erzeugen Ag durch monomiale Matrizen in GL(6,4). Sei Fy = (¢), ¢ := ¢~ und (aq,...,a6;0) =
(aibin(;))ij € GL(6,4) fiir a1, ..., a6 € F4 und o € Sg. Wir definieren

(€, 1,¢,1,¢,¢5 (145)(263)),
ro = (1,1,1,1,¢,¢; (13)(56)),
w3 = (1,(,C, ¢, G, 15(23)(45)),

(€, 1,¢,1,¢, ¢ (15)(36)).

Il ‘=

Ty 1=

Sei G := (x1,x9,x3,24) (man beachte, dass die angegebenen Permutationen eine transitive As erzeu-
gen). Eine Rechnung zeigt

2

:c:{’ = x% = x% =z = (x1x2)3 = (x2x3)3 = (x3x4)3 = ($1x4)2 = (:ng4)2 =1

und z = (2123)% = (lg € Z(G). AuRerdem ist 2z = z1237173 = m1x3x4:1:1_1m4$3 = [x1,2324] € G'.
Nach Moore ist G eine Schur-Erweiterung von Ag mit Z(G) = (z) = C3. Wir ergénzen nun

1 ¢ 1 ¢ 1 .
¢l . ¢l
x5::1€1C.C
¢ . ¢ 1 ¢1

1 ¢ . ¢C1¢

1 ¢ 1 ¢ 1

2

Eine weitere Rechnung ergibt 2 = (z275)? = (v325)? = (2475)° = 1 und (z125)? = 2. Daher ist

(x1,...,x5) die gewiinschte Schur-Erweiterung As. O

Bemerkung 6.18.

(i) Die im Beweis konstruierte Schur-Erweiterung Ag mit |Z(;1?;)] = 3 lésst sich als imprimitive
Permutationsgruppe vom Grad 18 in (50 Ag einbetten. Man nennt Ag VALENTINER- Gruppe.

(ii) Angenommen die (universelle) Schur-Erweiterung A7 ist bereits konstruiert. Dann existiert eine
Untergruppe Z < H < A; mit H/Z = Ag. Fiir P € Syly(H) ist auch P € Syl;(A7). Nach Taunt
(GT-Satz 7.15) ist P nicht-abelsch und daher Z = [P, P] < H'. Also ist H eine Schur-Erweiterung
von Ag. Es geniigt also A7 zu konstruieren. Das haben wir mit GAP in |Bemerkung 5. 18| bereits
getan. Die Gruppe lésst sich auch auf andere Weisen konstruieren:

PerfectGroup(IsPermGroup,15120); #einzige perfekte Gruppe dieser Ordnung
LoadPackage("atlasrep",false);
AtlasGroup("6.A7"); #bendtigt beim ersten Zugriff Internet

DoubleCoverOfAlternatingGroup(10,3); #A/l\o als Matrixgruppe itiber F3 mit Z(Zl\o) = Oy

(iii) Blackburn hat alle Erweiterungen von elementarabelschen Gruppen mit S, und A,, konstruiert.

7 Symplektische Gruppen

Bemerkung 7.1. Die kompliziertesten einfachen Gruppen sind die Gruppen vom Lie-Typ. Dies sind
gewisse Matrixgruppen iiber endlichen Koérpern, von denen wir die projektiven speziellen linearen
Gruppen PSL(n,q) bereits in der Gruppentheorie konstruiert haben. In diesem Kapitel werden die
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(projektiven) symplektischen Gruppen PSp(2n, ¢q) eingefiihrt, die nur in gerader Dimension existieren.
Fiir n = 1 gilt PSp(2,q) = PSL(2,q). Fiir n > 2 erhélt man ,neue einfache Gruppen. Der Beweis
benutzt Iwasawas Lemma. Im Unterschied zu PSL(n,q) versuchen wir diesmal ,koordinatenfrei zu
argumentieren.

Definition 7.2. Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Sei 8: VxV — K,
(v,w) + [v,w] eine Bilinearform mit folgenden Eigenschaften:

e (nicht-ausgeartet) Fiir alle v € V'\ {0} existiert ein w € V' mit [v, w] # 0.
e (alternierend) Fiir alle v € V gilt [v,v] = 0.
[

Bzgl. [.,.] nennt man V einen symplektischen Raum Fiir v € V und U C V sei vt = {w € V : [v,w] =
0} <Vund Ut =,y ut < V.

Bemerkung 7.3. Aus [v,v] = 0 folgt die Antisymmetrie [u,v] = [u+ v,u + v] — [v,u] = —[v,u]
fiir u,v € V. Fiir char K # 2 sind die Begriffe ,alternierend” und ,antisymmetrisch® dquivalent, denn
[v,v] = —[v,v] = 0. Fiir char K = 2 ist Symmetrie und Antisymmetrie identisch.

Satz 7.4. Fir U <V gilt dimV = dimU + dim UL (aber nicht unbedingt U N U+ = 0).

Beweis. Wir ergénzen eine Basis by,...,b; von U zu einer Basis b1,...,b, von V. Beziiglich dieser
Basis identifizieren wir V' mit K". Fiir die Gram-Matrix B = ([b;, b;]) von S gilt dann [v, w] = vBw®
fir v,w € V. Da ( nicht-ausgeartet ist, ist B invertierbar (alternierend wird fiir den Beweis nicht
benétigt). Die ersten k Zeilen von B bilden eine Matrix A vom Rang k& = dimU. Nun ist UL der
Losungsraum des homogenen Gleichungssystem Az = 0. Aus der linearen Algebra folgt dim U+ =
n—k=dmV —dimU. Ul

Satz 7.5. Es existiert eine Basis by, ..., by, c1,...,¢, von V. mit [bj,b;] =0 = [¢;, ¢;] und [bs, ¢j] = d;5
firi,j=1,...,n. Insbesondere ist dimV = 2n gerade (vgl. GT-Aufgabe 70).

Beweis. Induktion nach dim V. Sei by € V \ {0}. Da 8 nicht-ausgeartet ist, existiert ¢; € V mit
[b1,c1] # 0. Nach Skalierung gilt [by,c1] = 1. Sei nun U := (by,¢;). Offenbar ist U N U+ = 0 und
zeigt V = U @ U+. Fiir u € U+ existiert ein v € V mit [u,v] # 0. Schreibt man v = vy + vo
mit v; € U und vy € U+, so folgt [u, va] = [u,v] # 0. Daher ist auch die Einschrinkung von 8 auf U+
nicht-ausgeartet und alternierend. Die Behauptung folgt nun mit Induktion. O

Definition 7.6.

e Man nennt (v,w) € V2 mit [v,w] = 1 ein hyperbolisches Paar. Eine Basis wie in [Satz 7.5| nennt
man symplektisch.

e Wir nennen

Sp(V) := {f € GL(V) : [f(v), f(w)] = [v,w]} < GL(V),
PSp(V) := Sp(V)/Z(Sp(V'))

die (projektive) symplektische Gruppe von V.
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Bemerkung 7.7.
(i) Die Gram-Matrix von 8 bzgl. einer symplektischen Basis ist B = (_?n 16’). Fiir v,w € K" bzgl.
dieser Basis gilt [v, w] = vBw". Dies zeigt
Sp(2n, K) :={A € GL(2n,K) : A*BA = B} = Sp(V).
Insbesondere hingt der Isomorphietyp von Sp(V') nicht von g ab. Fiir endliche Korper setzen wir
Sp(2n, q) := Sp(2n,F,).
(i) Fur A= (A1 A2) € Sp(2n, K) gilt

Al Ag)<A3 A4> ¢ ( 0 1n>

=A"BA=B=
(Ag AV ) \—A1 —A, -1, 0)’
also AYAs = AYA;, AYAy = AjAs und AY Ay = 1, + A% As. Fiir n = 1 sind die ersten beiden
Gleichungen trivial und die dritte besagt det(A) = 1. Dies zeigt Sp(2, K) = SL(2, K). Fiir belie-
biges n ist (%1 A(%t) € Sp(V) fiir alle A; € GL(n, K). Daher ist GL(n, K) zu einer Untergruppe
von Sp(2n, K) isomorph.

(iii) Wir kénnen die Gram-Matrix von  auch in der Form B = (_0 (1)) D...8 ( ) anordnen. Dann
folgt Sp(2k, K) x Sp(2(n — k), K) < Sp(2n, K) fiir 0 < k < n.

Lemma 7.8. Es gilt Z(Sp(V)) = Sp(V) N K*id = (—id).

Beweis. Wegen —id € Sp(V) N K*id C Z(Sp(V')) miissen wir nur Z(Sp(2n, K)) C (—12) zeigen. Fiir
n=1ist Z(Sp(2, K)) = Z(SL(2, K)) = (—12) (im Fall char K =2 ist —1p = 12) Sei also n > 2. Wir
schreiben A = (ﬁ; ﬁi) € Z(Sp(2n, K)) wie in |Bemerkung 7.7l Fir M = ( 0_ ) € Sp(2n, K) mit
C € GL(n, K) gilt

AC Agcft B B B CA; CAy
<A30 A4C—t> =AM = MA= <c—tA3 c—tA4>

Dies zeigt A1, Ay € Z(GL(n,K)) = K*1,. Fir C = 1,, + E;; mit i # j folgt E;; Ay = —AsEj; und
As = 0. Analog ist A3 = 0 und man erhilt A} = AZl € GL(n,K). Sei A € K* mit A; = Al,, und
Ay =2"11,. Wegen B = (fin '#) € Sp(2n, K) gilt auch

0 A\ _ _ 0 Ay
<_A4 O)ABBA(_Al O).
Alsoist A = A\t = +1. O

Satz 7.9. Es gilt
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Beweis. Nach folgt die zweite Gleichung aus der ersten. Jedes f € Sp(V) bildet eine
symplektische Basis auf eine symplektische Basis ab. Umgekehrt kann man dadurch genau ein f €
Sp(V') definieren. Daher ist |Sp(V')| die Anzahl der symplektischen Basen von V. Fur b; € V' \ {1}
gibt es ¢?" — 1 Moglichkeiten. Der Vektor ¢; definiert genau eine Nebenklasse ¢; + bf-. Also gibt es
bi| = ¢*"~1 Mbglichkeiten fiir ¢;. Im Fall n = 1 ist daher |Sp(2,q)| = q(¢®> — 1) wie behauptet. Sei
nun n > 2 und U = (b1, c1). Wie inist V=U®U"* und by,...,by,co,...,c, bilden eine
symplektische Basis von U~+. Durch Induktion nach n folgt

Sp(2n,q)] = ¢*" " (¢* — D)ISp(2n — 2,q)| = OV [ - D) =¢” [[(e* -1). O
k=1 k=1

Definition 7.10. Fiir A € K und v € V nennt man die lineare Abbildung
tao: V=V, = 2+ Az, vy

eine (symplektische) Transvektion.

Bemerkung 7.11. Fir A\, p € K und v,z € V gilt
tao(tuw(®)) = tho(x + plz,vjv) = 2 + plz, vlv + Az + plz, v]v, vjv = ().

Insbesondere ist t) , invertierbar mit t;i =t_).0. Wegen

[t (@), tr0 ()] = [z, 9] + Alz, v]fv, y] + Aly, o] [z, 0] + X[z, 0] [y, v][v, 0] = [z, ]
ist ty, € Sp(V). Offenbar ist v der Fixpunktraum (Eigenraum zum Eigenwert 1) von ty,,. Fiir ein
hyperbolisches Paar (v, w) gilt ¢y ,(w) = w — Av € w+vL. Dies zeigt det(t,,) = 1. Fiir g € Sp(V) gilt
(gtawg™)(@) = g(g™ (@) + Ay~ (2), v]v) =z + Alz, g(v)]g(v) = by 40 (2).
Fir p € K ist
taw(T) =2 + Nz, polpv = x = x + APz, v]v = a2, ().

Lemma 7.12. Die symplektischen Transvektionen erzeugen Sp(V'). Insbesondere ist Sp(V)) < SL(V).

Beweis. Nach [Satz 7.9| geniigt es zu zeigen, dass S := (ty, : A € K,v € V) transitiv auf der Menge
aller symplektischen Basen operiert. Seien v, w € V' \ {0}. Falls A := [v,w] # 0, so ist

Ex-1p_w(V) = v+ Ao, —w)(v—w)=v— (v —w) =w.

Anderenfalls wihle z € V'\ (v Uw™). Man kann nun v + 2 ~— w durch zwei Transvektionen realisieren.
Also ist S transitiv auf V' \ {0}.

Seien nun wu,v,w € V mit [u,v] = [u,w] = 1. Dann ist v — w € w*. Im Fall X := [v,w] # 0 gilt
tx-1y—w(u,v) = (u,w). Anderenfalls setze z := u + v. Dann ist [u,v] = [u,z] = [u,w] = 1 und
[v,2] # 0 # [z,w]. Man kann daher (u,v) — (u,z) — (u,w) durch zwei Transvektionen realisieren.
Damit ist S transitiv auf der Menge der hyperbolischen Paare.

Seien schliefilich by, ..., by, c1,...,¢, und by, ... 0, ¢, ..., ¢, symplektische Basen von V. Nach dem

bereits Gezeigtem konnen wir (b],c}) = (b1, ¢1) annehmen. Dann sind

/ / / /
ba,...,bp,co,...,cp und by, ..., b, co, ...,
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symplektische Basen von (by, ¢;)*. Nach Induktion existiert ein Produkt von symplektischen Transvek-
tionen auf (b1, c1)t, dass (ba,...,bn,C2,...,cp) auf (by, ..., 00, ch, ..., c,) abbildet. Fiir x € (b, c1)*
werden by und c; von t) , festgehalten. Die Transvektionen auf (bl,cl>L lassen sich also nach V' =
(b1, 1)@ (b1, c1) fortsetzen, indem man trivial auf (by, ¢;) operiert. Also kann man by, ..., by, c1,...,cy

auf b,..., 0, ¢}, ..., ¢, mittels S abbilden. O]

s Ymo

Satz 7.13. Fir jeden endlichen Korper K operiert PSp(V) treu und primitiv auf der Menge Q der
1-dimensionalen Unterrdume von V.

Beweis. Fiir Sp(2, K) = SL(2, K) ist die Behauptung bekannt. Sei also n > 2 und ¢ := |K|. Nach
GT-Lemma 10.7 operiert G := Sp(V') < SL(V) auf 2 mit Kern Sp(V) N K* id = (—id). Also operiert
G :=PSp(V) treu auf Q. Nach dem Beweis von operiert G transitiv auf Q. Sei U := Ku €
und Gy der Stabilisator von U in G. Sei (u, u) ein hyperbolisches Paar. Wie im Beweis von [Lemma 7.12]
operiert G,, C Gy transitiv auf «/ +u"'. Da jeder Vektor in ' +u" einen anderen Unterraum aufspannt,
hat Gy eine Bahn der Linge > ¢**~1 auf Q. Seien v,w € u* \ U. Im Fall [v,w] # 0 kann man wie im

Beweis von [Lemma 7.12] (u,v) auf (u, w) abbilden. Sei nun [v, w] = 0. Wegen
()t = () #U = ()t # (wh)*

ist vt # ut # wt. Sei x € ut\vt und y € ut\wt. Im Fall ut C vt Uwt ist x € wt, y € v+ und man
erhiilt den Widerspruch z +y € ut \ (vt Uw™). Dies zeigt ut ¢ v+ Uw™. Sei also € ut\ (vt Uw?).
Man kann nun mit zwei Transvektionen (u,v) + (u,x) — (u,w) realisieren. Also sind G, und Gy

transitiv auf u® \ U. Dies liefert eine Bahn der Linge qQZjl_q < ¢ 1. Wegen
2n 2n—1

a —q_4qg —4q 2n—1
Q = =
o\ =T =T+

hat Gy zwei Bahnen auf  \ {U} mit den Lingen ¢**~! und q27;:11_q.

Angenommen G ist imprimitiv auf € mit Block A 5 U. Dann muss eine der beiden nicht-trivialen

Bahnen von Gy in A liegen. Allerdings sind ¢! + 1 und qz:;:11_q +1= q%;_ll_l
2n71

Q| = qz]T = ¢?>" 14+ ¢?>" 24 .. 4 1. Dieser Widerspruch zeigt, dass G und G primitiv operieren. [

keine Teiler von

Lemma 7.14. Firn > 2 und (n,q) # (2,2) ist Sp(2n, q) perfekt.

Beweis. Nach geniigt es zu zeigen, dass die Transvektionen Kommutatoren sind. Sei
zuniichst ¢ > 4. Sei v € V' \ {0} und A € K*. Wihle y € KX\ {#1} und setze a := A\(1 — p?)~L.
Bekanntlich existiert g € Sp(V) mit g(v) = p?v. Nach [Bemerkung 7.11| gilt

Sp(v)l > [ta,vvg] = ta,vgt—aﬂ)gil = tOéy’Utfoug(”) = ta,q}t_au2’v - toc(l—MQ)vv =t

Sei nun ¢ = 3 und by,...,b,,c1,...,c, eine symplektische Basis von V. Wir definieren g,h € Sp(V')
durch

g(b1) = by + by, g(c1) = ca, g(b2) = b1, g(c2) == c1 — ca,
h(by) :==b1 —c1 + ca, h(c1) :== e, h(b2) := be + c1, h(c) := ¢
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und g(b;) = h(b;) = b; sowie g(¢;) = h(¢;) = ¢; fiir i > 3. Es gilt

(9, h](b1) = ghg™ (b1 + 1 — c2) = gh(bs + c2) = g(ba + c1 + c2) = by + cu,
(9. h](c1) = ghg™"(c1) = gh(c1 + c2) = g(c1 + 2) = e,

g, h](b2) = ghg™ (b2 — 1) = gh(by — ba — c1 — c2) = g(b1 — by) = by,

9. h)(c2) = ghg ™ (e2) = ghler) = g(e1) = c2,

d.h. tic, =[g9,h] € Sp(V) und t_1 ., = tl_él € Sp(V)'. Da ¢ beliebig ist, folgt die Behauptung.

Schliefslich sei ¢ = 2 und n > 3. Diesmal definieren wir

g(b1) := by + bs, g(c1) := cs, g(b2) := b1, g(c2) :=c1 + c3,
g(b3) = b27 9(03) = (9, h(bl) = b1 + c2, h(cl) = cq,
h(bz) := by + c1 + ca + c3, h(c2) = ca, h(b3) := bz + c2 + c3, h(cs) := c3

und g(b;) = h(b;) = b; sowie g(¢;) = h(¢;) = ¢ fiir ¢ > 4. Es gilt

9, 1)(b1) = ghg ™" (b1 + ¢2) = gh(bz + c3) = g(ba + c1 + ¢2) = b + ¢4,
(9, h](c1) = ghg™ (1) = ghlcr + 2) = g(e1 + e2) = e,
[9, h](b2) = ghg (ba + ¢1 + co + ¢3) = gh(bs + c2 + ¢3) = g(b3) = bo,
[9,h](ca) = ghg ™ (c2) = gh(cs) = g(c3) = e,
(9, h](b3) = ghg ™" (b3 + ca + ¢3) = gh(b1 + by + c1 + ¢3) = g(b1 + ba) = b3,
(9, h](c3) = ghg ™' (c3) = gh(c1) = g(e1) = e,
d.h. t1, = [g,h] € Sp(V)'. Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 7.15. FEs gilt Sp(4,2) = Sg. Insbesondere ist Sp(4,2) = PSp(4,2) nicht perfekt.

Beweis. Sei V = {x € F§: ZZ (2 =0} <F§ und U := ((1,...,1)) < V. Die symmetrische Gruppe
Se operiert durch Permutation der Koordinaten treu auf V/U = IF%. Das ,Standardskalarprodukt*

[v+Uw+U]: szwz

ist eine wohldefinierte alternierende Bilinearform auf V/U. Sei v + U # 0, 0.B.d. A. v1 = v = 1
und vs = 0. Dann ist w + U := (0,1,1,0,0,0) + U € V/U mit [v + U,w + U] # 0. Also ist die
Bilinearform nicht-ausgeartet. Fiir o € Sg gilt schlieklich [o(v) + U,o(v) + U] = [v + U,w + U]. Dies
zeigt Sg < Sp(4,2). Nach [Satz 7.9|ist andererseits |[Sp(4,2)| = 24(22 — 1)(2% — 1) = 720 = | Ss|. O

Satz 7.16. Firn > 2 und (n,q) # (2,2) ist PSp(2n, q) einfach.

Beweis. Nach den vorherigen Sétzen ist G := PSp(2n, q) perfekt und primitiv auf der Menge der 1-
dimensionalen Unterrdume von V. Sei U := (u) < V mit v # 0 und A := {*t), : A € K} < Gy.
Offenbar ist A abelsch und normal in Gyy. Auferdem ist jede Transvektion in Sp(V') zu t , mit einem
A € K konjugiert. Aus folgt (gAg~! : g € G) = G. Nach Iwasawas Lemma aus der
Gruppentheorie ist G einfach. O
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Bemerkung 7.17. Eine weitere Familie von einfachen Gruppen vom Lie-Typ lésst sich durch Unter-
gruppen von Sp(4,q) mit ¢ = 22" und n € N konstruieren: Sei ey, €2, 3, 4 eine symplektische Basis
auf V = Fg mit [e1, e3] =1 = [ea, e4] Wir definieren eine kommutative Multiplikation auf V' durch

,

er falls {i,7} = {2,3},
eo falls {i,7} = {1,2},
eixej = ez falls {i,j} = {1,4},
eq falls {i,7} = {3,4},

0 sonst

<Z4: /\ie’) * (24: '“iel) = 24: (Nipg)* e * e
i=1 i=1

ij=1

fiir Aj, uj € Fy. Sei U := {(u,v) € V?: [u,v] = 0} und
Sa(g) = {f € Sp(V) : ¥W(w,0) € U's f(u) % f(v) = ux v} < Sp(V).
Man nennt Sz(q) die Suzuki-Gruppe iiber F,. Sie ist einfach mit Ordnung
S2(9)| = ¢°(¢° + 1)(¢ = 1) = =1 (mod 3).

Die Suzuki-Gruppen sind die einzigen nicht-abelschen einfachen Gruppen, deren Ordnung nicht durch
3 teilbar ist. Wegen ¢2 +1=16"-4+1 =0 (mod 5) ist die Ordnung jeder nicht-abelschen einfachen
Gruppe durch 3 oder 5 teilbar (sogar durch 12 oder 2°-5 nach Feit-Thompson). Die Untergruppenstruk-
tur und die Charaktertafel von Sz(q) ist &hnlich wie bei PSL(2, g) sehr iibersichtlich (die Sylowgruppen
zu ungeraden Primzahlen sind zyklisch, vgl. GT-Satz 10.13). Suzuki hat auch eine sporadische Gruppe
der Ordnung 448.345.497.600 entdeckt.

8 Unitare Gruppen

Bemerkung 8.1. Nach den linearen und symplektischen Gruppen behandeln wir in diesem Abschnitt
eine dritte Familie von (einfachen) Gruppen vom Lie-Typ.

Definition 8.2. Sei ¢ # 1 eine Primzahlpotenz, K = Fj und V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum. Sei Gal(K|Fy) = (a) = Cy mit T := ax) = 29 fiir x € K (vgl. komplexe Konjugation).
Sei V xV — K, (v,w) — [v,w] eine nicht-ausgeartete Sesquilinearform, d.h. fir u,v,w € V und
A€ K gilt

[u+ Av,w] = [u, w] + A\[v,w],
[u, v] = [v, u]
Bzgl. [.,.] nennt man V' einen unitiren Raum.

Bemerkung 8.3.

(i) Im Folgenden sei V stets ein unitédrer Raum.



(ii) Fir w,v,w € V und X\ € K gilt

[u, v 4+ Aw] = [v+ Aw, u] = [v,u] + Nw, u] = [u, v] + A[u, w].

(iii) Fiir K* = (¢) gilt (¢ = ¢?*1 € F,. Daher ist die Norm N: K — F,, x + 2T surjektiv. Sei
z € K im Kern der Spur S: K — Fy, y — y +¥. Dann gilt x = —29 und es folgt x = 0 oder

2971 = —1. Dies zeigt |[Ker(S)| < ¢. Als lineare Abbildung muss S nach dem Homomorphiesatz

ebenfalls surjektiv sein. Fiir v € V gilt [v,v] = [v,v] € F,. Im Fall [v,v] # 0 existiert ein A € K
mit [Av, \v] = 1, d. h. v ldsst sich normieren. Im Gegensatz zu K = C gibt es Vektoren v # 0 mit

[v,v] = 0 (siche [Cemma 8.10).

(iv) Wie iiblich definiert man v+ und S+ < V fiir v € V und S C V. Wie in zeigt man
dimU + dim U+ = dim V fiir alle Unterrdume U < V. Daraus folgen die iiblichen Regeln:

UhHt =1, UCW «— WtcUut, U+W)yr=vtnw.

Gilt V = U @ U™, so ist die Einschriankung von [.,.] auf U nicht-ausgeartet. Daher ist U ein
unitédrer Raum. Dies werden wir haufig fiir Induktion nach dim V' benutzen.

Satz 8.4. Jeder unitire Raum V besitzt eine Orthonormalbasis by, ..., by, d. h. es gilt [b;,bj] = ;5.

Beweis. Sei v € V \ {0}. Da [.,.] nicht-ausgeartet ist, existiert ein w € V mit [v,w] # 0. Nach
Skalierung konnen wir [v, w] + [w,v] # 0 annehmen (fiir char K # 2 kann man [v, w] = 1 wihlen). Im
Fall [v,v] =0 = [w, w] gilt [v+w,v+w] # 0. In jedem Fall findet man ein b; € V' mit [by,b1] # 0. Nach
Normierung ist [by,b;] = 1. Im Fall n = 1 sind wir fertig. Sei also n > 2 und U := bi-. Offenbar gilt
V = (b1)®U. Nach [Bemerkung 8.3|ist U ein unitérer Raum der Dimension n—1. Durch Induktion nach
n konnen wir annehmen, dass U eine Orthonormalbasis bs, ..., b, besitzt. Offenbar ist nun bq,...,b,
eine Orthonormalbasis von V. [l

Beispiel 8.5. Wie iiber C sieht man, dass V = K" bzgl. des Standardskalarprodukts
[v,w] == VW1 + ...+ VW, (v,weV)

ein unitarer Raum ist. Die Standardbasis eq,...,e, ist eine Orthonormalbasis von V. Nach
konnen wir uns im Folgenden oft auf diesen speziellen Raum beschrénken.

Definition 8.6. Eine lineare Abbildung zwischen unitédren Rdumen f: V' — W heifst Isometrie, falls
[f(w), f(v)lw = [u, v]y fur alle u,v € V gilt. Man definiert die Gruppen

GU(V) :={f € GL(V) : Yv,w € V : [f(v), f(w)] = [v,w] } (allgemeine unitire Gruppe),
SU(V) :=GU(V)NSL(V) (spezielle unitire Gruppe),
PSU(V) :=SU(V)/Z(SU(V)) (projektive spezielle unitire Gruppe).

Bemerkung 8.7. Da [.,.] nicht-ausgeartet ist, ist jede Isometrie injektiv. Sei f € GL(V') mit Matrix
A € GL(n, K) bzgl. der Standardbasis. Fiir v,w € V gilt [f(v), f(w)] = [Av, Aw] = v* A'Aw®. Durch

Einsetzen der Standardbasis siecht man

Yo,w €V i [f(v), f(w)] = [v,w] <= A'A = 1,.
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Auf diese Weise erhilt man die Matrixgruppen
GU(n,q) == {A € GL(n,¢%) : A*A = 1,,}]1]

SU(n, q) :== GU(n, q) N SL(n, ¢°),
PSU(n,q) :== SU(n,q)/Z(SU(n,q)).

Beispiel 8.8. Fiir jede Permutationsmatrix P € GL(n, ¢?) gilt P'P = P~'P =1,,d.h. P € GU(n, q).
Daher besitzt GU(n, q) (bzw. SU(n, q)) eine zu S,, (bzw. A,,) isomorphe Untergruppe.

Lemma 8.9. Es gilt Cap)(SU(V)) = K*idy .

Beweis. O.B.d.A. sei V = K™ mit n > 2. Sei K* = (¢). Wegen ¢971¢s-! = (-1 —a = ¢a*-1 =1
ist D := diag(¢?%,¢19,1,...,1) € SU(n,q) \ {1,} (auch fiir ¢ = 2). Es folgt

0
0

Cara(SU(V)) € Cary(D) = ca,be KX, A e GL(n—2,K)

S O 2

0
b
0 A

Durch Permutation der Koordinaten erhélt man, dass Cqr,yv)(SU(V)) aus Diagonalmatrizen besteht.
Wegen
0 -+ 0 (=1t

! € SU(n, q)

1 0
konnen nur Skalarmatrizen SU(V') zentralisieren. Umgekehrt gilt natiirlich K*idy < Z(GL(V)). O

Lemma 8.10. Fir A € F, sei Vy :={v € V : [v,v] = A}. Dann gilt

2= Vol = "1 4+ (-1)"¢" (g — 1),
wn = Vil = " — (1)),

Beweis. O.B.d.A. sei V = K" bzgl. des Standardskalarprodukts.

(i) Fiirn = 1ist Vp = {0} und 21 = 1 = ¢— (¢—1) wie behauptet. Sein > 1 und v = (v',v,) € K"+
mit v' € K™ und [v,v] = 0. Im Fall [v/,¢'] = 0 ist auch v, = 0. Dafiir gibt es z, Moglichkeiten.
Sei nun [v/,v'] # 0 und K* = (¢). Sei a € Z mit —[v/,v'] = ¢*@+1). Aus

It = v, T, = [v,0] — [V, 0] = —[v/, ]

folgt v, € ¢*(¢I~1). Es existieren genau [((9~1)| = ¢ + 1 Elemente mit dieser Eigenschaft. Dies
zeigt
It = 20+ (67" = 20) (g +1) = "+ ¢ — gz

Die Behauptung folgt mit Induktion.

15 Achtung: GAP benutzt standardmifig eine andere Basis. Man muss explizit die hermitesche Form angeben:
GU(n, g, IdentityMat(n) * Z(q)°).
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(ii) Fiir A # 0 ist Vi — Vicat1, v = (v eine Bijektion. Mit (i) folgt
2n

—Z _ _ —
wo = Vil = £ = = () = - (1)), =

Satz 8.11. FEs gilt

IGU(n,q)| = ¢"" V2T (¢ = (-D)"),

k=1
SU(n, q)| = " V2 ] (" - (-1)b),
k=2
n(n—1)/2 n
q k k
PSU(n,q)| = —& (-1
[PSU(n, q)| e T g+ 1) kz?(q (—=1)")

Beweis. Genau dann gilt A € GU(n, ¢), wenn die Zeilen von A eine Orthonormalbasis von V' bzgl. [., ]
bilden. Fiir die erste Zeile a; von A gibt es nach [Lemma 8.10] genau w,, Moglichkeiten. Die zweite Zeile
ap liegt in U := ai". Wegen V = {(a;) @ U ist U ein unitirer Raum der Dimension n — 1. Daher gibt es
wp—1 Moglichkeiten fiir ag usw. Dies zeigt

n

IGU(n,q)| = w1 ...wn = [[ (" = (=1)%) =" V2] (" - (-1)F).
k=1 k=1

Fiir A € GU(n,q) gilt det(A)7"! = det(A)det(A) = det(A'A) = 1. Wegen diag(¢? 1 1,...,1) €
GU(n, q) ist det: GU(n,q) — (¢971) surjektiv mit Kern SU(n, q). Daraus folgt die Formel fiir |SU(n, q)|.
Nach ist

Z(SU(n,q)) = SU(n,q) N K*1, = SU(n,q) N (¢*"1).

Fiir ¢*@=Y1, € Z(SU(n,q)) mit 0 < a < ¢ gilt ¢*@= D" = 1. Alsoist a = 0 (mod (¢+1)/ ggT(n,q+1))
und |Z(SU(n, q))| = ggT(n,q+ 1). Daraus folgt die Formel fiir [PSU(n, ¢)|. O
Lemma 8.12. Es gilt SU(2,q) = SL(2,q) und PSU(2, ¢q) = PSL(2, q).

Beweis. Wir konstruieren zuniichst eine Basis {v,v} C Vo von V = K? mit [u,v] = —[v,u]. Sei dafiir
p € K\ {1} mit u¢™ = pyg = —1. Fiir 2 { ¢ setzen wir u := (1, ), v := (u, 1) und fiir 2 | ¢ sei
w:=(1,1), v := (1, ). In beiden Féllen sind v und v linear unabhéngig mit [u,u] = [v,v] = 0. Nach

IBemerkung 8.3| folgt [u,v] # 0. Nach Normierung von v erhdlt man [u,v] = 1. Fir 2 | ¢ ist dann
[u,v] = [v,u] = [v,u] = —[v,u]. Fiir 2 { q existiert 7 € K mit 797! = —1, d.h. 7 = —7. Indem wir u
durch Tu ersetzen, erhalten wir [u,v] = —[v, u] wie gewiinscht.

Sei A € SU(2,q) und Au = au + cv, Av = bu + dv mit a,b,c,d € K. Dann gilt

ac —ac = [Au, Au] =0= [Av, 4] = bd — bd,
[u, v] [u, v]

ad — cb = M =1=da — bc,
[u, v]

ad —bc=det A = 1.
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Es folgt

¢+ bce = (1 + be)e = ade = dac

b+ bbc = b(1 + cb) = bad = adb

(14 b¢)c = ¢+ bee,
(14 bc)b = b+ bbc

und b, ¢ € F,. Im Fall b # 0 ergibt sich d = d € F,. Anderenfalls ist a # 0 und ad = 1 = ad. Wieder gilt
d € F,. Analog erhélt man a € F,. Die Basistransformation {(1,0), (0,1)} — {u,v} liefert also einen
Monomorphismus ¢: SU(2,q) — SL(2, q). Nach ist |SU(2,q)| = q(¢* — 1) = |SL(2, q)|. Also
ist ¢ ein Isomorphismus. O

Beispiel 8.13. Offensichtlich ist GU(1, g) = Cy41 und SU(1, ¢) = 1. Nach[Lemma 8.12|gilt PSU(2,2) =
SU(2,2) = SL(2,2) = S3 und PSU(2,3) = PSL(2,3) = A4. Nach [Satz 8.11] gilt

ISU(3,2)| =232 —1)(2° +1) =8-27
und |PSU(3,2)| = 72. Insbesondere ist PSU(3,2) auflésbar. Genauer gilt PSU(3,2) & Mg = C? x Qs

(Aufgabe 34)). Der folgende GAP-Code zeigt PSU(4,2) = PSp(4, 3):

G:=PSU(4,2);
H:=PSp(4,3);
IsomorphismGroups (G,H) ;

Bemerkung 8.14. Wie im Beweis von zeigt man, dass jeder unitdre Raum V der Di-
mension > 2 ein hyperbolisches Paar (u,v) besitzt, d. h. u,v € Vi und [u,v] = 1 (Definition 7.6)).

Satz 8.15 (WiTT). Sei V' ein unitirer Raum, U <V und o: U — V eine Isometrie. Dann ezistiert
ein 7 € GU(V) mit my = o.

Beweis. Induktion nach dimU. O.B.d. A. sei U # 0. Sei W < U mit dim(U/W) = 1. Nach Induktion

existiert ein 7 € GU(V) mit 7y = oy, Indem wir o durch 7'|Z,10 ersetzen, konnen wir oy = idw

annehmen. O.B.d. A. sei 0 # idy. Dann ist R := (0 —idy)(U) < V' 1-dimensional. Fir u,v € U gilt

[0(u),0(v) —v] = [o(u),o(v)] = [o(u),v] = [u,v] = [o(u),v] = [u—o(u),]. (8.1)
Dies zeigt W C R™*.

Fall 1: U ¢ R*.

Sei R* =W @Y. Aus Dimensionsgriinden gilt V=U+ R =U+W +Y =U® Y. Fiir u € U und
y € Yist [o(u) —u,y] =0, d.h. [o(u),y] = [u,y]. Daraus folgt leicht, dass die Abbildung V' — V,
u+y — o(u) + y eine unitére Fortsetzung von o ist.

Fall 2: U C R*.
Aus (8.1) folgt o(U) € R*. Angenommen o(U) # U. Dann ist W = o(W) = U N o(U). Wihle
ueU\Wund v € o(U)\ W. Fir Up := (u+ v) gilt

U+oU)=UdUy=0o(U)d Uy.

Sei R* = (U+0o(U)®Y und S:=Uy+ Y. Dann gilt R* =U @S =0o(U)®S. Im Fall 0(U) = U
kann man ein beliebiges Komplement S von U in R wihlen. In beiden Fillen zeigt (8.1)), dass

Rt — R*, u+s—o(u)+s
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fiir u € U und s € S eine Isometrie ist. Wir konnen daher U = R+ = o(U) annehmen. Sei R = (z) C U.
Dann gilt [z,2] = 0. Sei v € V' \ R*. Dann ist T := (x,v) ein unitirer Raum. Wir kénnen v durch ein

geeignetes Element in T ersetzen, sodass (z,v) ein hyperbolisches Paar ist (Bemerkung 8.14)). Wegen
T+ Calt=RN=Uist

U= (z)®T* = (o(z)) ®a(Th).

Es folgt dim((v) + o(T%)) = dim(V) — 1. Wihle w € V mit (v) + o(T+) = wt. Wegen (v) + (o(x)) +
o(T+) = (v) + U = V ist o(z) ¢ w'. Daraus ergibt sich w ¢ U, denn U = o(U) = o(2t) = o(x)*.
Da (o(z),w) ein unitdrer Raum ist, kénnen wir w abandern, sodass (o(z),w) ein hyperbolisches Paar
ist. Anschliefend gilt weiterhin o(7+) C (o(z), w)" .

Wir definieren die lineare Abbildung 7: V' — V, u + Av — o(u) + Aw fiir u € U und A € K. Wegen

[z,0] =1 = [o(2), w], [y, 0] = 0 = [o(y), w], [0, 0] = 0 = [w, w]
fiir alle y € T+ ist 7 € GU(V) eine Fortsetzung von o. O
Lemma 8.16. Sei V ein unitdrer Raum und v,w € V linear unabhdngig mit [v,v] = [w,w] = 1.

€

Genau dann gilt V = (v,w) & (v,w)—, wenn [v, w][w,v] # 1.

Beweis. Sei A := [v,w]. Seien a,b € K mit u := av + bw € (v, w)>. Dann gilt 0 = [u,v] = a + bA und
0 = [u,w] = aX+b. Es folgt a = —b\ = aA\. Dies zeigt u = 0 oder A\ = 1. Gilt umgekehrt A\ =1, so
ist v — Aw € (v, w)=*. O

Definition 8.17. Sei v € Vj und A € K mit A + A = 0. Man nennt die lineare Abbildung
taw: V=V, = 2+ Az, vlv
eine (unitdre) Transvektion.
Bemerkung 8.18. Filir v,z € V und A\, u € K gilt
tao(tuo(®)) = ta( + plo, vv) =z + plr, vl + Nz + plz, v]v, v]v = tag o (2).

Insbesondere ift tx invertierbar mit t;]; = t_)p. Fiir p := char K ist auferdem ti,v = tlpaw = top =
idy. Aus A+ A = 0 folgt

[tro(@), a0 ()] = [z, 9] + Alz, v][v, 9] + Aly, ][z, 0] = [2, 9]

und t,, € GU(V). Wie im Beweis von [Satz 8.11] ist det(ty,)?"! = 1. Andererseits ist det(ty,)? =
det(t) ) = det(idy) = 1. Dies zeigt ty, € SU(V). Fiir g € GU(V) gilt gtr,g~' = trg(v) Wie in
IBemerkung 7.11, Fiir p € K* ist

tau(®) = + Ao, pojpv = x + Mgz, v]v = ty, aum(x)
mit A\ 4+ Mg = 0.

Lemma 8.19. Sein > 2 und (n,q) # (3,2). Dann wird SU(n, q) von allen Transvektionen erzeugt.
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Beweis. Sei V := K".

Fall 1: n = 2.

Nach dem Beweis von [Lemma 8.12|existiert eine Basis {v, w} von V, sodass SU(V') aus den Matrizen in
SL(2, q) besteht. Nach GT-Lemma 10.8 wird SL(2, ¢) von den Elementarmatrizen der Form 15 + AEj;
mit A € F, und ¢ # j erzeugt. Es geniigt zu zeigen, dass diese Matrizen unitdren Transvektionen
entsprechen. O. B.d. A. sei (4,) = (1,2). Sei p := [w,v] = —[v,w] € K (siehe Beweis von|Lemma 8.12)).
Esgilt p=! = - ' = =9 = —p~ T und Ap~' 4+ A=t = A" 4 p~1) = 0. Daher ist ¢ := Exu—10
eine Transvektion mit

t(v) = v, t(w) =w + )\,ufl[w, vjv = w+ Av.
Also entspricht ¢ der Matrix 15 + AE1o.

Fiir die Induktion nach n benétigen wir zusétzlich, dass SU(V) transitiv auf V; operiert. Fir u,v € V}
existiert nach Witt ein o € GU(V) mit a(u) = v. Sei d := det(a) und u' = (w). Wir definieren
B € GU(V) durch B(u) = u und S(w) = d~'w. Dann ist a8 € SU(V) mit af(u) = v.

Fall 2: n > 3.
Sei ey, ..., e, die Standardbasis von V. Sei w € SU(V'). Dann ist v := a(e1) ein normierter Vektor.

Schritt 1: Es existiert ein Produkt 7 von Transvektionen mit 7(e;) = v.
Sind e; und v linear abhangig, so existiert nach dem ersten Teil des Beweises ein Produkt 7/ von
Transvektionen in (ej,ez) mit 7/(e;) = v. Nach [Lemma 8.16| lasst sich 7/ zu einem Produkt von

Transvektionen auf V' fortsetzen. Wir kénnen daher annehmen, dass e; und v linear unabhéngig sind.

Nehmen wir nun an, dass U := (ey,v)* einen Vektor w mit [u,u] # 0 besitzt. Nach Normierung
ist [u,u] = 1. Nach existieren Produkte von Transvektionen 7/ € SU({e1,u)) und 7" €
SU((u, v)) mit 7'(e1) = v und 7”(u) = v. Wieder kann man 7/ und 7”7 nach V fortsetzen. Dann hat
7= 1"7" die gewiinschte Eigenschaft.

Wir diirfen daher [u,u] = 0 fiir alle u € U voraussetzen. Wegen e; € U+ \ U ist dann U € U*. Aus
n—2=dimU < dimU* = 2 folgt n = 3. Nach Voraussetzung ist ¢ > 3. Gilt v;1; = [v, e;][e;, v] # 1
fir ein ¢ € {1,2,3}, so kann man wie zuvor e; auf e; und e; auf v mittels Transvektionen abbilden.
Wir kénnen also v;7; = 1 fiir ¢ = 1,2,3 annehmen. Wegen 1 = [v,v] = 1+ 1+ 1 ist nun ¢ gerade. Es
existieren A, p € F* mit AN+ p? =N+ p)? =1 Firu:=(0,\p) €V gilt

[, v][v, u] = (AVz + pw3) (Avg + pvs) = A + p? + Au(vUs + avs) = 1+ Au(v2D3 + Tavs).

Angenommen es gilt voU3 + Tavg = 0. Wegen 2 | ¢ ist U% = v%vgﬁ = ’UQTQQ% = v% und vo = wv3. Da wir
v auf w := «(eg) mittels Transvektionen abbilden konnen, diirfen wir die Bedingungen an v auch auf
w Ubertragen. Es gilt also auch wy = ws. Nun wére aber [v, w] = v1w1 # 0. Dieser Widerspruch zeigt
[, v][v,u] # 1. Man kann also e; auf v und u auf v mittels Transvektionen abbilden.

Schritt 2: « ist ein Produkt von Transvektionen.

Fiir 8 := 77'a € SU(V) gilt B(e1) = e1. Daher operiert 8 auf U := (ea, ..., e,) = ei. Durch Induktion
nach n ist Sy ein Produkt von Transvektionen, die man nach V fortsetzen kann. Daher ist auch « ein
Produkt von Transvektionen. O

Beispiel 8.20. Jede Transvektion in SU(3,2) hat Ordnung ¢ = 2 nach [Bemerkung 8.18 Nach
erzeugen die Transvektionen in SU(3,2) eine echte Untergruppe der Ordnung 54.

Lemma 8.21. Fiir n > 2 operiert PSU(n, q) treu und primitiv auf Q := {{v) : v € V5 \ {0}}.
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Beweis. Sei V := K". Offenbar operiert SU(V) durch 4(v) = (Av) auf Q. Nach liegt
Z(SU(V)) im Kern der Operation. Sei umgekehrt A im Kern. Wie im Beweis von [Lemma 8.12| kon-
struiert man u,v € Vp mit [u,v] = —[v,u]. Sel Au = Aju und Av = \yv. Wegen u + v € Vp gilt

A+ Aov = A(u+v) € (u+v).

Dies zeigt A := A\ = Ag. Sei U := (u,v)t. Wegen V = U @ U" ist U ein unitdrer Raum. Durch
Induktion nach n existiert p € K mit Ay = pidy. Sei w € Vo NU. Aus u+w € Vg folgt A = p und
A= Al,, € Z(SU(V)). Also operiert PSU(V') treu auf §2.

Sei v € Vg \ {0} mit 0.B.d. A. vivy # 0. Bekanntlich existieren ¢ + 1 Elemente A € K mit PUARIE
A\ = —1. Insbesondere existiert ein solches A mit v1 + Avg # 0. Dann ist v := (1, \,0,...,0) € V und

[v,u] # 0. Durch Skalierung von v erreicht man [u,v] = —[v,u]. Nun ist U := (u,v) ein unitdrer Raum
mit SU(U) = SL(2,¢) (Lemma 8.12)). Es existiert ein A € SU(U) mit (Av) = (u). Wegen V =U @ U+
kann man A nach SU(V) fortsetzen, indem man trivial auf U+ operiert. Sei i # A mit pf = —1. Dann

ist w = (1,71) € Vo mit [u,w] = 14+ A # 0. Also existiert ein B € SU({u,w)) mit (Bu) = (w). Wieder
lasst sich B nach V fortsetzen. Dies zeigt, dass PSU(V') transitiv auf € operiert.

Zum Nachweis der Primitivitét sei zunédchst n = 2 und V = (u,v) mit u,v € Vp und [u,v] = —[v, u].
Jedes Element in Q \ (v) wird erzeugt von einem Vektor w := u + \v € Vp mit A € K. Dann gilt

0 = [w,w] = Av,u] + Au,v] = (A — X)[v,u],

dh. A=Xe€ [F,. Also besteht €2 genau aus den 1-dimensionalen Unterrdumen von Fyu + Fqv. Mittels
des Isomorphismus SU(V') = SL(2, q) operiert SU(V) sogar 2-transitiv auf ) (GT-Lemma 10.7). Sei
nun n > 3. Angenommen es existiert ein Block A C Q. Seien (u), (v) € A verschieden.

Fall 1: [u,v] # 0.

Sei auch w € Vy mit [u,w] # 0. Nach Skalierung kénnen wir [u,v] = [u, w] annehmen. Dann existiert
eine Isometrie a: (u,v) — (u,w) mit a(u) = v und a(v) = w. Nach Witt lasst sich a zu a € GU(V)
fortsetzen. Fiir d := det(a) gilt d9t! = dd = 1, d. h. d = ¢4~V fiir ein a € Z. Wir definieren U := (u, v)
und g € GL(U) mit S(u) = ("% und S(v) = (*v. Wegen

[B(w), B(v)] = ¢4 [u, v] = [u, V]

ist 4 € GU(U) mit det(8) = ¢799+% = d~1. Wegen V = U @ Ut konnen wir § als 8 + idyL nach
GU(V) fortsetzen. Dann ist a5 € SU(V) mit af(u) € (u) und aB(v) € (w). Daher enthélt A alle (v)
mit [u, v] # 0.

Sei nun (w) € Q mit w € u*. Da V nicht die Vereinigung zweier echter Unterrdume ist, existiert ein
x €V \ (ut Uw'). Nach Skalierung sei [x,u] = 1. Da die Spur transitiv ist, existiert ein A € K mit
A+ A= —[z,z] (€ Fy). Fiir 2’ := z + Au gilt

[$/’$/] = [z, 2] + (A +X)[ua z] =0,

d.h. 2’ € V. Wegen u € wt gilt 2/ ¢ ut Uw'. Aus 2’ ¢ ut folgt (/) € A. Aus w ¢ (2)* ergibt sich
(w) € A. Dies liefert den Widerspruch A = Q.

Fall 2: [u,v] = 0.

Sei x € ut \ vt mit [z,0] = 1. Sei A € K mit A+ X\ = —[z,z]. Fiir 2’ := 2 + \v € ut \ vt gilt
[#',2'] = 0 wie in Fall 1. Nun ist U := (2/,v) ein unitdrer Raum. Es existiert ein o € SU(V) mit
a(U)=U, a(v) € (z') und a1 =idyL. Wegen u € Ut ist (u) = (a(u)) € ANa(A) = A. Dies zeigt
(') = (a(v)) € A. Aus Fall 1 erhilt man den Widerspruch A = Q. O
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Bemerkung 8.22. Nach |[Lemma 8.10) m gilt 23 = ¢° — q (q —1) = (¢ — 1)(¢* + 1) + 1. Daher ist

G :=PSU(3, q) eine primitive Gruppe vom Grad Q| = ‘KX‘ =@+ 1

Lemma 8.23. Firn >3 und (n,q) # (3,2) ist SU(n,q) perfekt.

Beweis. Nach [Lemma 8.19| geniigt es zu zeigen, dass jede unitére Transvektion ¢ := ¢y, ein Produkt
von Kommutatoren ist. Sei v € V' \ ut, sodass (u,v) ein hyperbolisches Paar ist. Dann ist U := (u, v)
ein unitdrer Raum und ;1 = idy 1 wegen U+ C ut. Nach |Lemma 8.12ist ¢ € SU(U) = SL(2, q).

Sei zunéchst ¢ > 4. Nach GT-Lemma 10.9 ist SL(2, q) perfekt. Also ist #;; ein Produkt von Kommu-
tatoren [x,7] € SU(U). Wie iiblich kann man x und y nach V fortsetzen, indem man trivial auf U+
operiert. Daher ist [z, y] die Einschriankung eines Kommutators ¢ € SU(V) mit ¢y1 = idy1. Also ist
t ein Produkt von Kommutatoren.

Sei nun ¢ = 3. Mit U ist auch U~ ein unitirer Raum. Daher existiert ein w € U+ mit [w,w] = 1. Sei
W := (u,v,w). Wie im ersten Teils des Beweises geniigt es zu zeigen, dass tiw € SU(W) ein Produkt
von Kommutatoren ist. Sei p € K mit ui = —1. Bzgl. der Basis {u, v, w} ist d := diag(u, —u, —pu~2) €
SU(W). Es gilt

~1

A2 0
0] d'=[tyzud €SUW).
1

A2 /
1
0

1 A0 1 0\ /1
tw=[0 1 0]=[0 0]dfo
00 1 0 1/ \o

Sei schlieblich ¢ = 2 und n > 4. Wir wihlen ein hyperbolisches Paar (u/,v’) mit u/,v" € U*L.
O.B.d.A.sei V =U®& (u,0) .AUS)\+)\—0f01gt)\—)\€F2 ImFall)\—Olstt—1dVe1n
Kommutator. Sei also A = 1. Sei K* = () und z,y € GL(V) mit

u, r(u') =, z(v) = v + ¢, r(v) = Cu+ 1,
u, y(u') = Cu+u, y(v) =v+ y(') =1
Wegen ¢ +¢? =1ist z,y € SU(V) und 22 = 1, y? = 1. Fiir z := [z, y] gilt

z(u) =z (§2u+u) Cu+Cu+u =,

2(v) = zyz(v+ V') = zy(v + Cu' + Cu+ V') = z(v + V' + Cu + 2 4+ Cu+ )
=z(u+v+ ) =u+v,

2(v") = zy(Cu+v") = Cu+ Cu+v' =

Dies zeigt t = z € SU(V)'. O
Satz 8.24. Firn > 3 und (n,q) # (3,2) ist PSU(n, q) einfach.

Beweis. Sei V. = K™. Wir identifizieren die Elemente in SU(V) mit ihren Nebenklassen in G :=
PSU(V). Nach [Lemma 8.21| ist G eine primitive Permutationsgruppe auf Q@ = {(v) : v € V5 \ {0}}.
Nach ist G perfekt. Sei v € V) und

Ko={A€eK:\+A=0}2F,

16Man kénnte nun PSU(4, 2) = PSp(4, 3) und [Lemma 7.14| benutzen.
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der Kern der Spur. Nach [Bemerkung 8.18|ist A := {ty, : A € Ko} < G eine elementarabelsche p-
Gruppe, wobei p := char K. Fiir g € G, existiert ein p € K mit g(v) = pv. Nach [Bemerkung 8.1§|
gilt

gt/\,vg_l = t)\,g(v) = t)\, o = t)\,uﬁ,v € A.

Dies zeigt A < G,y. Sei w € Vg \ {0} beliebig. Da G transitiv auf {2 operiert, existiert ein g € G' mit

g(v) € (w). Daher enthilt A% := (gAg~! : g € G) alle unitiren Transvektionen. Aus [Lemma 8.19|folgt
A% = @. Nach Iwasawas Lemma aus der Gruppentheorie ist G einfach. O

Beispiel 8.25. Die kleinste einfache Gruppe, die wir bislang noch nicht kannten, ist SU(3,3) =
PSU(3,3) mit Ordnung 33(32 — 1)(3% + 1) = 25 - 33 . 7 = 6048.

Bemerkung 8.26. Wall hat gezeigt, dass eine Matrix A € GL(n, ¢?) genau dann zu einem Element

aus GU(n, ¢) konjugiert, wenn A und A" shnlich sind (also in GL(n, ¢%) konjugiert). Auferdem sind
Matrizen aus GU(n, q) genau dann in GU(n, q) konjugiert, wenn sie dhnlich sind.

Beispiel 8.27.

(i) Sei A € GL(n, q) eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagonale. Wegen A?" —1,, =
(A —1,)9" = 0 sind alle Eigenwerte von A gleich 1. Nach der Jordanschen Normalform ist die
Ahnlichkeitsklasse von A durch rk((A — 1,)F) fiir k = 1,..., n eindeutig bestimmt. Wir zeigen
Ker((A —1,)%) = Ker((A™! — 1,,)%) fiir k =1,...,n. Fiir k = 1 gilt

reKer(A—1,) <= Ar=12 < Az =2 < zcKer(4d™' -1,).
Sei nun die Behauptung fiir k bereits bewiesen. Fiir x € Ker((A — 1,,)¥*1) gilt induktiv

(A-1,)A-1)e=0= A" -1,)fA-1,)2=0= (A - 1,) (A" = 1,)fz =0
— (A —1)(A 1) =0 = z € Ker((47} — 1,,)**1).

Also besitzen A und A1 = A" die gleiche Jordansche Normalform. Nach Wall ist A zu einer
unitdren Matrix dhnlich.

(ii) Bekanntlich bilden die oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Hauptdiagonale eine p-Sylow-
gruppe P von GL(n,q), wobei p | ¢. Fiir eine p-Sylowgruppe @ von GU(n, q) gilt |Q| = | P| nach
Obwohl nach jedes Element aus P zu einem Element aus @ konjugiert ist, sind
P und @ im Allgemeinen nicht isomorph. Fiir (n,q) = (3,2) ist P =2 Dg und @ = Qg nach

A oab 4

Bemerkung 8.28.

(i) Zu den sogenannten klassischen Gruppen vom Lie-Typ fehlt uns noch nur die Familie der or-
thogonalen Gruppen. Hierfiir betrachtet man einen n-dimensionalen [F-Vektorraum V' mit einer
nicht-ausgearteten quadratischen Form p: V — K, d.h. es gilt p(Av) = Np(v) fiir A € Fy, v € V.
und

B:VxV =K, (u,v) = p(u+v) — p(u) — p(v)

ist eine (symmetrische) nicht-ausgeartete Bilinearform. Ist ¢ ungerade, so ist p durch g eindeutig
bestimmt, denn

p(v) = 5 (49(0) — plv) — p(0)) = 3 (00 + ) — p(v) ~ plv)) = 3B(w ).
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In diesem Fall braucht man p nicht und kann wie gewohnt mit 3 arbeiten. Im Allgemeinen héngt
der Isomorphietyp der allgemeinen orthogonalen Gruppe

GO(n,q,p) := {f € GL(V) : Vv € V : p(f(v)) = p(v) }

von p ab. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass ¢ ungerade ist. Dann gibt es genau zwei
nicht-dquivalente Bilinearformen 3 . Falls n ungerade ist, so hangt der Isomorphietyp
von GO(n, g, p) nicht von p bzw. 8 ab. Man kann dann 8 mit dem gewdhnlichen ,euklidischen®
Skalarprodukt identifizieren und

GO(n, q) := GO(n,q, p) = {A € GL(n,q) : A'A = 1n}

definieren (fiir gerades ¢ gilt GO(2n+1,q) = Sp(2n, q)). Ist n gerade, so definiert man GO™ (n, q)
und GO™ (n, q) entsprechend der Wahl von /. Im Gegensatz zu den bisherigen Gruppen, sind die
abgeleiteten Gruppen PSO, PSO™' und PSO™ in der Regel nicht einfach, sondern besitzen eine
einfache Untergruppe PQ) (bzw. PQT, PQ7) vom Index 2 (Kern der Spinornorm). Diese Gruppen
liefern erst flir n > 7 ,neue” Familien von einfachen Gruppen, denn

PQ(3,q) = PSL(2,q), PQO*(4,q) 2 PSL(2,q)?, PQ™(4,q) 2 PSL(2,¢°),
PQ(5,q) = PSp(4, q), PQ*(6,q) = PSL(4, q), PQ™(6,q) = PSU(4,q).

Die kleinsten Gruppen dieser Art sind PQ1(8,2), PQ(8,2) und P£(7,3) mit den Ordnungen
174.182.400, 197.406.720 und 4.585.351.680.

Wir konstruieren eine Familie von exzeptionellen Gruppen vom Lie-Typ als Untergruppe von
GO(7,q) fiir ungerade ¢. Sei dafiir V' ein Fy-Vektorraum mit Basis by, ..., b7. Auf {bo,...,br}
definiert man eine (nicht-assoziative) Multiplikation * mit Einselement 1 := by und Verkniip-
fungstabelle

x| by by by by by bg by

b1 | =1 b3 —by bs —by by —bg

bo | —bs —1 by bg by —by —bs

bs| bo —by —1 by —bg by —by

by | —bs —bg —by -1 b bo b3

bs | by —by bg —by -1 —bs b

bg | by by —bs —bs b3 —1 b

bz | bg by by —by —by —by -1

Man beachte (by,bs) = {£1,+b1, +tbe, £b3} = Qs. Indem man * distributiv nach V fortsetzt,
erhélt man die Oktonionen O = (V, +, %) (auch CAYLEY-Algebra genannt, obwohl es formal nicht
mal ein Ring ist). Nun ist

Ga(q) :={f €GL(V) :Vo,w e V: f(vxw) = f(v) * f(w)}

ein einfache Gruppe. Wie iiblich zeigt man, dass 1 das einzige Einselement in O ist. Insbesondere
gilt f(1) =1 fiir f € Ga(g). Sei U := (by,...,by) <V und i > 1. Sei f(b;) = Al +u mit A € Fy
und u € U. Dann gilt

—1 = f(=1) = f(b; x b)) = f(b)) * f(b;) = N1 + 2 u + u * u.
Wegen b; x b; = —b;j xb; fiir 1 < i < j <7 gilt uxu € Fyl. Ein Koeffizientenvergleich zeigt

A =0 oder u = 0. Im zweiten Fall wire f wegen f(b;) = f(A1l) nicht injektiv. Also ist f(b;) =
u € U und f(U) = U. Offenbar definiert p(u) = —uxu = A3 + ... + A2 fiir u = Y \;b; eine
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quadratische Form auf U. Die entsprechende Bilinearform (u,v) — % (p(u+ v) — p(u) — p(v)) ist

das Standardskalarprodukt bzgl. b1, ..., b7, und daher nicht-ausgeartet. Wegen

p(f(w) = =f(u) * f(u) = f(—uxu) = f(p(u)) = p(u)

gilt nun fi; € GO(U). Auf diese Weise kann man Gz(g) als Untergruppe von GO(7, ¢) auffassen.
Die kleinste Gruppe dieser Art ist Go(3) der Ordnung 4.245.696. Fiir gerade ¢ lasst sich Ga(q)
anders konstruieren, wobei Go(2)" 2 SU(3,3) Index 2 in G2(2) hat.

9 Sporadische Gruppen

Bemerkung 9.1. Nach der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen (CFSG) gibt es neben
Cp, Ay und den Gruppen vom Lie-Typ noch 26 sporadische Gruppen, die zu keiner der Familien ge-
horen. Wir konstruieren in diesem Kapitel fiinf sporadischen Gruppen, die gleichzeitig interessante
mehrfach-transitive Gruppen sind. Wir wéhlen zuerst einen moglichst direkten Weg mit einem ,mafs-
geschneiderten“ Lemma von Witt. Anschliefend beschreiben wir einen kombinatorischen Ansatz, mit
dem auch andere sporadische Gruppen konstruiert werden kénnen.

Definition 9.2. Eine k-transitive Operation G — Sym(2) heilt scharf k-transitiv, wenn fiir zwei
k-Tupel (aq,...,a) und (5i,..., k) mit paarweise verschiedenen Elementen genau ein g € G mit
Yo, = G; flir i = 1,. .., k existiert.

Bemerkung 9.3. Jede scharf k-transitive Operation ist treu. Die scharf 1-transitiven Operationen sind
genau die reguldren Operationen. Sei G — Sym(€2) transitiv, w € Q und k > 2. Wie in GT-Lemma 6.33
zeigt man, dass G genau dann scharf k-transitiv auf ) operiert, wenn G,, scharf (k — 1)-transitiv auf
0\ {w} operiert. Induktiv erhélt man, dass eine k-transitive Operation vom Grad n genau dann scharf
k-transitiv ist, wenn |G| =n(n —1)...(n — k+ 1) gilt (vgl. GT-Lemma 6.34).

Beispiel 9.4.

(i) Die natiirliche Operation der S,, auf {1,...,n} ist scharf n-transitiv und scharf (n — 1)-transitiv,
falls n > 2.

(ii) Die natiirliche Operation von A, ist scharf (n — 2)-transitiv, falls n > 2 (siche GT-Beispiel 6.32).

(iii) Sei n € N, p eine Primzahl und S < GL(n,p) ein Singer-Zyklus (GT-Beispiel 6.23). Dann ist
) xS < AGL(n,p) eine scharf 2-transitive Permutationsgruppe auf Fy.

(iv) Nach GT-Aufgabe 49 operiert SL(2,2") 3-transitiv auf der Menge Q aller 1-dimensionalen Un-
terrdume von F3,. Wegen |Q| = 2" + 1 und [SL(2,27)| = (22" — 1)2" = (2" + 1)27(2" — 1) ist
diese Operation scharf 3-transitiv.

Lemma 9.5. Sei o, € Q, H< G < Sym(Q) und a,x € G mit folgenden Eigenschaften:
e aFf, ‘aFaund B #p,
e v € Hund G=(H,a),
e aHga = Hg,
e H operiert k-transitiv auf Q \ {a} mit k > 2,

o a2 =2? = (ax)’ =1.
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Dann operiert G (k + 1)-transitiv auf Q und G, = H.

Beweis. Wegen H C G, ist G, k-transitiv auf Q \ {a}. Wegen “a # « ist G offenbar auch transitiv
auf . Aus GT-Lemma 6.33 folgt, dass G (k + 1)-transitiv operiert. Es bleibt zu zeigen: G, C H.
Fir K := HUHaH ist K~' :={g7': g€ K} = K wegen a™! = a. Sei z € H \ Hz. Wegen k > 2
operiert Hg transitiv auf Q\ {, 8}. Also existiert ein h € Hg mit "*8 = 3. Es folgt x~'hz € Hg und
z € HgxHg. Dies zeigt H = Hg U Hgx Hpg. Die Relationen a? = 22 = (ax)® = 1 implizieren aza = zax.
Nach Voraussetzung erhalten wir

aHa =aHgaUaHgrHga = Hg U HgaraHg
= HgU HgxaxHg C HU HaH = K.

F ir g,¢ € HaH ist also g¢ € HaHaH C HKH C K. Dies zeigt K < G. Wegen a € K ist sogar
a)=K

= (H, . Fiir jedes g € G\ H C HaH ist also 9a # «. Dies zeigt die Behauptung. O
Lemma 9.6 (WITT). Sei H eine 2-transitive Permutationsgruppe auf A = {4,...,n} > w und sei
x € H\ H, eine Involution. Seien a,b,c € Ng, (H,) Involutionen mit

— (L)) .. b= (1,2)(3)). ... c=2,3)1)w)...
und
(az)3 = (ba)? = (cb)> =1, (zb)? = (x¢)? = (ac)® = 1.

Dann ist G := (H,a,b,c) 5-transitiv auf {1,...,n} und GirNGaNGs = H

Beweis. Nach[Lemma 9.5|mit (a, 8) = (1,w) ist K := (H, a) 3-transitiv auf AU{1} und K; = H. Nach
GT-Satz 6.35 operiert H primitiv auf A. Insbesondere ist H, < H maximal und H = (H,,z). Aus

2 = (2b)? = b? = 1 folgt xb = bx. Insbesondere ist bK1b = bHb = (bH,b,z) = (H,,z) = H = K;.
Eine weitere Anwendung von mit (b, a,2,1) anstelle von (a,z, a, ) zeigt, dass L := (K, b)
4-transitiv auf A U {1,2} operiert mit Ly = K. Aus den Relationen folgt nun wieder ac = ca und
xc = cx. Also ist

cloc = cKe = (cHc,a) = (cHyc,x,a) = (Hy,z,a) = K = Lo.
Eine dritte Anwendung von mit (c,b,3,2) anstelle von (a,z, a, §) ergibt schlieflich, dass

G = (L, c) 5-transitiv auf {1,...,n} operiert mit G3 = L. Damit ist auch G; NG2 N G3 = G1 N Ly =
GiNK=K,=H. ]

Satz 9.7 (MATHIEU). Sei

a = (1,4)(7,8)(9,11)(10,12), b= (1,2)(7,10)(8,11)(9, 12),
¢ = (2,3)(7,12)(8,10)(9, 11), d = (4,5,6)(7,8,9)(10,11, 12),
e = (4,7,10)(5,8,11)(6,9,12), f=(5,7,6,10)(8,9,12,11),
g=(5,8,6,12)(7,11,10,9).

Dann ist My = (a,b,c,d,e, f,g) < Si2 scharf 5-transitiv vom Grad 12 und My, := (a,b,d,e, f,g) ist
scharf 4-transitiv vom Grad 11.
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Beweis. Da d die drei Zyklen von e permutiert, ist E := (d,e) elementarabelsch der Ordnung 9.
Auferdem operiert E reguldr auf A := {4,...,12}. Offenbar ist f? = g? eine Involution und fgf~! =
g L. Fiir Q := (f, g) gilt also (¢)<AQ und |Q : (g)| = 2. Alsoist |Q| = 8 (Q ist eine Quaternionengruppe).
Eine Rechnung zeigt

fdf ' =e, gdg™" = (4,8,12)(11,6,7)(9,10,5) = de,
feft=d1 geg™' = (4,11,9)(8,6,10)(12,7,5) = de™ .

Also ist @ C Ng,(E) und H := EQ < Sj2. Aus Ordnungsgriinden ist £ N Q = 1 und somit |H| =
|E||Q| =9 - 8. Da E reguldr auf A operiert, ist Hy = F4Q = (. Man sieht leicht, dass @ transitiv auf
A\ {4} operiert. Also ist H 2-transitiv auf A nach GT-Lemma 6.33. Wegen |H| =9 -8 und || = 9
ist die Operation sogar scharf 2-transitiv. Wir wollen nun Witts Lemma mit w = 4 und

x = df2d™" = d(5,6)(7,10)(8,12)(9,11)d~ = (4,6)(7,12)(8,11)(9,10) € H \ Hy

anwenden. Dafiir miissen wir zunéchst a,b,c € Ng,,(Hs) = Ng,,(Q) zeigen:

afa”t =y, aga™! = a*fa”? = f,
bfb~t =71, bgb~' = (5,11,6,9)(7,12,10,8) = g,
CfCil — gfl7 CgCil — chflcfQ — f*ll
Die Relationen aus tiberpriift man wie folgt:
az = (1,4,6)(7,10,11)(8,9,12), ba = (1,4,2)(7,11,12)(8, 10,9),
cb = (1,3,2)(7,8,9)(10,12,11), b = (1,2)(4,6)(7,9)(10,12),
we = (2,3)(4,6)(8,9)(10, 11), ac = (1,4)(2,3)(7,10)(8,12).

Also ist G := (H,a,b,c) = My 5-transitiv auf Q = {1,...,12} und G; N G2 N G3 = H. Da H scharf
2-transitiv auf 2 operiert, ist G1 N Go N G3 N G4 NG5 = Hy N Hs = 1. Dies zeigt, dass G sogar scharf
5-transitiv ist. Im Beweis von ergab sich G3 = M. Nach [Bemerkung 9.3] ist M also
scharf 4-transitiv vom Grad 11. O

Bemerkung 9.8. In der Gruppentheorie haben wir gezeigt, dass die einfache Gruppe H = PSL(3,4)

der Ordnung

(43 —1)(43 — 4)(4% — 4?)
(4—-1)ggT(3,4-1)

|H| = =20.32.5.7=120.160

2-transitiv auf der Menge A der 21 1-dimensionalen Unterriume von F3 operiert (Beweis von GT-
Lemma 10.7). Um Vektoren von Permutationen zu unterscheiden, schreiben wir die Elemente von F3
in der Form [r, s, t] mit 7, s,¢ € Fy. Sei auerdem F; = (¢) und ([r, s,t]] = F4[r, s,t] € A.

Lemma 9.9. Mit den Bezeichnungen aus[Bemerkung 9.§ sind folgende Abbildungen Involutionen in
Sym(A):

*r,s,t]] == [[72 + StvszatQ]}ﬂ 5[[7‘,8,15]] = 27327752(“7 M, s,t]] =[] 2732>t2]]

fiirr,s,t € Fy.

Beweis. Da die Werte von «, 8 und v homogene Polynome vom Grad 2 in r,s,t sind, hingen die
Bilder von [[r, s,t]] = F4[r, s,t] nicht von der Wahl des Représentanten [r,s,t] ab (d.h. «, 3, v sind
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wohldefiniert). Bekanntlich ist Fy — Fy, x + 22 der Frobenius-Automorphismus (der Ordnung 2).
Daher gilt

2

r, 5,t]] = “[[r? + st, 5%, 2] = [[r + %% + s%t%,5,t]] = [[r, 5, 1]],
Pl s 4] = [lr, 5%, 2] = [[r, 5,860 = ([, s 1],
s t]] = ([, 1]
Folglich sind «, 8, v invertierbar und haben Ordnung 2. OJ

Satz 9.10 (MATHIEU). Sei PSL(3,4) = H < Sym(A) wie in|Bemerkung 9.8 und Q = A U {1,2,3}.
Mit den Bezeichnungen aus[Lemma 9.9 sei a := (1,[[1,0,0]])e, b:= (1,2)8 und ¢ := (2, 3)y. Dann gilt:
(1) Ma = (H,a) ist 3-transitiv auf AU {1}.
(ii) Moz = (H,a,b) ist 4-transitiv auf Q \ {3}.
(11i) Moy := (H,a,b,c) ist 5-transitiv auf 2.

Beweis. Wir benutzen Witts Lemma mit w = [[1,0,0]] € A und

1
0 0] F} €PSL(3,4).
0

8

Il
O = O
_— o O

Nach sind a,b, ¢,z Involutionen. Offenbar ist bw = “w = w. Sei F' der Frobenius-Auto-
morphismus auf H (bzw. SL(3,4)). Fiir h € H und [[r,s,t]] € A gilt *[[r, s, 1] = °[h[r?, s, 3] =
[F(Rh)[r, s,t]]. Dies zeigt cHc™! = H und ¢ € Noy(H,). Sei y := diag(1,1,¢) € GL(3,4). Dann gilt

P s, 8] = P[Alr®, 5%, 2] = [yF (h)y ™, s.¢]).

Wegen yF(h)y~! € H ist auch b € §o4(H,). Aukerdem gilt “*%w = "1 = %1 = w. Ein Element h € H,,
hat die Form [[r, s, ] = [[r+0os+7t, p15+ pat, p3s+ pat]] mit pyps+paps = det(h) = 1. Eine Rechnung
zeigt

whalip s t]] = [r? + st, 5%, 3] = Y[r* + st + 05? + 712, p15® + pat?, ps* + pat?]]
[[r + 8262 + 025 + 72t + (0152 + pat?) (p3s® + pat?), pis + pit, pis + pit]]
[+ (0% + p1pa)s + (7 + p2pa)t, pis + pt, ps + pit]].

Also entspricht aha der Matrix

1 o?+pips T2+ paps
0 P € H,,
0 p3

denn det(aha) = p3p3 + p3p3 = det(h)? = 1. Wieder folgt ¢ € Ng,, (H,,).
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Offenbar gilt ©b = bz, xc = cx und ac = ca. Dies zeigt (vb)? = (xc)? = (ac)? = 1. Es verbleibt zu
zeigen: (ax)3 = (ba)® = (cb)® = 1. Dies ergibt aus den folgenden Rechnungen:

Pl s8] = ©llr, 5,00 = [[r*, 8%, 2] = *[[r, 5,¢2]) = *[[r, s, 1],
W, 5, 1] = ¥l + $27C, 5,1¢%) = [l + 5t¢%, 8%, 2 TES o[l + 22, 5,1¢)] = [, s, 1],
1 =[[0,1,0] = [[0, 1,0]] = ***1,
“[[1,0,00] = [[1,0,0]] = ***[[1, 0,01},
“1[0,1,0] = 1 = ***[[1, 0, 0]},
wally, s,t]] = “[[s%, 7% + st, 2] = [[s +1°t* + st®, 7 + %, 1]
[[r2, % + rt,t%]] falls t # 0,
{ [[s,7,0]] falls t =0 # rs

} = ?[[s® + rt, 72, t?]] = *¥([r, s, 1]].

Witts Lemma zeigt nun, dass Moy 5-transitiv auf € operiert. Aus den Beweis von Witts Lemma erhélt
man (Mayg)s = Ma3 und Mag = (Mas)a. Damit folgen die restlichen Aussagen. O

Definition 9.11. Man nennt M1, Mo, Moo, Mg und May die Mathieugruppen vom Grad 11, 12, 22,
23 bzw. 24. Aus [Bemerkung 9.3| ergibt sich

|Mp|=11-10-9-8=7.920 =2*.32.5.11,

|Mip| =12-11-10-9-8 = 95.040 = 20 . 3% . 5. 11,
|Mas| = 22|PSL(3,4)| = 443.520 =27 -3%.5.7- 11,

| Mas| = 23| Mas| = 10.200.960 = 27 - 3%.5.7-11 - 23,

| Moy| = 24| Mos| = 244.823.040 = 20 .33 .5.7.11-23.

Lemma 9.12. Sei G < Sym(Q2) 3-transitiv vom Grad d = |Q)| > 5. Ist G, einfach fir ein w € €, so
ist G einfach oder d ist eine 2-Potenz.

Beweis. Der Beweis funktioniert wie bei der Einfachheit der alternierenden Gruppen. Sei 1 # N < G.
Nach GT-Satz 6.20 operiert N transitiv. Das Frattini-Argument liefert G = G, N. Wir konnen indirekt
G, ¢ N annehmen. Aus der Einfachheit von G,, folgt N, = G, N N = 1. Also ist N ein reguldrer
Normalteiler und |[N| = d > 5. Nach GT-Lemma 6.19 operiert G,, 2-transitiv auf N \ {1} durch
Konjugation. Aus GT-Satz 6.36 folgt d = |N| = 2 fiir ein k € N. O

Beispiel 9.13. Sei d = 2" > 8 und 2 := Fj. Nach linearer Algebra operiert die einfache Gruppe
GL(n,2) 2-transitiv auf Q \ {0}. Daher operiert die nicht-einfache Gruppe AGL(n,2) = F4 x GL(n,2)
3-transitiv auf {2 mit Stabilisator Gy = GL(n,2) (GT-Beispiel 6.23).

Satz 9.14. Die Mathieugruppen Mi1, Mo, Moo, Moz und Moy sind einfach.

Beweis (CHAPMAN). Sei zundchst G = Mj; und P € Syl;;(G). In S;; gibt es 10! Elemente der
Ordnung 11, die sich auf 9! Sylowgruppen verteilen. Also ist [Ng,,(P)| = 11-10 und |Ng(P) : P| teilt
10. Nach Sylow ist

Gl

5=10-9-8 = L2 =[G No(P)|[Ne(P) : P| = ING(P) : P|  (mod 11)
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und somit |[Ng(P) : P| =5 und |G : Ng(P)| =16-9. Sei nun 1 # N < G. Dann ist N transitiv und
alle 11-Sylowgruppen von G liegen in N. Insbesondere ist |N : Ny (P)| = 16-9. Dies zeigt |G : N| < 5.
Nehmen wir |G : N| =5 an. Dann besitzt N genau 16 - 9 - 10 Elemente der Ordnung 11. Die iibrigen
|N|/11 Elemente miissen dann den Stabilisator Nj bilden. Insbesondere ist Ny = ... = Nj;. Dann
kann N aber nicht treu operieren. Also ist G = N und G ist einfach.

Die Einfachheit von Mjs folgt nun aus [Lemma 9.12 da M;; ein Stabilisator von My ist. Da PSL(3,4)
einfach ist, kann man mit auch die Einfachheit von My, Mss und Msy zeigen. O

Bemerkung 9.15.

(i) Gelegentlich definiert man die Mathieugruppen Mg, M1y, May und Ms; = PSL(3,4) als geeignete
Stabilisatoren der grofseren Mathieugruppen. Sie sind jedoch keine sporadisch einfachen Gruppen.
Im Beweis von haben wir My = C% x Qs als scharf 2-transitive Gruppe vom Grad 9

konstruiert. Insbesondere ist My eine Frobeniusgruppe.

(ii) Man kann (elementar) zeigen, dass Sk, Sk+1, Ax+2 M11 und My die einzigen scharf k-transitiven
Permutationsgruppen mit & > 4 sindm Mit der CFSG konnte man zeigen, dass S,, A,, M1,
Mo, Mss und Moy die einzigen 4-transitiven Permutationsgruppen sind.

(iii) Man kann die Mathieugruppen auch jeweils mit nur zwei Permutationen erzeugen, aber dann
ist es schwierig die Struktur (geschweige denn die Ordnung) zu bestimmen. Tatséchlich stiefs
Mathieus Arbeit von 1861 lange Zeit auf Unverstdndnis. So behauptete MILLER 1898 My, wiirde
nicht existieren. Nach der CFSG weifs man, dass sich jede endliche einfache Gruppe mit einer
Involution und einem weiteren Element mit Primzahlordnung erzeugen lasst.

(iv) Die nachfolgende Definition lésst sich folgendermafen motivieren: Wie viele Lotto-Scheine muss
man kaufen, wenn man garantiert vier ,Richtige“ haben will? Im besten Fall kommt jede 4er
Kombination nur auf einem Tippschein vor (ob das moglich ist, sehen wir in [Beispiel 9.19)).

Definition 9.16. Ein ((¢, k,v)-) Steinersystem ist ein Paar S = (€2, B) mit folgenden Eigenschaften:
e () ist eine v-elementige Menge von ,,Punkten® (engl. vertices).
e 3 ist eine Menge von k-elementigen Teilmengen von €2, die ,Blocke” genannt WerdenE
e Jede t-elementige Teilmenge von €2 liegt in genau einem Block von B.

Man nennt
Aut(S) :={o € Sym(N) : VB € B: o(B) € B} < Sym(Q)

die Automorphismengruppe von S.

Beispiel 9.17.

(i) (t,k,v)-Steinersysteme konnen offensichtlich nur fiir t < k < v existieren. Im Fall ¢ = k ist B die
Menge aller k-elementigen Teilmengen von Q und Aut(S) = Sym(2). Im Fall £ = v ist B = {Q}
und Aut(S) = Sym(2). Diese Steinersysteme nennt man trivial. Wir konnen also t < k < v
annehmen.

17Siehe Skript| zu Permutationsgruppen.
¥Dies hat nichts mit den Blécken einer imprimitiven Operation zu tun.
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(ii) Im Fall ¢t = 1 ist B eine Partition von €2 und es folgt k | v. Die Anzahl dieser Steinersysteme ist

die Stirling—Zahﬁ der zweiten Art {Z} Wir sehen in|Lemma 9.18] dass es im Allgemeinen starke

Einschrinkungen an ¢, k, v gibt.

(iii) Sei g eine Primzahlpotenz, n > 2, ) = Fy und
B={Fw+w:v,we Q,v#0}

die Menge der ,Geraden” auf 2 (man ersetze gedanklich F, durch R). Da je zwei verschiedene
Punkte auf genau einer Geraden liegen, ist S = (€, B) ein (2, q, ¢")-Steinersystem. Man nennt S
affine Ebene liber Fgm

(iv) Sei n > 3, Q@ = {Fv : v € Fp \ {0}} die Menge der 1-dimensionalen Unterriume von Fy
und B die Menge der 2-dimensionalen Unterrdume von Fy (formal: jeder Block besteht aus
den 1-dimensionalen Unterrdumen eines 2-dimensionalen Raums). Da je zwei linear unabhén-
gige Vektoren einen 2-dimensionalen Unterraum aufspannen, ist S = (2, B) ein (2,q + 1, qqn__ll )-

Steinersystem. Man nennt S projektive Ebene iiber Fy. Fiir (¢,n) = (2, 3) erhilt man die Fano-

Ebene:

Fiir (¢,n) = (2,4) erhdlt man eine Losung von KIRKMANs Schulmddchenproblem: 15 Méadchen
sollen an sieben aufeinanderfolgenden Tagen in Dreiergruppen gehen, sodass je zwei Madchen nur
einmal in der gleichen Dreiergruppe sind.

Lemma 9.18. Sei S = (Q, B) ein (t, k,v)-Steinersystem und 0 < s < t. Dann gilt:

(i) Die Anzahl der Blicke, die eine gegebene s-elementige Teilmenge von S enthalten, ist

_(=s)v—s-1)...(v—t+1)
e (k—s)(k—s—1)...(k—t+1)

(ii) Bl =0 = .
(i1i) (FISHERs Ungleichung) v < |B| und k < ;.

Beweis.

(i) Jede s-elementige Teilmenge liegt in genau (;’:j) t-elementigen Teilmengen von €2. Jede t-element-
ige Teilmenge liegt nach Definition in genau einem Block. Jeder Block enthélt genau (’::j) S-
elementige Teilmengen. Dies zeigt

(D) wes)w—s—1)...(v—t+1)
PTES) T sk —s ). k-t 1)

t—s

(ii) Folgt aus ().

19Sjehe Skript zur Diskreten Mathematik.
20Gjehe Skript zur synthetischen Geometrie.
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(iii)

Sei @ = {w1,...,wy} und B = {By,...,B;}. Sei M := (my;) € Z"*" die Inzidenzmatrix von S,
d.h. m;; =1 falls w; € Bj und m;; = 0 sonst. Dann gilt

Yo Y2 o Y2
T .. .. :
MM" = (Z milmﬂ) e R I TP TR o0
—1 1) : . .. Yo
2o Y2 M

wobei J = (1) € Z"*" die Matrix aus lauter Einsen ist. Nach ist 1 = ¥=172 > 2. Die
Eigenwerte von J sind bekanntlich 0 mit Vielfachheit v — 1 und v mit Vielfachheit 1. Daher sind
7 —72 > 0 und 71 — 2 +y2v die Eigenwerte von M M?*. Insbesondere ist M M! invertierbar. Dies
zeigt

v =rk(MM") <rk(M) < min{r, v}

und es folgt v < r = [B|. Aus (i) ergibt sich k = 1% < ;. O

Beispiel 9.19. Fiir die optimale Losung des Lotto-Problems aus [Bemerkung 9.15 ben6tigt man ein
(4,6, 49)-Steinersystem. Wegen 3 = % ¢ N gibt es dies nicht. In jeden Fall benttigt man mindestens

| 49-48-47-46

— 14.12
o 6.5.4.3 g

Tippscheine@

Bemerkung 9.20.

(i)

(i)

Zur (alternativen) Konstruktion der Mathieugruppen startet man mit der affinen Ebene S iiber
F2 als (2,3,9)-Steinersystem. Nun erweitert man S durch Hinzunahme von drei Punkten zu
einem (5,6,12)-Steinersystem S (die Details sind duferst aufwendi Anschliefend definiert
man Mo = Aut(S'). Auch die groferen Mathieugruppen lassen sich auf diese Weise gewinnen.
Allgemein hat MENDELSOHN bewiesen, dass jede endliche Gruppe die Automorphismengruppe

eines (2, 3, v)-Steinersystems und eines (3,4, v)-Steinersystems ist.

Fiir My benutzt man ein (3,6, 22)-Steinersystem S = (2, B) (es gilt Aut(S) = Maz x Cs). Nach

Lemma 9.18 ist
22.21-20

651 7.

Sei I" ein Graph mit Eckenmenge I'g := QU B U {(}, also [I'g| = 22+ 77 4+ 1 = 100. Die Ecke ¢
sei zu allen w € € benachbart. Zwei Blocke sind genau dann benachbart in I'; wenn sie disjunkt
sind. Alle anderen Kanten haben die Form (w, B) € Q x B mit w € B. Nach ist I' ein
22-reguldrer Graph. Man nennt ihn Higman-Sims-Graph. Es gilt Aut(I') = HS x Cy, wobei HS
die sporadisch einfache Higman-Sims-Gruppe der Ordnung 44.352.000 ist.

|1B| =

ZIMan kann zeigen, dass mindestens 14.749 Tipp-Scheine nétig sind. Ob das tatséchlich ausreicht, ist allerdings offen.
Siehe https://1jcr.dmgordon. org/show_cover.php?v=49&k=6&t=4.

22Giehe [Dixon-Mortimer, Permutation Groups, Springer, New York, 1996]. Im Errata wird erwéhnt, dass der Beweis
von Theorem 6.3B unvollstdndig ist.
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(iii) Die Mathieugruppen lassen sich auch mit Methoden der Codierungstheorie konstruieren. Der
(erweitere bindre) Golay-Code ist der von den Zeilen der Matrix

r . 1 . 1 1 1 . . . 1 1 . 1
r . 1r . 1 1 1 . . . 11 1
T . 1 . 1 1 1 1 1 1
T .1 . 1 1 1 1 1 1
1 . 1 . 1 1 1 1 1 1

1 . 1 . 1 1 1 1 1 1

T . 1 . 1 1 1 1 1 1

1 . 1 . 1 1 1 1 1 1

r . 1r . 1 1 1 . . . 1 1 . 1

r . 1 . 1 1 1 . . . 1 1 . 1

r . 1 . 1 1 1 . . . 1 1 . 1

$r . 1 . 1 1 1 . . . 1 11

aufgespannte 12-dimensionale Unterraum C < F3*. Man kann zeigen, dass
Aut(C) = {U € Sy ZV(Ci) eC: (Co(z’)) € C}

zu My, isomorph ist. Die Vektoren (Codewdrter) mit genau acht Einsen in C' entsprechen den
Blocken eines (5,8, 24)-Steinersystems (die Positionen der Einsen sind die Blocke). Der Golay-
Code wurde zur Dateniibertragung der Voyager-Raumsonden benutzt.

(iv) Die Automorphismengruppen und Schur-Multiplikatoren sind

G | My My My My My
ouw(@ | 1 G C 1 1
M@ |1 G C 11

(ohne Beweis). Fiir alle sporadisch einfachen Gruppen S gilt |Out(S)| < 2. Fiir die korrek-
te Berechnung von M (Maz) hat man drei Anlaufe benétigt. ,Schlimmer” ist nur M (M) =
M(PSL(3,4)) = C12 x Cy4. In GAP kann man zum Beispiel folgendes anstellen:

G:=MathieuGroup(24);;

Al1PrimitiveGroups (NrMovedPoints,24,Transitivity,5); #gibt nur eine
PrimitiveIdentification(G); #G=PrimitiveGroup(24,1)

IsSimple(G);

H:=Stabilizer(G,24); #= Mo3

LoadPackage("guava",false); #Paket fiir Codes
C:=ExtendedBinaryGolayCode() ;

Display(GeneratorMat(C)) ;

A:=AutomorphismGroup(C) ;

Transitivity(A); #b-transitiv

c:=Positions(Basis(C) [1],Z(2)~0); #Codewort mit genau acht Einsen
B:=0rbit (A,c,0nSets);; #Bldécke des (5,8,24)-Steinersystems
Size(B); #759 =(24-23-22-21-20)/(8-7-6-5-4)

(v) Die Gruppe Ma3 ist die einzige sporadische Gruppe, fiir die das inverse Galois-Problem noch
nicht gelost ist, d. h. man weif nicht, ob es einen Zahlkérper K C C mit Gal(K|Q) = Mag gibt.

(vi) Eng verwandt mit dem Golay-Code ist das Leech-Gitter L < Z?*, welches aus den ganzzahligen
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(vii)

(viii)

Linearkombinationen der Zeilen folgender Matrix besteht:

4 .40 . . . .
4 .4 . . . .
4 o4 0 . . .
2 2 2 2 2 2 2 2 . . . .
4 . .. 4 . . .
4 P . .
4 4 . .
2 2 2 2 L. 202 2 2 . .
4 4 ... .
2 2 2 2 . . 2 2 2 2 . . . . .
2 .2 . 2 .2 . 2 . 2 . 2 . 2 . . . . .
2 . . 2 2 o202 0 .2 2 L2 . .
2 . 2 . 2 .2 02 2 . . 2 2 . .
2 . . 2 2 2 . . 2 . 2 . 2 . 2 .
2 2 . 2 . 2 . 2 .2 2 .2 .
.2 02 2 2 . 2 2 . 2 . 2
2 2 2 2 2 2 . 2 2
. 2 . L2 o2 02 02 2
-3 111111111111 11111 1 11111

Sei A := Aut(L) := {f € O(R?*) : f(L) = L}, wobei O(R") die orthogonale Gruppe ist (Matrizen

x mit zz' = 1,,). Nach [Aufgabe 28|ist A endlich. Es gilt Z(A) = (—124) und man nennt Co; :=
AJZ(A) die erste Conway-Gruppe (A ist eine Schur-Erweiterung von Coy). Folgende Vektoren

liegen in L:
u:=(4,4,0,...,0),
v:=(4,-4,0,...,0),
w:=(51,...,1).
Man nennt Cog := C4(u) bzw. Cog := C4(w) die zweite bzw. dritte Conway-Gruppe. Aufserdem
ist McL := Cy(u,w) die McLaughlin-Gruppe und C (v, w) = HS. Alle sind sporadisch einfache
Gruppen mit Ordnungen
|Coy| =221 -3%.5% . 72.11-13 - 23 = 4.157.776.806.543.360.000,
|Cog| = 218.30.5%.7.11 .23 = 42.305.421.312.000,
|Cog| = 219.37.5%.7.11- 23 = 495.766.656.000,
|MecL| =27-3%.5%. 7. 11 = 898.128.000.

Erst iiber 100 Jahre nach Mathieus Arbeit entdeckte JANKO die néchste sporadisch einfache
Gruppe Ji. Sie lésst sich am einfachsten durch eine Fi1-Darstellung definieren:
1. -3 2 -1 -1 -3 -1 -3
1 . .. -2 1 1 3 1 3 3
A R -1 -1 -3 -1 -3 -3 2
7 ;:< S T (N [ T S S S > < GL(7,11).

S -3 -1 -3 -3 2 -1 -1
| 1 3 3 -2 1 1 3
1 . . . . . . 3 3 —2 1 1 3 1

Es gilt |.J;| =23-3-5-7-11-19 = 175.560.

Die zweite Janko-Gruppe Jy (auch Hall-Janko-Gruppe HJ genannt) der Ordnung 604.800 wird
dhnlich wie HS als Permutationsgruppe vom Grad 100 = 63+ 36+ 1 konstruiert. Sei C die Menge
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der Involutionen und U die Menge der Untergruppen der Ordnung 168 von G' = SU(3, 3) (beides
sind Konjugationsklassen). Es gilt |C| = 63 und [U| = |G : U| = 36 sowie U = GL(3,2) fiir
U € U. Sei T ein Graph mit Eckenmenge I'p := CUU U {~}, wobei 7 zu jedem U € U benachbart
ist. Zwei Involutionen z,y € C' sind genau dann benachbart, wenn [(xy)| = 4 (d.h. (z,y) = Dg).
Zwei Untergruppen Uy, U € U sind genau dann benachbart, wenn |U; N Us| = 24. Schlieklich
bilden (z,U) € C x U genau dann eine Kante, wenn x € U gilt. Nun ist Aut(I") = Jy x Cy (siehe
. Wir haben damit alle einfachen Gruppen der Ordnung < 107  konstruiert* (siehe
GT-Anhang). Nach Janko sind auch die sporadischen Gruppen J3 und J; benannt, wobei J; die
zuletzt konstruierte einfache Gruppe iiberhaupt ist (Konstruktion 1977 durch NORTON).

Présentationen, Permutations- und Matrixdarstellungen sdmtlicher sporadischer Gruppen kann
man unter https://brauver.maths.qgmul.ac.uk/Atlas/v3/| nachschlagen oder direkt mit GAP
beziehen:

LoadPackage ("atlasrep");

DisplayAtlasInfo("M24"); #Ubersicht Darstellungen, braucht Internet
AtlasGroup("M24",Dimension,11,Ring,GF(2));
prog:=AtlasProgram("M24","presentation");;
slp:=StraightLineProgramFromStraightLineDecision(prog.program);;
F:=FreeGroup(2);;
rels:=ResultOfStraightLineProgram(slp,Generators0fGroup(F));;
G:=F/rels;;

PresentationFpGroup(G) ;

ct:=CharacterTable("M"); #Charaktertafel des Monsters
PrintFactorsInt(Size(ct)); #Primfaktorisierung der Ordnung
NrConjugacyClasses(ct);

SizesConjugacyClasses(ct);

OrdersClassRepresentatives(ct); #O0rdnungen der Elemente bis auf Konjugation

Erst 2014 konnte KEEVASH zeigen, dass es nicht-triviale (¢, k, v)-Steinersysteme mit ¢ > 6 gibt.
Tatsachlich sind die Teilbarkeitsbedingungen aus in den ,meisten” Féllen hinrei-
chend fiir die Existenz eines entsprechenden Steinersystems. Der Beweis ist probabilistisch und
nicht konstruktivﬂ Die Anzahl der (2,3, v)-Steinersysteme fiir v < 19 kann man unter OEIS
nachschlagen.

Coxetergruppen

Bemerkung 10.1. Die Gruppen, die sich von zwei Involutionen erzeugen lassen, sind bekanntlich
genau die Diedergruppen. Wir untersuchen in diesem Abschnitt Gruppen, die sich von endlich vielen
Involutionen erzeugen lassen. Diese treten als Symmetriegruppen hoher-dimensionaler Rdume auf und
fithren zur Klassifikation der (endlichen) Spiegelungsgruppen.

Definition 10.2. Eine Gruppe der Form

G=(x1,....2p | (xjz;)" =1,1<i<j<n)

mit 2 < my; < oo fiir ¢ < j und my; =1 fiir i = 1,...,n heikt Coxetergruppe vom Rang n.

ZDazu ein populdrwissenschaftlicher Artikel: wired.com
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Bemerkung 10.3.

(i)

(i)

Im Folgenden sei G = (x1,...,x,) stets eine Coxetergruppe (wir identifizieren die Erzeuger
Z1,..., 2y der freilen Gruppe mit entsprechenden Nebenklassen in G). Die Relationen der Form
(z;2;)*° = 1 haben keine Bedeutung und konnen ignoriert werden. Aus m;; = 1 folgt 7 = 1
fir i = 1,...,n. Wegen (z;x;)™ = (x;x;)”"™9 = 1 definieren wir my; := my; fiir ¢ < j. Nach
von-Dyck existiert ein Homomorphismus f: G — {£1} mit f(z;) = —1 fur ¢ = 1,...,n. Also
sind 1, ..., 7, Involutionen in G. Die Gleichung m;; = 2 besagt, dass x; und x; vertauschbar
sind.

Die Relation (x;x;)™9 = 1 ist dquivalent zu x;xjx;... = z;x;x; ..., wobei auf beiden Seiten
genau m;; Faktoren stehen. Sei (z;2;)y, := xjz;x; ... ein alternierendes Produkt von n Faktoren.
Verzichtet man in der Definition der Coxetergruppen auf die Bedingung m;; = 2, so erhélt man
Artingruppen:

(@1, 0 | (0%))my; = (0500)my;, 1 < 0,5 <)

mit 2 < m;; < oo. Die Wahl m;; = oo fiir alle 4, j ergibt die freie Gruppe F;,. Nach von-Dyck ist
jede Coxetergruppe eine Faktorgruppe einer Artingruppe. Im Spezialfall m;; = 3 fiir |1 — j| =1

und m;; = 2 fiir i —j| > 1 spricht man von einer Zopfgruppe. Im Gegensatz zu S, (Satz 2.18) gilt
my; = oo anstatt m;; = 2. Man kann die Elemente der Zopfgruppe durch ,Zépfe” mit n ,,Stréngen”

realisieren. Die Verkniipfung ist das ,Verkleben“ der Stringe an deren Enden:
BN - BN
I f¥ T2 @ —~ ."L‘% : ﬂ¥
f\
ﬁ
T1 LT = S~ ~— = ﬂJ = 222172
N

Auf diese Gruppen werden wir allerdings nicht weiter eingehen.

Beispiel 10.4.

(i)
(i)
(iii)
(iv)

(v)

(vi)

G = (z,y | 2? =y? = (xy)™ = 1) = Dy, ist eine Coxetergruppe.
G=(z1,...,my | 22 = (w;x;)* = 1,i < j) = CF ist eine Coxetergruppe.

Nach [Satz 2.18| sind die symmetrischen Gruppen Coxetergruppen mit z; = (i,4 + 1) fiir i =
1,...,n—1

Im Fall m;; = oo fiir alle ¢ < j nennt man G die universelle Coxetergruppe vom Rang n. Fiir n = 2
erhélt man D,,. Jede Coxetergruppe ist eine Faktorgruppe einer universellen Coxetergruppe.

Eine Spiegelung o € GL(R?) ist eine Abbildung der Form oy,(v) := v—2[v, b]b fiir einen normierten
Vektor b € R? (hierbei ist [v,b] das Standardskalarprodukt). Eine Spiegelungsgruppe ist eine
endliche Untergruppe S < GL(R?), die von Spiegelungen o71,...,0, erzeugt wird. Nach von-
Dyck ist S eine Faktorgruppe einer Coxetergruppe. Wir werden in zeigen, dass S
tatsdchlich zu einer Coxetergruppe isomorph ist (d.h. alle weiteren Relationen in S folgen aus
den Relationen (o;0;)™4 = 1).

Sei S eine endliche, nicht-abelsche einfache Gruppe. Nach Feit-Thompson besitzt .S eine Involution
s. Offenbar wird S von allen Konjugierten von s erzeugt. Also ist S zu einer Faktorgruppe einer
(moglicherweise unendlichen) Coxetergruppe.
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Definition 10.5. Jedes g € G ldsst sich in der Form g = z;, ... x;, schreiben. Ist k dabei so klein wie
moglich, so nennt man diese Darstellung reduziert (im Gegensatz zu freien Gruppen sind reduzierte
Darstellungen nicht unbedingt eindeutig). Auferdem sei I(g) := k die Ldnge von g.
Lemma 10.6. Firg,h e G und 1 <i<n gilt

(i) 1(gh) < U(g) +1(h).

(i) U(g~") = U(g).

(iii) U(gz;) =1(g) £ 1.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind trivial. Sie zeigen

lg) = 1= Ugwiri) — U(zi) < U(gri) <Ug) + U(zi) = U(g) + 1.

Der Homomorphismus f: G — {41} aus [Bemerkung 10.3|liefert
(1)) = f(gr) = ~f(g) = ~(-1'

und I(gx;) # U(g). O

Bemerkung 10.7. Der Kern des Homomorphismus f: G — {£1} ist die Menge der Elemente gerader
Linge. Man nennt ihn die alternierende Untergruppe. In S, gilt sgn(g) = (—1)"9) fiir g € S,,.

Definition 10.8. Sei V' ein R-Vektorraum mit Basis by, ..., b,.

e Wir definieren eine symmetrische Bilinearform auf V' durch

T
bi, bi|lg = |b;, bj] = — cos ,
bl = ] = —con T
wobei —cos 2= = —1 gesetzt wird.
e Firi=1,...,n sei
0;: V=V, v = v — 2[v, bilb;.
Satz 10.9. Es existiert genau ein Homomorphismus o: G — GL(V') mit o(z;) = oy firi=1,...,n.

Dabei hat ;05 die Ordnung mg; fir 1 < i,j < n. Mit der Bezeichnung 9v := o(g)(v) gilt [v,w]g =
[9v,9w]q.

Beweis. Fiir i = 1,...,n gilt [b;,b;] = 1. Daher ist V; := b := Ker(v ~ [v,b;]) < V eine Hyperebene
und V = V; @ Rb;. Es gilt 0;(b;) = —b; und o4(v) = v fiir v € V;. Also ist o; eine ,Spiegelung” an V;
(im Gegensatz zum euklidischen Raum ist [.,.]¢ nicht unbedingt positiv definit). Insbesondere hat o;
Ordnung 2. Sei nun ¢ < j und W := (b;, b;). Die Definition von o; zeigt, dass (o;, 0;) auf W operiert.

Sei zunéchst m;; = oo. Dann gilt

(0:0)%(bs) = (0305)" (03 (bs + 2b5)) = (030;)F 71 (3b; + 2b) = ... = (2k + 1)b; + 2kb;
fiir £ > 1. Insbesondere hat o;0; unendliche Ordnung.
Jetzt sei my; < oo und ¢ := w/my;. Fiir v = Ab; + pb; € W gilt

2

[v,v] = A2 — 2X\pcos @ 4+ p? = (A — pcos )? + p?sin(p)? > 0.
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Alsoist [.,.]¢ auf W positiv definit und stimmt daher bis auf Basiswahl mit dem Standardskalarprodukt
iiberein. Aufserdem ist
[bi, bj] = — cos p = cos(m — ),

d.h. der ,Winkel* zwischen b; und b; betrigt m — . Daher ist (UiO'j)|W eine ,Drehung” um 2¢p (da die
Abbildung linear ist, geniigt es die Bilder der beiden linear unabhéngigen Spiegelachsen zu betrachten):

Insbesondere hat (0;0;);yy Ordnung m;;. Da [.,.]J¢ auf W positiv definit ist, gilt V = W & Wt =
W @ (V;NV;). Da 005 trivial auf V; NV} operiert, hat o;0; auch auf V' Ordnung m;;. Nach von-Dyck
ist 0 nun ein Homomorphismus. Fiir die letzte Aussage berechnen wir

[0:(v), 05 (w)] = [v — 2[v, b;]bs, w — 2[w, b;]bs]
= [v,w] — 2[v, b;][bs, w] — 2[w, b;][v, b;] + 4[v, b;][w, b;] = [v, w]. dJ

Definition 10.10.

e Man nennt
O:={9;:1<i<ngeG}CV

das Wurzelsystem von G und seine Elemente heiffen Wurzeln.

e Eine Wurzel v lésst sich eindeutig in der Form v = ) " | v;b; schreiben. Man nennt v positiv
(bzw. negativ), falls vi,...,v, > 0 (bzw. v1,...,v, < 0). Ggf. schreibt man v > 0 (bzw. v < 0;
der Fall v = 0 ist ausgeschlossen). Die Menge der positiven Wurzeln sei II.

o Fir v e & sei
op: V=V, w = w — 2w, v]v.
Bemerkung 10.11.

(i) Nach[Satz 10.9|sind alle Wurzeln von G normiert bzgl. [., .]¢. Insbesondere ist o, (v) = —v, d. h. gy,

ist die Spiegelung an der Hyperebene v=.

(ii) Wegen o;(b;) = —b; ist —® = ® und 0, = 0. Sei g € G und 1 <i < n mit v = g(b;). Dann gilt
grig ™y = 9(971w — 2[971w, bilbi) = w — 2[w, 9b;]9b; = w — 2[w, v]v.
Dies zeigt o(gx;9~ ') = 0,. Wir werden auch z, := gx;g~ " als Spiegelung bezeichnen.

Beispiel 10.12.

(i) Sei G = (z,y) = Doy, ¢ = 7 — =, by = (1,0) und by = (cos¢p,siny). Dann ist [,,.]g das
Standardskalarprodukt auf R? bzgl. by, by und o: G — GL(R?) ist die bekannte Darstellung als
Symmetriegruppe des regelméfigen m-Ecks. Die Wurzeln entsprechen den 2m Spiegelachsen. Die
positiven Wurzeln liegen geometrisch ,zwischen® by und be. Insbesondere ist ® = IT U (—1II).
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(ii) Sei G = (x1,...,Tp—1) = Sp. Sei eq,...,e, die Standardbasis von R"™ und b; := %(ei — €i41)
fir i = 1,...,n — 1. Man rechnet leicht nach, dass [.,.]¢ das Standardskalarprodukt auf V :=
(b1,...,bp—1) bzgl. b1,...,by_1 ist. Der Homomorphismus o: G — GL(V) entsteht durch die
Permutationsoperation von S, auf den n Koordinaten, denn

N 1 1
by = oi(bi) = b = 72(6241 —e;) = —=(ex,() = €zi(i+1))s
1
(6 ez+2) 7(627, i+1) emi(z’—i-?))y

“ibi1 = biv1 — 2[bit1,bi]bi = biy1 + b = 5

N 1 .
by =bj = ﬁ(em(j) o ewi(j'i'l)) (7 =l >1).

%\H
\) \)

Offenbar ist ® = {e; —e;:i # j} und Il = {e; —ej : i < j}, denn e; —e; = by + b1 + ...+ bj_1.
Insbesondere gilt |®| = n(n — 1) und |[II| = n(n — 1)/2.

Lemma 10.13. Firg € G und 1 <i <n gt 9b; > 0 falls l(gz;) > l(g) und 9b; < 0 falls I(gz;) < I(g).
Insbesondere ist jede Wurzel positiv oder negativ, d. h. & = I1U (—II).

Beweis. Wegen g = gx;x; und 9%ib; = —9b; geniigt es den Fall [(gx;) > [(g) zu betrachten. Wir beweisen
die erste Aussage durch Induktion nach I(g). Im Fall i(g) = 0ist g =1, I(z;) = 1 und b; > 0. Sei nun
g# 1lund 1 < j < nmit l(gz;) = (g) — 1 (der letzte Faktor einer reduzierten Darstellung von g).
Nach Voraussetzung ist z; # x;. Wir betrachten die Diedergruppe H := (x, iL‘j) <G.Seily: H— Ny
die Langenfunktion bzgl. der Erzeuger x;,z; von H @ Sei

A:={yegH:l(y) +1alyg9) =1y}

Wegen g € A ist A # @. Wahle y € A mit I(y) minimal. Wegen [(gx;) + lg(z;) = l(g) — 1+ 1 =1(g)
ist gx; € A. Die Wahl von y zeigt I(y) < I(g9z;) < I(g).

Nehmen wir I(yx;) = {(y) — 1 an. Dann gilt
U(g) < Uya:) + L (ziy ™ g) < Uy) — 1+ 1y~ g) +1=1Uy) + lm(yg) = U(9)

und I(g) = I(yz;) + lg(ziy~'g). Dies zeigt yx; € A im Widerspruch zu I(yx;) < I(y). Also gilt
I(yx;) > I(y) und véllig analog I(yx;) > I(y). Induktion zeigt Yb;,Yb; > 0. Sei h := y~tg € H. Wegen
g = yh geniigt es zu zeigen, dass "b; eine nicht-negative Linearkombination von b; und b; ist.

Angenommen es gilt g (hx;) < lg(h). Dann wére

Ugzi) = l(yhx:) <U(y) + lu(hz;) < l(y) +1u(h) = U(g)-

Also muss jede reduzierte Darstellung von h bzgl. ;, x; in x; enden. Im Fall m;; = oo ist “7b; = b;+2b;,
Ti%ib; = "i(b; + 2bj) = 3b; + 2b; usw. (vgl. Bewels von W Wir konnen also m := m;; < oo
annehmen Dann bilden b; und b den Winkel 7 — = und z;z; ist eine ,Drehung’ um 2” st lg(h) = m,

so gilt h = (z;2;)™/? falls m gerade und h = x; (xzx])(m /2 falls m ungerade. In belden Fallen gibe
es eine reduzierte Darstellung, die mit z; endet (némlich h = (z;2;)™? bzw. x;(z;z;)" /2). Also
ist Ig(h) < m und h € {(z;z;)*, z;(xx;)*} mit k < m/2. Im Fall k = (m — 1)/2 ist h = (wlx])k
und "b; = b;j. In allen anderen Féllen ist (%x])k eine Drehung um weniger als (m=1)m 1)7r , d.h. (@) b;
liegt echt ,zwischen” b; und b;. Eine weitere Anwendung von x; édndert daran nlchts Also ist "b; eine
nicht-negative Linearkombination von b; und b;. O

24Nach [Lemma 10.17|ist Iz die Einschriankung von [ auf H. Das wird hier aber nicht benutzt.

83



Satz 10.14. Der Homomorphismus o: G — GL(V') aus ist injektiv.

Beweis. Sei g € Ker(o) \ {1}. Dann existiert 1 < i < n mit I(gz;) < l(g). [Lemma 10.13] liefert den
Widerspruch b; = 9b; < 0. O

Definition 10.15. Fiir I C {1,...,n} nennt man Gy := (x; : ¢ € I) < G eine parabolische Untergruppe
von G.

Satz 10.16. Fir I C {1,...,n} ist
Gr= ({yi i eI} [{(yiy;)™ 24,5 € I}),

d. h. Gy ist selbst eine Coxetergruppe.

Beweis. Wendet man die Konstruktion von ¢ auf die Coxetergruppe auf der rechten Seite an, so erhélt
man genau o(Gy) = G. O

Lemma 10.17. Sei g = x;, ... x5, € Gy reduziert in G. Dann gilt iy1,...,1, € I. Insbesondere ist
{xl,...,xn}ﬂsz{xi:iEI}.

Beweis. Induktion nach k. O.B.d.A. sei & > 1. Nach |[Lemma 10.13| gilt 9b;, < 0. Sei aufserdem
g =xj ...x5; mit ji,..., 5 € I. Nach Definition der o; gilt

l
9bi, = biy + Y _ Aabj,
a=1

mit A, € R. Wegen 9b;, < 0 muss i, = j, € [ fiir ein 1 < s < [ gelten. Insbesondere ist h :=
Tiy ... Ti,_, = gTi, € G reduziert. Die Behauptung folgt nun durch Induktion. O

Folgerung 10.18. Sind g = x;, ...x;, = xj, ...xj, zwei reduzierte Darstellungen von g € G, so gilt
{ib ce azk} = {jh cee 7]k}

Beispiel 10.19. In der Situation von [Folgerung 10.18| miissen {i1,...,ix} und {ji,...,jx} nicht als
Multimengen iibereinstimmen. In S3 sind beispielsweise z1x221 = (1,3) = xoz122 reduzierte Darstel-
lungen.

Satz 10.20. Wir betrachten S, als Coxetergruppe in den Erzeugern xz; = (i,i + 1). Fir o € S,
existieren eindeutig bestimmite Zahlen 1 >0 und 1 < aq,...,a; < n — 1 mit folgenden Figenschaften:

(1) 0 =g, ...%q-
(Z’L) a; a1 <a;+1 firi=2,...,1.
(iii) Die Folge (a1, ...,a;) besitzt keinen Abschnitt der Form (a,a —1,...,a —r,a) mit r > 1.

Gyf. ist 0 = x4, ... xq, €in reduziertes Wort, d. h. | = (o).

Beweis. Wir wenden folgenden Algorithmus auf eine beliebige Darstellung o = x,, ... 24, an:

(1) Ist a; = a4 fiir ein 4, so 16sche x4,24,,, = 1 aus der Darstellung.
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(2) Ist aj—1 > a; + 1, so tausche z,, , und z,, und beginne wieder bei (1). Dies ist erlaubt, da z,, ,
und z,,; disjunkt sind.

(3) Besitzt (aq,...,ax) einen Abschnitt der Form (a,a — 1,...,a — r,a), so ersetze diesen durch (a —
l,a,a —1,...,a —r) und beginne wieder bei (1). Dies verdndert ¢ nicht, denn

Laglag—1-.-TLag—rLg = Lalag—1LaLa—2TLa—3 ---Lag—r = Lag—1LaLa—1La—2 - - - Lag—r

nach der Zopfrelation.

Durch (1) und (3) wird Zle a; reduziert, wihrend (2) die lexikographische Ordnung der Folge
(a1,...,ax) verringert. Daher muss der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbrechen. Am
Ende sind die Bedingungen (i)—(iii) erfiillt.

Eine Folge (a1, ...,q;), die (ii) und (iii) erfiillt, nennen wir reguldr. Fiir n = 2 gibt es nur die reguléren
Folgen a = () (mit [ = 0) und a = (1). Induktiv nehmen wir an, dass es genau (n — 1)! reguldre
Folgen (ai,...,a;) gibt mit 1 < ay,...,a; < n — 2. Sei nun (aq,...,q;) mit ay = n — 1. Dann gilt
(ak,ap+1,y---,a) = (n—1,n—2,...,n—r) fiir ein > 1 wegen (ii) und (iii). Fir (ay,...,ar_1) gibt

es induktiv genau (n — 1)! Moglichkeiten, wihrend es fiir  genau n — 1 Moglichkeiten gibt. Daher
existieren (n — 1)!(n — 1) regulére Folgen, die n — 1 enthalten. Zusammen mit den (n — 1)! Folgen, die
n — 1 nicht enthalten, erhdlt man genau n! = |S,| regulére Folgen. Jede Permutation kann also nur
durch eine regulidre Folge reprasentiert werden.

Wendet man obigen Algorithmus auf ein reduziertes Wort an, so kann die Lange [ nicht kleiner werden.

Es gilt also [ = (o). O

Beispiel 10.21. In S5 gilt

TATITITI3T1T4T2 = T4T3(T2x1X2) X34 = Tax3(T12221)T3T4 = T1T4(T3T22123) T

= 1‘11‘4(%21‘3%2%1)%4 = X1T2 (1‘41‘3:621‘11‘4) = T1X2X3X4X3T2X7 .

Etwas schneller findet man eine reduzierte Darstellung, wenn man rekursiv vorgeht. Sei ¢ € S,, und
a = U_l(n). Dann gilt 7 := oxazq41 ... Tn—1 € Sn—1. Nach Induktion besitzt 7 eine Darstellung in
der gewilinschten Form. Daher hat auch o = 7t,,_1t,_2...t, diese Eigenschaft.
Satz 10.22. Die Abbildung I — Gy ist ein Isomorphismus von Verbinden, d. h. es gilt

(l) ICJ «— G[SGJ.

(i) Grog = (Gr1,Gy).
(iii) Ging =GrNGy.

Beweis.

(i) Aus I C J folgt offensichtlich G; < G . Ist Gy < G, so folgt

{ririel}={x1,...,2,} NG C{z1,...,2n NGy ={z;:j € J}

aus lLemma 10.17
(ii) Trivial.
(iii) Offenbar ist Gy < G; N Gy. Die umgekehrte Inklusion folgt aus [Lemma 10.17] O
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Satz 10.23. Fir g € G ist l(g) die Anzahl der positiven Wurzeln, die unter g auf negative Wurzeln
abgebildet werden, d. h. 1(g) = |TIN g~ (~1II)| < |I|. Insbesondere ist diese Zahl endlich.

Beweis. Induktion nach I(g): O.B.d. A. g # 1. Sei zunéchst g = z; fiir ein 1 <7 < n. Wegen 9b; = —b;
missen wir Yv > 0 fiir alle v € IT'\ {b;} zeigen. Da alle Wurzeln normiert sind, ist v kein Vielfaches
von b;. Sei also v = 77| A\;b; mit Ay > 0 fiir mindestens ein k # . In 90 = 0;(v) = v — 2[v, b;]b; hat
by immer noch den positiven Koeffizienten A;. Daher ist 9v > 0.

Sei nun I(g) > 2 und 1 < i < n mit I(gz;) = I(g) — 1. Nach [Lemma 10.13|ist 9b; < 0, d.h. b; €
1N g1 (~I). Mit dem eben Bewiesenen folgt

1N (go) " (~10) = @i(z;(I1) N g~ (~11)) = 2;(ILN g~ (= 10) \ {b:}).
Induktion zeigt
LN g~ (~I)] = [ILN (g2:) "' (~1D)] + 1 = U(gz;) + 1 = U(g)- 0

Bemerkung 10.24. Ist die Lange in G beschrinkt, sagen wir durch m, so gilt |G| < n™ < oo. In
unendlichen Coxetergruppen muss es daher unendlich viele (positive) Wurzeln geben. Insbesondere ist
—idy ¢ o(G) (anderenfalls hitte —id unendliche Lange).

Folgerung 10.25. Ist G endlich, so gibt es genau ein Element g € G mit mazimaler Linge.

Beweis. Angenommen g,h € G haben maximale Lénge I(g) = [(h). Dann gilt I(gz;) < l(g) und

9b; < 0 fir ¢ = 1,...,n. Da jede positive Wurzel eine nicht-negative Linearkombination der b; ist,
muss g (und h) alle positiven Wurzeln auf negative Wurzeln abbilden, d.h. g(II) = —II. Damit ist
g*(IT) = I = gh(TI) und I(g?) = 0 = I(gh). Dies zeigt h =g~ ! = g. O

Beispiel 10.26.

(i) Fir G = (z,y) = Doy, ist z := xy... = yx... (je m Faktoren) das Element maximaler Lénge
(vgl. Beispiel 10.12). Ist m gerade, so ist o(z) = —id, also die Drehung um 7.
(ii) Firge G =S, und i < j gilt
1 1 . .
g(ﬁ(ei — ej)) <0 <= E(eg(i) — eg(j)) <0 <= g(1) > g(4)

(Beispiel 10.12)). Daher ist {(g) die Anzahl der Fehlstinde von g, also Paare ¢ < j mit 94 > 9j.
Das Element maximaler Lange ist daher

1 2 ... =n
g_<n n—1 --- 1)_(1’n)(2’n_1)"'_tl"-tn—l

mit t; = (i+1,4)...(2,1)) und i(9) =1+ ...+ n—1=n(n—-1)/2 = [TI].

Lemma 10.27 (T1Ts). Sei g € G und v € II. Dann gilt I(gz,) > I(g) <= 9v > 0.

Beweis. Wie in [Lemma 10.13| geniigt es [(gx,) > I(g) = 9v > 0 zu zeigen. Induktion nach [(g). Der
Fall g = 1 ist klar. Sei nun /(g) > 0 und l(x;9) < I(g). Wegen
l(xing) > l(ng) —-1> l(g) -1= l(ng)

gilt 9y > 0 nach Induktionsvoraussetzung. Nehmen wir 9v < 0 an. Nach [Satz 10.23|gilt dann v = —b;.
Dies zeigt 9 %9 = 9 'b; = —v und ¢~ 'z;g = ¥, nach [Bemerkung 10.11] Dies widerspricht aber
l(gxy) > U(g) > Uzig) = l(gzy). O
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Bemerkung 10.28. Im Folgenden benutzen wir die Schreibweise €1 ... &; ... T == T1 ... Ti—1Ti4+1 - - - Tk

Satz 10.29.

(1) (Austauschbedingung) Sei g = z;, ...x;, € G und v € ® mit l(gx,) < l(g). Dann existiert
1 <s<kmitgr, =i ... %, ...z Istl(g) =k, soist s eindeutig bestimmit.

(11) (Loschbedingung) Sei g = z;, ...z, € G mit l[(g) < k. Dann existieren 1 < s < t < k mit
g:lejf'zsjfzt-fzk

Beweis.

(i) Wegen z, = x_, kénnen wir v > 0 annchmen. Aus [Lemma 10.27] folgt 9v < 0. Wegen v > 0
existiert ein s mit “is+1%ky > 0 und ¥ Py < 0. Aus|Satz 10.23|folgt “s+1 kv = b, . Dies zeigt
(Tigoy - @i )0 (Tiy - ) 7F = i, als0 gy = Ty, ... &, ... x;,. Seinun [(g) = k. Angenommen

Ty, = Ty = Ty, ...x“ ... w;,. Dies liefert =; , ... 25 =

und I(g) <

st

es existieren s < t mit x;, ... %;
Tig .. Ty und T, ..., = T ... T, Dann wére aber g = x;, ... Ty, ..

k.

- Ly - - Tgy,

(ii) Wegen I(g) < k existiert ein ¢ mit I(z;, ... 2;,) < U4 ...74_,). Aus (i) folgt z;, ...2; =
Tiy oo Ty oo - Tiy fir ein s < t. O

Bemerkung 10.30.
(i) Es gilt

1 1 s, ~

Wzog) <U(g) = 1g  ay) <llg™) = g oy =@y, .. By . Ty = Gy = T4y .. Ty - T

(ii) Man kann zeigen, dass jede Gruppe, die die Austauschbedingung (oder Loschbedingung) bzgl.
eines Erzeugendensystems von Involutionen erfiillt, eine Coxetergruppe ist.

(iii) Die Loschbedingung zeigt, dass man aus einer beliebigen Darstellung g = x;, ... z;, durch sugge-
stives Loschen eine reduzierte Darstellung erhalt.

Definition 10.31.

e Man nennt G irreduzibel, falls keine Partition {1,...,n} = I UJ mit G = G x G existiert.

e Der Coextergraph C(G) besteht aus den Ecken ey, ..., e, und den Kanten (e;, e;) mit m;; > 3.
Im Fall m;; > 3 werden die Kanten mit m;; beschriftet. Offenbar ist G' durch C(G) bis auf
Reihenfolge der x; eindeutig bestimmt.

Beispiel 10.32. Es gilt C(S),): e—e——s—e und C(Da,,): «™e nach [Beispiel 10.4
Satz 10.33. Genau dann ist G irreduzibel, falls C(G) zusammenhdngend ist.

Beweis. Ist G = G x Gy, so gilt m;; =2 fiiri € I und j € J. Also gibt es keinen Weg zwischen e; und
ej in C(G). Ist umgekehrt C(G) unzusammenhéngend, so existiert eine Partition {1,...,n} =1TUJ
mit [z, 2;] = 1 (Kommutator) fiir alle i € I und j € J. Insbesondere ist [Gf, G ] = 1. Nach [Satz 10.22]
ist G =Gruy=(Gr,Gy) und Gy NGy = Gy = 1. Dies zeigt G = Gy x G . O
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Bemerkung 10.34. Achtung: Der Isomorphietyp von G bestimmt nicht, ob G als Coxetergruppe
irreduzibel ist. Zum Beispiel ist G = Dy irreduzibel mit zwei Erzeugern, aber auch reduzibel mit drei
Erzeugern G = Dg x So.

Lemma 10.35. Sei G irreduzibel und Vo := {v € V : [v,V]g = 0} < V. Dann operiert G trivial auf
Vo und jeder echte G-invariante Unterraum von V liegt in Vj.

Beweis. Fiir v € Vj gilt *iv = 0;(v) = v — 2[v,b;]gb; = v. Da G von z1, ..., x, erzeugt wird, operiert
G trivial auf Vj.

Sei nun W < V' G-invariant. Angenommen es existiert v € W\ V. Dann existiert ein ¢ mit [v, b;]¢ # 0.

Bs folgt b; = %5244 € W. Fiir bj mit my; > 3 gilt [bi,bjle # 0 und b; = %5700 € W Da €(G)

zusammenhéangend ist, erhalt man bq,...,b, € W im Widerspruch zu W < V. O

Satz 10.36. Sei G eine endliche irreduzible Cozetergruppe und z € G mit mazximaler Linge. Dann gilt
Z(G) < (z). Insbesondere ist |Z(G)| < 2.

Beweis. Sei g € Z(G) \ {1}. Aus *(9b;) = 9%b; = —9b; folgt 9b; = =+b; (Satz 10.23). Daher ist
b € E1(o(g9)) U E_1(0(g)) (Eigenrdume zum Eigenwert 1 bzw. —1). Wegen ¢ € Z(G) sind E;(o(g))
und E_1(0o(g)) G-invariant und Eq(o(g)) < V, da g # 1. Im Fall E_;(0(g)) < V wére b; € Vp nach

Lemma 10.35| Allerdings ist [b;,b;]¢ = 1. Dies zeigt 0(g9) = —id und 9v < v fiir alle v € II. Aus
satz 10.23] folgt g = z. O

Lemma 10.37. Sei H < GL(n,R) endlich und irreduzibel als Matrizgruppe. Dann gilt:
(i) Es existiert eine H-invariante positiv definite Bilinearform auf R™.

(ii) Angenommen es existieren h € H und X\ € R, sodass der Eigenraum Ey(h) ungerade Dimension
hat. Dann ist Cqpn,r) (H) =R~ 1,1@ Insbesondere gilt dies, falls n ungerade ist.

(ii) Ist Cqrnr)(H) = R*1,, so unterscheiden sich je zwei nicht-ausgeartete H-invariante Bilinear-
form auf R™ nur durch eine Konstante.

Beweis.
(i) Fiir v,w € R™ definiert

[v,w|g = Z[hv,hw]

heH
eine H-invariante positiv definite Bilinearform, wobei [.,.] das Standardskalarprodukt ist.
(ii) Sei f € Cqr(n,r)(H). Dann operiert f auf Ey(h). Da dim E)(h) ungerade ist, besitzt f auf £y (h)

einen reellen Eigenwert p. Nun ist 0 # E,(f) < R™ H-invariant und es folgt E,(f) = R" sowie
f = pl,, da H irreduzibel ist. Die zweite Aussage erhdlt man mit h = 1.

Man sagt: H ist absolut irreduzibel.
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(iii) Seien [.,.]; und [.,.]2 zwei nicht-ausgeartete H-invariante Bilinearformen auf V := R". Sei V* :=
Hom(V,R) der Dualraum von V. Dann sind ¢;: V. — V* v+ [v,.]; fiir i = 1,2 Isomorphismen
von Vektorrdumen (beachte dim V' = dim V*). Also ist f := 30;1 opy1: V — V ein Isomorphismus
mit [v,w]; = [f(v), w]s fiir alle v,w € V. Fir h € H folgt

[f(hv), hwly = [hv, hw]; = [v,w]; = [f(v),w]2 = [hf(v), hw]s.

Dies zeigt fh =hf,d.h. f € CGL(n,R) (H) =R*1,. O

Bemerkung 10.38. Wir betrachten den Dualraum V* := Hom(V, R) mit der dualen Basis 51, ..., Oy,
wobei f;(bj) = ;5. Durch 9p(v) := o9 'v) fir v e V, o € V* und g € G operiert G auf V*. Die
Abbildung T': V. — V* v — [v,.]¢ vermittelt einen Isomorphismus zwischen den Operationen auf V'
und V*, denn

(T (0) () = T(@)( " w) = [0, vl = [0, w] = [(@0)(w)

fir v,w € V und g € G. Sei 0*: G — GL(V*) der entsprechende Monomorphismus. Wir definieren
C:={peV":Vi:pb) >0} V"

Bzgl. der dualen Basis ist C' = RZ, eine offene Menge im euklidischen Raum R". Da die Determinante
R™*" — R stetig ist, ist GL(V*) = det™'(R\ {0}) offen in R™*™.

Satz 10.39. Das Bild o*(G) ist eine diskrete Untergruppe von GL(V*), d.h. fir alle a € o*(QG) existiert
eine offene Umgebung U(a) C GL(V*) mit U(a) No*(G) = {a}. Insbesondere ist c*(G) abgeschlossen.

Beweis. Wir identifizieren G mit 0*(G). Sei ¢ € C und F: GL(V*) — V* a — % = a(c). Da
die Matrix-Vektormultiplikation stetig ist, ist F' stetig und D := F~}(C) C GL(V*) ist eine offene
Umgebung von 1 € GL(V*). Fiir g € G \ {1} existiert o; mit (g~ 2;) < I(g). Aus Tits Lemma folgt
97" < 0 und 9¢(b;) = ¢(9 'b;) < 0. Dies zeigt D N G = {1}. Fiir ein beliebiges g € G ist gD eine
offene Umgebung um g mit gD NG = g(DNG) = {g}.

Sei nun (a;) € G eine konvergente Folge. Dann existiert £ € N mit a; € U(ar) N G = {ax} fir alle
i > k. Also wird die Folge konstant und der Grenzwert liegt in G. Dies zeigt, dass G abgeschlossen
ist. OJ

Satz 10.40. Genau dann ist G endlich, wenn [.,.|q positiv definit auf V ist.

Beweis. Sei G endlich. Wir argumentieren durch Induktion nach n. Im Fall n = 1 ist [b1, b1]¢ = 1 und
wir sind fertig. Sei n > 1. Nehmen wir an, dass G = G x G reduzibel ist. Dann gilt V = V; ® V; mit
Vi :=(b; : © € I) und analog V;. Nach Induktion sind [.,.J¢, und [.,.]q, positiv definit auf V; bzw. V.
Fir i € I und j € J gilt [b;,bjlg = —cos § = 0. Fiir v = vy 4+ vy # 0 folgt

[UaU]G = [UI7UI]GI + [UJaUJ]GJ > 0.

Also ist [.,.]¢ positiv definit auf V.

Sie nun G irreduzibel und Vp = {v € V : [v, V]g = 0} < V. Nach Maschke besitzt Vj ein G-invariantes
Komplement W < V. zeigt W =V und Vy = 0, d.h. [.,.]¢ ist nicht-ausgeartet. Das
gleiche Argument zeigt auch, dass o(G) als Matrixgruppe irreduzibel ist. Wegen dim F_1(o(x1)) =
dim E_q(o1) = 1 ist [.,.]¢ bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt nach [Lemma 10.37} [Lemma 10.37|
besagt aber auch, dass eine G-invariante positiv definite Bilinearform existiert. Also ist [.,.J¢ positiv
definit.
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Sei nun umgekehrt [.,.]¢ positiv definit. Durch den Isomorphismus I': V. — V* v — [v,.]¢ aus
IBemerkung 10.38 erhélt man eine G-invariante positiv definite Bilinearform auf V* (namlich [p, p] :=
[T (), I~ (1)]g fiir ¢, € V*). Nach Sylvesters Triigheitssatz besitzt V* eine Orthonormalbasis A
bzgl. dieser Bilinearform. Schreibt man g € o*(G) als Matrix bzgl. A, so haben die Spalten Norm 1.
Da alle Normen auf dem R" &quivalent sind, ist 0*(G) beschrénkt (bzgl. der euklidischen Norm). Nach
Satz 10.39|ist 0*(G) zusétzlich abgeschlossen und daher kompakt. Fiir a € 0*(G) wéhlen wir geméf
Satz 10.39| eine offene Umgebung U(a) C R™™ mit U(a) No*(G) = {a}. Nach Heine-Borel tiberdeckt
bereits eine endliche Auswahl dieser Umgebungen o*(G). Daher muss 0*(G) = G endlich sein. O

Satz 10.41. Die endlichen Cozetergruppen sind genau die Spiegelungsgruppen.

Beweis. Sei G eine endliche Coxetergruppe. Nach [Satz 10.9| und [Satz 10.14] ist G = ¢(G) < GL(V)
eine Spiegelungsgruppe.

Sei nun umgekehrt V := R™ und S < GL(V) eine Spiegelungsgruppe. Sei ® C V die Menge der
Einheitsvektoren b, sodass die Spiegelung o, an b in S liegt. Wir zeigen, dass @ die Eigenschaften eines
Waurzelsystems hat. Aus |S| < oo folgt |®| < co. Wegen b+ = (—b)* ist —® = ®&. Wir ordnen die b € ®
lexikografisch entsprechend der Koeffizienten bzgl. der Standardbasis von R™. Sei Il := {b € ® : b > 0}
die Menge der positiven Wurzeln (b > 0 bedeutet, dass die erste von 0 verschiedene Komponente von
b positiv ist). Dann gilt & = II U (—II). Sei A C & eine minimale Teilmenge, sodass fiir alle b € II
Zahlen Ay > 0 mit b= ) A Ass existieren. Im Folgenden sei [.,.] das Standardskalarprodukt auf R".

Schritt 1: [b,¢] <0 fiir alle verschiedenen b, c € A.

Angenommen [b,c] > 0. Fiir p := 2[b,c] > 0 gilt op(c) = ¢ — pb. Wegen 000, = 04,(¢) € S gilt
op(c) € ®. Sei zunédchst oy(c) € II. Dann existieren A\; > 0 mit o3(c) = Y oo Ass. Im Fall A\, < 1 erhélt
man

(I =X)c=op(c) +pb— Acc=pub+ Z AsS.
s#c

Nun koénnte man aber ¢ aus A entfernen im Widerspruch zur Minimalitdt von A. Also gilt A, > 1 und

(A — 1)c—|—,u,b+Z/\ss =0.
s#c

Wegen p > 0 widerspricht dies aber der Definition von II. Dies zeigt —op(c) € II. Mit —op(c) =
Y sca Ass folgt
(1= M)b=—0b(c) +c—pb=rc+ > Ass.
s#b

Im Fall Ay < p konnte man b aus A entfernen. Also ist Ay > . Dann wére aber
(A —,u)b—i—c—i—Z/\ss =0
s#b
ein Widerspruch zur Definition von II. Insgesamt muss also [b, ¢] < 0 gelten.

Schritt 2: A ist linear unabhéngig.
Sei Zse AAss = 0 mit Ay € R fiir s € A. Trennen der positiven und negativen Koeffizienten liefert
b= 5,50 As8 = — Doy, <0 Aet. Aus Schritt 2 folgt

0< b0l = D > Al=A)[s,4 <0

As>0 A <0

90



und b = 0. Da b eine nicht-negative Linearkombination positiver Wurzeln ist, folgt A; = 0 fiir alle

s e A.

Schritt 3: S = (o, : b€ A).

Nach Schritt 2 ldsst sich jede Wurzel in ¢ eindeutig als Linearkombination von A schreiben, wobei
entweder alle Koeffizienten nicht-negativ oder alle Koeffizienten nicht-positiv sind. Sei T' := {0} : b €
A) < S und b € II. Unter allen Elementen in der Bahn 7b wihlen wir ¢ = Y osea Ass € 11, sodass
h(c) := > ca As moglichst klein ist. Nehmen wir ¢ ¢ A an. Wegen 1 = [c,c] = ) A As[c, 5] existiert
ein t € A mit [e,t] > 0. Es gilt o4(c) = ¢ — 2[c, t]t. Wegen ¢ € II \ A ist ¢ kein Vielfaches von t.
Nach Schritt 2 ist die Darstellung von o¢(c) bzgl. A eindeutig. Wegen & = II U (—II) kann es keine
Koeffizienten mit verschiedenen Vorzeichen geben. Dies zeigt Ay > 2[c, t] und man hat den Widerspruch
h(ot(c)) < h(c) zur Wahl von c. Also ist ¢ € A und es existiert t € 7' mit b = t(c). Wie bereits bemerkt
folgt o = tot™1 € T. Also gilt S = (o, : b e Il) =T.

Schritt 4: S ist eine Coxetergruppe.

Sei A = {b1,...,b,} und 0; = oy, fiir i = 1,...,n. Sei [(0;0;)| = my; fiir 1 < i,j < n. Nach Schritt 2
ist m;; > 2 fiir ¢ # j. Ggf. ist 0;0; eine Drehung um den Winkel ¢ := 27 /m;; < 7 in der Ebene (b;, b;).
Es folgt

cos ¢ = [bj,030;(b;)] = —[bj, 03 (b;)] = —[bj, b — 2[bj, bi]bi] = —1 + 2[b;, b;]?,
cosp+1  cos(p/2)? —sin(p/2)? + 1
2 N 2

[bi, b;)° = = cos(p/2)’.

Aus Schritt 1 erhalt man [b;, bj] = —cos(¢/2) = —cos(m/mj;). Sei G = (x1, ..., xy) die Coxetergruppe
mit den Parametern m;;. Mit den Bezeichnungen aus [Definition 10.§ist nun [.,.]¢ das Standardskalar-
produkt und der Monomorphismus o aus bildet G nach S ab. Wegen Schritt 3 ist o surjektiv
und S = G ist eine Coxetergruppe. O

Bemerkung 10.42.

(i) Genaudann ist G endlich, wenn die Matrix (— cos(m/m;;))i; positiv definit ist. Fiir G = S, erhélt
man die Matrix

1 —1/2 0
~1/2
. 1 —1/2
0 -1/2 1

(ii) Im Folgenden nennen wir G positiv semidefinit, falls [.,.]¢ positiv semidefinit ist. Insbesondere
ist jede endliche Coxetergruppe positiv semidefinit.

Lemma 10.43. Sei A = (a;j) € R™™"™ symmetrisch, positiv semidefinit und unzerlegbar (d. h. zu jeder
Partition {1,...,n} = I U J emistieren i € I, j € J mit a;; # 0). Fir i # j sei auferdem a;; < 0.
Dann gilt

(i) Ker(A) = {v € R" : vAv' = 0} und dimKer(A4) < 1.

(i) Der Eigenraum zum kleinsten Eigenwert von A wird von einem positiven Eigenvektor (d. h. alle
Komponenten sind positiv) aufgespannt.
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Beweis.

(i) Sicher liegt Ker(A) in N := {v € R" : vAv" = 0}. Sei umgekehrt v € N. Nach dem Spektralsatz
existiert eine orthogonale Matrix S mit D := SAS' = diag(dy,...,d,) und dy,...,d, > 0. Fiir
w = vS* folgt
n
Z w?d; = wDw® = vAv® = 0.
i=1

Also ist w; = 0 oder d; = 0 fiir alle 7. Dies zeigt 0 = S*Dw® = Av® und N C Ker(A).
Sei nun z € N \ {0} und z = (|z1],...,|zn|). Wegen a;; < 0 fiir ¢ # j gilt

n n
0<zAz'= E aijlrix;| < g ;T = zAx* =0,
ij=1 ij=1

also z € N.Sei [ :={1 <i<n:z =0}tund J = {1,...,n}\ I. Aus z € Ker(A) folgt
ZjGJ a;;z; = 0 fir ¢« = 1,...,n. Wegen z; > 0 geht dies nur, falls a;; = 0 fiir alle ¢ € I und
j € J. Da A unzerlegbar ist, muss I = & gelten, d.h. alle Komponenten von z sind positiv
und alle Komponenten von z sind ungleich 0. Da x # 0 beliebig war, schlieffen wir dim N < 1
(anderenfalls konnte man aus zwei linear unabhéngigen Vektoren eine Linearkombination mit
0-Komponente kombinieren).

(ii) Sei d := min{d,,...,d,} > 0. Dann erfiillt auch B := A — d1,, die Voraussetzungen des Satzes.
Die Behauptung folgt nun aus dem Beweis von (fif) fiir B. O

Lemma 10.44. Sei G irreduzibel und positiv semidefinit. Wir konstruieren aus C(G) einen echten
Teilgraphen D, indem wir Ecken oder Kanten entfernen oder Kantengewichte reduzieren. Dann ist die
Cozetergruppe zu D endlich.

Beweis. Wir nummerieren die Ecken von C(G), sodass D aus den ersten k Ecken gebildet wird. Seien
A = (aij) = ([bi,bjlc) € R¥** und B = (b;;) = (— cos(m/my;)) € R¥*F die entsprechenden Matrizen.
Dann gilt b;; > — cos(w/m;;) = a;;. Angenommen B ist nicht positiv definit. Sei v € R¥ \ {0} mit

vBv®' <0 und w = (|v1],...,|vg],0,...,0) € R™. Da G positiv semidefinit ist, folgt
k k k
0 S wAwt = Z al-j]v¢||vj| S Z bij\vi||vj| S Z bij’Uin = ’UB?.It S 0
,7=1 t,j=1 t,j=1

und wAw' = 0. Nach [Lemma 10.43| sind alle Komponenten von w positiv, d.h. ¥ = n und v; # 0 fiir
i =1,...,k. Daraus ergibt sich a;; = b;;. Nun ist D aber kein echter Teilgraph mehr. Widerspruch. [J

Satz 10.45 (COXETER). Jede endliche irreduzible Coxetergruppe G gehért zu einer der folgenden
Familien 9

(A,) e—e——e—e mitn > 1. (Ey)
(B,) oot mitn > 2.

(E7) E-JHHH
(D) o—e— 4—< mit n > 4. (Eg)

26Diese speziellen Graphen heiRen Dynkin-Diagramme.
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Bewezs.

Existenz: Da die angegebenen Graphen zusammenhéngend sind, sind die entsprechenden Gruppen
irreduzibel . Wir zeigen, dass sie alle endlich sind. Alle Graphen sind Baume. Entfernt man
ein geeignetes Blatt, so erhdlt man einen Baum, der auch einen der angegebenen Typen besitzt. Wir
kénnen daher durch Induktion argumentieren und miissen nur zeigen, dass die Matrix M := 2([b;, b;])
positive Determinante hat (Sylvester-Kriterium). Fiir n = 2 erhélt man

det M = 4(1 — cos(m/m)?) = 4sin(r/m)? > 0

wegen m = mjig > 3. Sei nun n > 3. Wir nummerieren die Ecken ey, ..., e,, sodass e, ein Blatt ist und
die dazugehorige Kante {e,,—1,e,} Gewicht m = 3 oder 4 hat. Laplace-Entwicklung nach der letzten
Spalte zeigt

det M = 2det M,,_y — 4 cos(w/m)*det M,,_» = 2det M,,_1 — Adet M,,_»

mit A € {1,2}, denn cos(n/3) = 1/2 und cos(r/4) = 1/+/2. Unter Benutzung von sin(r/5) =

V10 — 24/5/4 berechnet man induktiv

(Ap): detM =2n—(n—1)=n+1,
(Bp): det M =2-2—2=2,
(Dy): det M =2-4— 4 =4,
(Ee): det M =2.4—5=3,
(B7): det M =2-3—4=2,
(Bs): det M =2-2—3=1,
(Fy): det M =2-2—-3 =1,

10—-2v5—4
(H3): det M =2 - 4sin(w/5)% — :0;/5:3—\/5>0,

(Ha): det M =2(3 — v/5) — 4sin(r/5)? = 12—4\/52—5+\/5 _ 7_23\/5 .

Hilfsgraphen: Wir fiigen an einige der Graphen eine weitere Ecke hinzu und erhalten die folgenden
Coxetergraphenm (die Anzahl der Ecken ist nun n + 1):

(A1) o=
A A mit n > 2. <E6>

(An)
>—k4—o—om1tn>3 (E7)°—'—'—I—'—'—‘
4 (Eg) HLHHHH;

(Fy) !
>—F 4—< mit n > 4. (62) 6

2"Die Bezeichnungen sind in der Literatur nicht einheitlich.
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Wir zeigen, dass die entsprechende Bilinearform positiv semidefinit, aber nicht positiv definit ist. Fir
A, sind die Zeilensummen von M alle 2 —1 —1 =0, dh. 0 ist ein Eigenwert und det M = 0. In allen
anderen Féllen kann man obige Rekursionsformel anwenden (beachte sin(7w/6) = 1/2):

(Bn):
(Cp): det M =2-2—-2-2=0,
(Dp): det M =2-4—2-4=0,
6): det M =2-3—-6=0,
7): det M =2-2—-4=0,
)
)
)

ss ]l

det M =2-2-2-2=0,

Q

n

n

2 z@’

R

) det M =2-1—-2=0,

!

det M =2-1—-2=0,
tdetM =2-1-2=0.

4):

§

2

Fiigt man eine Ecke zu H3 und Hy hinzu, so erhélt man folgende Coxetergraphen:

(Z4): 2 (Z5) :
Wegen

(Zy): det M =2(3—V5) —3=3-2V5<0,
(Zs): det M =7 —3V5—(3-V5)=4-2V/5<0
sind die entsprechenden Bilinearformen nicht mehr positiv semidefinit.

Eindeutigkeit: Sei nun G eine endliche irreduzible Coxetergruppe vom Rang n. Sei m das grofite
Kantengewicht. Nehmen wir an, dass C(G) nicht zu den oben beschriebenen positiv (semi)definiten
Graphen gehort.

)

) Da Ay kein Teilgraph ist, muss C(G) ein Baum sein. Nehmen wir zuniichst m = 3 an.
4) Wegen C(G) # A, besitzt C(G) einen Verzweigungspunkt.

) Da Dy, kein Teilgraph ist, gibt es genau einen Verzweigungspunkt e.

)

Da D, kein Teilgraph ist, besitzt e genau drei Aste. Seien a < b < ¢ die Anzahl der Ecken der drei
Aste.

) Da Eg kein Teilgraph ist, ist a = 1.
) Da Er; kein Teilgraph ist, ist b < 2.
) Wegen C(G) # Dy, ist b = 2.
10) Da Ejg kein Teilgraph ist, ist ¢ < 4.
) Da C(G) weder Eg, E7 noch Ey ist, kann der Fall m = 3 nicht eintreten. Sei also m > 4.
) Da Cy, kein Teilgraph ist, kann es nur eine Kante mit Gewicht > 3 geben.
)

Da Bj, kein Teilgraph ist, gibt es keine Verzweigungspunkte, d. h. C'(G) ist eine Linie. Nehmen wir
nun m = 4 an.
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14) Wegen C(G) # By, haben die beiden dufseren Kanten Gewicht 3.

15) Da Fy kein Teilgraph ist, muss n = 4 gelten.
16) Wegen C(G) # Fy kann m = 4 nicht gelten. Sei also m > 5.
18
19

20

Da Z, kein Teilgraph ist, muss eine duffere Kante Gewicht m haben.

(14)

(15)

(16)

(17) Da G kein Teilgraph ist, gilt m = 5.

(18)

(19) Da Zs5 kein Teilgraph ist, muss n < 4 gelten.
(20)

Nun wére aber C(G) gleich Hs oder Hy. Widerspruch. O

Satz 10.46. Fiir die Gruppen in gilt

(An) G Sy (Eg) G = 2.07(8,2).2 mit |G| = 696.729.600 =
21435527,

(Dn) G=CP ' xS, (F1) G = (C3 % Sy) % Ss.

(Eﬁ) G = Aut(SU(4, 2)) = SU(4, 2) X CQ mat (H3) G= A5 X CQ.

|G| = 51.840 = 273%5.

(BE7) G = Sp(6,2) x Cy mit |G| = 2.903.040 =
210345 7. (I3(m)) G = Doy,.

(Hy) |G| = 14.400 = 263252,

Beweisskizze. Fiir (Ay,) und (I2(m)) ist die Behauptung aus [Beispiel 10.32 bekannt. Da [.,.]¢ positiv
definit ist, stimmt [.,.]¢ bis auf Basiswahl mit dem Standardskalarprodukt auf R™ {iberein. Wir wéhlen

konkrete Vektoren by, ...,b, mit den vorgegebenen Werten [b;, b;] und bestimmen o(G) explizit. Sei
e1,...,e, die Standardbasis von R".
(By,) Definiere b; := %(ei —eiy1) fir i =1,...,n—1 und b, = ey,. Es gilt [b;,b;] = 1, [b;,b;] =0

fiir [j —i| > 1, [bs,bir1] = —1/2 = —cos(n/3) fiir i = 1,...,n — 2 und [b,_1,b,] = —1/V/2 =
—cos(m/4) wie gewiinscht. Es gilt b = (ej,e; + ej41 : j # i). Beziiglich ey,. .., e, entspricht
o(z;) der Permutationsmatrix zur Transposition (i,7 + 1) fir ¢ = 1,...,n — 1 und o(z,) =
diag(1,...,1,—1). Daher ist 0(G) die Gruppe der vorzeichenbehafteten Permutationsmatrizen.
Dies zeigt G = C51.S,,.

(D,,) Definiere b; := %(ei —ejpq) fuiri=1,...,n—1und b, = %(en,l + ep). Es gilt [bp—2,bp—1] =

[bn—2,bn] = —1/2 und [by,—1,b,] = 0. Wieder sind o(x;) fiir i < n Permutationsmatrizen und
1
o(xn) = 1
Daher besteht o(G) aus den vorzeichenbehafteten Permutationsmatrizen mit einer geraden An-

zahl von —1-Eintragen. Die entsprechenden Diagonalmatrizen bilden einen Normalteiler C;‘_l
mit Komplement S, in G.
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(Hs) Fiir x := x3w2, y 1= zax gilt |(z)| = 3, |(y)| = 5 und |(zy)| = 2. Nach [Beispiel 2.16| existiert ein

Die

for
L:
R:
W:
Pr

od;

Epimorphismus As — (x,y) =: H. Da Aj einfach ist, folgt H = Ajs. Aus o(H) < SL(3,R) und
det(o1) = —1 ergibt sich |G| = 2|H| = 120. Nach |Bemerkung 6.3| gilt G € {S5, A5 x Ca}. Im Fall
G = S5 wire Dyg & (x1,22) < Az im Widerspruch zu det(z;) = —1.

anderen Fillen sind recht aufwendig und kénnen mit GAP behandelt werden:

para in [["E",6],["E",7],["E",8],["F",4]] do

=SimpleLieAlgebra(paral[1l],paral[2],Rationals);
=RootSystem(L) ;;

=WeylGroup(R) ;

int(para," ",Order(W),"\n");

F::FreeGroup(llall , llbll s llCII s lldll) ; ;
AssignGeneratorVariables(F);;
H4:=F/[a~2,b"2,c"2,d"2, (a*b) "5, (b*c) "3, (c*d) ~3,Comm(a,c) ,Comm(a,d) ,Comm(b,d)] ;

#Comm(a,b)=[a,b]

Size(H4) ;

Bemerkung 10.47.

(i)

(iii)

Die Matrix —1,, liegt offenbar im Zentrum der Coxetergruppe G = C§ x S, vom Typ (B,,) (Per-
mutationsmatrizen mit Vorzeichen). Nach[Satz 10.36]ist Z(G) = (—1,). Wenn n ungerade ist, gilt
G = Z(G) x H, wobei H zur Coxetergruppe vom Typ (D,,) isomorph ist (Permutationsmatrizen
mit einer geraden Anzahl an —1-Eintragen). Dennoch ist G irreduzibel. Fiir n = 3 erhélt man

G%CQX(C§N33)§CQXS4.

Diese Gruppe permutiert die acht Eckpunkte des Wiirfels (£1,+1,4+1) und ist daher dessen
Symmetriegruppe (und des Oktaeders mit Ecken (+1,0,0), (0,4+1,0), (0,0,41)). Fir n > 4
erhalt man die Symmetriegruppe des n-dimensionalen Hyperwiirfels. Die Coxetergruppe H =
C2? x S3 = Sy vom Typ (Ds3) permutiert die vier Eckpunkte (1,1,1), (1,—1,—1), (=1,1,—1),
(—1,—1,1) des Tetraeders und ist daher dessen Symmetriegruppe. Bekanntlich ist S4 auch die
Coxetergruppe vom Typ (A3).

Man kann zeigen, dass die Coxetergruppe vom Typ (H3) die Symmetriegruppe des Dodekaeders
(bzw. des Tkosaeders) ist. Die Coxetergruppe vom Typ (Fy) ist eine Erweiterung der Gruppe vom
Typ (D4) mit S3. Die Coxetergruppe vom Typ (E7) ist eine Schur-Erweiterung der orthogonalen
Gruppe GO™(8,2) = Q27 (8,2).2 mit Zentrum Cs.

Eine (komplexe) Lie-Algebra ist ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum L mit einer alternieren-
den bilinearen Abbildung L x L — L, (v,w) — [v,w], die die Jacobi-Identitdit

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0

erfiillt. Zum Beispiel L = C™*" mit [v, w] := vw — wv. Man nennt L einfach, falls [L, L] # 0 und
falls kein Unterraum 0 < U < L mit [L,U] C U existiert. Die Klassifikation der einfachen Lie-
Algebren fiihrt auf die Diagramme A, B,, C,, D,, Fg, E7, Fg, F4 und Gg@ Diese entsprechen
mehr oder weniger den einfachen Gruppen vom Lie-Typ (zum Beispiel entspricht A,, der Familie
PSL(n + 1, ¢) und C,, der Familie PSp(2n, q)).

28Giehe |Algebra-Skript
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(iv) Man nennt o € GL(C?) eine komplexe Spiegelung, falls |{o)| < oo und dim Ker(c —id) = d — 1.
Eine komplexe Spiegelungsgruppe ist eine endliche Untergruppe G' < GL(C?), die von komplexen
Spiegelungen erzeugt wird. Jede Spiegelungsgruppe ist offenbar auch eine komplexe Spiegelungs-
gruppe. Shephard und Todd haben die irreduziblen komplexen Spiegelungsgruppen vollstdndig
klassifiziert. Abgesehen von 34 Ausnahmen hat jede solche Gruppe die Form

G(m,d,n) = {(z1,...,20;0) € Cn 1 Sy : (z1...2y)™% = 1),
wobei n,m,d € N und d | m. Offenbar ist G(m, 1,1) = C,,, G(1,1,n) = S,, G(2,1,n) = C21 S,

(Typ (Bn)), G(2,2,n) Typ (Dy) und G(m,m,2) = Da,, (Typ (I2(m))). Die 34 Ausnahme-
Gruppen sind leider nur in der alten GAP-Version 3 verfiigbar@

Definition 10.48. Fiir a,b,c € Z\ {0} nennt man
D(a,b,¢) = (z,y | 2 = ¢* = (zy)° = 1)
eine von-Dyck-Gruppe.

Lemma 10.49. D(a,b,c) hangt nicht von der Reihenfolge und der Vorzeichen von a,b,c ab.

Beweis. Die Unabhéngigkeit vom Vorzeichen ist offensichtlich. Sei also a, b, ¢ > 1. Wegen (zy)¢ = 1
(yz)¢ = 1 kann man a und b vertauschen. Sei nun 2’ := zy und 3 := y~'. Dann ist 2% = y® = (29)¢ =
dquivalent zu (2')¢ = (3/)® = (2'y’)® = 1. Also kann man auch @ und ¢ vertauschen.

O —

Satz 10.50. Genau dann ist D(a,b,c) endlich, wenn % + % + % > 1. Ggf. tritt einer der folgenden
Falle ein:

(i) D(1,b,¢) = Copr(p,c)-
(ii) D(2,2,¢c) =
(111) D(2,3,3) = Ay.
(iv) D(2,3,4) = Sy.
(v) D(2,3,5) = As.

= DQC-

Beweis. Nach konnen wir 1 < ¢ < b < ¢ annehmen. Sei zunachst ¢ = 1. Nach Euklid
existieren o, 8 € Z mit ggT(b,¢) = ab+ Be. Also ist y8eT:0) = (y")> 4 (y©)# =1 in D(1,b,¢). Es folgt
|D(1,b, c)| < ggT(b,c). Umgekehrt erfiillt auch Cypr ) die Relationen von D(1,b,c). Also gilt ().

Im Fall a = b = 2 folgt die Behauptung aus |Beispiel 1.17} Der Fall (a,b,¢) = (2,3,3) wurde in
[Aufgabe 2| behandelt.

Sei (a,b,c) = (2,3,4) und G := (z,y | 2* = y?> = (zy)® = 1) = D(2,3,4) und H := (z) < G. Wir
betrachten die Nebenklassen
H,yH, zyH,z*yH, 23y H, yz’yH.

Wegen zyr = yz~ 'y und zyz’y = yr~lyzy = yaleyry = yr’yzr~—! werden die Nebenklassen durch

Linksmultiplikation von z permutiert. Wegen yxy = z lyz™! = z3yz3 permutiert auch y diese Ne-
benklassen und wir sehen, dass jedes Element in G in einer dieser Nebenklassen enthalten ist. Also
ist |G| < |G : H||H| < 24. Andererseits sieht man, dass 2’ := (1,2,3,4) und ¢/ := (1,2) in Sy auch

nttps://webusers.imj-prg.fr/~jean.michel/gap3/
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die Relationen von G erfiillen. Dies liefert (iv). Der Fall (a,b,c) = (2,3,5) wurde bereits mehrfach
behandelt (]Bemerkung 1.18|, |Beispiel 2.16[). Man sieht leicht, dass in allen anderen Fallen %—1— % —i—% <1
gilt.

Sei

H:= (u,v,w | u? =v? = w? = (w)? = (vw)® = (uw)¢ = 1)

eine Coxetergruppe. Offenbar ist N := (uv,ow) < H mit |H : N| = 2. AuRerdem existiert ein
Epimorphismus D(a,b,c) — N. Es geniigt also zu zeigen, dass H unendlich ist fiir % + % + % <1.Im
Fall @ > 3 ist C(H) ein Kreis und |H| = oo nach . Sei also @ = 2 und § + % < 1. Dann
ist b,c > 3 und H ist irreduzibel. Fiir b = 3 ist ¢ > 6 und die Behauptung folgt in jedem Fall aus
O

Bemerkung 10.51. Eine endliche Gruppe G # 1 heift Hurwitz-Gruppe, falls G = (z,y) mit 22 =
y® = (2y)” = 1 gilt. Dies sind also genau die endlichen nicht-trivialen Faktorgruppen der unendlichen
von-Dyck-Gruppe D(2,3,7). Nach sind alle Hurwitz-Gruppen perfekt und tatsichlich sind
viele einfache Gruppen, u.a. A, fir n > 168, GL(3,2) und die sporadische Monstergruppe Hurwitz-
Gruppen.

Satz 10.52. Fiirn € N gibt es unendlich viele Primzahlen p =1 (mod n)@

Beweis. Seien p1, ..., ps Primzahlen mit p; =1 (mod n) fiir i = 1,..., s (der Fall s = 0 ist zugelassen).
Seim := np; ...ps. Das Kreisteilungspolynom ®,,, induziert als normiertes Polynom eine unbeschrankte
Funktion R — R. Daher existiert ein k € N mit ®,,(km) > 1. Sei p ein Primteiler von ®,,(km). Wegen
D (km) | ((km)™ — 1) ist p f m und die Ordnung r von mk + pZ € F; teilt ggT(m,p — 1). Nehmen
wir < m an und setzen a := (mk)” =1 (mod p). Dann gilt

m_y ar—1_ (mk)"—1

m p—

iEl “ e r — — — (p =

. +a+...4+a T (k) 1 };[ a(mk) =0 (mod p)
dir

im Widerspruch zu p 4 m. Also gilt r = m ist m | p— 1, d.h. p = 1 (mod m). Wegen n | m gilt
auch p =1 (mod n). Andererseits ist m = np;...ps und p ¢ {p1,...,ps}. Wir haben also eine neue
Primzahl in der Restklasse 1 + nZ gefunden. O

Satz 10.53 (MILLER). Fir a,b,c € N\ {1} existiert eine endliche Gruppe G = (x,y) mit |{z)| = a,
()| = b und [(zy)| = c.

Beweis (HOLT). Anstatt G als Quotienten einer von-Dyck-Gruppe zu konstruieren, geben wir einen
unabhéngigen Beweis. [Satz 10.52| garantiert die Existenz einer Primzahl p = 1 (mod 2abc). Seien
Cas Cby Cc € F)y Elemente mit Ordnung 2a, 2b bzw. 2c. Sei A € F;, zunéchst beliebig. Dann haben

xXr = <%1 C11> € SL(2,p)’ Yy = <C>.? C[?l) S SL(Z,p)

die Eigenwerte (, # (; ! bzw. (, # C{l. Insbesondere sind z,y diagonalisierbar und es folgt [(z)| = 2a
und |(y)| = 2b. Wegen tr(zy) = 2¢.(p + A kann man A\ so wihlen, dass tr(zy) = (. + ¢! gilt.
Fiir die Eigenwerte e, f von zy (in einem Zerfallungskorper) gilt e + f = tr(zy) und ef = det(xy) =

30Djies ist ein Spezialfall des DIRICHLETschen Primzahlsatz: Die Primzahlen verteilen sich gleichméfig auf die primen
Restklassen modulo n, d. h. fir ggT(k,n) = 1 betragt der Anteil der Primzahlen in k + nZ genau 1/¢(n).
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det(z) det(y) = 1. Dies zeigt {e, f} = {{, (7'} und xy ist ebenfalls diagonalisierbar mit Ordnung 2c. Da
2?, x® und (xy)¢ den doppelten Eigenwert —1 haben, gilt 2¢ = y* = (29)¢ = —15 € Z := Z(SL(2,p)).
Mit T := 2Z und 3 := yZ erfillt G = (z,y) < PSL(2,p) die Behauptung. O

11 Freie Produkte und Amalgame

Beispiel 11.1. Das direkte Produkt G x H von zwei Gruppen G und H ist die grofste Gruppe D mit
folgenden Eigenschaften:

e G,H<Dund D = (G, H),
o zy=uyx firallex €e Gund y € H.

Wir konstruieren die gréfste Gruppe, die nur die erste Eigenschaft erfiillt.

Definition 11.2. Sei G := {G; : i € I} eine nichtleere Familie von Gruppen. Ein freies Produkt von
G ist eine Gruppe G mit Homomorphismen \;: G; — G (i € I) mit folgender universeller Eigenschaft:
Fiir jede Gruppe H und Homomorphismen p;: G; — H existiert genau ein Homomorphismus ¢: G —
H mit p; = @, fiir alle i € 1.

Lemma 11.3.
(i) Die Homomorphismen X\; sind injektiv und G = (\i(G;) 13 € I).

(i1) Bis auf Isomorphie gibt es hochstens ein freies Produkt von Gy.

Beweis.

(i) Sei H := G}, p; :=idy und p; := 1fiir j # i. Dann ist existiert ein ¢: G — H mit idg = p; = p;.
Insbesondere ist A; injektiv. Sei nun H := (\;(G;) : ¢ € I) < G und p; := \;: G; — H. Dann
existiert genau ein ¢: G — H mit \; = ), fiir i € I. Aus dem gleichen Grund existiert genau ein
Homomorphismus ¢’: G — G mit \; = ¢’');. Offensichtlich muss ¢’ = idg gelten. Interpretiert
man ¢ als Abbildung G — G, so gilt auch ¢ = ¢'. Dies zeigt G = H.

(ii) Sei H ebenfalls ein freies Produkt von G mit Homomorphismen pu;: G; — H. Dann existieren
Homomorphismen ¢: G — H und ¢¥: H — G mit pu; = @A und A\; = yYu; fiir ¢ € 1. Es
folgt YA, = Yu; = A\ und pYu; = eA; = p;. Nun sind, wie in , idg und idgy die einzigen
Homomorphismen mit idg A; = A\; und idg p; = p;. Dies zeigt o = idyg und vp = idg.
Insbesondere ist ¢: G — H ein Isomorphismus. O

Bemerkung 11.4. Nach kann man von dem freien Produkt von G sprechen ohne die
Homomorphismen \; zu erwahnen. Man schreibt G = Frje; G; oder Gy *...x Gy, falls I = {1,... ,n}FII
Da die A; injektiv sind, kann man G; < G annehmen (dies entspricht dem formalen Unterschied
zwischen direktem Produkt und direkter Summe).

Satz 11.5. Fiir jede nichtleere Familie von Gruppen G existiert Fricr Gj.

31 Achtung: Verwechslungsgefahr mit dem Zentralprodukt.
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Beweis. Wir modifizieren [Definition T1.2} O.B.d. A. sei G; NG = @ fiir i # j. Sei W die Menge aller
formalen Worte der Form w = g1 ...g, mit n € Ng und g1,..., 9, € U;c; Gi- Man nennt w reduziert,
falls g1,...,9n # 1 und {gi,git1} € G; fir i = 1,...,n — 1 und alle j € I. Offenbar ldsst sich w
stets reduzieren. Worter v, w € W heiflen dquivalent, falls sie sich zu dem gleichen Wort reduzieren
lassen. Sei G = {[w] : w € W} die Menge der Aquivalenzklassen dieser Relation. Offenbar ist G eine
Gruppe bzgl. Konkatenation. Wir definieren \;: G; — G durch \;(g) := [g] fiir ¢ € G. Sei nun H eine
weitere Gruppe und p;: G; — H Homomorphismen fiir i € I. Offenbar ist die Abbildung ¢p: G — H
mit [w] — p1(g1) ... pn(gn) ein wohldefinierter Homomorphismus mit p; = @A; fiir i € I. Da G nach
Konstruktion durch die Elemente [g] mit g € | G; erzeugt wird, ist ¢ durch p; eindeutig bestimmt. [J

Lemma 11.6. Jedes Element in Fr;c; G; ldsst sich eindeutig als reduziertes Wort schreiben.

Beweis. Wir gehen wie in vor. Sei R die Menge der reduzierten Worte r = gy ... g, mit
gi,---9n € JGi. Fiir g € Gj sei

r falls g = 1,
9, ._ ) 991 In falls g1 ¢ Gj,
g2 .- Jn fallsg:gfl,

(991)92 - .. gn sonst.

Man sieht leicht, dass dies eine Operation G; — Sym(R) beschreibt. Nach der universellen Eigenschaft
lisst sich die Operation zu G — Sym(R) fortsetzen. Fiir v,w € R mit [v] = [w] gilt nun v = 11 =
] = . O

Bemerkung 11.7. Im Folgenden werden wir [w] durch w ersetzen. Jedes Element in Fr G; lasst sich
dann eindeutig in der reduzierten Form ¢ ...g, schreiben. Hat man umgekehrt H = (G; : i € I),
sodass sich jedes Element in H eindeutig in reduzierter Form schreiben lésst, so folgt H = Fr;c; G,
denn man kann die Inklusionen o;: G; < H zu einem Isomorphismus fortsetzen.

Beispiel 11.8.

(a) Ein freies Produkt von freien Gruppen ist frei: Sei F; = Fx, mit X; N X; = @ fiir i # j. Sei
X = UZ.e ;X; und F' := Fx. Seien p;: F; — H Homomorphismen. Dann existiert genau ein
Homomorphismus ¢: F' — H mit p(x) := p;(z) fiir € X;. Wegen F; = (X;) ist p; = ¢|p,. Als
Spezialfall erhélt man F,, = Z * ... x Z.

(b) Sei G = (z) * (y) =2 Cyx Cy und 2 = xy € G. Wegen 2! = yx lisst sich jedes Element in

G eindeutig in der Form 2%z’ mit a € Z und b € {0,1} schreiben. Wegen zzx=! = 27! ist

G=(2)x () 2ZxCy=D
Lemma 11.9. Es gilt PSL(2,Z) = Cy % Cs.

Beweis. Seien A := ( 1 §) und B := (97') in SL(2,Z). Wir zeigen zunichst SL(2,Z) = (A4, B). Sei
indirekt C'= (¢%) € SL(2,Z) \ (A, B) mit |a| + |c| minimal. Nehmen wir a # 0 # ¢ an. Dann ist

:((1) i) <cCL Z)Z(GJZSC b—tZSd)¢<A’B>’
__C’?)<Zi9__auic Mid)'
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Im Fall |a| > |c| kann man s so wéhlen, dass |a + sc| + |¢| < |a| + |¢| gilt. Anderenfalls kann man 7 so
wahlen, dass |a| + |ra + ¢| < |a| + |¢| gilt. Widerspruch. Also ist a = 0 oder ¢ = 0. Im ersten Fall wére

“= (481 jZl> € {BA*(AB)" ", B(AB)" '}

und im zweiten Fall ware

C— (iol :;)1) € {(AB)!, A%(AB)™}.

Dies zeigt SL(2,Z) = (A, B).
Wegen A? = —1 = B3 haben A, B € PSL(2,Z) Ordnung 2 bzw. 3 (beachte Z(SL(2,Z)) = (—13)).

Sei G := (x) * (y) = Cy x C3. Dann existiert ein Epimorphismus ¢: G — PSL(2,Z) mit p(z) = A
und ¢(y) = B. Angenommen es existiert w € Ker(p) \ {1}. Dann ist w ein alternierendes Produkt
von = und y*!. Nach Konjugation kénnen wir w = zy' ...zy mit €,...,¢e, € {1} annechmen.
Die Matrizen AB und AB~! = (j fl) haben nicht-negative bzw. nicht-positive Eintrage. Die gleiche

Eigenschaft miisste auch fiir

AB .. AB7 1 AB~n = p(wy™) = p(w)p(y™) = B

gelten. Tatséchlich hat B¢ aber sowohl positive als auch negative Eintrége. Also ist ¢ ein Isomorphis-
mus. 0

Lemma 11.10. Sei F := Frye; G; mit G; # 1 fiir alle i € 1. Dann gilt:
(i) Jedes Element g € F endlicher Ordnung liegt bis auf Konjugation in einem G;.
(it) Fir g € G\ {1} gilt Cr(g) = Cq,(9).

(iii) Fir|I| > 2 gilt |F| = oo und Z(F') = 1.

Bewezs.

(i) Sei g =g;...gn € F reduziert mit n > 2. Nach Konjugation knnen wir annehmen, dass g; und
gn in unterschiedlichen Faktoren G; liegen. Offenbar ist dann ¢F # 1 fiir alle k& > 1.

(ii) Sei x = x1 ...z, € Cp(g) reduziert und o. B.d. A. z,, ¢ G;. Dann wire auch xgx~! reduziert und

zgr~ !t #g.
(iii) Fiir g € G;\ {1} und h € G;\ {1} mit i # j ist gh reduziert mit unendlicher Ordnung. Aukerdem
ist Z(F) < Cp(g) N Cp(h) < G; NG; =1 nach (ii). O

Satz 11.11. Seien G = Fric; G; und H = Friye; H; freie Produkte diber der gleichen Indexmenge
1. Seien o;: G; — H; Homomorphismen fir ¢ € I. Dann g¢ibt es genau einen Homomorphismus
©: G — H, der alle o; fortsetzt. AufSerdem ist Ker(¢) der normale Abschluss von J;c; Ker(o;) in G.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von ¢ folgt aus der universellen Eigenschaft. Sei N < G der
normale Abschluss von J;c; Ker(o;) in G. Sicher ist N C Ker(yp). Nehmen wir Ker(¢) ¢ N an und
wihlen g = g1...9n € Ker(p) \ N reduziert mit minimalem n und g5 € G;, fur k = 1,...,n. Gilt
oi(gr) #1firk=1,...,n,s0 wire 1 = ¢(g9) = 04,(91) - . . 05, (gn) reduziert in H. Dieser Widerspruch
zeigt oy, (gr) = 1 fiir ein 1 < k < n. Dann wére aber g; ... gx—1gk+1 - - - gn € Ker(yp)\ N im Widerspruch
zur Wahl von n. O
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Folgerung 11.12. Seien G; = (X; | R;) Prasentationen fir i € I. Dann ist
Frie; Gi = <UieIXi | UieIRi>'

Beweis. Sei F; := Fx, und F' die freie Gruppe bzgl. UZ-GIX,-. Nach |Beispiel 11.8|ist F' = Fr;cr F;. Sei
oi: F; — G; der kanonische Epimorphismus. Nach [Satz 11.11] existiert ein Epimorphismus ¢: F' —
Fric; G; mit Ker(p) = (JKer(0;))F = (U RI)F = (I R;)*". Dies zeigt die Behauptung. O

Bemerkung 11.13.

(i) KUROSCH hat gezeigt, dass jede Untergruppe H von F := Fr;c; G; die Form
F() * Friej FI'HJ:G,LEH\F/G’Z- (H N xGix_l)

hat, wobei Fj frei ist (hierbei ist H\F/G; die Menge der Doppelnebenklassen bzgl. H und G;).

(ii) Aus direkten Produkten kann man Zentralprodukte machen, indem man zentrale Untergruppen
herausteilt. Wir konstruieren eine nicht-kommutative Variante.

Definition 11.14. Sei G; = {G; : i € I} eine Familie von Gruppen. Sei H eine Gruppe und o;: H —
G; Monomorphismen fiir i € I. Sei N der normale Abschluss von {o;(h)~to;(h) : h € H,i,j € I} in
F :=Fr;c; G;. Man nennt F/N das Amalgam von G bzgl. H.

Bemerkung 11.15. Wegen o;(h) = o;(h) (mod N) gilt 0;(H)N/N = o;(H)N/N < F/N. Man
identifiziert also die isomorphen Kopien von H in G;. Im Fall H = 1 ist N = 1 und man erhélt
das gewohnliche freie Produkt. Im Gegensatz zum freien Produkt hingt F//N auch von der Wahl der
Monomorphismen o; ab.

Beispiel 11.16. Wir hatten PSL(2,Z) = (A, B) = Cy * C3 in |Lemma 11.9 bewiesen. Man sieht leicht,
dass SL(2,Z) = (A, B) ein Amalgam von (A) = Cy; und (B) = Cg bzgl. (4%) = (B3) = (—13) =
Z(SL(2,Z)) ist.

Lemma 11.17. In der Situation von|Definitron 11.14) sei R; ein Reprisentantensystem fiir die Neben-
klassen von o;(H) in G; mit 1 € R;. Dann ldsst sich jedes Element in F//N eindeutig in der reduzierten
Form ry...rpyhN mit n € Ny, 1, € R;, \ {1}, i # ig41 und h € 04, (H) schreiben.

Beweis. Sei g = ¢1...9,N € F/N mit g, € G;, beliebig. Dann existieren r1 = g1 € R;, und hy € H
mit g1 = 104, (h1). Wegen o, (h1)N = 04,(h1)N existieren ro = 0;,(h1)g2 € R;, und he € H mit
g =1r1(0i,(Rh1)g2)g3 . .. gn N = r17204,(h2)gs . .. gn N usw. Elemente r; = 1 kann man weglassen. Auf
diese Weise lésst sich g auf die reduzierte Form bringen.

Sei nun R := {ry...rpo;,(h) : 7 € Ri,h € H} C F die Menge der reduzierten Wérter. Wir zeigen
wie in dass F' auf R operiert. Es geniigt zu zeigen, dass jedes G; auf R operiert. Sei
x =770j(h1) € Gjund r =1ry...ry0;,(h) € R. Wir nehmen zunéchst j # i; an und definieren

Tp = oy, (hl)’l”l Oy (hQ)T2 . 04, (hn)rnain (hn+1h) €ER

mit oy, (hi)ry = 04, (hi) 704, (hg41) fir k= 1,...,n (im Fall € 0;(H) muss man Z entfernen). Fiir
y € G; folgt

y(%”) = YT 04, (hllhl)?”l .. 04, (h%hn)rnain (h;H_lhn_._lh)
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mit yT = yxo;(h}) und oy, (hy)os, (he)rk = o, (W he)rros, (b)) fiir k= 1,...,n. Andererseits ist

Yr =gz oy (B)r1 ... oi, (h)raoi, (hyih)
mit yx = yxo;(hf) und oy, (hy)ry, = o3, (h])reoi, (R ,) fir k =1,...,n. Es folgt
yzoj(hy) = yx = yToj(h1) = yzoj(hih)

und h{ = hlhi, da o; injektiv ist. Durch Induktion nach k ergibt sich

o, (h)rroiy (R 1) = o3 (hp)rk = oi (hha)re = 04, (h) o3, (hie )iy (i)

= 0, (i) iy (W hier) = oi (W) 0, (R hitr)
d.-h. By heyr = b . Der Fall j = i; funktioniert analog. Damit ist ¥(*r) = ¥*r bewiesen und F'
operiert auf R mit *[r] = [zr] (mod N). Fiir h € H hat o;(h) die gleiche Wirkung auf R wie o;(h)

fir 4, j € I. Also operiert N trivial und F/N operiert auf R. Fiir v,w € R mit [v]N = [w]N gilt nun

Lemma 11.18. Sei G = F/N ein Amalgam von Gy bzgl. H und 0;: H — G;. Dann existieren
Untergruppen H =2 H < G und G; = G; <G mit G = (G; i € I) und H = G; N (G; : j # 1) fir alle
1el.

Beweis. Sei G; := G;N/N und H := 0;(H)N/N < G (hiéngt nicht von i ab). Aus|Lemma 11.17| folgt
G 2 G;/G;N N = G;. Wegenﬁ<§ist auch H = H. Aus F = (G; :i € I) folgt G = (G; : i € I).
SchlieRlich folgt auch H = G; N (G, : j # i) aus |Lemma 11.17] O

Bemerkung 11.19. Wir werden im Folgenden die Gruppen G; und H als Untergruppen von G = F'/N
auffassen. Sei R; ein Reprasentantensystem fiir G;/H mit 1 € R; fiir i € I. Jedes Element in G lésst
sich dann eindeutig in der reduzierten Form rq ...r,h mit ry € R;, \ {1} und h € H schreiben.

Lemma 11.20. Sei G ein Amalgam von G bzgl. H. Dann gilt:
(1) Jedes Element endlicher Ordnung von G liegt bis auf Konjugation in einem Gj.

(ii) Existieren verschiedene i,j € I mit G; # H # G, so ist |G| =

Beweis.

(i) Sei ¢ = r1...7rph in reduzierter Form mit endlicher Ordnung. Nach Konjugation kénnen wir
i1 # i annehmen (Achtung: es werden moglicherweise alle r; verdndert). Dann sind die Elemente
g,9%, ... aber alle verschieden. Dieser Widerspruch zeigt n < 1 und g € G,.

(ii) Fir g1 € G; \ H und g2 € G; \ H hat g;g> unendliche Ordnung. O

Satz 11.21. Jede endliche Gruppe G ist eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G mit folgender
Ezgenschaft Sind H, K < G isomorphe Untergruppe und ¢: H — K ein Isomorphzsmus so existiert
ein z € G mit @(h) = xha=? fiir alle h € H. Insbesondere sind H und K in G konjugiert.
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Beweis. Wir setzen G := Sym(G) und betten G mittels der reguldren Darstellung o: G — G, T 0y
mit 0, (y) = zy ein. Sei ¢ € G eine beliebige bijektive Fortsetzung von ¢. Fir h € H und k € K gilt
nun

(pone™ ") (k) = p(he™ (k) = w(h)k = o) (k)
und popp~! = To(h)- O

Bemerkung 11.22. Der Beweis von [Satz 11.21] funktioniert nicht mehr fiir unendliche Gruppen.
Beispielsweise lasst sich der kanonische Isomorphismus ¢: Z — 27Z nicht zu einer Bijektion Z — Z
fortsetzen.

Satz 11.23 (HIGMAN-NEUMANN-NEUMANN). Sei G eine Gruppe, H, K < G und ¢: H — K ein
Isomorphismus. Dann ist G eine Untergruppe einer Gruppe G, sodass ein x € G mit p(h) = xha™!
fiir alle h € H existiert. Insbesondere sind H und K in G konjugiert.

Beweis. Sei (a;) = Z und G; := G * (a;) fir i = 1,2. Nach der universellen Eigenschaft existieren
Homomorphismen o1: G * H — G1 und o9: G * H — G5 mit (ai)|G =id und oy(h) := alhal_l sowie
oo(h) == agp(h)ay " fiir h € H. Nach [Lemma 11.6{sind oy und oy injektiv. Sei G das Amalgam von
G und G bzgl. G * H. Nach [Lemma 11.18/ kann man G mit o1(G) = 09(G) in G identifizieren. Fiir
h € H gilt ajha;! = o1(h) = o9(h) = azp(h)ay ' und die Behauptung folgt mit z := a5 'a; € G. O

Bemerkung 11.24. In der Situation von [Satz 11.23| nennt man (G, z) < G eine HNN-Erweiterung
von G bzgl. ¢: H — K. Ist G torsionsfrei, so auch jede HNN-Erweiterung nach [Lemma 11.20

Satz 11.25. Jede abzdhlbare Gruppe ist eine Untergruppe einer Gruppe mit zwei Erzeugern.

Beweis. Sei G = {1 = go, g1, ...} eine abzéhlbare Gruppe. Ist G endlich, so folgt die Behauptung aus
G < Sym(G). Sei also |G| = 0o. Sei Fy = (x,y), X := {yFzy~" : k > 0} und

Y = {abyaFg, k> 0} C G« F.

Aus folgt leicht: (X) = Fx = Fy = (V). Sei ¢: (X) — (Y), v*2y=F — 2Fya=Fg, fir
k> 0.Sei G := (GxFy, s) eine HNN-Erweiterung von G* Fy bzgl. . Dann gilt sy*ay=*s™1 = 2Fyaz—Fg,
fiir & > 0. Insbesondere ist y = szs™! € (z,s) und gy = (2Fyz=F)"lsyPay=*s™1 € (z,s) fiir k > 1.
Dies zeigt G < G = (z, s). O

Satz 11.26. FEs existiert eine unendliche Gruppe mit genau zwei Konjugationsklassen.

Beweis. Sei zundchst G = G; = {1 = g0, 91,92, ...} eine beliebige abzdhlbare torsionsfreie Gruppe
(zum Beispiel G = Z). Induktiv existiert eine torsionsfreie abzahlbare HNN-Erweiterung G, +1 von Gy,
sodass g1 und g, 41 in Gj41 konjugiert sind. In der torsionsfreien abzahlbaren Gruppe G* := |, ey Gn
sind dann alle g; konjugiert. Wir setzen nun H; := G und H,y; = H; fiir n > 1. Sei schlieflich
H :=,> Hi. Fir z,y € H \ {1} existiert ein n > 1 mit z,y € H,. Nach Konstruktion sind z und y
in H,,1 < H konjugiert. Also besitzt H nur zwei Konjugationsklassen. O

Bemerkung 11.27. Sei G eine Torsionsgruppe mit Klassenzahl 2. Dann hat jedes nicht-triviale Ele-
ment in G die gleiche Ordnung p. Sicher ist p eine Primzahl. Im Fall p > 2 kann z € G \ {1} nicht zu
2! konjugiert sein. Also ist p = 2 und G ist abelsch. Es folgt G = Cs.

104



12 Das Burnside-Problem

Bemerkung 12.1. BURNSIDE fragte 1902:
(I) Ist jede endlich erzeugte Torsionsgruppe endlich?
(IT) Ist jede endlich erzeugte periodische Gruppe endlich?lﬂ

(ITI) Gibt es fiir d, e € N hochstens endlich viele endliche Gruppen mit d Erzeugern und Exponenten
e?

Die erste Frage wurde 1964 von GOLOD negativ beantwortet. NOVIKOV und ADJAN beantworteten
1968 auch (II) negativ. ZELMANOV hingegen bewies 1989, dass (III) richtig ist (er bekam dafiir die
Fieldsmedaille) ﬁ

Satz 12.2 (GoLOD). Fir jede Primzahl p > 2 existiert eine unendliche p-Gruppe mit zwei Erzeugern.

Beweis (GUPTA).
Schritt 1: Konstruktion von G.
Sei (a) 2 (t) 2 C, und H = (a) * (t). Sei a; := t'at™" und

A= (a) = (ag,a1,...,ap1).
Da sich jedes Element aus A eindeutig in der Form a?ll ...aZS mit 1 < nyp,...,ns < pund i # igy1
schreiben lésst, ist A = (ag) *...* (ap—1) (Bemerkung 11.7)). Auberdem gilt H = Ax (). Fir 0 <k <p
sei 0 A — H der Homomorphismus mit 0y (az) := a und 0y (a;) := t'* fiir i # k. Setze Ny = 1 und

N1 := {l’ cA:Vi: 91(1‘) S Nk}

Offenbar ist 1 = Ny < Ny < .... Wir zeigen N < H. Dies ist klar fiir £ = 0. Sei induktiv N < H.
Dann ist zundchst Ny < A. Sei w = w(ao,...,ap—1) € Niyt1. Wegen 0;(a;) = 0;—1(aj—1) ist

Gi(twtfl) = 0;(w(a1,...,ap-1,a0)) = b;—1(w(ao,...,ap—1)) € Ni
und twt~! € Ni41. Dies zeigt N1 < H. Also ist auch N := Ukzo N; < H. Sei schliefslich
G := H/N.

Schritt 2: G ist eine endlich erzeugte p-Gruppe.

Sicher ist G = (aN,tN). Fiir h = wt' € H mit w = ai'...a;" € Areduziert und 0 < i < p sei

1+k fallsi=#0
I(h) = + aszjé ,
k falls i = 0.

Wir zeigen h?'" € Ny fiir alle h € H. Dann ist G eine p-Gruppe. Fiir [(h) < 1ist h € (t) U (ao) U
...U{(ap—1) und h?» =1 € Ny. Sei [(h) = n + 1 und die Behauptung fiir n bereits bewiesen. Nehmen
wir zunéchst ¢ # 0 an. Dann ist {(w) = n und

WP = (wti)p — wittwt "2t 2 41— (p=1)i

32Frinnerung: Periodisch bedeutet, dass die Ordnung aller Elemente global beschrinkt ist (also exp(G) < 00).
33Der Beweis benutzt Schreiers Vermutung und basiert damit auf der CFSG.
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Fiir w = w(ao, . .., ap—1) gilt t/"wt™" = w(aji, ajit1, - - -, ajitp—1), wobei die Indizes modulo p zu lesen
sind. Sei dj die Anzahl der Potenzen von aj in w. Die Anzahl der Potenzen von aj in AP ist dann

hochstens
p—1 p—1
S =S <
J=0 j=0

wegen p 1 i. Die Anzahl der Potenzen von a in 6 (hP) ist also ebenfalls < n. Wir zdhlen wie viele ¢
in 05 (hP) auftreten. Fiir r # k sei s, die Summe der Exponenten aller a, in w. Der Beitrag dieser
Potenzen in der Exponentensumme von ¢ in 0 (h?) ist dann

p—1
Z»(wij—k)z&(p(r—k)ﬂ(’z’))zo (mod p),
j=0

da p > 2 (man beachte, dass fiir ij+r = k nichts gezéhlt wird). Wegen A< H lassen sich alle ¢ in 6 (hP)
nach rechts schieben, ohne dass sich die Exponentensumme &ndert. Dies zeigt 0 (h?) € A. Durch das
Verschieben der ¢ werden einige der @ in a; umgewandelt. Deren Anzahl ist aber nach wie vor < n,
d.h. [(6x(hP)) < n. Nach Induktion ist 6z (h?""") = 0,(RP)P" € N, fiir alle k, d.h. h?""" € Ny 1.

Sei nun ¢ = 0, also h = w € A. Nach Konjugation kénnen wir annehmen, dass w nicht mit dem gleichen
a; beginnt und endet. Gilt bereits (0 (w)) < n fiir alle k, so ist f(wP") € N, nach Induktion und es
folgt w”" € Ny41 sowie w?"' € N,,1. Nehmen wir also [(f)(w)) = n + 1 fiir ein k an (man beachte,
dass die Lange nicht grofer werden kann). Enthélt w zwei Potenzen von a; mit j # k, so werden diese
unter 65 in Potenzen von ¢ {iberfithrt. Nachdem man alle ¢ in 0 (w) nach rechts schiebt, erhélt man
den Widerspruch (0 (w)) < n. Also kann w héchstens eine Potenz von jeden a; mit j # k enthalten.
Andererseits beginnt und endet w mit verschiedenen a;. Dies zeigt n = 2 und nach Konjugation hat w
die Form w = agaj mit j # k. Es folgt 0y (w) = a"t’=*. Wie im Fall 4 # 0 ergibt sich 6, (0 (w)P) € A
mit (6, (0 (w)P)) < 1fir m=0,...,p—1 (an dieser Stelle hatten wir noch keine Induktion benutzt).
Also ist Hm(ek(wPQ)) = 1 und 6(w?’) € N;. Vertauscht man die Rollen von k und j, so erhilt man
Gj(wPQ) € Ny. Fiir m ¢ {k, j} ist sogar 0, (w?) = 1. Also ist wP" € Ny wie behauptet.

Schritt 3: |G| = cc.

Angenommen G ist endlich. Nach Reidemeister-Schreier ist dann N endlich erzeugt. Insbesondere
ist N = N, fir ein n € N. Wir definieren vg := [a1,a] € A und vpy; = [vg,a] € A fir k£ > 0.
Dann gilt 0y(vg) = [t,a] = ara™! und p(v1) = [a1a™t,a] = vo. Induktiv folgt g(vpy1) = vy fiir
k > 0. Nach haben alle v; unendliche Ordnung, denn ihre reduzierte Form beginnt mit
a; und endet mit a~!. Sei r > 0 mit vy € Na. Dann ist 6y(vj) = (aa™)" € N; und man erhilt
(ta=1)" = p(a1a™1)" = 1. Dies zeigt p | r. Es folgt

1= ((ta—l)p)r/p — ((at—l)p)—T/p — (aoap—l o al)—r/p
und r = 0. Wir haben damit (vg) N No = 1 bewiesen. Sei nun induktiv (vy—1)NNg41 = 1 und v, € Niqo.

Dann ist v;_; = 0y(vg)" € Ng41 und 7 = 0. Somit gilt (vy) N Nyio = 1 fiir alle & > 0. Andererseits ist

vﬁl(un) € N = N,, = N, 42 nach Schritt 2. Widerspruch. O

Definition 12.3. Fiir d,e € N sei B(d,e) := Fy/(9¢ : g € Fy) die Burnside-Gruppe mit d Erzeugern
und Exponent e. Das Burnside-Problem (II) ist dquivalent zu |B(d, e)| < oo fiir alle d,e € N.

Satz 12.4. Fiird,e € N gilt
(i) B(1l,e) = C..
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(ii) B(d,2) = CY.

3d71

(iii) |B(d,3)| < 33",

Beweis.
(i) Trivial.

(ii) Jede Gruppe vom Exponent 2 ist abelsch. Nach Burnsides Basissatz ist Cg die grofste elementa-
rabelsche Gruppe mit d Erzeugern.

(iii) Induktion nach d: Der Fall d = 1 folgt aus (). Sei d > 2 und G := B(d,3) = (z1,...,%q).
Nach Induktion hat H := (z1,...,z4-1) Ordnung < 337, Jedes g € G hat die Form g =
hix hy ... & hpgr ... mit ¢ € {£1} und h; € H. Wegen exp(G) = 3 gilt

1, .+1

+1, 4 y~laTly ! x:tlqu:l — oy LTl

ry

fiir alle z,y € G. Also gilt g = hlmdhgxglhg mit hy,ho, hs € H. Es folgt |G| < |H|]? < 337 0O

Definition 12.5 (Wiederholung GT). Fiir z1,...,x, € G sei [x1,x9] := xlngl_lxg_l und

[xl, - ,xn] = [xly [$2; e 7xn]]

fiir n > 3. Wir setzen Gl := G und G := [G, GF1] fiir k > 2.
Lemma 12.6. Fir G = (X) und k> 1 gilt GM = ([z1,..., 2] : z1,..., 2 € X)GFH,

Beweis. Die Behauptung gilt fiir £ = 1, wenn man [x| = z interpretiert. Sei nun die Behauptung fiir
ein k > 1 bereits bewiesen. Sei N := ([x1,...,Zp41] : T1,..., 2541 € X)GFH < G Fiir g € @
und z1,...,25+1 € X gilt

glz, .. .,1:k+1]g_1 =lg,x1, -, Thr1][x1,. o, Tpp1] < GFAN = N,

Daraus folgt N < G. Modulo N ist jeder der Erzeuger x € X von G mit den Erzeugern [x1, ..., xg]
und g € G¥+1 von G vertauschbar. Dies zeigt GFH1 =[G, G¥] < N. O

Lemma 12.7 (LEvI). Sei G eine Gruppe vom Exponenten 3. Dann gilt
(1) [z,z,y] =1 fir z,y € G.

(i) [z,y,2] = [y, z, 2] = [z, z,y] ! fiir z,y,2 € G.

(111) G ist nilpotent mit Klasse hochstens 3.

Beweis.
(i) Folgt aus

zoyry = (ay)ly i = (ay) ly =y ey =y ) T = Ay ) =gy
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(ii) Aus (i) folgt, dass je zwei Konjugierte von z vertauschbar sind. Also ist (z)¢ abelsch. Es folgt

"y, 2l 2] = [wy, 2] = Wy, 2] = "Ly, 2w, 2) = Cly, 2] -V, 2) =y, 2 - Ve, 2],

€(y)©

Konjugation mit z~! liefert

x[yaz] : y[xaz] = [y,Z [I’Z] = [ﬂj, z][y,z].
—
€(2)G €(2)C¢

Nun ist
[z,y,2] ="y, z][2, 4] = Y[z, 2]z, 2][y, 2][2, ] = Y[z, 2l[w, 2] = [y, 2, ].
Wegen
[xayil] = [%,yy] = [Q?,y] ' y[xay} = [xay]Q = [xay]il
ist [2,y,2] 7" = [z, [y, 2] 7] = [2, 2, 9.

(iif) Aus (ui) folgt [z,y, 2, w] = [2,]y, 2, w]] = [z, 2,w, y] und

[2,y, 2,w] = [2,y, [z, w]] = [z, [2,w], 4] = [y, 2, [2,w] ™" = [y, 2, 2,w] .

Fir 7 € ((1,2),(2,3,4)) = Sq und x1,...,24 € G gilt also

[ (1)s T (2)s Tr(3)s Tr(a)] = [21, T2, T3, 24]°8° ().
Andererseits ist
[,y 2,w] = [2,y, [z, 0] = [z, 0], 2, 9] = [[z,w], [2,9]] = [[z,9], [z,w] ™"
I ) N S ER T
Dies zeigt [x,y, z,w] = 1 fiir alle x,y, z,w € G und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 12.8.

(i) Bekanntlich ist jede Gruppe vom Exponenten 2 abelsch, also nilpotent der Klasse hochstens
1. Fiir p-Gruppen mit Exponent p > 5 gibt es hingegen keine absolute Schranke mehr fiir die
Nilpotenzklasse (sofern die Gruppe nilpotent ist).

(ii) Fiir p > 10™ bewies OLSCHANSKI die Existenz unendlicher p-Gruppen, sodass jede nicht-triviale
echte Untergruppe Ordnung p hat. Man nennt diese Gruppen Tarski-Monster (wie das sporadische
Monster sind sie einfache Gruppen).

(iii) Der néchste Satz verbessert [Satz 12.4]

B(d,3)| = 3d(d*+5)/6

Satz 12.9 (LEVI, VAN DER WAERDEN). Fir d > 1 gilt

Beweis. Sei G := B(d,3) = (x1,...,24). Nach von-Dyck existiert ein Epimorphismus G — Cg. Da
G /G’ von d Elementen erzeugt wird, folgt G/G’ = C’g. Nach [Lemma 12.6| wird die elementarabelsche

Gruppe G'/GB! von den Elementen [z;, z;]GPl mit i < j erzeugt. Dies zeigt |G'/GPl| < 3(3). Nach
Lemma 12.7] ist auch G elementarabelsch mit [x,v, 2] = [y, z,z] sowie [z,v, 2] = [z, 2z,5]~". Nach
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Lemma 12.6{wird GI¥! daher von den Elementen [z;, xj, ) mit i < j < k erzeugt. Somit ist |GBl| < 3(5)
und |G| < 3F mit k =d + (§) + () = d(d® + 5)/6.

Jedes Element in G hat die Form

it .. .xgd [x1, $2]b12 oo xgen, xd]bdflv’i[xl, X9, k3| . [Xg_2, Tg_1, Tq| 4214
mit a;, bij, ¢iji € {0,1,2}. Nehmen wir an, dass ein Element g zwei verschiedene Faktorisierungen dieser
Art besitzt. Diese Faktorisierungen miissen in G /G’ gleich sein, denn |G/G’| = 3¢. Wir kénnen also
g € G' annehmen. Wegen G” C G = 1 (GT-Lemma 3.11) ist G’ abelsch. Durch Umstellen erhilt
man eine nicht-triviale Relation der Form

]6123 o [ Cd—2,d-1,d — 1.

(21, 29]"2 . . (g1, 2] 14 21, 20, 23 Td—2, Td—1, L]

Seien i, 7,k € {0,1,2} mit bj; # 0 oder ¢; j, # 0. Indem wir alle anderen x; = 1 setzen, erhalten wir
eine nicht-triviale Relation in B(3,3). Wenn wir |B(3,3)| = 33(3*+5)/6 — 37 eigen kénnen, hitten wir
den gewiinschten Widerspruch. In GAP lisst sich B(3,3) = SmallGroup(37,4487) zeigenﬁ Wir geben
dennoch ein theoretisches Argument.

Sei A := (a,b,c,d) = C§ und z € Aut(A) mit z(a) = ad und [x,b] = [z,c] = [r,d] = 1. Offenbar ist
3(a) =ad® =aund 22 = 1. In B := A x (z) gilt

(a*'2)? = atlzatle w2at a2 = ¥ = 1.
Also ist exp(B) = 3. Sei y € Aut(B) mit y(b) = bd™ !, y(x) = cz und [y,a] = [y,c] = [y,d] = 1. Da
die Bilder von y die gleichen Relationen wie a, b, ¢, d, x erfiillen, ist y tatsichlich ein Automorphismus.
Wegen 13(b) = bd~2 = b und y3(x) = >z = = hat y Ordnung 3. In C := B x (y) gilt

(bialy)® = biad - bid " ad - bidie T a) = 1.
Also ist exp(C) = 3. Sei schlieflich z € Aut(C) mit ¢ := 2(y) = a ly, 2’ := z(x) = b~ 'z, ¢ := 2(c) =
cd~! und [z,a] = [2,b] = [2,d] = 1. Wegen

1 1

y'(2) = a b ey la = a0 Mdyayta = a0 dexa = a7 b Ydeads = 2’

ist z tatséchlich ein Automorphismus. Wie zuvor hat z Ordnung 3. In G := C x (z) gilt

(aza b cle did 4 ykz)S — glapivplefid . aza—kzbzb—] Clc-i-]kdld—lc—lbk-‘riaj . x23y2kz2a” b Czcdldl‘]ykz

— aiabibcicdid . aiafkbibfjcic+jkdid7icfibk+iaj i aiaJrkbibJrjCicfjkdidJrichibkfiaj =1

)

d.h. exp(G) = 3. Wegen ist G = (z,y,2) und |G| = 37 ist G = B(3, 3). O
Satz 12.10 (SANOV). Fird > 1 gilt |B(d,4)| < 0.

Beweis. Sei G := B(d,4). O.B.d. A. sei d > 2. Nach Induktion ist H := (x1,...,24-1) endlich. Sei
y = x2. Wir zeigen zunichst, dass K := (y, H) endlich ist. Die Behauptung folgt dann mit dem
gleichen Argument fiir K und z4 anstelle von H und y. Jedes g € K hat die Form g = hiyhs...yh,
mit hy,...,h, € H. Sei dabei n so klein wie moglich. Nehmen wir n > 2|H|+ 3 an. Dann gibt es unter
den Elementen hghgl, hoha(hshs) ™!, hahy(hshshy)™t, ... zwei gleiche, sagen wir

hohy ... hop(hshs. .. hopy1) ™t = ho... hos(hs ... hosy1)

34Zum Beispiel mit OneGroup(3”, RankPGroup, 3, Exponent, 3);
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mit r < s < (n—1)/2. Also ist
hori2horia - hos(harishorys .. hasi1) 't = 1.
Wegen exp(G) = 4 und y? = 1 ist
yhy = h=Yy= "y~ 1 = B lynlyn!
fiir h € H. Wir wenden dieser Regel auf h = hgs41 in ¢ an:
9= hiyhs...hosh3l  yhhe 1y .. yhy.

Durch erneute Anwendung mit h = h25h2_51+1 wird hos_1 durch hgs_l(hgshgsﬂrl)*l = h25_1h28+1h2_51
ersetzt. Danach wird hos_o durch hgs,ghgs(hgs,lhgsﬂ)_l ersetzt usw. Schlieflich wird ho,4o durch 1
ersetzt. Dies widerspricht der Minimalitét von n. Folglich ist n < 2|H |42 und man erhélt |K| < co. [

Beispiel 12.11. Sei F := F, und N := (22 : x € F). Dann ist |FF/N| = 4 und Schreiers Formel zeigt
N = F5. Daher hat M := (2% : # € N) Index 32 in N. Da N charakteristisch in G ist, gilt M < G.
Nun hat G = F/M Ordnung 27, Exponent 4 und zwei Erzeugern. Dies zeigt |B(2,4)| > 27. Das gleiche
Argument liefert |B(2,8)| > 27+2"+1 = 2136 yund | B(3,4)| > 23+17 = 220,

Bemerkung 12.12. Es gilt |B(2,4)] = 2'2, |B(3,4)| = 2%, |B(4,4)| = 24?2 und |B(5,4)| = 22",
Hall bewies

1B(d, 6)] = 21+3*(@-Dgb+(5)+(5)

mit a = d + (g) + (gl) und b = 1+ 2%(d — 1). Man weif | B(d, )| = oo fiir alle d > 2 und e > 8000 (und
alle ungeraden e > 557)
Definition 12.13.

e Sei M der Durchschnitt aller Normalteiler von B(d,e) mit endlichem Index und By(d,e) :=
B(d,e)/M. Das Burnside-Problem (III) ist dquivalent zu |By(d, e)| < oo fiir alle d, e € N.

e Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Wir definieren Ny := 1 und
No_1/Nop—2 := Op (G/Nap_2), Noi/Noj—1 = O, (G /Nop_1)

fiir £ > 1. Existiert ein £ > 0 mit Ny = G, so nennt man G p-auflosbar. Ggf. nennt man die
kleinste Zahl [ := [,(G) > 0 mit Ny = G die p-Linge von G.

Bemerkung 12.14.

(i) Ist G p-auflosbar, so kann man die Normalreihe Ny < ... < Nj, zu einer Hauptreihe und einer
Kompositionsreihe verfeinern. Daher sind alle Haupt- und Kompositionsfaktoren p-Gruppen oder
p/-Gruppen. Insbesondere ist jeder minimale Normalteiler von G eine p-Gruppe oder eine p/'-
Gruppe.

(ii) Offenbar ist jede auflésbare Gruppe p-auflosbar fiir jede Primzahl p.

35Siehe https://arxiv.org/abs/2303.15997v5
36Magnus kommentierte die erste Arbeit dieser Art als “This paper is possibly the most difficult paper to read that has
ever been written on mathematics.”
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Lemma 12.15 (HALL-HIGMAN). Sei G eine p-auflosbare Gruppe mit Oy (G) = 1. Dann ist

Ca(0p(G)) < Op(G).

Beweis. O.B.d.A. N := O,(G). Dann ist Cq(N)N/N < G/N. Im Fall Cq(N) ¢ N existiert ein
minimaler Normalteiler M/N < G/N mit M < Cg(N)N. Wegen O,(G/N) = 1 ist M/N eine p'-
Gruppe (Bemerkung 12.14]). Nach Schur-Zassenhaus ist M = N x H. Da Cq(N)N/Cq(N) = N/Z(N)
eine p-Gruppe ist, gilt H < Cg(N) und M = N x H. Dann wire aber H < Op(M) <Oy (G) =1. O

Satz 12.16. Sei G p-auflosbar und c, die Nilpotenzklasse einer p-Sylowgruppe von G. Dann gilt 1,(G) <
c.

Beweis. Induktion nach c: Im Fall ¢ = 0 ist G = O (G) und [,(G) = 0. Sei nun ¢ > 0 und P € Syl,(G).
0.B.d. A. sei Oy (G) =1 und N := O,(G) > 1. Nach Hall-Higman ist Z(P) < Cg(P) < Cg(N) < N.
Die p-Sylowgruppe

PN/N = P/PNN = (P/Z(P))/((N N P)/Z(P))

von G/N hat also Nilpotenzklasse < ¢ — 1. Nach Induktion ist [,(G) = [,(G/N) +1 < c. O
Satz 12.17. Fird > 1 gilt |Bo(d,6)| < |Bo(d, 12)| < oc.

Beweis. Da By(d,6) eine Faktorgruppe von By(d, 12) ist, geniigt es |By(d, 12)| < oo zu zeigen. Sei G
eine endliche Gruppe mit d Erzeugern und Exponent 12. Nach Burnsides p®¢®-Satz ist G auflosbar.
Eine 3-Sylowgruppe P von G hat Exponent < 3 und Nilpotenzklasse < 3 nach Nach
ist [3(G) < 3. Sei also 1 = Ny < ... < N; =G wie in [Definition 12.13| Dann ist G/Ng eine
2-Gruppe mit d Erzeugern und Exponent < 4. Nach @ ist |G/Ng| durch eine Funktion in d
beschrankt. Nach Reidemeister-Schreier ist die Anzahl der Erzeuger von Ng durch eine Funktion in d
beschrinkt. AuRerdem hat Ng/N5 Exponent < 3. Nach[Satz 12.9]ist auch |Ng/N5| durch eine Funktion
in d beschrankt. Fahrt man auf diese Weise fort, so erhélt man eine obere Schranke fiir |G|. O

Bemerkung 12.18. Hall und Higman zeigten, dass man die p-Lénge von G durch eine Funktion in
dem Exponenten einer p-Sylowgruppe von G abschitzen kann. Mit Hilfe der CFSG kann man die
Frage | Bo(d,n)| < oo nun auf den Fall zuriickfiihren, in dem n = p* eine Primzahlpotenz ist. Zelmanov
bewies schlieflich |By(d, p*)| < oo.

Definition 12.19. Sei G = (z1,...,xy,). Wir definieren rekursiv eine Menge von Basiskommutatoren
c1,Co, ... wie folgt:

e Firi=1,...,n seien ¢; := x; die Basiskommutatoren mit Gewicht w(c¢;) := 1.

e Die Basiskommutatoren ci, ..., c; seien bereits definiert. Fiir 1 < i < j < k ist ¢ := [¢;, ¢j] ein
Basiskommutator, falls entweder w(c;) = 1 oder ¢; = [cg, ¢¢] mit i > s gilt. Ggf. sei w(c) =
w(ei) + w(ej).

e Die Basiskommutatoren werden aufsteigend nach Gewicht nummeriert, wobei die Reihenfolge der
Kommutatoren mit dem gleichen Gewicht keine Rolle spielt.

Fiir k € N sei §,,(k) die (endliche) Anzahl der Basiskommutatoren mit Gewicht k. Hierbei gelten Basis-
kommutatoren als verschieden, selbst wenn sie die gleichen Gruppenelemente représentieren (z. B. wenn
G abelsch ist). Wir zeigen in [Bemerkung 12.31} dass in der freien Gruppe G = F), Basiskommutatoren
tatséchlich paarweise verschieden sind.
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Beispiel 12.20. Offenbar gilt 6,(1) = n und 6,(2) = (3). Fiir n = 3 und (21,22, 23) = (z,y, 2) sind

$7 y7 Z’ I::B7 y]7 IZ:E’ Z:I’ [y7 z]7 I::B7 l’? y:l’ |:$7 :L" Z:I? [y7 x? y]’ [y7 :L" Z:I’ [y7 y7 Z]? I:Z7 :E’ y]7 I:Z7 ':L'7 Z]’ I:Z7 y7 Z]
die Basiskommutatoren mit Gewicht < 3. Es gilt also d3(3) = 8.

Satz 12.21. Sei G = (x1,...,2,) und k € N. Dann wird G¥/GFY yon den Nebenklassen der
Basiskommutatoren mit Gewicht k erzeugt.

Beweis. Fiir k = 1 ist die Behauptung klar denn GIIJ = G. Sei die Aussage bereits fiir k — 1 bewiesen.
Nach Definition wird G* von den Kommutatoren [g,h] mit g € G und h € G erzeugt. Wegen
GGl < 7(G /G gilt

[wy, B] = “[y, h[x, h] = [z, h]ly, h] (mod GIF+1),
[33—1, h] = [[,[;_17 h] [l‘x_l’ h]_l = [.’E_l, h]([x, h][ﬂj_l,j])_l — [{L‘, h]_l (mod G[k-l—l])

fiir alle z,y € G. Wir kénnen daher g = x; = ¢; mit 1 < ¢ < n annehmen. Nach Induktion existieren
Basiskommutatoren ¢;,, . .., ¢;, mit Gewicht k—1 und b’ € G mit h = ¢j, - .. ¢, h'. Es gilt nun analog

[.ga h] = [g’cjl] s [gvcjl”ga h/] = [gvcjl] cee [Q,le] (mOd GUC_H])

Wir kénnen somit h = ¢; annehmen. Im Fall k = 2 ist [¢;, ¢;] oder [¢;, ¢;] = [, ¢j] ! ein Basiskommu-
tator. Sei also k > 3 und ¢; = [cs, ¢;) mit s < ¢. Im Fall @ > s ist [¢;, ¢;] wieder ein Basiskommutator.
Sei daher i < s < t. Die Hall-Witt-Identitét (GT-Lemma 3.6) vereinfacht sich zu

1="lci,c; ' ] “les, o el - “len, o es] = Jei e tedles et cillen ¢ es] - (mod G,
Es existiert ein z € G¥ mit [¢; !, ¢;] = [cs, ] 'z und
lci, et e = e, [es, e M = e ¢j] ™ (mod GEFL),
Wegen [Gl4], GIY] < Glo+Y] (GT-Lemma 3.11) erhélt man analog
s, ¢i] = [ess [er, i) Y] = [ess ciner] (mod GIFFY
und [, ¢; 1y es] = [er, ¢, e5) 7! (mod G, Insgesamt ist
[ci, ¢j] = [es, ey cilfen, iy es) 78 (mod G,

Sei ¢, = [¢;, ¢¢] und ¢y, 1= [¢4, ¢5]. Wegen w(cy) = w(ey) + 1 ist s < t < u. Daher ist [cs, ¢;, ¢t] = [cs, ]
ein Basiskommutator. Im Fall ¢ < v ist auch [c, ¢;, ¢s] = [cr, ¢ ein Basiskommutator. Im Fall ¢ = v ist
[ct, cy] = 1. Es bleibt also der Fall t > v. Sei ¢; = [cy, ¢y]. Da ¢j = [cs, ¢¢] ein Basiskommutator ist, gilt
s > w. Wegen w(c,) = w(cs)+11ist v > s > w. Dies zeigt, dass [, ¢,] 71 = [cy, ¢] ein Basiskommutator
ist. O

Folgerung 12.22. Jede nilpotente Gruppe, die von endlich vielen Elementen endlicher Ordnung er-
zeugt wird, ist endlich.

Beweis. Sei G = (x1,...,xy) nilpotent mit Elementen z1, . .., x, endlicher Ordnung. Dann ist |G/G’| <
oo. Induktiv kénnen wir e := |G /G| < oo annehmen. O.B.d. A. sei GI*+1] = 1. Nach [Satz 12.21| wird
G¥] von endlichen vielen Kommutatoren erzeugt. Aus GT-Aufgabe 18 folgt

[2,y)° = [y} € GMH =1

fiir alle [z,y] € G < Z(@). Also ist auch G[¥! endlich. O
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Bemerkung 12.23. Der Beweis zeigt: Wird eine nilpotente Gruppe G von endlichen vielen p-Elementen
erzeugt, so ist GG eine p-Gruppe.

Lemma 12.24. Seien ¢y, c,... die Basiskommutatoren von G = (x1,...,x,). Fir alle k > 1 gibt es
genau n® Folgen (ay,as,...) € Ng° mit a1 > as > ... und Zai>1 w(cq;) = k.

Beweis. Fiir s € N sei Fy die Menge aller Folgen (a1, as,...) € N5°, sodass gilt:
(i) Es existiert ein [ € Ng mit a1,...,a;-1 > 8, a1 > 8, § > a1 > aj42 > .. ..
(ii) Gilt cq,, = [ci,¢;] fiir ein m <1, so ist i < s.

(iil) >2q,>1 w(ca;) = k-

Wenn s groft genug ist, so gilt w(cs) > k. Ggf. ist [ = 0 in ({i) und liefert keine Einschrénkungen.
Daher besteht Fy genau aus den Folgen, die wir zéhlen wollen. Fiir s = 1 gilt w(c,;) = 1 fiir alle ¢ € N.
Nach ist dann ag > 0 = agy1 = agro = . ... Ansonsten gibt es keine weiteren Einschrankungen an
die Folge. Wegen a; € {1,...,n} folgt |Fy| = nF.

Fiir ein gegebenes s > 1 geniigt es eine Bijektion ¢: Fy — Fgy1 zu konstruieren. Sei a := (a;) € Fs und
[ wie in . Wir durchlaufen die Folge von rechts nach links beginnend bei a;. Treffen wir dabei auf ein
Paar (aj,a;+1) = (s,t) mit ¢ > s, so ist ¢; := [cs, ¢¢] nach ein Basiskommutator. Wir ersetzen ggf.
(a;,a;+1) durch j. Dadurch verdndert sich nicht. Anschliefend betrachten wir das Paar (a;—1,J)
und iterieren. Die so konstruierte Folge bezeichnen wir mit ¢(a). Nach Konstruktion gilt ¢(a); > s+ 1
firi=1,...,0. Im Fall p(a); = ... = ¢(a); = s+ 1, gilt (i) mit [ = 0 bzgl. s + 1. Anderenfalls gilt
mit [ := max{i : a; > s + 1}. Nach Konstruktion erfiillt ¢(a) auch (i). Daher gilt ¢(a) € Fyi1.

Sei nun umgekehrt (b;); € Fs11 mit [ wie in gegeben. Wir durchlaufen b von links nach rechts
beginnend bei b;. Gilt ¢, = [cs, ¢ fiir ein i < [, so ersetzen wir b; durch das Paar (s,t). Anschliefend
betrachten wir ¢ bzw. ¢;. Dieser Prozess muss wegen ij21 w(cp,;) = k nach endlich vielen Schritten
enden. Das Endergebnis bezeichnen wir mit ¢ (b). Offenbar gilt ¢(b) € Fy und die Abbildungen ¢ und
1 sind zueinander inverse Bijektionen. O

Lemma 12.25. Fur k € N qilt

> on(d)d = nt.

d|k

Beweis. Sei Sy, die Menge der Folgen (a1, as, . ..) € N§° aus Kommt ein Basiskommutator
¢j genau t-mal in (a;); € Sy, vor, so triigt er tw(c;) zur Summe ), - w(c,;) = k bei. Sei Ky, die Menge
der Basiskommutatoren mit Gewicht w. Aus [Cemma 12.24] erhélt man eine Identitdt von formalen
Potenzreihen:

(1—Xx")7@) =TT+ X" + X2+ )% = TT [ (0 + X% + X2 + )
w=1 w=1 w=1ceKy
= I+ xeleo x4 =143 Y XF= "nfxF=(1-nx)"".
=1 k=1 (ai)ESk k=0
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Wir wenden auf beiden Seiten den formalen Logarithmus log(l — X) := —> 77, %Xk anﬂ

k o0

i %X’f — —log(1 — nX) Z w)log(l — X¥) = i i 5”5:’))(1”’“ S

k=1 w=1 w=1 k=1 k=1 d|k

ddn(d)

Ein Koeflizientenvergleich zeigt die Behauptung.

Satz 12.26 (WirTs Formel). Sei G = (21, ...,2,) und k € N. Dann wird GF /G*+1 yon

= >

dk

Elementen erzeugt. Dabei ist p die Mébius-Funktion aus der Zahlentheorie.

Beweis. Nach [Satz 12.21| wird G[¥ /G*+1 von den 6, (d) Basiskommutatoren mit Gewicht k erzeugt.

Die Formel fiir d,(d) folgt durch Mobius-Inversion aus [Lemma 12.25

Bemerkung 12.27. Wir zeigen als Néchstes, dass die Abschétzung fiir die Anzahl der Erzeuger von

G[k]/G[kJFH in [Satz 12.26fiir die freie Gruppe optimal ist.

Definition 12.28.

e Sei M := (Xy,...,X,) das Monoid aller Monome X;, ... X;, mit k> 0und 1 <i4y,...,i <nin
den nicht-vertauschbaren Variablen X7, ..., X,, bzgl. Konkatenation (also die freie Gruppe ohne

Inverse).

e Sei R ein kommutativer Ring und A := RM der freie R-Modul mit Basis M. Indem man die

Konkatenation distributiv fortsetzt, wird A zu einem Ring. Zum Beispiel gilt
(1+ XoX?)(X1 4 X3X2) = X1 + Xo X7 + X3Xo + Xo X2 X3X,.

Man nennt A die freie Algebra tiber Xq,..., X,.

e Sei deg(Xj, ... X, ) := k der Grad eines Monoms. Sei Aj, der von den Monomen vom Grad k
erzeugte freie R-Untermodul von A, d.h. Ay besteht aus allen homogenen Polynomen vom Grad

k. Offenbar ist rk(Ay) = n* und A = Di>0 Ak

e Der Kommutator von a,b € A ist [a,b] := ab — ba. Die Basiskommutatoren in A definiert man
analog zu [Definition 12.19] Anstatt ¢; schreiben wir C;. Fir n = 2 und (X3, X2) = (X,Y) ist

zum Beispiel

Cy=1[C1,C3) = X[X,Y] - [X,Y]X = X(XY - YX) - (XY - YX)X = X?Y —2XYX +YX?

(vgl. [Beispiel 12.20)).

Lemma 12.29. Fir alle k € N ist

By = {C’al...Cam:mEN, a1 > ... > am, iw(caz)—k}

eine Basis von Ay. Insbesondere sind die Basiskommutatoren mit Gewicht k linear unabhdngig tiber Z.

37Siehe Kombinatorik-Skript
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Beweis. Man sieht leicht induktiv, dass ein Basiskommutator mit Gewicht k in Ay, liegt. Daher gilt By, C
Ay. Nach ist |By| = n* = rk(Ay). Wir zeigen zunichst, dass By, ein Erzeugendensystem
von Ay ist. Daflir betrachten wir die Mengen F; aus dem Beweis von [Lemma 12.24] Wenn s grof
genug ist, so besteht By genau aus den Produkten Cy, ...C,, mit a = (a;); € Fs (Nullen werden
aus der Folge entfernt). Andererseits entspricht F; genau den Monomen Xj, ... X;, . Es geniigt daher
zu zeigen, dass man C := Cy, ... C,,, mit a € Fs durch eine Linearkombination von Cj, ...Cbm, mit
b € Fsi1 ausdriicken kann. Wie im Beweis von durchlaufen wir die Folge a von rechts
nach links. Gilt (a;, a;+1) = (s,t) mit ¢ > s, ersetzen wir CsCy in C' durch den gleichwertigen Ausdruck
[Cs, Ct] + CCs. Mit C; = [Cs, Cy] gilt

C=Ca...Cop ,CiCayrr-- Cayp, + Cay-..Cay,,Cay .. Cl,.

i+2
Mit dem ersten Summanden verfahren wir wie zuvor. Im zweiten Summanden ist C,,;, = Cs nach rechts
geriickt. Die entsprechende Folge liegt immer noch in F; und kann wie die Ausgangsfolge behandelt
werden. Nach endlich vielen Schritten erreicht man eine Linearkombination von Cp, ...Cp , mit b €

Fypr.

Also ist Bj ein Erzeugendensystem von Ak Es gibt daher eine Matrix M € R”kX"k, sodass die
Abbildung ¢: R - Ap = R”k, v — Mwv surjektiv ist. Fiir den i-ten Standardbasisvektor e; € R

existiert ein x; € R™ mit Mz; = e;. Sei L € R 7" die Matrix mit Spalten x1,...,z,. Dann gilt
ML = 1, und det(M) € R*. Fiir die zu M komplementiire Matrix M* erhélt man det(M)~1M*M =
1. Dies zeigt, dass ¢ injektiv ist. Somit ist By linear unabhéngig. O

Definition 12.30. Wie zuvor sei A := R(X1,..., X,). Sei I := Ay, := Y 2, A; das von Ay erzeugte
Ideal in A. Sei A:= A/l und A:=(1+ Ao+ 1)/I C A.

Bemerkung 12.31. Fira=1+a; + I € A gilt
al—a+a?F.. . £+ =1+ +1=1.

Daher ist A < A~

Satz 12.32. Sei F' die freie Gruppe vom Rang n und k € N. Dann ist F[k]/F[k“] eine freie abelsche
Gruppe vom Rang 0,,(k).

Beweis. Sei F frei bzgl. x1,...,x,. Wir betrachten A = Z(Xj,...,X,) mit R = Z. Nach der uni-
versellen Eigenschaft von F' existiert ein Homomorphismus ¢: F' — A mit ¢(z;) = 1+ X; + 1. Wir
zeigen

(i) =1+ C; (mod Asy.,))
fir jeden Basiskommutator ¢;. Dies ist klar fiir w(c;) = 1. Sei w; := w(¢;) und w; = w(c;). Nach
Induktion existieren €;, €, € A~,, und ej,eg- c m mit p(c;) =14+ Ci+ €, ple;)) ™t =1-C; + €,
¢(cj) =1+ Cj+ ¢ und ¢(¢j) "' =1 = Cj + ¢} (Bemerkung 12.31)). Aus

L=p(e)ele) ™t =1+Ci+e&)(1—Ci+€)=1+¢+ ¢, — C2 + Cie, — €,C; + €;e

3Da R im Allgemeinen kein Kérper ist, folgt die lineare Unabhingigkeit nicht automatisch.
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folgt

oleie]) =1+ Ci+&)(1+Cj+€)(1 = Ci+ &) (1 = Cj +¢)
E1+Cz‘+cj—Ci—0j+€i+€j+€;+€;+ci0j—CZ'C]'—C]‘CZ‘—I-CiCj
— C7 + Cie; — €C; + ei¢; — C3 + Cj€; — ;C5 + €€ (mod Asy, 4o,
=1+ [CZ’ C]] (HlOd A>w([ci,cj-]))7

wie behauptet. Dies impliziert o(F¥+1) = 1. Seien ¢;,,...,¢;, die Basiskommutatoren von F mit

Gewicht k. Nach[Satz 12.21|wird F¥ /Fk+ yon ¢; FIEHU ¢, FUFH erzeugt. Seien ay, . .., ay, € Z
mit g 1= ¢l ...cim € F k1] Dann gilt

1= 90(9) = (1 +Ci1)a1 (1 +Cim)am =1 —|—CL1C¢1 +...+am0im.

Aus [Lemma 12.29|folgt a; = ... = a,, = 0. Also ist ¢;, FIFT1 .. ¢; FFH cine Basis von FIF /et
O

Bemerkung 12.33. Nach [Bemerkung 2.10|ist F frei mit (abzéhlbar) unendlichem Rang. Daher ist
F}/FY nicht endlich erzeugt.

Folgerung 12.34. Die freie nilpotente Gruppe F,/ F7[lk+” vom Rang n und Nilpotenzklasse k ist tor-
stonsfrei.
Satz 12.35. Fliir jede Primzahlpotenz q = p© gilt:

(i) Es existiert genau eine Gruppe P mit n Erzeugern, Exponent q, Nilpotenzklasse p — 1 und
Pl plk+t) o o0 ®) g o =1 p—1.

(ii) Es existiert eine Gruppe P mit n Erzeugern, Ezponent q und Nilpotenzklasse q — 1, sodass
PH /P fiir b =1,...,q— 1 Rang 6, (k) besitzt.

Beweis. Sei F die freie Gruppe mit Erzeugern 1, ...,2,. Sei N := (g9 : g€ F)<F und F := F/N.

(i) Wir betrachten A := R(Xy,...,X,,) mit R = Z/qZ. In der Definition von A sei k < p. Fiir
14+ a € A gilt dann

(1+a)=1+qa+ <g>a2—|—...+ (q>ap+..._ 1.

p
Fiir die Abbildung ¢: F — A, z; — 14+ X;+ I aus dem Beweis von [Satz 12.32| gilt also ¢(N) = 1.
Die Nebenklassen der Basiskommutatoren c¢;,,...,¢;,, € F mit Gewicht k bilden wie bisher ein
Erzeugendensystem von F[k]/F[kH]. Seien ay,...,a;, € R mit g := c?ll e cf:; e NFF Dann
gilt wie zuvor ¢(g) = 1 und a; = ... = a,, = 0. Dies zeigt, dass F[k]/F[k+H =~ plEN/ Rk N
ein freier R-Modul mit Rang 6, (k) ist. Also hat P := F/f[p} >~ F/NFP! die gewiinschten
Eigenschaften.

Sei umgekehrt () eine p-Gruppe mit den angegebenen Eigenschaften. Dann existiert ein Epimor-
phismus ¢: F — Q mit NFP! < Ker(o). Insbesondere ist |P| > |Q|. Aus

Q) = gD |

folgt Q = P.
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(ii) Diesmal betrachten wir A = F,(X;,...,X,) und k < ¢ in der Definition von A. Fiir 1 +a € A

gilt nach wie vor
q
1+a)?=Y" (Z)ak =1

k=0
wegen (Z) = 0 (mod p) fiir kK = 1,...,¢ — 1. Man erhilt also wieder einen Homomorphismus
p: F - A mit o(N) = 1. Da die Basiskommutatoren mit Gewicht k linear unabhéngig tiber
[, sind, hat M /f[kﬂ] Rang d,(k) (aber nicht unbedingt Exponent ¢). Um zu zeigen, dass

P = F/F[q] =~ F/N Fld Exponent ¢ hat, betrachten wir einen Epimorphismus ¢: F — cy.
Wegen (NF') = 1ist P/P'= F/F'N = Cy. O

Bemerkung 12.36.

(i) [Satz 12.35| zeigt limy, o log, |B(n,p)| = oo fiir n > 2. Fiir die Gruppe P aus [Satz 12.35 gilt

genauer

LS

—1 L(g—1)/d]
p(d)

q—1 qg—1 e
log, [Pl = 3 ulk) = 3 1 Sl = 3 P57
k=1

k=1"" d|k 1 e=1

<%
Il

(ii) Bekanntlich ist jede Gruppe mit Exponent 2 abelsch, d. h. die Nilpotenzklasse ist < 1. Man kann
satz 12.35| also nicht auf héhere Nilpotenzklassen tibertragen.

(iii) Sei p = ¢ > 2 und P die Gruppe aus [Satz 12.35. Dann ist P/PBl eine maximale Schur-
Erweiterung von €} (Beispiel 5.21)).

(iv) In [Satz 12.35 hat P!/ P+ nicht unbedingt Exponent . In der Tat gibt es keine Gruppe
mit zwei Erzeugern, Ordnung 2%, Exponent 4 und Nilpotenzklasse 2:

OneGroup (2~6,RankPGroup, 2,Exponent ,4,NilpotencyClass0fGroup,2) ;

Beispiel 12.37. Fiir ¢ € {3,5} erhilt man [B(n, 3)] > 3"7(2) = 3("2") (vgl.[Satz 12.9) und |B(2,5)| >
5214243 — 58 Tatsichlich gilt |By(2,5)| = 534 (ohne Beweis).

Bemerkung 12.38. Eindeutig bestimmte Gruppen mit gewissen Eigenschaften wie in
werden wir allgemeiner in [Satz 13.29| konstruieren.

13 Gruppenklassen und Varietdten

Definition 13.1. Eine Klasse X von Gruppen heifit Gruppenklasse, falls 1 € X und G 2 H € X =
G € X. Die Elemente von X heiffen X-Gruppen oder Gruppen mit Eigenschaft X'. Eine Gruppe G
heifit residuale X -Gruppe, falls fiir alle g € G \ {1} ein N <G mit g ¢ N und G/N € X existiert. Die
residualen X-Gruppen bilden die Gruppenklasse X"

Bemerkung 13.2. Offenbar gilt G € X" genau dann, wenn [|yag N = 1. Ggf. ist G zu einer
NeXx
Untergruppe von X yag G/N isomorph. Ist {G; : i € I'} eine beliebige Familie von Gruppen, so nennt
Nex
man H < X, ; G; subdirektes Produkt, falls die Projektion von H auf jedes G; surjektiv ist.
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Satz 13.3. Sei X eine Gruppenklasse. Dann besteht X" genau aus den subdirekten Produkten von
X -Gruppen.

Beweis. Nach [Bemerkung 13.2]ist jede residuale X-Gruppe ein subdirektes Produkt von X-Gruppen.
Sei umgekehrt H < X, ; G; ein subdirektes Produkt von X-Gruppen G;. Sei 7;: H — G; die Projek-
tion und K; := Ker(m;) < H. Nach Voraussetzung ist H/K; = G; € X und (), K; = 1. O

Beispiel 13.4. Ist X die Gruppenklasse der abelschen Gruppen, so ist X" = X.

Satz 13.5 (IWASAWA). Jede freie Gruppe ist eine residual endliche p-Gruppe fir jede Primzahl p.

Beweis. Sei a = z{* ... 28" € Fx \ {1} mit z; # 2;41 und ay,...,a, € Z\ {0} wie in [Folgerung 1.9

Sei ¢ eine Potenz von p, die nicht ay ... a, teilt. Sei Fy € Z/qZ(”H)X("H) die Matrix mit einer 1 an
Position (s,¢) und sonst nur Nullen. Fiir € X sei

o(z) = H (1n41 + Eiit1) € GL(n + 1,Z/qZ).

1<i<n
T, =T

Offenbar besteht G := (o(z) : x € X) aus oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Hauptdia-
gonale. Daher ist G eine endliche p-Gruppe. Nach der universellen Eigenschaft setzt sich o zu einem
Homomorphismus ¢: F — G fort. Wegen Es;FEy, = 01y Esy und z; # 41 sind die Faktoren von o(z)
paarweise vertauschbar. Dies zeigt

o) = [] Qnsr+Ejjr)® = [] Qo1+ @iBjjin) = losi +ai > Ejjpa.
T;=x; T;=T;4 Tj=Tq
Daraus folgt
ola) =oc(x)™...o(xp)™ =1pp1 +a1...anE1 1 + ... # Ly O

Folgerung 13.6 (MAGNUS). Jede freie Gruppe ist residual nilpotent.

Bemerkung 13.7. Fiir jede nicht-abelsche freie Gruppe F gilt FI*® = MNrey FI¥ =1 und Z(F) = 1.
Die auf- und absteigenden Zentralreihen verhalten sich also vollig verschieden.

Lemma 13.8. Sei G eine endlich erzeugte Gruppe. Dann gilt:
(i) Fiir jedes n € N besitzt G nur endlich viele Untergruppen mit Index n.
(i) (HALL) Ist H < G mit |G : H| < o0, so existiert eine charakteristische Untergruppe K < G mit
K < H und |G: K| < 0.
Bewets.

(i) Jede Untergruppe H < G vom Index n induziert einen Homomorphismus G — S,, mit Kern Hg.
Da G endlich erzeugt ist, existieren nur endlich viele solche Homomorphismen. Wegen Ho < H
gibt es mit Hg auch nur endlich viele Moglichkeiten fiir H.

(ii) Nach (i) ist {a(H) : @ € Aut(G)} endlich. Dann hat die charakteristische Untergruppe K :=
Nacaut(c) @(H) endlichen Index. O
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Satz 13.9 (BAUMSLAG). Ist G endlich erzeugt und residual endlich, so ist auch Aut(G) residual
endlich.

Beweis. Sei a € Aut(G) \ {1} und g € G mit a(g) # g. Dann existiert N < G mit |G : N| < oo

und a(g)g~' ¢ N. Nach [Lemma 13.8 hat die charakteristische Untergruppe M := Nseaut(c) BIV)
endlichen Index in G. Fiir A := Cpyq)(G/M) < Aut(G) gilt daher [Aut(A4)/A| < \Aut(G/M)f < o0.
Offenbar ist o ¢ A. O

Definition 13.10. Eine Gruppe G heifit hopfsch, falls G zu keiner echten Faktorgruppe von G isomorph
ist. Das bedeutet, dass jeder Epimorphismus G — G ein Automorphismus ist.

Beispiel 13.11. Offenbar sind alle endlichen Gruppen und alle einfachen Gruppen hopfsch. Aus Di-
mensionsgriinden sind auch alle Vektorriume hopfsch. Andererseits ist C3' nicht hopfsch.

Satz 13.12 (MAL'CEV). Jede endlich erzeugte residual endliche Gruppe ist hopfsch.

Beweis. Sei ¢: G — G ein nicht-injektiver Epimorphismus. Sei g € Ker(y)\ {1}. Da G residual endlich
ist, existiert ein N <G mit g ¢ N und |G : N| < co. Da G endlich erzeugt ist, gibt es nur endlich

viele Homomorphismen 7, ...,7,: G — G/N. Dabei sei 77 der kanonische Epimorphismus. Aus der
Surjektivitdt von ¢ folgt {v1,...,v} = {710, .., me}. Sei also 71 = vkp. Dann erhélt man den
Widerspruch 1 # gN = 71(g) = m(e(9)) = (1) = 1. O

Folgerung 13.13. Jede freie Gruppe mit endlichem Rang ist hopfsch.
Beweis. Folgt aus O

Folgerung 13.14. Sei F' frei vom Rang n < oo und sei F' = (Y) mit |Y| = n. Dann ist F frei bzgl.
Y.

Beweis. Sei F' = Fx. Eine beliebige Bijektion X — Y C F setzt sich zu einem Epimorphismus
o: F — F fort. Nach Mal’cev ist o € Aut(F'). Sei G eine Gruppe und 7: Y — G. Dann setzt sich
die Abbildung 7o|x zu einem Homomorphismus v: F' — G fort. Schlieflich ist vyo~l: F — G eine
Fortsetzung von 7. Wegen F' = (Y') ist dies die einzige Fortsetzung. Also erfiillt F' die universelle
Eigenschaft bzgl. Y. O

Satz 13.15. Jede endlich erzeugte residual nilpotente Gruppe ist hopfsch.

Beweis. Sei G endlich erzeugt und residual nilpotent. Nach Voraussetzung ist (g—, G = 1 und nach
Lemma 12.6|sind die Faktoren G[¥ /G*+1] endlich erzeugte abelsche Gruppen. Nehmen wir G = G /N
fiir ein 1 £ N < G an. Sei k € N mit N € G und N ¢ G+ Dann ist

G[k]/G[kJrl} ~ (G/N)[k}/(G/N)[kJrl] ~ G[k}/G[kJrl]N ~ (G[k}/G[k+1])/(G[k+1]N/G[k+1])

Nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen ist G[k}/ G+ aber hopfsch. Wider-
spruch. O

Satz 13.16 (HALL). Es existiert eine endlich erzeugte auflosbare Gruppe, die nicht hopfsch ist.
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Beweis. Sei R der Ring aller Zahlen der Form a2° mit a,b € Z und N die Gruppe der oberen 3 x 3-
Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Hauptdiagonale und Elementen aus R. Wir setzen

1 10 1 00 1 01
u:=|(0 1 0)J,v:=(0 1 1], w:={(0 1 0
0 01 0 01 0 01

Weiter sei ¢ die Diagonalmatrix mit Diagonale (1,2, 1). Schlieflich definieren wir H := (t, N).

1 a O
Wir zeigen zuerst H = (t,u,v). Offenbar ist u* = |0 1 0 | fir a € Z. Wegen
0 0 1
1 00\ /1 a O\ /1 0 0 1 0 0\ /1 a27' 0 1 a2 0
twt =10 2 off(o 1 0][0o 2t o]=0 2 oo 27 ol=[0 1 O
0 01 0 01 0O 0 1 0 01 0 0 1 0 1
1 a O 1 00
ist [0 1 0] € (t,u,v) fiir alle a € R. Analogist {0 1 a | € (t,u,v) fir alle a € R. Schlieflich
0 01 0 0 1
ist
1 a O 1 —a O 1 a O 1 0 0 1 —a 0 1 0 O
01 0]ol0 1 O0fjot=]l010](011]]0 1 o0 1 -1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 01 0 0 1 00 1
1 a a 1 —a a 1 0 a
=10 1 1 0 1 —=1|={(0 1 0] €{tu,v)
0 0 1 0 0 1 0 01
fiir alle a € R. Fiir a,b, c € R ist aukerdem
1 a ¢ 1 00 1 a O 1 0 ¢
01 b]=10119d 010 0 1 0] € (tu,v).
0 01 0 01 0 01 0 01
Dies zeigt H = (N, t) C (t,u,v) C H.
Wegen
1 0 0\ /1 ac\ /1 0 0 1 0 0\ /1 a27' ¢ 1 a27' ¢
0 20](o1ov]f{0o 2" ol=(0 2 o0][0 27! bl=(0 1 2|eN
0 01 0 0 1 0O 0 1 0 01 0 0 1 0 0 1

ist N < H = N(t) und offenbar N N (¢) = 1. Nun betrachten wir die Abbildung f: H — H mit
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fiir a,b,c € R und d € Z. Wir zeigen, dass f ein Endomorphismus ist:

1 a1 ¢ 1 as co 1 a4 1 a22*d1 (&)
fllo 1 o)t lo 1 b|t2l=f10 1 b o 1 by2dr | gdate
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1
1 a22*d1 +a1 co+ a1b22d1 + 1 1 as2™ dy —+ ai (02 + a1b22d1 + 61)2
=f((o 1 b2 + by gdrtdz 1 (bo291 4+ by)2 ghr+da
0 0 1 0 1
1 a1 a2\ [1 a2~h 2 1 a1 c12 1 ay 2
=(0o 1 b2]]0 1 o2 1 | gditd2 — [ b12 th o 1 b2 t%
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1
1 ar C 1 as Co
= 0 1 byt rl(o 1 by)et®
0 0 1 0 0 1
Offenbar ist f auch bijektiv. Wegen
1 10 1 01 1 11 1 0 1 1 10
vw=|(0 1 0 01 0]=101O0]=1010 01 0] =wu
0 01 0 01 0 01 0 01 0 01
1 00 1 0 1 1 01 1 0 1 1 00
vw=10 1 1 01 0]=1011]=1010 01 1| =wv
0 01 0 01 0 01 0 01 0 01

ist w € Z(H). Insbesondere ist (w) < H. Der Automorphismus f induziert nun einen Isomorphismus
H/{w) = H/{w?). Also ist G = H/(w?) eine endlich erzeugte Gruppe die nicht hopfsch ist. Da H/Z(H)
abelsch ist, ist H auflosbar. O

Definition 13.17. Sei w = w(x1,...) € W C Fx. Fiir eine Gruppe G und g1, ... € G seiw(g1,...) € G
das Element, welches entsteht, indem man z; in w durch g; ersetzt (nur endlich viele x; tauchen in w
auf). Man nennt

W(G) = (w(g1,...):w e W,g1,... € G)
die verbale Untergruppe bzgl. W.

Beispiel 13.18. Fiir W = {[z, y|} erhélt man W(G) = G'.

Bemerkung 13.19. Fiir jeden Homomorphismus f: G — H gilt f(W(G)) < W(H), d.h. verbale
Untergruppen sind vollinvariant.

Satz 13.20 (NEUMANN). Jede vollinvariante Untergruppe einer freien Gruppe ist verbal.

Beweis. Sei F' = Fx und H < F vollinvariant. Sei w = w(z1,...) € H und y1,... € F beliebig. Dann
existiert ein Endomorphismus a: F' — F mit a(z;) = y;. Es gilt w(yi,...) = a(w) € H. Also ist
H = W (H) verbal. O
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Definition 13.21. Sei wieder W C F = Fx. Ein Normalteiler N einer Gruppe G heifst W-marginal,
falls

w(gla ey i@, Gig 1 - - ) = w(gla .- )
fir allew e W, ¢g1,... € G, 71 € Nund a € N gilt. Dies ist dquivalent zu

w(gl, .. ) = w(hl, .o )

fir alle g1, h1,... € G mit g; = h; (mod N) fiir i € N. Das Erzeugnis aller W-marginalen Normalteiler
nennt man die W-marginale Untergruppe W*(G).

Bemerkung 13.22. Offenbar ist W*(G) selbst W-marginal. Fir W = {[z,y]} gilt W*(G) = Z(G),
denn
geW*(G)=VheG:lg,hl =[lg,h] =[1,h]|=1= g€ Z(G) = g € W*(G).

Lemma 13.23. Es gilt W(G) = 1 genau dann, wenn W*(G) = G.

Beweis. Aus W(G) = 1 folgt sicher W*(G) = G. Sei nun W*(G) = G und g1,... € G. Aus ¢g; = 1
(mod G) folgt w(g1,...) =w(1,...) = 1. Dies zeigt W(G) = 1. O

Definition 13.24. Eine Gruppenklasse X’ heift Varietdt, falls W C Fx existiert mit X = {G :
W(G) = 1}. Ggf. schreibt man X = X(W).

Beispiel 13.25. Die abelschen Gruppen bilden die Varietat X'([z,y]). Die elementarabelschen p-
Gruppen bilden die Varietat X ([x,y],2P). Die Gruppen, deren Exponent n teilt, bilden die Varietét
X (z™) usw. Der néchste Satz impliziert, dass die auflésbaren Gruppen der Stufe < n eine Varietét

bilden.

Satz 13.26 (BIRKHOFF). Eine Gruppenklasse ist X ist genau dann eine Varietdt, falls X abgeschlossen
st unter Bildung von Faktorgruppen und subdirekten Produkten.

Beweis. Jede Varietét ist abgeschlossen bzgl. Untergruppen, Faktorgruppen und (sub)direkten Produk-
ten. Sei nun X eine Gruppenklasse, die bzgl. Faktorgruppen und subdirekten Produkten abgeschlos-
sen ist. Sei W C Fx maximal mit W(G) = 1 fiir alle G € X. Dann ist X C X(W). Sei umgekehrt
G € X(W). Fiir jedes w € Fx \W wahlen wir H(w) € X mit w(hq,...) # 1 fir gewisse hy, ... € H(w).
Sei Y eine Menge, die mindestens so grof wie G und alle H(w) ist (zum Beispiel Y = GU{J,, H(w)).
Dann existieren Isomorphismen Fy /N = G und Fy/K(w) & H(w) € X mit w(y1,...) ¢ K(w). Fir
jedes w € Fy \ N existieren g;,... € G mit w(g;,...) # 0. Wegen G € X (W) ist also w ¢ W. Wir
setzen
K:= () K(w)dFy.
weFy\N

Dann ist Fy /K ein subdirektes Produkt der X'-Gruppen H (w). Nach Voraussetzung ist Fy /K € X. Fiir
w € Fy \ N gilt w ¢ K(w), insbesondere w ¢ K. Also ist K C N und G = Fy /N = (Fy/K)/(N/K)
ist Faktorgruppe einer X-Gruppe und damit G € X. Dies zeigt, dass X = X(W) eine Varietét ist. [

Folgerung 13.27. Ist eine Gruppenklasse abgeschlossen unter Bildung von Faktorgruppen und subdi-
rekten Produkten, so auch unter Bildung von Untergruppen.
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Definition 13.28. Sei X eine Varietédt. Eine Gruppe F' € X heilst X'-frei bzgl. X C F, falls fiir jede
X-Gruppe G und jede Abbildung o: X — G genau ein Homomorphismus ¢: F' — G mit ¢(x) = o(x)
fiir alle z € X existiert.

Satz 13.29. Sei F = Fx eine freie Gruppe und X = X(W) eine Varietat mit W C F. Dann ist
F := F/W(F) X-frei bzgl. X := {aW(F) : * € X} und jede X-freie Gruppe bzgl. X ist zu F
isomorph.

Beweis. Sei G eine X-Gruppe und o: X — G. Wir definieren 7: X — G durch 7(z) := o(a2W(F))
fir € X. Dann existiert genau ein Homomorphismus 7: F' — G mit 7(x) = 7(z) fir z € X.
Wegen G € X gilt 7(w) = 1 fiir alle w € W(F). Man erhilt einen Homomorphismus o: F — G mit
(W (F)) = 7(x) = 7(x) = o(zW(F)) fir z € X. Wegen F = (X) ist & durch die Bilder von X
eindeutig bestimmt.

Sei auch H X-frei bzgl. X. Dann lisst sich id zu Homomorphismen ¢: F > Hudvy:H— F
fortsetzen. Wie tiblich folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist. O

Bemerkung 13.30. Im Gegensatz zu freien Gruppen gibt es nicht fiir jede Menge X eine X-freie
Gruppe bzgl. X. Fir X = X (z) = {1} ist beispielsweise jede X-freie Gruppe trivial.

Satz 13.31. Sei X eine Varietdt. Dann ist jede X -Gruppe zu einer Foktorgruppe eine X -freien Gruppe
isomorph.

Beweis. Sei G € X = X (W) mit minimalem Erzeugendensystem X. Sei F := Fx und X := {zW (F) :

r € X} wie in [Satz 13.29 Seien x,y € X mit x = y (mod W(F)). Dann ist y~'z € W(F). Aus
W(G) =1 folgt x = y. Daher gilt |X| = |X| und es existiert eine Bijektion 0: X — X C G, die sich
zu einem Epimorphismus ' — G fortsetzt. Die Behauptung folgt aus [Satz 13.29 O

Satz 13.32 (ENGEL). Seien x1,...,2, € X mit xp_1 # xk. Dann ist jede endliche Gruppe G €
X([z1,...,x]) nilpotent.

Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel. Dann ist jede echte Untergruppe von G nilpotent. Nach
Schmidt ist G = P x Q mit P € Syl,(G) und @ € Syl (G). Angenommen ®(P) # 1. Dann ist auch
G/®(P) nilpotent. Wegen ®(P) < ®(G) wiren dann G/®(G) und G nilpotent. Also ist ®(P) = 1,
d.h. P ist elementarabelsch. Fiirz € Pundy =y; = ... = yp—1 € Q\{1} gilt [y1,...,yx—1,2] = 1 nach
Voraussetzung. Da P abelsch ist, existiert o € End(P) mit a(g) = [y, g] fir g € P. Induktiv erhélt man
oA (x) = [y1,...,yp_1,7] = 1. Ist B € Aut(P) die Konjugation mit 3, so gilt « = 8 — 1 € End(P).
Sei m € N mit p™ > k. Da P elementarabelsch ist, folgt

p" P ‘

0=af" = 1)t — gp™ _
=3 (M) =

=1
(fiir p = 2 ist —1 = 1). Also gilt y*" € Cg(P) und y € Cg(P) wegen p # q. Dann wire aber G
nilpotent. O

Folgerung 13.33 (ZORN). Sei G eine endliche Gruppe und k € N mit [g,...,g9,h] = 1 fir alle
—

g,h € G, so ist G nilpotent.

Bemerkung 13.34. Ist sogar [g1,...,gx] = 1 fur alle g1,...,gx € G, so ist G nilpotent mit Nilpo-
tenzklasse < k. Siehe auch
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14 p-Gruppen

Definition 14.1. Sei X = {z1,...} und X = X (2", [z, 9], [x,9,2] : 2,y,2 € Fx). Sei G, die X-
freie Gruppe vom Rang r > 1 aus [Satz 13.29, Wie iiblich identifizieren wir z; mit der entsprechenden
Nebenklasse in G,

Lemma 14.2. Die Varietit X besteht aus allen p-Gruppen G mit ®(G) < Z(G) und ®(®(G)) = 1.

Beweis. Sei G eine p-Gruppe mit ®(G) < Z(G) und ®(®(G)) = 1. Fiir z,y, z € G gilt 2P € &(G) und
2P* = 1. AuRerdem ist [z,y] € G < ®(G) und [z,y]’ = 1 folgt. Schlieklich ist [y, z] € ®(G) < Z(Q)
und daher [z,y, 2] = [z, [y, 2]] = 1.

Sei umgekehrt G € X und N := (2P, [z,
unendlich) und ®(G) < N. Wegen [2P,
elementarabelsch, d.h. ®(®(G)) < ®(N)

y] : z,y € G). Dann ist G/N elementarabelsch (moglicherweise
y| = [z,y/P = 1 und [z,y,2] = 1 ist N < Z(G) und N ist
=1. O

Lemma 14.3. Sei G € X und y1,...,yr € G. Dann ezistiert ein Homomorphismus p: G, — G mit
o(z) =y firi=1,...,r

Beweis. Folgt aus|Satz 13.31|oder [Satz 1.15((da y1, . .., y, nicht unbedingt ein Erzeugendensystem von
G ist, erhdlt man nur einen Homomorphismus anstelle eines Epimorphismus). O

Lemma 14.4. FEs gilt:
(i) ®(G,) ist elementarabelsch vom Rang r(r +1)/2.
(i) G,/®(Gy) ist elementarabelsch vom Rang r.
(11i) Operiert o € Aut(G,) trivial auf G,/ P(G,), so auch auf ®(G,).

Beweis.

(i) Wegen [z, xjzi]) = (4, 2] - ¥ @i, xx) = (x4, )] [ws, xp] fir 1 < 4,5,k < rist G = ([z5,25] 1 1 <
i < j < r) elementarabelsch vom Rang hochstens r(r — 1)/2. Wegen (z;z;)? = 22 (mod G.)
ist GIG. = (a¥,[z;, z;]) elementarabelsch von Rang hochstens r(r — 1)/2 4+ r = r(r +1)/2. Da
auch G/GEG!, elementarabelsch vom Rang héchstens r ist, ist G eine endliche p-Gruppe und
o(Gr) = GfG; < Z(Gy).

Angenommen es gibt eine Relation der Form

9= praz II fwilts =1

1<i<j<r

mit 0 < a;,b;; < p—1. Fiir (h) = Cp2 und 1 < i < r existiert nach ein Homo-
morphismus ¢: G, — (h) mit p(x;) = h und ¢(z;) = 1 fiir j # i. Es folgt 1 = ¢(g) = AP
und a; =0 firi =1,...,7. Fir 1 <i < j < r sei analog (h;, h;) = p}fQ. Wieder existiert ein
Homomorphismus ¢: G, — (h;, hj) mit ¢(z;) = hs, @(x;) = hj und @(x) = 1 fir ¢ # k # j.
Aus 1 = p(g) = [hi, hy]b folgt bj; = 0. Dies zeigt, dass ®(G,) Rang r(r + 1)/2 hat.

(ii) Seien0 < ay,...,ar <p—1mit g =z ...2% € ®(G,). Wie in () existiert ein Homomorphismus
@1 Gr — (h) = Cp2 mit h% = ¢(g) € ®((h)) = (h?). Dies zeigt g = 1 und die Behauptung folgt.

124



(iii) Sei a € Aut(G,) trivial auf G, /®(G,). Dann existieren hi,...,h, € ®(G,) mit a(z;) = x;h; fir
i=1,...,7. Wegen (i) ist a(a?) = (@) = (z;h)? = a¥ und a([@i, z;]) = [zihi, xjh;] = @i, 2]
firl<i<j<r. O

Lemma 14.5. Seien N,M < ®(G,). Genau dann gilt G,/N = G,/M, falls ein o € Aut(G,) mit
a(N) = M euxistiert.

Beweis. Jedes a € Aut(G,) mit a(N) = M induziert einen Isomorphismus G,/N = G,/M. Sei
umgekehrt ein Isomorphismus o/: G, /N — G, /M gegeben. Wihle y1, ..., y, € G, mit o/ (z;N) = y; M
fir i = 1,...,r. Nach [Lemma 14.3] und [Lemma 14.4] existiert ein Homomorphismus «: G, — G, mit
a(z;) =y; fir i = 1,...,r. Bekanntlich gilt

Gr =W,y )M = (Y1, ..., yr)(Gr) = (Y1, Yr)-

Dabher ist « surjektiv und ein Isomorphismus. Wegen a(x;)M = y; M = o/ (xz;N) gilt a(g)M = o/(gN)
fiir alle g € G,.. Dabei ist

gEN < d(gN)=1 < a(9)M =1 < a(g) € M.

Dies zeigt a(N) = M. O

Lemma 14.6. Die Anzahl der d-dimensionalen Unterraume von F; 1st

(n) " =DE"—p)... 0" —p" ")

d),~ =) —p)... (p7 - piT)

und es gilt pAn=9) < (Z)p < pdln—d+1)

Beweis. Die Formel ist aus Kombinatorik bekannt. Die untere Abschitzung folgt aus p» =% < ZZ:II)’Z fiir

0 < i < d—1. Andererseits ist p" + p"~ 4+ < 2p" < ptl 4 p und dies liefert 227:5; <ptdtl O

Lemma 14.7. Sei r,s € N mit 1 < s < r(r + 1)/2. Dann ezistieren mindestens pre(ril)/2—r?—s®

nicht-isomorphe Gruppen der Ordnung p" 5.

Beweis. Sei N die Menge der Normalteiler N < ®(G,.) mit |®(G,) : N| = p*. Nach [Lemma 14.4 und
gilt |NV] > prst1/2=5* Fiir N € N gilt |G,/N| = p"™*. Nach [Lemma 14.5| geniigt es
die Anzahl der Bahnen von Aut(G,) auf N abzuschitzen. Sei I': Aut(G,) — Aut(G,/®(G,)) der
kanonische Homomorphismus. Nach operieren die Automorphismen in Ker(T") trivial auf
N. Andererseits ist

2

|Aut(G,/®(Gy))| = |GL(r,p)| = (" = D" ' =1)...(p0" —p" ") <p".

Jede Bahn von Aut(G,) auf A hat also hochstens Lénge p””. Die Anzahl der Bahnen ist somit min-

destens prs(r1)/2-r?=s? O

Satz 14.8 (HIGMAN). Sei f(p") die Anzahl der nicht-isomorphen Gruppen der Ordnung p" fir eine
Primzahl p. Dann gilt

3

p%nZ(nfG) < f(pn) Sp%(n 7n).
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Beweis. Fiir die untere Abschétzung kénnen wir n > 6 annehmen. Sei

n/3 falls n =0 (mod 3),
s:=4q(n+2)/3 fallsn=1 (mod 3),
(n+1)/3 fallsn=2 (mod 3)

und r =n —s. Dann ist s <r < r(r+1)/2 und

+n?(2n + 3) — gn* — in? fallsn =0 (mod 3)
rs(r+1)/2 —r? —s* = 2—7(71 +2)(n— 1)(2n +1)— %(n -1)2 - é(n +2)2 fallsm=1 (mod 3)
Fn+1)@2n—1)(n+1)—i2n—1)2—i(n+1)? fallsn=2 (mod 3)
2%712(71 —6) falls n =0 (mod 3)
= ¢ Zn*(n—6) + én — 2 fallsm=1 (mod 3)
Zn*(n—6)+ 3n— & fallkn=2 (mod 3)
2

> —n%(n—6).
_27n(n 6)

Nach |[Lemma 14.7|ist daher f(p™) > p%nz("—G).

Fiir die obere Abschétzung sei G eine Gruppe der Ordnung p™ mit Hauptreihe G = Hy > H; > ... >
H, = 1. Wir wahlen g; € H,_; \ H; fiir i = 1,...,n. Jedes Element in G lisst sich dann eindeutig in

der Form g = ¢{*...¢% mit 0 < ay,...,a, < p — 1 schreiben. Dabei gilt g € H; genau dann, wenn
a; = ...=a; = 0. Seien 0 < b;; <p—1 mit
_ 1 i+1 bi,n
g =9Gi41 ---9n - (14.1)

Wegen H;_i/H; < Z(G/H;) gilt [g;,95] € H; fiir 1 <14 < j <n. Daher existieren 0 < ¢;; < p — 1 mit

Ci,j+1 Ci,n

96951 = 951 - gn (1 <) (14.2)

Wir zeigen nun, dass G dl/lI"Ch di/e Relationen und 14.2) eindeutig bestimmt ist. Dafiir muss man
ein Produkt gi*... g% g ..gn" auf die Form g1 . gn brlngen Dies ist klar fliir n = 1. Sei n > 2.
Mit - ) kann man g1 nach links schieben, indem man Terme der Form g Y7 mit j > 2 einfiigt.
Anschliefend erhélt man gl1+ 'h mit h € Hy. Mit (14.1) kann man a1 + @} durch af ersetzen, indem

man weitere Terme der Form gf“ mit ¢ > 2 einfiigt. Die Behauptung folgt nun durch Induktion. Die
Anzahl der nicht-isomorphen Gruppen der Ordnung p™ ist also durch die Wahl der Parameter b;; und
cij beschriankt. Fiir die Wahl der b;; gibt es p("=1/2 Maglichkeiten. Fiir die Wahl der cij gibt es p

Moglichkeiten, wobei
n—2 . 3 2
- — + 2
Z n—1 n n° —3n n'
2 3 6

i=1
(Man zéhle die Anzahl der 3-elementigen Teilmengen von {1,...,n} mit vorgegebenem Maximum.)
Insgesamt ergeben sich héchstens p("?’*")/ 6 Gruppen der Ordnung p". O

Bemerkung 14.9. Sims-Newman-Seeley haben die starkere Abschétzung f(p") < p27” SHO(m?) o
wiesen. Da wir zum Beweis der unteren Abschétzung nur Faktorgruppen von G, benutzt haben, folgt:
Fast alle p-Gruppen G besitzen einen Normalteiler N < Z(G), sodass N und G/N elementarabelsch
sind. Insbesondere haben fast alle p-Gruppen Nilpotenzklasse 2.
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Definition 14.10. Fiir endliche Mengen A, B C N sei A < B, falls |A| < |B| oder falls |A| = |B| und
A lexikographisch kleiner als B ist (d.h. min(AU B) \ (AN B) € A).

Bemerkung 14.11. Offenbar ist < eine Totalordnung auf der Menge der endlichen Teilmengen von
N. Aus A C B folgt A < B.

Lemma 14.12 (HaLLs Kollektor-Prozess). Sei X = {z1,...,2,} = X1 U...UX,, und F := Fx. Fiir
IC{1l,...,m} sei
Cp:=F n (x)" n((Jxi) <F

el i€l

T1...Tp = H Cr,

IC{1,...m}

Dann existieren ¢y € C1 mit

wobei die Teilmengen I gemdff < durchlaufen werden.

Beweis. Fir J C {1,...,m} zeigen wir

T1...Tp = Hcl'yl-'-yn
1<J
mit y1,...,y, € Cg fir ein J < K. Die Behauptung folgt dann mit J = {1,...,m}, indem man
cj = Y1...Yn setzt. Fiir J = @ ist das Produkt iiber I < J leer. Fiir z; € X; < (X;) = Cyjy kann
man y; = x; wahlen. Sei nun die Behauptung fiir J bereits bewiesen und sei J’ der Nachfolger von .J
bzgl. <. Wir kénnen annehmen, dass mindestens ein y; in C; liegt, denn anderenfalls ist y; € C'x mit
J' < K fiir alle i. Sei dabei 4 minimal. Im Fall i > 1 schreiben wir y;_1y; = yiyi—12 mit 2z := [y, y; ]
und y;_1 € Cg C FUKN wobei J < K. Dann gilt

e 2 € [FHKI],FHJH] < FIKH < plInK]],
e z € (X)) firalleje JUK.
o 2 € {Ujesur Xi)-

Dies zeigt z € Cjux mit J < J U K. Mit endlich vielen Schritten kénnen wir auf diese Weise alle
y; € Cj nach links schieben. Das Produkt dieser y; nennen wir c¢;. Fiir die verbleibenden Faktoren gilt
nun y; € Cx mit J' < K wie gewiinscht. O

Satz 14.13 (HALL-PETRESCU-Formel). Fir jede Gruppe G und x,y € G existieren eindeutig bestimm-
te Elemente ¢; € G, sodass fiir alle n € N gilt

. (.G ()

z"y" = (xy)"e* cs® L ep

Beweis. O.B.d. A. sei G := (z,y). Die Eindeutigkeit der ¢; folgt induktiv:

ca = (zy) 2%y, Cn = C;LE’{”) e c;(z)(xy)_”x"y”.

Sei N € N beliebig. Wir zeigen, dass die Formel fiir alle n < N gilt. Wegen der Eindeutigkeit gilt sie
dann fiir alle n € N. Sei X; := {z;,z;xn} und X = X7 U...U Xy = {z1,...,79n}. Sei F := Fx. Fiir
IC{l,...,N}seiur: F — F der Endomorphismus mit

v, fallsielVvi—nel,
pr(zi) = :
1 sonst.
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Sei z1...7ox = [[¢r wie in [Lemma 14.12 Fiir I C J gilt py(cr) = cr, denn Cr C (U, Xi). Fiir

C
I ¢ J gilt hingegen py(cr) = 1, denn fiir i € I\ J ist C; C (X;)F = (2, m4.n)F C Ker(uy). Nach
gilt also

ij H TjtN = py(x1...T2n) = H cr,

jeJ  jeJ IcJ

wobei die Mengen I bzgl. < angeordnet sind.

Sei ¢p: F' — G ein Homomorphismus mit ¢(z;) = = und p(z;4n) = y fir i = 1,...,N. Fir |J| =n
erhalten wir
2"y = (g (xr .. xan)) = [ eler).
IcJ

Wir behaupten, dass ¢(cy) nur von |I| abhéngt. Dies ist klar fiir n = 0 mit ¢z = 1. Fiir n = 1 erhilt

man p(cy) = xy fiir alle einelementigen Mengen I. Sei nun n := |J| = |J/| und
(I #ten)eten = [T wten ="y = TT el = (T #(eh)e(er).
1cJ 1CJ rcJy’ ey’

Auf beiden Seiten sind die I der Grofe nach aufsteigend sortiert. Fiir [ := |I| = |I’| < n gilt bereits
¢(cr) = ¢(cr) nach Induktion. Die Anzahl dieser Faktoren ist auf beiden Seiten (/). Daher ist (cs) =

e(er).
Wir setzen ¢; := ¢(cqy,..1y) fiir I =1,..., N. Dann gilt ¢; € o(F) ¢ G und

Beispiel 14.14. Es gilt ¢ = (zy) 22%y? = y oty lay? = [y~ 2=,y 1. Im Fall (z, )3 = 1 erhalt
man die aus GT-Aufgabe 18 bekannte Formel (zy)" = z"y"[y, x](g)

Lemma 14.15. Sei p eine Primzahl und G nilpotent mit Klasse k < p. Fiir alle x,y € G und ¢ = p"
gilt:
(i) Es existiert ein z € G' mit z9y? = (vy)lz%.
(ii) 29 =y <= (zy~ 1) =1.
(i11) Qg(G) :={reG:29=1} JG.
() Byg(G) :={29:2€ G} JG.
() 1G] = [24(G)15,(G)].
(vi) Ug(G) € Bp(G").
Beweis. Induktion nach k: Im Fall £ < 1 ist G abelsch und alle Aussagen folgen leicht. Sei k > 2 und
0.B.d.A. G = (z,y).
(i) Nach Voraussetzung gilt GIP! < GI**1l = 1. Nach der Hall-Petrescu-Formel existieren ¢; € Gl <

G’ mit
() I ey

zly? = (zy)les” . .c)lq
Man sieht leicht, dass (3) fiir 0 < @ < p durch q teilbar. Nach Induktion gilt fiir G'. Dies zeigt
q q
@ WY @),

Co p—1
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(i)

Sei ¢ = y?. Dann gilt
2l = yaty ™t = (yay ™)L
Sei H := (z,yzy~ ') < G. Wegen
@, yzy ™) = [z,yay a7 = [2,y,0] € GP

gilt H' = ([z,yzy~ )" < GBl. Daher hat H Nilpotenzklasse < k. Nach Induktion gilt [z,y]? =
(z(yzxy~")~1)? = 1. Da auch G’ Nilpotenzklasse < k hat, gilt

G = [z, y)% = (glz.ylg ' 1 g € G) < Q(G) =&,

d.h. exp(G’) < q. Aus (i) folgt (zy=1)7 = 29y~9 = 1.

Sei umgekehrt (zy~!)? = 1. Dann ist auch (y~'2)¢ = 27} (zy~!)92 = 1. Nach dem ersten Teil der
Aquivalenz ergibt sich [z,y~1]? = (zy~'z~'y)? = 1. Wie zuvor erhilt man exp(G’) < q. Nach
ist 29y~ = (ry~1)? =1 und 27 = y9.

Fiir 7,y € Q(G) gilt 29 = 1 = y? und (zy~')? = 1 nach . Dies zeigt zy~! € Q,(G) und
4(G) < G. Offensichtlich ist ©4(G) ein Normalteiler von G.

Fiir 24, y? € U,(G) existiert nach (i) ein 2 € G’ mit 29y~ = (zy~1)%2%. Fiir H := (xy~ !, 2) gilt
[zy~1, 2] € GB und H' = ([zy~ ', 2]} < GPl. Insbesondere hat H Nilpotenzklasse < k. Nach
Induktion gilt (zy=1)927 € Uy(H) < Uy(G) und Uy(G) < G. Offensichtlich ist Uy(G) normal in
G.

Die Abbildung f: G — Uy(G), x +— 27 ist surjektiv (aber im Allgemeinen kein Homomorphismus).
Nach gilt f(z) = f(y) genau dann, wenn zy~1 € Q(G). Daher ist f~(29) = 2,(G) und
|7 Hz)| = |9(GQ)] fiir alle z € G. Ist Q,(G) unendlich, so auch G. Anderenfalls ist |G : Q,(G)| =
54(G)].

Seien 24,1 € Uy(G). Wir wenden (ii) auf G’ := G'/U,2(G') an:
(69,47 = 292y 1) € Bp(G) = (oyla~ly ™) € V(@) = oyt lyt € 0, (@)
Nun wenden wir auf G'/Q,(G") an:
ryle ly 1 = (zyz 1)y 1 € Q(G") <= [1,y]? € (G = [w,y]q2 € Up(@).

Die Aussage auf der rechten Seite ist offensichtlich wahr. O

Beispiel 14.16. Die Aussagen in gelten in Allgemeinen nicht fiir Gruppen mit Nil-
potenzklasse > p. Zum Beispiel kann Qs(Dg) wegen [Q2(Dg)| = 6 keine Untergruppe von Dg sein.

Fur

G:=(zy|lat=y"=1, yoy ' =271 2 Cy x Cu.

ist Uz(GQ) = {1,22%,9*} keine Untergruppe von G.

Bemerkung 14.17. Der néchste Satz zeigt, dass sich p-Gruppen mit ,kleiner Nilpotenzklasse anné-
hernd wie abelsche Gruppen verhalten.

Satz 14.18 (GROVES). Sei P eine p-Gruppe mit Nilpotenzklasse < p. Dann existiert eine Verkniipfung
P x P — P, (z,y) = x +y mit folgenden Eigenschaften:

(i) Py := (P,+) ist eine abelsche Gruppe.
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(i) Die Ordnungen von x in P und Py sind gleich.
(i1i) Fir alle x,y € P gilt v +y € (x,y).
(iv) Jeder Automorphismus von P ist auch ein Automorphismus von Py .

(v) Jede Untergruppe von P ist auch eine Untergruppe von Pj.

Beweis. Sei P = (x1,...,zy) und F := Fn/F,[Lp] die freie nilpotente Gruppe mit Rang n und Nilpotenz-
klasse p — 1. Dann existiert ein Epimorphismus f: F' — P, z — . Sei ¢ = exp(P’). Fiir alle z,y € F

existiert nach [Lemma 14.15/ (angewendet auf (x,y)) ein s = s(z,y) € (z,y) mit z%y? = s?. Sei auch

t € F mit s? = t9. Dann folgt (st~1)9 = 1 aus |[Lemma 14.15| Da F torsionsfrei ist (Folgerung 12.34)),
folgt s =t, d. h. s ist durch x,y eindeutig bestimmt. Wir definieren = 4+ 3 := 5.

(i) Fir x,y,z € F gilt
s(s(z,y),2) = s(z,y)?27 = (a%y?)2" = 2%(y?27) = 2%5(y, 2)? = s(x, s(y, 2))".

Wie oben folgt s(s(z,y), 2) = s(x, s(y, z)). Dies zeigt, dass + auf P assoziativ ist. Wegen s(z,1) =
1 = s(1, ) ist 1 neutral bzgl. +. Wegen s(z,z~!) = 1 ist ! invers zu T bzgl. +.

Nach [Lemma 14.15{ist s(z, y)%s(y,s) "¢ = [2%,y7] € U,2(F') und (s(z,y)s(y, x)"1)? € U2 (F’). Sei
z € F' mit (s(z,y)s(y, ) 1) = 24° = (29)9. Aus [Lemma 14.15(folgt (s(z,y)s(y,z) 12797 = 1.
Da F torsionsfrei ist, erhilt man s(z,y)s(y, ) ™! = 2P € U,(F'). Wegen U,(P’) = 1 folgt

T+y=s(z,y) =s(y,s)=y+7T
fiir alle x,y € P, d.h. Py ist eine abelsche Gruppe.
(ii) Offenbar ist T + T = s(z,2) = 22 und induktiv k - T = 2 fiir alle k € N.
(iii) Folgt aus s(z,y) € (z,y).

(iv) Sei a € Aut(P). Nach ist T + 7 ein Wort in T und 3. Daher ist a(Z + 7) das entsprechende
Wort in «(Z) und a(y). Dies zeigt a(T + 7) = o(T) + a(7).

(v) Sei Q< P, H:=f(Q) < Fund 7,7 € Q. Dann gilt s(z,y™") € (z,y ") < Hud 7 -y € Q.
Dies zeigt @ < Py. O

Bemerkung 14.19.
i) Der Isomorphietyp von P, lisst sich leicht aus |Q,(P)| = |Qq(Py)| fiir ¢ = p, p?, ... bestimmen.
y + q g\t +
ii) Sei p > 2 und P eine p-Gruppe mit Nilpotenzklasse 2. Sei ¢ := exp(P’). In der freien Gruppe mit
(if) Seip p-Grupp p q p pp
Nilpotenzklasse 2 gilt

1—q

27 = (xy)[y, 2]~ ) = (ayly, ] 7).

nach [Beispiel 14.14, Da die Abbildung P — P, x ~ 22 biiektiv ist, besitzt jedes x € P genau

eine ,Wurzel* \/z € P mit \/2° = z. Wie im Beweis von [Satz 14.18| erhlt man durch

1—gq

Tty i=ayly,x] 7 = zyy/[y, ]

eine abelsche Gruppenstruktur auf P. Dieser Spezialfall wurde zuerst von Baer konstruiert.
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(iii) Fiir p-Gruppen mit Nilpotenzklasse 3 < p lautet die Formel

z+y=ay/ly "2 ¥ x,y 2] ¥y, 2, 9]

(ohne Beweis). Im Allgemeinen erhdlt man diese Terme aus der Baker-Campbell-Hausdorff-
Formel.

(iv) [Satz 14.18 gilt bereits, wenn jede von drei Elementen erzeugte Untergruppe von G Nilpotenzklasse
< p hat (drei Erzeuger sind notwendig, um das Assoziativgesetz zu beweisen).

(v) Die Lazard-Korrespondenz liefert eine Lie-Ring-Struktur auf p-Gruppen mit Nilpotenzklasse < p.
Dabei ist Py die additive Gruppe dieses Lie-Rings.

Beispiel 14.20. Alle p-Gruppen P mit |P| < pP haben Nilpotenzklasse < p und erfiillen daher die

Voraussetzung von [Satz 14.18, Fiir P = SmallGroup(5°,21) gilt |Q5(P)| = 5% und |Qa5(P)| = 5%
Daher ist Py 22 Css X 052. Man kann zeigen, dass P} genau 56 Untergruppen der Ordnung 25 besitzt.

Nach [Satz 14.18| besitzt P hochstens so viele Untergruppen (tatséchlich sind es nur 16).

15 Entscheidbarkeitsprobleme

Bemerkung 15.1 (DEHNs Probleme).

(i) Sei G eine Gruppe mit Erzeugendensystem X. In der ,Praxis“ mochte man folgende Aufgaben
algorithmisch 16sen:

e (Wortproblem) Wann repréasentiert ein Wort in X das neutrale Element in G?
e (Konjugationsproblem) Wann sind zwei Worter in X als Elemente von G konjugiert?
e (Isomorphieproblem) Wann ist G zu einer weiteren gegebenen Gruppe H isomorph?

(ii) Eine Losung des Wortproblems bedeutet, dass man jedes Element in G auf eine ,Normalform*
bringen kann. Nach ist das Wortproblem daher fiir freie Gruppen 16sbar (vorausgesetzt
man weifs bereits, dass G frei ist).

(iii) Ist das Konjugationsproblem fiir G lésbar, so auch das Wortproblem, denn g = 1 genau dann,
wenn g und 1 konjugiert sind.

(iv) Novikov und BOONE haben gezeigt alle drei Probleme selbst fiir endlich prasentierte Gruppen
unlésbar sind, d. h. es gibt keinen allgemeinen Algorithmus, der eines der drei Probleme in endli-
cher Zeit 16st. Selbst die Frage, ob eine gegebene Gruppe endlich oder trivial ist, ldsst sich nicht
entscheiden!

(v) Im Allgemeinen hingt die Losbarkeit der Probleme von der gewéhlten Darstellung ab. Fiir endlich
erzeugte Gruppen ist die Situation besser.

Satz 15.2. Sei G = (X | R) endlich erzeugt. Ist das Wortproblem (bzw. Konjugationsproblem) bzgl.
dieser Prasentation von G losbar, so ist das Wortproblem (bzw. Konjugationsproblem) auch fir jede
andere endliche erzeugte Prdasentation von G ldsbar.
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Beweis. Sei F':= Fx und ¢: F' — G der kanonische Epimorphismus. Sei F} := Fx, und ¢1: F1 = G
eine weitere Prisentation mit | X;| < co. Dann existiert eine Funktion ¢: X7 — F mit (p¢)(x) = ¢ (z)
fiir alle x € X;. Nach der universellen Eigenschaft setzt sich ¢ nach Fj fort. Diese Fortsetzung lasst
sich explizit anhand der endlich vielen Werte ¢(z) mit € X; berechnen. Sei nun w € Fj. Ist das
Wortproblem fiir (X | R) losbar, so ldsst sich ¢(¢(w)) = 1 entscheiden. Also ldsst sich auch ¢ (w) =1
entscheiden, d.h. das Wortproblem fiir (X | R;) ist losbar. Analog fiir das Konjugationsproblem. [J

Satz 15.3. Das Konjugationsproblem ist fir alle freie Gruppen lésbar.

Beweis. Offenbar ist jedes g € Fx zu einem zyklisch reduzierten Wort ¢ konjugiert. Unterscheiden sich
g und A nur durch Shifts, so sind g und & in Fx konjugiert. Nehmen wir umgekehrt an, dass g und h
konjugiert sind. Dann sind auch § und A konjugiert. Sei a € Fx reduziert mit aga= = h. Da h zyklisch
reduziert ist, muss sich a~! vollstandig mit § kiirzen. Also ist § ein Shift von k. Auf diese Weise kann
man entscheiden, ob g und h konjugiert sind. O

Satz 15.4. Sei G endlich prdasentiert und residual endlich. Dann ist das Wortproblem fiir G lésbar.

Beweis. Sei G = (X | R) eine endliche Présentation und w ein Wort in X. Wir fiithren folgende
Algorithmen parallel (oder im Wechsel) aus:

e Man konstruiere alle (abzéhlbar viele) Worter in R (zum Beispiel in lexikographischer Reihen-
folge). Ist w = 1 in G, so muss w irgendwann als ein solches Wort auftreten.

e Man konstruiere alle (abzdhlbar viele) endlichen Gruppen H. Da X endlich ist, gibt es nur endlich
viele Homomorphismen ¢: G — H. Man priife p(w) # 1. Ist w # 1, so existiert H und ¢ mit
p(w) # 1, da G residual endlich ist. O]

Satz 15.5. Das Wortproblem ist fiir Coxetergruppen losbar.

Beweis. Sei G = (x1,...,x,) eine Coxetergruppe vom Rang n und w = z;, ...x;, € G. Sei 0: G —
GL(n,R) der Monomorphismus aus [Satz 10.14] Dann lisst sich o(w) = 0y, ... 0;, allein aus den Zah-
len m;; berechnen. (Auf dem Computer kénnte man die Matrixeintrége cos(m/m;;) diskret in einem
Kreisteilungskorper realisieren, anstatt mit rundungsanfilligen Fliefkommazahlen zu arbeiten.) Es gilt
w = 1 genau dann, wenn o(w) = 1. O

Bemerkung 15.6.

(i) TrTs hat einen effizienten Algorithmus fiir gegeben: Sei G = (x1,...,x,) eine Co-
xetergruppe und 7: Fxy — G der kanonische Epimorphismus mit X = {x,...,z,}. Fir w =
Ziy ... 2, € Fx sei R(w) C Fx die Menge aller Worter, die man aus w mittels der folgenden
Operationen erhalten kann:

o Ersetze z;xjx; ... (m;; Buchstaben) durch xjz;x; ... (m;; Buchstaben).
o Ist x; = x;4+1, so entferne x;x;41.

Da die Lange der Worter in R(w) beschrénkt ist, ist R(w) endlich. Offenbar gilt (r) = m(w) fiir
alle r € R(w). Man kann zeigen, dass m(w) = 1 genau dann gilt, wenn 1 € R(w) (ohne Beweis).

(ii) Das Isomorphieproblem fiir Coxetergruppen wurde noch nicht vollsténdig geldst.
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(iii) Die Schwierigkeit der Dehnschen Probleme nutzt man in der Kryptographie aus. Wir beschrei-
ben beispielhaft das ANSHEL-ANSHEL-GOLDFELD- Protokoll zur Bestimmung eines gemeinsamen
geheimen Schliissels zwischen Personen A und B. Gegeben sei eine Gruppe G fiir die das Wort-
problem effizient* 16sbar ist, das Konjugationsproblem aber nicht. Der 6ffentliche Schliissel von
A bzw. B besteht aus zufilligen Elementen ai,...,a, bzw. by,...,b,. Die privaten Schliissel
bestehen jeweils aus Wortern wa bzw. wp in aq,...,a, bzw. by, ..., b,. Der Schliisselaustausch
basiert auf folgenden Prinzip:

(i) A sendet (wAblwgl, . ,wAbnwgl) an B.
(ii) B sendet (wBale;l, . ,wBanwél) an A.
(iii) Beide konnen nun

wAwA(wBalwgl, el wBabwgl) = [wa,wp] = wB(wAblwzl, el wAbnwgl)wél

berechnen und als gemeinsamen Schliissel benutzen. In der Praxis setzt man fiir G Zopfgrup-
pen oder polyzyklische Gruppen ein. Diese kryptographischen Verfahren werden interessant,
wenn mit leistungsfahigen Quantencomputern bisherige Verfahren wie RSA unbrauchbar
werden.

Aufgaben

Aufgabe 1. Sei F eine freie Gruppe vom Rang > 1. Zeigen Sie Z(F) = 1.

Aufgabe 2. Zeigen Sie:
(8) Qo = (z,y| 22" " =42, yay ! =21 fiir n > 3 (siche GT-Satz 8.15)
(b) Ay = (z,y|2® =y = (ay)® =1).

Aufgabe 3. Eine Gruppe G heiltt metazyklisch, falls ein zyklischer Normalteiler N mit zyklischer
Faktorgruppe G/N existiert (Beispiel: GT-Satz 7.24). Sei P eine endliche metazyklische p-Gruppe.
Zeigen Sie, dass a, b, ¢,k > 0 mit B o1=0= p(k —1) (mod p*) und

P (zy|a” =1, ¢ = yay ' = 2"

existieren.
Bemerkung: Verschiedene Parameter konnen zu isomorphen Gruppen gehoren. Eine exakte Klassifika-
tion wurde von Liedahl gegeben.

Aufgabe 4. Sei p eine Primzahl, ¢ > 2 und b > 1. Sei
P(ab) =P =(z,y|a?" =y =1, yay™' = 27",
Zeigen Sie:
(a) [P|=p**.
(b) P = (2" ") = C,.

(c) ®(P) =Z(P) = (a?,y") = C,

pa—1 X Cpb—l.
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Aufgabe 5. Eine nicht-abelsche Gruppe G heiflt minimal nicht-abelsch, falls jede echte Untergruppe
von G abelsch ist. Zeigen Sie, dass fiir eine endliche p-Gruppe P die folgenden Aussagen dquivalent
sind:

(a) P ist minimal nicht-abelsch.
(b) [P &(P)| = |P: Z(P)| = p?
() |P: O(P) = p? und |P'| = p
Hinweis: GT-Kapitel 4.

Aufgabe 6. Sei p eine Primzahl und a,b € N. Sei

Qa,0) = Q = (a,y | 2*" =y =2,y = [w,2,9] = [y, ,9) = 1)

(Erinnerung: [z, y, 2] := [z, [y, 2]]). Zeigen Sie:
(a) [Q = p Tttt

(b) @ = ([z,y]) = C).

(c) ®(Q) =Z(Q) = (2,97, [2,y]) = Cpa—1 X Cpp-1 X Ch.

Bemerkung: Rédei hat gezeigt, dass jede minimal nicht-abelsche p-Gruppe zu P(a,b), Q(a,b) oder zu
Qg isomorph ist.

Aufgabe 7. Entscheiden Sie, ob der |[Petersen-Graph| der Cayley-Graph einer Gruppe ist.

Aufgabe 8. Sei F' die freie Gruppe tiber dem Alphabet {z,y} und G < F die Untergruppe aller
Worter mit gerader Linge. Zeigen Sie, dass G frei durch 22, y? und zy erzeugt wird.

Aufgabe 9. Sei G = (X | R) eine einfache Gruppe, wobei jeder Relator in R gerade Lange hat. Zeigen
Sie: G = CQ.

Aufgabe 10. Sei F eine freie Gruppe und w € F'\ {1}. Zeigen Sie Cp(w) = Cy. Folgern Sie, dass F
unzerlegbar ist.

Aufgabe 11. Zeigen Sie, dass eine Gruppe H genau dann frei ist, wenn jede Erweiterung von H
zerfallt.

Aufgabe 12. Das Koprodukt

A= HFQSHFQ

nez neL

besteht aus allen Folgen (ay)nez mit |[{n € Z : a, = 1}| < oco. Offenbar existiert 7 € Aut(A) mit
Y((an)n) = (ant1)n fir alle n € Z. Sei G := A x (~y). Zeigen Sie, dass G endlich erzeugt und metabelsch
ist, aber die Untergruppe A < G nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 13. Bestimmen Sie alle Erweiterungen von Co mit C,, bis auf Aquivalenz (n € N).
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Aufgabe 14. Sei
Doo i={z,y |2 =9*> = 1) 2 Copo x Cy

(GT-Aufgabe 61(b)). Zeigen Sie, dass G := (x,y | 2% = y?) eine Erweiterung von Dy mit Z(G) = Cu
ist. Folgern Sie, dass G iiberauflosbar und G’ zyklisch ist.

Aufgabe 15. Sei A := (a) = Cy, S := SL(2,3) und G := (Sx A)/{(—12,a?)) = S*A (Zentralprodukt).
Zeigen Sie:

(a) S=QsxCs.

(b) Qs < G besitzt ein Komplement in H := Qg * A € Syl,(G).

(¢) Qg besitzt kein Komplement in G.

Bemerkung: Fiir nicht-abelsche Gruppen N ist der von Gaschiitz also falsch.

Aufgabe 16. Sei N := Dg und H = ().
(a) Zeigen Sie Aut(N) = Ds.

(b) Bestimmen Sie alle Erweiterungen von H mit N bis auf Aquivalenz. Welche davon sind isomorph?

Aufgabe 17. Sei N = (a,b | a® =b> =1, bab™! = a™!) = Dig und H = (x) = Cy. Zeigen Sie:
(a) Es existiert ein Automorphismus 8 € Aut(N) mit 3(a) = a® und 5(b) = ab.

(b) Es existiert ein Homomorphismus w: H — Out(N) mit w(z) = SInn(N).

(c) Es gibt kein Parametersystem von H mit N zur Paarung w.

Hinweis:

Aufgabe 18. Wir betrachten die einfache Gruppe N := PSL(2,9) der Ordnung 360. Wir identifizieren
die Elemente in N mit ihren Urbildern in SL(2,9) (beachte: Z(SL(2,9)) = (—12)). Sei Fg = (¢) und
d = diag(¢,1) € GL(2,9). Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung o: N — N, x + dwd~! ist ein duferer Automorphismus mit o € Inn(N).
(b) Die Abbildung 7: N — N, (z;;) — (1:5’]) ist ein duferer Automorphismus der Ordnung 2.
(c) Sei H = (z) = (5. Nach [Folgerung 4.28 gibt es je ein Parametersystem (o, x) von H mit N und

ay € {1,0,7,07}. Untersuchen Sie, welche der Erweiterungen zerfallen und welche isomorph sind.

Bemerkung: Es gilt N = Ag.

Aufgabe 19. Sei N abelsch und a: H — Aut(NN) ein Gruppenhomomorphismus. Eine Abbildung
0: H— N mit

[d(zy) = d(2)as (5(y)) ]

fiir alle x,y € H heilst verschrinkter Homomorphismus bzgl. «. Zeigen Sie:

(a) Die verschrinkten Homomorphismen bilden eine Gruppe Hom, (H, N) < C'(H, N).

(b) Die Abbildung I': N — Hom,(H, N), a + &, mit §,(7) := az(a)a™! ist ein Homomorphismus.
Man setzt H}(H, N) := Hom,(H, N)/T(N).
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(¢) Sei K ein Komplement von N in G := N x, H. Fiir x € H existiert genau ein y € K mit
Sr(z) :=xy~!t € N. Es gilt 6 € Hom,(H, N).

(d) Jedes § € Homg(H, N) definiert ein Komplement Ks := {§(x)"!z : € H} von N in G mit
d; = 0.

(e) Zwei Komplemente K1, K9 von N in G sind genau dann konjugiert, wenn (5k16[_<21! e I'(N) gilt.

(f) Die Abbildung K — dx induziert eine Bijektion zwischen den Konjugationsklassen von Komple-
menten von N in G und H!(H, N).

Aufgabe 20 (GASCHUTZ). Sei N ein abelscher Normalteiler einer endlichen Gruppe G und N < H <
G mit ggT(|N|, |G : H|) = 1. Zeigen Sie: Sind alle Komplemente von N in H konjugiert, so sind alle
Komplemente von N in G konjugiert.

Aufgabe 21.
(a) Zeigen Sie Aut(S,) = Aut(A4,) fir n > 4.
(b) Zeigen Sie, dass ¢ € Aut(Sg) mit
©((1,2)) = (1,5)(2,3)(4,6), e((1,3)) = (1,4)(2,6)(3,5),

90((174)) = (173)(274)(576)7 80((175)) = (172)(376)(47 5)>
©((1,6)) = (1,6)(2,5)(3,4)

ein duflerer Automorphismus der Ordnung 2 ist.

Aufgabe 22. Sei P = P(a,1) = Mya+1 die minimal nicht-abelsche Gruppe aus [Aufgabe 4| (oder GT-
Satz 8.15) mit a > 2. Im Fall p = 2 sei a > 3. Zeigen Sie M (P) = 1.
Hinweis:

Aufgabe 23. Seien G; ~ H; isokline Gruppen fiir i = 1, 2. Zeigen Sie G1 X Go ~ H; X Hs.

Aufgabe 24. Zeigen Sie, dass man mindestens 82 Lotto-Scheine (6 aus 49) ausfiillen muss, um zwei
,Richtige“ (auf einem Schein) zu haben.

Aufgabe 25. Sei S = (2, B) ein (2, k, v)-Steinersystem. Zeigen, dass die folgenden Aussagen dquiva-
lent sind:

(1) v =k
(2) |B| = k* + k.
(3) Fiir B € Bund w € Q\ B existiert genau ein Block B’ € B mit w € B’ und BN B’ = .

Bemerkung: In der affinen Ebene Fg ist das Parallelenpostulat: Zu jedem Punkt z und jeder Gerade
g existiert genau eine Parallele von g, die durch x verlauft.

Aufgabe 26. Zeigen Sie, dass der Higman-Sims-Graph 22-reguléar ist, d. h. jede Ecke ist zu genau 22
weiteren Ecken verbunden.
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Aufgabe 27.
(a) Zeigen Sie, dass SU(3, 3) genau 63 Involutionen besitzt.
(b) Zeigen Sie mit GAP, dass der in |Bemerkung 9.20 fiir Jy definierte Graph I' 36-regulér ist.

(c) Zeigen Sie Aut(I') = Jy x Cy mit den Pakten grape und atlasrep.

Aufgabe 28. Ein Gitter ist eine freie abelsche Untergruppe von R™ vom Rang n. Jedes Gitter hat
also die Form L = Zby + ...+ Zb,, wobei by,...,b, € R™ eine Basis von R" ist. Zeigen Sie, dass

Aut(L) = {f € O(R") : f(L) = L}

eine endliche Gruppe ist. Bestimmen Sie Aut(Z").

Aufgabe 29. Zeigen Sie, dass eine Operation von G auf € genau dann 2-transitiv ist, wenn G =
G, UGuzG, fir w € Q und ein z € G gilt.

Aufgabe 30. Zeigen Sie, dass die einfache Gruppe PSp(4,3) zu keiner alternierenden Gruppe und
keiner projektiven speziellen linearen Gruppe isomorph ist.

Bemerkung: Nach Beispiel 8.13| gilt PSp(4, 3) = PSU(4, 2). Mit Hilfe von Zsigmondy-Primzahlen kann
man zeigen, dass PSp(2n, ¢) fiir n > 2 zu keiner alternierenden Gruppe und keiner projektiven speziellen
linearen Gruppe isomorph ist.

Aufgabe 31. Sei V ein unitdrer Raum. Zeigen Sie, dass V' eine Basis aus Elementen in V| besitzt.

Aufgabe 32. Sei V ein unitdrer Raum der Dimension n und U < V mit U C U*'t. Zeigen Sie
dimU < |n/2]. Geben Sie ein Beispiel, in dem Gleichheit gilt.
Bemerkung: Im Allgemeinen (d. h. fiir beliebige ,,Skalarprodukte auf V') nennt man

max{dimU : U <V, U C UJ‘}

den Witt-Index von V.
Aufgabe 33. Zeigen Sie Sp(2n,q) < SU(2n, q) fir alle n € N und Primzahlpotenzen ¢ # 1.

Aufgabe 34. Beweisen Sie PSU(3,2) = Mj.
Hinweis: GT-Satz 6.21.

Aufgabe 35. Sei ¢ # 1 eine ungerade Primzahlpotenz und V' ein n-dimensionaler F,-Vektorraum.
Sei B: V x V — F, eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform. Sei A € K* \ (K*)? ein Nicht-
Quadrat.

(a) Konstruieren Sie eine Basis by,...,b, von V mit 8(b1,b1) € {1, A}, B(b;,b;) =1 firi =2,...,n
und S(b;, b;) = 0 fiir 7 # j.

(b) Seien 31 und 2 Bilinearformen, die die beiden Méglichkeiten in @ reprasentieren. Sei n ungerade.
Zeigen Sie GO(n, q, 51) = GO(n, g, f2) mit den Bezeichnungen aus [Bemerkung 8.28|
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(¢) Sein = 2. Zeigen Sie, dass fiir genau eine der beiden Bilinearformen ein v € V'\ {0} mit 3(v,v) =0
existiert. Diese Form bezeichnen wir mit S (Witt-Index 1) und die anderen mit S (Witt-Index
0). Fiir e = &1 sei GO%(2, q) := GO(2,q, f¢). Zeigen Sie GO(2,q) = Dy4_¢).-

Bemerkung: Nach Sylvesters Tragheitssatz gibt es genau n + 1 nicht-dquivalente nicht-ausgeartete
symmetrische Bilinearformen auf R”.

Aufgabe 36. Sei p > 2 eine Primzahl und G := (z,y | 2P = y? = (xy)? = 1). Zeigen Sie |G| = co.
Hinweis: Realisieren Sie G als Untergruppe von Sym(Z).

Aufgabe 37. Zeigen Sie:
(a) Jede Hurwitz-Gruppe G ist perfekt und 84 teilt |G]|.
(b) GL(3,2) ist eine Hurwitz-Gruppe.

Aufgabe 38. Sei G = Fric; G und H = @,; G;.

(a) Konstruieren Sie einen natiirlichen Epimorphismus G — H und beschreiben Sie seinen Kern.

(b) Zeigen Sie G/G' = H/H'.

(c) Sei N;<UG; fiir i € I. Sei N der normale Abschluss von | J;c; N; in G. Zeigen Sie G/N = Fricr G;/N;.

Aufgabe 39. Sei G ein Amalgam von Gj bzgl. H mit H < G; fir alle i € I. Zeigen Sie: Z(G) =
ﬂie[ Z(Gi)~

Aufgabe 40. Zeigen Sie, dass jede endlich erzeugte periodische auflésbare Gruppe endlich ist.

Aufgabe 41. Schreiben Sie das Elemente c3 in der Hall-Petrescu-Formel in einer Form, die erkennen
lasst, dass es in GI3 liegt.

Aufgabe 42.

(a) Sei P eine p-Gruppe, sodass PP zyKlisch ist. Zeigen Sie, dass P die Aussagen von [Lemma 14.15
erfiillt.

(b) Konstruieren Sie p-Gruppen mit p > 2 wie in @ mit beliebig grofser Nilpotenzklasse.
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