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Vorwort

Die ersten beiden Teile (Algebra I & II) des vorliegenden Skripts entstanden aus (4 + 2)-Vorlesungen
im Wintersemester 2018/19 (15 Wochen) und Sommersemester 2019 (14 Wochen) an der Friedrich-
Schiller-Universität Jena und richten sich vorrangig an Studierende der Studiengänge Bachelor und
Master Mathematik. Es werden Kenntnisse der Linearen Algebra 1–2 und Analysis 1 vorausgesetzt. Die
Themen finden sich größtenteils auch in folgenden Büchern:

• Karpfinger, Meyberg: Algebra, 4. Auflage, Springer Spektrum, 2017

• Wüstholz: Algebra, 2. Auflage, Springer Spektrum, 2013

• Bosch: Algebra, 7. Auflage, Springer Spektrum, 2013

• Jantzen, Schwermer : Algebra, 2. Auflage, Springer Spektrum, 2014

• Rotman: Advanced Modern Algebra 1 & 2, 3. Auflage, AMS, 2017

• Isaacs: Algebra, AMS, 1994

Nachträglich wurden viele Inhalte ergänzt (insbesondere hat es die Vorlesung „Algebra III“ nie gegeben).
Im Anhang werden einige Highlights der Algebra besprochen, die in einer gewöhnlichen Vorlesung
keinen Platz finden. Das Skript in der jetzigen Form dient mir hauptsächlich als eigene Referenz. Auf
meiner Homepage stehen weitere Skripte zur Verfügung. Ich bedanke mich bei Darij Grinberg, Burkhard
Külshammer und Till Müller für einige Korrekturhinweise.
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Algebra I

6



I.1 Motivation

Gibt es eine Lösungsformel für die Gleichung

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0 (a0, a1, . . . , an−1 ∈ Q)? (I.1.1)

• n = 1: x = −a0 ist die einzige Lösung.

• n = 2: x = −a1
2 ±

√
a21
4 − a0 (p-q-Formel).

• n = 3: Gelöst von Tartaglia, del Ferro und Cardano:1 Die Substitution y = x+ a2
3 führt zu

y3 + py + q = 0

für gewisse p, q ∈ Q. Der Ansatz y = u+ v ergibt u3 + v3 = −q und u3v3 = −p3/27. Daher sind
u3 und v3 die Lösungen von

z2 + qz − p3

27
= 0.

Man erhält

y =
3

√
−q
2
+

√
q2

4
+
p3

27
+

3

√
−q
2
−
√
q2

4
+
p3

27

bei geeigneter Wahl der kubischen Wurzeln. Selbst wenn alle Lösungen reell sind, benötigt man
für deren Darstellung in der Regel komplexe Zahlen (dieses Phänomen heißt casus irreducibilis).

• n = 4: Gelöst von Ferrari und Cardano: Mit der Substitution y = x+ a3
4 erhält man

y4 + py2 + qy + r.

Der Ansatz y4 + py2 + qy + r = (y2 + sy + u)(y2 − sy + v) führt zu

s6 + 2ps4 + (p2 − 4r)s2 − q2 = 0.

Damit hat man das Problem auf eine kubische Gleichung in s2 zurückgeführt. Anschließend
berechnet man u = 1

2(s
2 + p− q/s), v = s2 + p− u und löst die beiden quadratischen Gleichungen

nach y.

• n ≥ 5: Es gibt keine allgemeine Formel! (Satz von Abel-Ruffini)

Weitere Ziele der Vorlesung:

• Fundamentalsatz der Algebra: Gleichung I.1.1 besitzt genau n komplexe Lösungen gezählt mit
Vielfachheiten.

• Welche regelmäßigen n-Ecke kann man mit Zirkel und Lineal konstruieren? (gleichseitiges Dreieck
und Quadrat sind leicht, Fünfeck schwieriger, 7-Eck geht nicht).

• Quadratur des Kreises: Mit Zirkel und Lineal lässt sich kein Quadrat konstruieren, das den
gleichen Flächeninhalt wie der Einheitskreis hat.

1zum historischen Hintergrund siehe Wikipedia
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I.2 Zahlentheorie

Bemerkung I.2.1. Wir benutzen die üblichen Zahlbereiche:

• Natürliche Zahlen: N = {1, 2, . . .}, N0 = {0, 1, . . .}.

• Ganze Zahlen: Z = {. . . ,−1, 0, 1, . . .}.

• Rationale Zahlen: Q = {ab : a, b ∈ Z, b ̸= 0}.

• Reelle Zahlen: R (Analysis).

• Komplexe Zahlen: C = {a+ bi : a, b ∈ R}.

Satz I.2.2 (Division mit Rest). Für a ∈ Z und d ∈ N existieren eindeutig bestimmte q, r ∈ Z mit
a = qd+ r und 0 ≤ r < d.

Beweis. Offenbar ist die Menge M := {a− cd : c ∈ Z mit a− cd ≥ 0} ⊆ N0 nicht leer und besitzt daher
ein minimales Element r := a− qd ≥ 0 mit q ∈ Z. Im Fall r ≥ d wäre auch a− (q + 1)d = r − d ∈M
im Widerspruch zur Minimalität von r. Also ist 0 ≤ r < d. Seien nun q′, r′ ∈ Z mit a = q′d+ r′ und
0 ≤ r′ < d. Aus d|q − q′| = |dq − dq′| = |r′ − r| < d folgt dann q = q′ und r = r′.

Bemerkung I.2.3. Man nennt r in Satz I.2.2 den Rest bei der Division von a durch d.

Beispiel I.2.4. Die Division 20 durch 7 lässt Rest 6, denn 20 = 2 · 7 + 6.

Definition I.2.5. Für a, b ∈ Z sagt man a teilt b (oder a ist ein Teiler von b oder b ist durch a teilbar),
falls ein c ∈ Z mit ac = b existiert. Man schreibt dann a | b.

Lemma I.2.6. Für a, b, c, d, e ∈ Z gilt

(i) ±1 | a | 0,

(ii) 0 | a ⇐⇒ a = 0,

(iii) a | b | c =⇒ a | c,

(iv) a | b | a =⇒ a = ±b,

(v) a | b, c =⇒ a | (bd+ ce),

(vi) a | b ̸= 0 =⇒ |a| ≤ |b|.

Beweis. Alle Aussagen sind leicht. Wir beweisen als Muster (iv). Wegen a | b | a existieren c, d ∈ Z mit
ac = b und bd = a. Also ist a = bd = cda. Im Fall a = 0 ist auch b = ac = 0. Anderenfalls ist cd = 1
und c = ±1. Dann ist a = ±b.
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Definition I.2.7. Für a1, . . . , an ∈ Z sei

gT(a1, . . . , an) := {d ∈ Z : d | a1, . . . , an}

die Menge der gemeinsamen Teiler von a1, . . . , an. Ein g ∈ gT(a1, . . . , an)∩N0 heißt größter gemeinsamer
Teiler von a1, . . . , an, falls d | g für alle d ∈ gT(a1, . . . , an) gilt. Man schreibt dann ggT(a1, . . . , an) := g.
Im Fall ggT(a1, . . . , an) = 1 nennt man a1, . . . , an teilerfremd.

Bemerkung I.2.8.

(i) Sind g und g′ größte gemeinsame Teiler von a1, . . . , an, so gilt g | g′ | g und g = ±g′ nach
Lemma I.2.6(iv). Wegen g, g′ ≥ 0 ist also g = g′, d. h. es existiert höchstens ein gemeinsamer
Teiler von a1, . . . , an (dies rechtfertigt die Schreibweise ggT).

(ii) Die Bezeichnung „größter gemeinsamer Teiler“ ist irreführend, denn gT(0, 0) = Z, aber ggT(0, 0) =
0.

(iii) Für die Berechnung von ggT(a1, . . . , an) kann man offenbar a1 > . . . > an > 0 annehmen. Für d ∈
gT(a1, . . . , an) gilt d | a1 und d | ggT(a2, . . . , an). Also ist gT(a1, . . . , an) ⊆ gT(a1, ggT(a2, . . . , an)).
Für d ∈ gT(a1, ggT(a2, . . . , an)) gilt umgekehrt d | ggT(a2, . . . , an) | ai für i = 2, . . . , n, also
d ∈ gT(a1, . . . , an). Dies zeigt

ggT(a1, . . . , an) = ggT(a1, ggT(a2, . . . , an)).

Es genügt also den ggT von zwei natürlichen Zahlen berechnen zu können.

(iv) Sei a > b > 0. Division mit Rest liefert a = bq + r mit q, r ∈ Z und 0 ≤ r < b. Nach
Lemma I.2.6(v) ist gT(a, b) = gT(bq + r, b) = gT(r, b) und daher ggT(a, b) = ggT(r, b). Im Fall
r > 0 kann man b mit Rest durch r teilen und erhält dadurch immer kleinere Zahlen. Man Ende ist
ggT(a, b) = ggT(r, b) = . . . = ggT(d, 0) = d. Insbesondere existiert der ggT immer. Der folgende
Satz gibt genauere Auskunft.

Satz I.2.9 (Erweiterter euklidischer Algorithmus).
Eingabe: a, b ∈ N.
Initialisierung: (x0, y0, z0) := (1, 0, a), (x1, y1, z1) := (0, 1, b) und k := 0.
Solange zk+1 > 0 wiederhole:

Division mit Rest: zk = qk+1zk+1 + rk+1 mit 0 ≤ rk+1 < zk+1.
Setze (xk+2, yk+2, zk+2) := (xk − xk+1qk+1, yk − yk+1qk+1, rk+1) und k := k + 1.

Ausgabe: zk = xka+ ykb = ggT(a, b).

Beweis. Wegen z1 > r1 = z2 > r2 = z3 > . . . terminiert der Algorithmus. Am Ende gilt

zk = ggT(zk, 0) = ggT(zk, zk+1) = ggT(zk, rk) = ggT(zk, zk−1 − qkzk)

= ggT(zk, zk−1) = . . . = ggT(z0, z1) = ggT(a, b).

Für i = 0, 1 gilt xia+ yib = zi. Induktiv folgt

xi+1a+ yi+1b = (xi−1 − xiqi)a+ (yi−1 − yiqi)b = xi−1a+ yi−1b− (xia+ yib)qi

= zi−1 − ziqi = ri = zi+1.

Daher ist ggT(a, b) = zk = xka+ ykb.
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Beispiel I.2.10. Für a := 45 und b := 24 erhält man:

xi yi zi qi
1 0 45
0 1 24 1
1 -1 21 1

-1 2 3 7
0

Also ist ggT(45, 24) = 3 = −45 + 2 · 24.

Folgerung I.2.11. Für a1, . . . , an, b ∈ Z gilt

ggT(a1, . . . , an) | b ⇐⇒ ∃b1, . . . , bn ∈ Z : a1b1 + . . .+ anbn = b.

Beweis. Sei g := ggT(a1, . . . , an).

⇒: Sei gd = b. Nach Bemerkung I.2.8(iii) und Satz I.2.9 existieren c1, . . . , cn ∈ Z mit g = a1c1 + . . .+
ancn. Die Behauptung folgt mit bi := dci für i = 1, . . . , n.

⇐: Wegen g | ai für i = 1, . . . , n gilt g | a1b1 + . . .+ anbn = b.

Definition I.2.12. Man nennt v ∈ Z ein gemeinsames Vielfaches von a1, . . . , an ∈ Z, falls ai | v für
i = 1, . . . , n gilt. Ein gemeinsames Vielfaches v ∈ N0 heißt kleinstes gemeinsames Vielfache, falls v jedes
gemeinsame Vielfache von a1, . . . , an teilt. Man schreibt dann kgV(a1, . . . , an) := v.

Bemerkung I.2.13. Wie beim ggT zeigt man, dass höchstens ein kgV existiert. Außerdem ist

kgV(a1, . . . , an) = kgV(a1, kgV(a2, . . . , an)).

Wir berechnen das kgV über einen Umweg.

Definition I.2.14. Man nennt p ∈ N Primzahl , falls p genau zwei positive Teiler hat, nämlich 1 und p.
Die Menge der Primzahlen bezeichnen wir mit P. Man nennt p ∈ P Primteiler von a ∈ Z, falls p | a.

Bemerkung I.2.15.

(i) Beachte: 1 ist keine Primzahl!

(ii) Zwei verschiedene Primzahlen sind stets teilerfremd.

Lemma I.2.16.

(i) Für a, b ∈ Z und p ∈ P gilt p | ab =⇒ p | a ∨ p | b.

(ii) Jedes a ∈ N \ {1} besitzt einen Primteiler.

Beweis.

(i) Sei p | ab und p ∤ a. Nach dem euklidischen Algorithmus existieren c, d ∈ Z mit 1 = ggT(a, p) =
ac+ pd. Es folgt p | abc+ pbd = b1 = b.
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(ii) Sei p > 1 ein möglichst kleiner Teiler von a (notfalls p = a). Im Fall p /∈ P existiert 1 < q < p mit
q | p | a im Widerspruch zur Wahl von p. Also ist p ∈ P.

Satz I.2.17 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Annahme: P = {p1 = 2, . . . , pn}. Nach Lemma I.2.16 existiert ein Primteiler q von a = p1 . . . pn+
1. Nach der Annahme ist q ∈ {p1, . . . , pn} und man erhält den Widerspruch q | (a− p1 . . . pn) = 1.

Satz I.2.18 (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Für jedes n ∈ N existieren eindeutig bestimmte ap ∈ N0

für p ∈ P mit
n =

∏
p∈P

pap .

Beweis. Induktion nach n: Im Fall n = 1 ist ap = 0 für alle p ∈ P. Sei nun n ≥ 2 und p ein
Primteiler von n. Nach Induktion besitzt n/p eine Primfaktorzerlegung und daher auch n = p · n/p. Sei
n =

∏
pap =

∏
pbp und aq < bq für ein q ∈ P. Dann ist

q | n

qaq
=

∏
p̸=q

pap

und Lemma I.2.16(i) zeigt q = p für ein p ∈ P \ {q}. Widerspruch.

Beispiel I.2.19. Sei k ≥ 2 und n ∈ N nicht die k-te Potenz einer natürlichen Zahl. Dann ist k
√
n

irrational, denn anderenfalls existieren teilerfremde a, b ∈ N mit k
√
n = a/b. Dann ist nbk = ak. Die

eindeutige Primfaktorzerlegung zeigt bk = 1 und man erhält den Widerspruch n = ak.

Bemerkung I.2.20.

(i) Die Teiler von n =
∏
p∈P p

ap haben die Form n =
∏
p∈P p

a′p mit 0 ≤ a′p ≤ ap für alle p ∈ P. Für
m =

∏
p∈P p

bp gilt daher

ggT(n,m) =
∏
p∈P

pmin{ap,bp}, kgV(n,m) =
∏
p∈P

pmax{ap,bp}.

Dies zeigt
nm = ggT(n,m) kgV(n,m),

denn ap + bp = min{ap, bp}+max{ap, bp}. Da man keinen schnellen Algorithmus zur Primfaktor-
zerlegung kennt, ist der euklidische Algorithmus zur Berechnung von ggT und kgV in der Regel
zu bevorzugen.

(ii) Satz I.2.18 erlaubt folgende Verallgemeinerung von Lemma I.2.16(i): Sind a, b ∈ Z teilerfremd und
a | bc, so folgt a | c.

Definition I.2.21. Für a, b ∈ Z und d ∈ N schreiben wir a ≡ b (mod d), falls d | (a − b). Man sagt
dann: a und b sind kongruent modulo d.

Beispiel I.2.22.

(i) Im Dezimalsystem rechnet man modulo 10 und im Binärsystem modulo 2.
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(ii) Man betrachtet Sekunden und Minuten modulo 60 und Stunden modulo 12 oder 24.

(iii) Wochentage zählt man modulo 7.

(iv) Eurocent rechnet man modulo 100.

(v) In der Musik betrachtet man Töne modulo 8 (c, d, e, f, g, a, h) oder 12 (c, cis, d, . . . , h).

Satz I.2.23. Die Kongruenz modulo d ∈ N ist eine Äquivalenzrelation auf Z, d. h. es gilt

(i) a ≡ a (mod d) (reflexiv),

(ii) a ≡ b (mod d) =⇒ b ≡ a (mod d) (symmetrisch),

(iii) a ≡ b ≡ c (mod d) =⇒ a ≡ c (mod d) (transitiv).

Außerdem gilt

(iv)
a ≡ a′ (mod d)

b ≡ b′ (mod d)

}
=⇒ a +

· b ≡ a′ +· b
′ (mod d).

Beweis.

(i) d | 0 = a− a.

(ii) d | a− b =⇒ d | −(a− b) = b− a.

(iii) d | a− b ∧ d | b− c =⇒ d | (a− b) + (b− c) = a− c.

(iv) Sei d | a − a′ und d | b − b′. Dann folgt d | (a − a′) + (b − b′) = (a + b) − (a′ + b′) sowie
d | (a− a′)b+ (b− b′)a′ = ab− a′b′.

Bemerkung I.2.24. Die Äquivalenzklassen in der Situation von Satz I.2.23 heißen Restklassen modulo
d. Sie haben die Form a + dZ := {a + cd : c ∈ Z} für a ∈ Z (alle Elemente in a + dZ lassen den
gleichen Rest bei der Division durch d). Die Menge aller Restklassen modulo d bezeichnen wir mit
Z/dZ. Offenbar ist

Z/dZ = {0 + dZ = dZ, 1 + dZ, . . . , d− 1 + dZ}

und |Z/dZ| = d.

Beispiel I.2.25.

(i) Gleichung (iv) vereinfacht viele Rechnungen. Wir prüfen, ob 790 + 1117 durch 5 teilbar ist:

790 + 1117 ≡ 290 + 17 ≡ 445 + 1 ≡ (−1)45 + 1 ≡ 0 (mod 5).

In Folgerung I.7.18 zeigen wir, dass man auch die Exponenten reduzieren darf, allerdings modulo
4.
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(ii) (DHM-Schlüsselaustausch) Zur vertraulichen Kommunikation müssen sich Euler und Gauß zunächst
auf einen geheimen Schlüssel einigen. Hierfür wird eine Primzahl p > 101000 und eine Zahl
1 < n < p (öffentlich) gewählt. Euler wählt geheim und zufällig a ∈ N und schickt na + pZ an
Gauß. Gauß wählt geheim und zufällig b ∈ N und schickt nb + pZ an Euler. Beide können nun
(na + pZ)b = nab + pZ = (nb + pZ)a als geheimen Schlüssel verwenden. Da man bislang keinen
effizienten Algorithmus zur Berechnung des diskreten Logarithmus (um beispielsweise a aus na+pZ
und n zu berechnen) kennt, ist dieses Verfahren aktuell sicher.1

Lemma I.2.26 (Kürzen von Kongruenzen). Für a, b ∈ Z und d, e ∈ N gilt

ae ≡ be (mod d) ⇐⇒ a ≡ b

(
mod

d

ggT(d, e)

)
.

Beweis. Sei ae ≡ be (mod d) und g := ggT(d, e). Dann ist d | (a − b)e und d
g | (a − b) eg . Wegen

ggT(dg ,
e
g ) = 1 folgt d

g | (a − b) (Bemerkung I.2.20(ii)) und a ≡ b (mod d
g ). Ist umgekehrt a ≡ b

(mod d
g ), so gilt d | d eg = d

ge | (a− b)e, also ae ≡ be (mod d).

Beispiel I.2.27. Eine ISBN zur Indizierung von Büchern besteht aus neun Ziffern z1, . . . , z9 ∈ {0, . . . , 9}
sowie einer Prüfziffer s ∈ {0, . . . , 9, X} mit

s ≡
9∑

k=1

kzk (mod 11),

wobei 10 durch X ersetzt wird. Wegen

kzk ≡ kz′k (mod 11) ⇐⇒ zk ≡ z′k (mod 11),

kzk + lzk ≡ kzl + lzk (mod 11) ⇐⇒ (k − l)zk ≡ (k − l)zl (mod 11) ⇐⇒ zk ≡ zl (mod 11)

erkennt die Prüfziffer eine fehlerhafte Ziffer oder eine Vertauschung von zwei Ziffern (aber nicht beides
gleichzeitig). Siehe Kapitel III.12.

Satz I.2.28 (Kongruenzgleichungen). Seien a, b ∈ Z und d ∈ N. Genau dann existiert ein x ∈ Z mit
ax ≡ b (mod d), falls ggT(a, d) | b. Gegebenenfalls bilden diese x eine Restklasse modulo d

ggT(a,d) .

Beweis. Erste Aussage:

∃x ∈ Z : ax ≡ b (mod d) ⇐⇒ ∃x, c ∈ Z : b = ax+ cd
I.2.11⇐⇒ ggT(a, d) | b.

Zweite Aussage:

ax ≡ ay (mod d)
I.2.26⇐⇒ x ≡ y

(
mod

d

ggT(a, d)

)
.

Bemerkung I.2.29. Satz I.2.28 besagt, dass die Gleichung ax ≡ b (mod d) im Falle der Lösbarkeit zu
einer Gleichung der Form x ≡ c (mod d/ ggT(a, d)) äquivalent ist.

1Dieses einfache Prinzip wurde erst in den 1970er Jahren von Diffie, Hellman und Merkle entdeckt. Zu diesem Zeitpunkt
war Alan Turing, der Entschlüssler der Enigma aus dem zweiten Weltkrieg, bereits 20 Jahre tot.
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Beispiel I.2.30. Wie wertvoll ist ein 124,76 g schwerer Haufen von 1- und 2-Centmünzen? Eine
1-Centmünze wiegt 2300mg und eine 2-Centmünze 3060mg. Ansatz: 2300x+ 3060y = 124.760. Wir
teilen durch ggT(2300, 3060) = 20 und erhalten 115x+ 153y = 6238. Modulo 115 ergibt sich

38y ≡ 28 (mod 115).

Nach dem euklidischen Algorithmus ist 1 = ggT(38, 115) = −3 ·38+115 ≡ −3 ·38 (mod 115). Einsetzen
liefert 38y ≡ 28 · (−3 · 38) (mod 115). Lemma I.2.26 zeigt

y ≡ −3 · 28 ≡ 31 (mod 115).

Für y ≥ 31 + 115 wäre 3060y ≥ 446.760 > 124.760. Also ist y = 31 die einzige Lösung und x =
6238−153y

115 = 13 folgt.

Antwort: 13 + 2 · 31 = 75 Cent.

Bemerkung I.2.31. Für α, β, γ ∈ N0 giltmin{max{α, β}, γ} = max{min{α, γ},min{β, γ}} (betrachte
o. B. d.A. α ≥ β). Dies zeigt

ggT
(
kgV(a, b), c

)
= kgV

(
ggT(a, c), ggT(b, c)

)
(I.2.1)

für a, b, c ∈ Z (Bemerkung I.2.20).

Satz I.2.32 (Chinesischer Restsatz). Seien a1, . . . , an ∈ Z und d1, . . . , dn ∈ N. Genau dann existiert
ein x ∈ Z mit x ≡ ai (mod di) für i = 1, . . . , n, falls ai ≡ aj (mod ggT(di, dj)) für alle i, j gilt.
Gegebenenfalls bilden die x eine Restklasse modulo kgV(d1, . . . , dn).

Beweis. Existiert x ∈ Z mit x ≡ ai (mod di) für i = 1, . . . , n, so gilt ggT(di, dj) | (ai − x) + (x− aj) =
ai − aj , also ai ≡ aj (mod ggT(di, dj)) für alle i, j.

Eindeutigkeit:

∀i : x ≡ y (mod di) ⇐⇒ ∀i : di | x− y ⇐⇒ kgV(d1, . . . , dn) | x− y

⇐⇒ x ≡ y (mod kgV(d1, . . . , dn)).

Existenz: Sei ai ≡ aj (mod ggT(di, dj)) für i, j gegeben. Wir argumentieren durch Induktion nach n.
Für n = 1 löst x := a1 die Kongruenz. Sei nun n ≥ 2. Nach dem euklidischen Algorithmus existieren
e1, e2 ∈ Z mit g := ggT(d1, d2) = d1e1 + d2e2. Wir setzen b := a1 + d1e1

a2−a1
g ∈ Z. Dann gilt

b ≡ a1 (mod d1),

b = a1 + (g − d2e2)
a2 − a1

g
= a1 + (a2 − a1)− d2e2

a2 − a1
g

≡ a2 (mod d2),

d. h. b löst die ersten beiden Gleichungen. Nach der bereits gezeigten Eindeutigkeit sind diese Gleichungen
äquivalent zu

x ≡ b (mod kgV(d1, d2)).

Um die Induktionsvoraussetzung zu benutzen, müssen wir b ≡ ai (mod ggT(kgV(d1, d2), di)) für
i = 3, . . . , n zeigen. Es gilt b ≡ a1 ≡ ai (mod ggT(d1, di)) und b ≡ a2 ≡ ai (mod ggT(d2, di)). Dies
zeigt

b ≡ ai (mod kgV(ggT(d1, di), ggT(d2, di)))

und die Behauptung folgt aus (I.2.1).
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Bemerkung I.2.33. Die Bedingungen ai ≡ aj (mod ggT(di, dj)) in Satz I.2.32 sind stets erfüllt, wenn
d1, . . . , dn paarweise teilerfremd sind.2

Beispiel I.2.34.

(i) Betrachte das System

x ≡ 3 (mod 7),

x ≡ 4 (mod 11),

x ≡ 5 (mod 13).

Der Ansatz x = 3 + 7a löst zunächst die erste Gleichung und liefert 7a ≡ 1 (mod 11) in der
zweiten Gleichung. Nach Satz I.2.28 ist dies zu a ≡ −3 (mod 11) äquivalent (die Lösung −3 kann
man leicht erraten). Wir setzen nun a = −3+11b und erhalten x = −18+77b. Dies löst die ersten
beiden Gleichungen. Die dritte Gleichung liefert 77b ≡ 23 (mod 13), also b ≡ 3 (mod 13). Die
allgemeine Lösung des Systems lautet daher x = −18 + 77(3 + 13c) = 213 + 1001c mit c ∈ Z.

(ii) Was sind die letzten beiden Dezimalziffern von 4788? Wir suchen 0 ≤ x ≤ 99 mit

x ≡ 4788 (mod 100).

Wegen kgV(4, 25) = 100 ist diese Kongruenz nach Satz I.2.32 äquivalent zum System

x ≡ 4788 (mod 4),

x ≡ 4788 (mod 25).

Es gilt 4788 ≡ (−1)88 ≡ 1 (mod 4) und

4788 ≡ (−3)3·29+1 ≡ (−2)29(−3) ≡ (−2)7·4+1(−3) ≡ (−3)46 ≡ 11 (mod 25).

Der Ansatz x = 1 + 4a löst die erste Gleichung und ergibt 4a ≡ 10 (mod 25) in der zweiten
Gleichung. Es folgt 2a ≡ 5 (mod 25) und a ≡ 13 · 2a ≡ 13 · 5 ≡ 15 (mod 25). Also ist x =
1 + 4 · 15 = 61.

Definition I.2.35. Man nennt

φ : N → N,
n 7→ |{1 ≤ k ≤ n : ggT(n, k) = 1}|

Eulersche φ-Funktion.

Bemerkung I.2.36. Für b ∈ a+nZ gilt ggT(b, n) = ggT(a, n). Da a+nZ genau einen Repräsentanten
b mit 1 ≤ b ≤ n besitzt, gilt

φ(n) = |{a+ nZ : ggT(a, n) = 1}|.

Satz I.2.37. Es gilt

(i) φ(nm) = φ(n)φ(m), falls ggT(n,m) = 1.

(ii) φ(pn) = pn − pn−1 für jede Primzahlpotenz pn ̸= 1.
2ggT(d1, . . . , dn) = 1 reicht nicht ! (betrachte ggT(6, 10, 15))
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Beweis.

(i) Seien 1 ≤ a ≤ n und 1 ≤ b ≤ m mit ggT(a, n) = 1 = ggT(b,m). Nach dem chinesischen Restsatz
existiert genau ein 1 ≤ c ≤ kgV(n,m) = nm mit c ≡ a (mod n) und c ≡ b (mod m). Offenbar
ist dann ggT(c, nm) = 1. Ist umgekehrt 1 ≤ c ≤ nm mit ggT(c, nm) = 1 gegeben, so gilt auch
ggT(c, n) = 1 = ggT(c,m). Daher sind die Mengen

{1 ≤ a ≤ n : ggT(a, n) = 1} × {1 ≤ b ≤ m : ggT(b,m) = 1}

und {1 ≤ c ≤ nm : ggT(c, nm) = 1} gleichmächtig und die Behauptung folgt.

(ii) Es gilt ggT(pn, k) = 1 genau dann, wenn p ∤ k. Zwischen 1 und pn liegen genau pn−1 Vielfache
von p, nämlich p, 2p, . . . , pn−1p. Dies zeigt die Behauptung.

Bemerkung I.2.38. Sei n =
∏
p∈P p

ap ∈ N. Nach Satz I.2.37 ist dann

φ(n) =
∏
p∈P

φ(pap) =
∏
p∈P
ap>0

(pap − pap−1).

Beispiel I.2.39. Es gilt

φ(36) = φ(22 · 32) = (22 − 21)(32 − 31) = 2 · 6 = 12

und
{1 ≤ a ≤ 36 : ggT(a, 36) = 1} = {1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35}.

Definition I.2.40. Man nennt

µ : N → Z,

n 7→

{
(−1)s falls n = p1 . . . ps mit paarweise verschiedenen p1, . . . , ps ∈ P,
0 sonst

Möbius-Funktion. Dabei ist µ(1) = 1 (s = 0).

Bemerkung I.2.41. Sind p1, . . . , ps die verschiedenen Primteiler von n > 1, so gilt

∑
d|n

µ(d) =
s∑

k=0

∑
q1,...,qk∈{p1,...,ps}

µ(q1 . . . qk) =

s∑
k=0

∑
M⊆{p1,...,ps}

|M |=k

(−1)k =

s∑
k=0

(−1)k
(
s

k

)
= (1− 1)s = 0,

wobei nur über die positiven Teiler summiert wird.

Satz I.2.42 (Möbius-Inversion). Für f, F : N → C sind äquivalent:

(1) F (n) =
∑

d|n f(d) für alle n ∈ N.

(2) f(n) =
∑

d|n µ(d)F (
n
d ) =

∑
d|n µ(

n
d )F (d) für alle n ∈ N.
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Beweis.

(1) ⇒ (2): ∑
d|n

µ(d)F (n/d)
(1)
=

∑
d|n

∑
e|n

d

µ(d)f(e) =
∑
de|n

µ(d)f(e) =
∑
e|n

f(e)
∑
d|n

e

µ(d)
I.2.41
= f(n).

(2) ⇒ (1): ∑
d|n

f(d)
(2)
=

∑
d|n

∑
e|d

µ(d/e)F (e) =
∑
e|n

F (e)
∑
d|n

e

µ(d)
I.2.41
= F (n).

Beispiel I.2.43. Für n =
∏
p∈P p

ap ∈ N gilt

∑
d|n

φ(d)
I.2.20
=

∏
p∈P

ap∑
k=0

φ(pk)
I.2.37
=

∏
p∈P

(1 + (p− 1) + (p2 − p) + . . .+ (pap − pap−1)) =
∏
p∈P

pap = n.

Für f = φ ist also F = idN in Satz I.2.42 und man erhält

φ(n) =
∑
d|n

µ(d)
n

d

für alle n ∈ N.
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I.3 Gruppen

Definition I.3.1. Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verknüpfung · : G × G → G,
(x, y) 7→ x · y, sodass folgende Eigenschaften gelten:

• ∀x, y, z ∈ G : (x · y) · z = x · (y · z) (assoziativ),

• ∃e ∈ G : ∀x ∈ G : e · x = x (neutrales Element),

• ∀x ∈ G : ∃y ∈ G : y · x = e (inverses Element).

Gilt zusätzlich

• ∀x, y ∈ G : x · y = y · x (kommutativ),

so nennt man G abelsch. Die Ordnung von G ist die Mächtigkeit |G|.

Bemerkung I.3.2.

(i) Im Folgenden sei G stets eine Gruppe. Wenn die Verknüpfung klar ist, schreiben wir xy statt x · y.

(ii) Für x ∈ G existieren y, z ∈ G mit yx = e = zy. Es folgt

xy = e(xy) = (zy)(xy) = z(yx)y = z(ey) = zy = e

und xe = x(yx) = (xy)x = ex = x. Ist auch e′ ∈ G ein neutrales Element, so gilt e′ = e′e = e.
Also ist e eindeutig bestimmt und wir schreiben e = 1G = 1. Sei nun y′ ∈ G mit y′x = e. Dann ist
y′ = y′e = y′(xy) = (y′x)y = ey = y. Somit hat x genau ein Inverses und wir schreiben y = x−1.

(iii) Für x, y ∈ G ist (x−1)−1 = x und (xy)−1 = y−1x−1 (Achtung!).

(iv) Für x1, . . . , xn ∈ G spielt die Klammerung in x1 . . . xn keine Rolle: Für n = 3 folgt dies aus der
Assoziativität. Gilt die Behauptung bereits für n− 1, so hat jede Klammerung von x1 . . . xn die
Form (x1 . . . xk)(xk+1 . . . xn) mit 1 ≤ k < n. Nun gilt

x1(x2 . . . xn) = x1(x2(x3 . . . xn)) = (x1x2)(x3 . . . xn) = . . . = (x1 . . . xn−1)xn.

(v) Für x ∈ G und k ∈ Z definieren wir

xk :=


1G falls k = 0,

x . . . x (k Faktoren) falls k > 0,

(x−1)−k falls k < 0.

Sicher ist dann xmxn = xm+n und (xm)n = xmn für n,m ∈ Z. Im Fall G = {xi : i ∈ Z} nennt
man G zyklisch. Wegen xmxn = xm+n = xnxm ist G dann auch abelsch.

Beispiel I.3.3.

(i) Die triviale Gruppe G = {1}. Wir schreiben dann auch G = 1.
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(ii) Die ganzen Zahlen Z bilden bzgl. Addition eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist dabei
0. Dagegen ist Z bzgl. Multiplikation keine Gruppe (2 hat kein Inverses).

(iii) Für jeden Körper K ist K× := K \ {0} eine abelsche Gruppe bzgl. Multiplikation.

(iv) Die invertierbaren n × n-Matrizen über einem Körper K bilden bzgl. Matrizenmultiplikation
die allgemeine lineare Gruppe GL(n,K) vom Grad n über K. Das neutrale Element ist die
Einheitsmatrix 1n. Es gilt GL(1,K) = K×. Für n ≥ 2 ist GL(n,K) nichtabelsch.

(v) Die Bijektionen einer Menge Ω auf sich selbst bilden bzgl. Komposition von Abbildungen die
symmetrische Gruppe Sym(Ω) mit neutralem Element idΩ. Die Elemente von Sym(Ω) heißen
Permutationen. Für Ω = {1, . . . , n} schreiben wir Sn := Sym(Ω) und nennen n den Grad von Sn.
Es gilt |Sn| = n!.

(vi) Für Gruppen G1, . . . , Gn wird das kartesische Produkt G1 × . . .×Gn durch

(g1, . . . , gn) · (h1, . . . , hn) := (g1h1, . . . , gnhn)

für gi, hi ∈ Gi zu einer Gruppe mit neutralem Element (1G1 , . . . , 1Gn) (nachrechnen). Man nennt
G1 × . . .×Gn das direkte Produkt von G1, . . . , Gn. Im Fall G1 = . . . = Gn schreiben wir auch Gn1
statt G1 × . . .×Gn.

Definition I.3.4. Eine nichtleere Teilmenge H ⊆ G mit xy−1 ∈ H für alle x, y ∈ H heißt Untergruppe
von G. Wir schreiben dann H ≤ G und H < G, falls H eine echte Untergruppe ist, d. h. H ̸= G. Die
Mengen der Form gH := {gh : h ∈ H} nennt man (Links)nebenklassen von H in G. Die Menge aller
Linksnebenklassen ist G/H := {gH : g ∈ G} und |G : H| := |G/H| ist der Index von H in G.

Bemerkung I.3.5. Sei H ≤ G. Dann existiert ein x ∈ H. Also ist auch 1G = xx−1 ∈ H und
x−1 = 1Gx

−1 ∈ H. Für x, y ∈ H ist außerdem xy = x(y−1)−1 ∈ H. Dies zeigt, dass H mit der
eingeschränkten Verknüpfung selbst eine Gruppe ist. Ist G abelsch, so auch H. Aus K ≤ H folgt
K ≤ G, d. h. ≤ ist transitiv und damit eine (partielle) Ordnungsrelation.

Beispiel I.3.6.

(i) Jede Gruppe G besitzt die Untergruppen 1 und G.

(ii) Für jede Familie von Untergruppen Hi ≤ G (i ∈ I) ist
⋂
i∈I Hi ≤ G (nachrechnen).

(iii) Für U ⊆ G ist
⟨U⟩ :=

⋂
U⊆H≤G

H

die von U erzeugte Untergruppe (die „kleinste“ Untergruppe, die U enthält). Offenbar enthält
⟨U⟩ alle Elementen der Form x±1

1 . . . x±1
n mit x1, . . . , xn ∈ U . Umgekehrt bilden diese Elemente

selbst eine Untergruppe, die dann mit ⟨U⟩ übereinstimmen muss. Im Fall ⟨U⟩ = G ist U ein
Erzeugendensystem von G. Wir schreiben auch ⟨x1, . . . , xn⟩ := ⟨{x1, . . . , xn}⟩. Die Untergruppen
der Form ⟨x⟩ sind zyklisch. Man nennt dann |⟨x⟩| die Ordnung von x.

(iv) Für n ∈ Z ist nZ = ⟨n⟩ ≤ Z. Die Linksnebenklassen sind dann genau die Restklassen modulo n
(beachte: die Verknüpfung ist +).

(v) Die oberen Dreiecksmatrizen in GL(n,K) bilden eine Untergruppe.

(vi) Für n ≤ m gilt Sn ≤ Sm.
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Lemma I.3.7. Für x ∈ G gilt
|⟨x⟩| = inf{n ∈ N : xn = 1},

wobei inf ∅ := ∞. Im Fall n := |⟨x⟩| <∞ gilt

(i) xk = 1 ⇐⇒ n | k für k ∈ Z.

(ii) xk = xl ⇐⇒ k ≡ l (mod n) für k, l ∈ Z.

(iii) |⟨xk⟩| = n

ggT(n, k)
für k ∈ Z.

Beweis. Sei zunächst n ∈ N minimal mit xn = 1. Für k ∈ Z existieren q, r ∈ Z mit k = qn + r
und 0 ≤ r < n (Division mit Rest). Dann ist xk = xqn+r = (xn)qxr = 1qxr = xr und es folgt
⟨x⟩ = {1, x, x2, . . . , xn−1}. Nehmen wir an es existieren 0 ≤ k < l < n mit xk = xl. Dann wäre xl−k = 1
mit 1 ≤ l − k < n im Widerspruch zur Wahl von n. Dies zeigt |⟨x⟩| = n.

Sei nun xn ̸= 1 für alle n ∈ N. Für 1 ≤ k < l ist dann xk ̸= xl, denn anderenfalls wäre xl−k = 1. Dies
zeigt, dass die Elemente x, x2, . . . paarweise verschiedenen sind. Insbesondere ist |⟨x⟩| = ∞.

(i) Division mit Rest liefert k = qn + r mit q, r ∈ Z und 0 ≤ r < n. Wie oben ist xk = xr und es
folgt xk = 1 ⇐⇒ r = 0 ⇐⇒ n | k.

(ii) Nach (i) ist xk = xl ⇐⇒ xk−l = 1 ⇐⇒ n | k − l ⇐⇒ k ≡ l (mod n).

(iii) Es gilt

|⟨xk⟩| = inf{m ∈ N : xkm = (xk)m = 1} (i)
= inf{m ∈ N : km ≡ 0 (mod n)}

I.2.26
= inf

{
m ∈ N : m ≡ 0

(
mod

n

ggT(n, k)

)}
=

n

ggT(n, k)
.

Bemerkung I.3.8 (Wiederholung Lineare Algebra). Für k ≥ 2 nennt man σ ∈ Sn einen (k-)Zyklus
(oder Zyklus der Länge k), falls paarweise verschiedene 1 ≤ a1, . . . , ak ≤ n existieren, sodass

σ(x) =


ai+1 falls x = ai mit i < k,

a1 falls x = ak,

x sonst

a1

a2

a3

a4

σ

σ σ

σ

gilt. Man schreibt dann σ = (a1, . . . , ak). Diese Schreibweise ist eindeutig bis auf „Rotation“, d. h.

σ = (a2, . . . , ak, a1) = . . . = (ak, a1, . . . , ak−1).

Außerdem ist (a1, . . . , ak)−1 = (ak, ak−1, . . . , a1).

Zyklen der Länge 2 heißen Transpositionen. Zyklen σ = (a1, . . . , ak) und τ = (b1, . . . , bl) heißen disjunkt ,
falls

{a1, . . . , ak} ∩ {b1, . . . , bl} = ∅.

Gegebenenfalls gilt στ = τσ. Bekanntlich ist jede Permutation σ ∈ Sn ein Produkt von paarweise
disjunkten Zyklen σ = σ1 . . . σs, die bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. Hat σi Länge
li, so nennt man (l1, . . . , ls) den Zyklentyp von σ, wobei man l1 ≥ . . . ≥ ls annehmen kann. Wegen
(a1, . . . , ak) = (a1, a2)(a2, a3) . . . (ak−1, ak) (Abbildungen von rechts nach links auswerten) ist jede
Permutation ein Produkt von (nicht unbedingt disjunkten) Transpositionen.
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Lemma I.3.9. Für σ ∈ Sn mit Zyklentyp (l1, . . . , ls) gilt

|⟨σ⟩| = kgV(l1, . . . , ls).

Beweis. Sei σ = σ1 . . . σs mit disjunkten Zyklen σi der Länge li. Offenbar ist |⟨σi⟩| = li für i = 1, . . . , s.
Für k ∈ N sind auch σk1 , . . . , σks paarweise disjunkt und daher vertauschbar. Mit Lemma I.3.7 folgt

σk = 1 ⇐⇒ σk1 . . . σ
k
s = 1 ⇐⇒ σk1 = . . . = σks = 1

⇐⇒ l1 | k, . . . , ls | k ⇐⇒ kgV(l1, . . . , ls) | k.

Dies zeigt die Behauptung.

Beispiel I.3.10.

(i) In S6 ist
(
1 2 3 4 5 6
4 1 6 2 5 3

)
= (1, 4, 2)(3, 6) ein Element der Ordnung 6. Andererseits besitzt

S6 kein Element der Ordnung 10, denn dafür braucht man mindestens sieben Ziffern.

(ii) In S5 gilt (2, 5, 3, 1)(3, 1, 6) = (1, 6)(2, 5, 3).

(iii) Es gilt S3 =
{
1, (1, 2), (1, 3), (2, 3), (1, 2, 3), (1, 3, 2)

}
. Wegen (1, 2)(1, 3) = (1, 3, 2) ̸= (1, 2, 3) =

(1, 3)(1, 2) ist Sn genau dann abelsch, wenn n ≤ 2.

Satz I.3.11 (Lagrange). Für jede Gruppe G und H ≤ G gilt

|G| = |G : H||H|.

Insbesondere sind |H| und |G : H| Teiler von |G|, falls |G| <∞.

Beweis. Für x, y ∈ G sei
x ∼ y :⇐⇒ x−1y ∈ H.

Wegen 1 ∈ H ist x ∼ x. Für x ∼ y gilt y−1x = (x−1y)−1 ∈ H und y ∼ x. Aus x ∼ y ∼ z folgt schließlich
x−1z = (x−1y)(y−1z) ∈ H und x ∼ z. Also ist ∼ eine Äquivalenzrelation. Wegen

x ∼ y ⇐⇒ x−1y ∈ H ⇐⇒ y ∈ xH

sind die Äquivalenzklassen genau die Linksnebenklassen von H in G. Insbesondere ist G die disjunkte
Vereinigung aller Linksnebenklassen. Da die Abbildung H → xH, h 7→ xh eine Bijektion ist (mit
Umkehrabbildung g 7→ x−1g), sind alle Linksnebenklassen gleich groß. Dies zeigt

|G| =
∣∣∣ ⋃
gH∈G/H

gH
∣∣∣ = ∑

gH∈G/H

|gH| = |G : H||H|.

Bemerkung I.3.12.

(i) Der Beweis zeigt
xH = yH ⇐⇒ x−1y ∈ H

für alle x, y ∈ G. Man kann völlig analog x ∼ y :⇐⇒ xy−1 ∈ H definieren und erhält dann die
Rechtsnebenklassen Hg von H in G als Äquivalenzklassen. Der Beweis zeigt, dass es genau so
viele Links- wie Rechtsnebenklassen gibt. Im Allgemeinen ist aber gH ̸= Hg.
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(ii) Für |G| <∞ und x ∈ G ist |⟨x⟩| ein Teiler von |G|. Nach Lemma I.3.7 folgt x|G| = 1.

Definition I.3.13. Für X,Y ⊆ G sei XY := {xy : x ∈ X, y ∈ Y }.

Lemma I.3.14. Für U, V,W ≤ G gilt

(i) U ⊆ V =⇒ |G : U | = |G : V ||V : U |.

(ii) UV ≤ G ⇐⇒ UV = V U .

(iii) |UV | = |U : U ∩ V ||V | = |V : U ∩ V ||U |.

(iv) U ⊆W =⇒ UV ∩W = U(V ∩W ) (Dedekind-Identität).

Beweis. Aufgabe I.19.

Bemerkung I.3.15. Für U, V ≤ G ist nicht unbedingt UV ≤ G (Aufgabe I.21)!

Definition I.3.16. Eine Untergruppe H ≤ G heißt Normalteiler von G (oder normal in G), falls
gH = Hg für alle g ∈ G gilt. Gegebenenfalls schreiben wir H ⊴G und H ◁G, falls H < G.

Beispiel I.3.17.

(i) Stets sind 1 und G normal in G.

(ii) Untergruppen von abelschen Gruppen sind stets normal. Insbesondere ist nZ⊴ Z.

(iii) Untergruppen H ≤ G mit Index 2 sind normal, denn für g ∈ G \H ist gH = G \H = Hg.

(iv) Für N,M ⊴G und g ∈ G ist g(N ∩M) = gN ∩ gM = Ng ∩Mg = (N ∩M)g und N ∩M ⊴G.
Außerdem ist

NM =
⋃
x∈N

xM =
⋃
x∈N

Mx =MN

und Lemma I.3.14(ii) zeigt NM ≤ G. Wegen gNM = NgM = NMg für g ∈ G ist auch NM ⊴G.

(v) Wegen
(1, 3)S2 = {(1, 3), (1, 3)(1, 2)︸ ︷︷ ︸

=(1,2,3)

} ̸= {(1, 3), (1, 2)(1, 3)︸ ︷︷ ︸
=(1,3,2)

} = S2(1, 3)

gilt S2 ⋬ S3.

(vi) Aus M ⊴N ⊴G folgt nicht unbedingt M ⊴G (Aufgabe I.21), d. h. ⊴ ist nicht transitiv.

Lemma I.3.18. Genau dann ist H ≤ G normal in G, falls ghg−1 ∈ H für alle g ∈ G und h ∈ H gilt.

Beweis. Sei H ⊴ G, g ∈ G und h ∈ H. Dann ist ghg−1 ∈ gHg−1 = Hgg−1 = H. Ist umgekehrt
ghg−1 ∈ H für alle g ∈ G und h ∈ H, so folgt

gH = {ghg−1g : h ∈ H} ⊆ Hg = {gg−1hg : h ∈ H} = {gg−1h(g−1)−1 : h ∈ H} ⊆ gH.

Dies zeigt H ⊴G.
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Satz I.3.19. Sei G eine Gruppe und N ⊴G. Dann wird G/N mit der Verknüpfung

xN · yN := xyN

für xN, yN ∈ G/N zu einer Gruppe mit neutralem Element 1N = N .

Beweis. Wir müssen zunächst zeigen, dass die Verknüpfung nicht von der Wahl der Repräsentanten x
und y abhängt. Sei dazu xN = x′N und yN = y′N . Wegen N ⊴G ist dann

x′y′N = x′yN = x′Ny = xNy = xyN.

Also ist xN · yN = xyN wohldefiniert. Für xN, yN, zN ∈ G/N gilt

(xN · yN) · zN = xyN · zN = (xy)zN = x(yz)N = xN · yzN = xN · (yN · zN).

Außerdem ist 1N · xN = 1xN = xN sowie x−1N · xN = x−1xN = 1N .

Definition I.3.20. In der Situation von Satz I.3.19 nennt man G/N die Faktorgruppe von G nach N .

Bemerkung I.3.21. Ist G abelsch, so auch G/N .

Beispiel I.3.22. Für n ∈ N ist Z/nZ eine Gruppe der Ordnung n (vgl. Satz I.2.23).

Definition I.3.23. Eine Abbildung f : G→ H für Gruppen G und H heißt

• Homomorphismus, falls f(xy) = f(x)f(y) für x, y ∈ G gilt.

• Monomorphismus, falls f ein injektiver Homomorphismus ist.

• Epimorphismus, falls f ein surjektiver Homomorphismus ist.

• Isomorphismus, falls f ein bijektiver Homomorphismus ist.

• Endomorphismus, falls f ein Homomorphismus mit G = H ist.

• Automorphismus , falls f ein bijektiver Endomorphismus ist.

Bemerkung I.3.24.

(i) Für einen Homomorphismus f : G→ H gilt

f(1G) = f(1G)f(1G)f(1G)
−1 = f(1G1G)f(1G)

−1 = f(1G)f(1G)
−1 = 1H

und

f(x−1) = f(x−1)f(x)f(x)−1 = f(x−1x)f(x)−1 = f(1G)f(x)
−1 = 1Hf(x)

−1 = f(x)−1

für x ∈ G. Hat x endliche Ordnung, so ist |⟨f(x)⟩| ein Teiler von |⟨x⟩|, denn f(x)|⟨x⟩| = f(x|⟨x⟩|) =
f(1G) = 1H (Lemma I.3.7).

(ii) Für U ≤ G und V ≤ H ist f(U) ≤ H und f−1(V ) := {x ∈ G : f(x) ∈ V } ≤ G (nachrechnen).
Insbesondere ist f(G) ≤ H. Im Fall U ⊴ G gilt f(U) ⊴ f(G), aber nicht unbedingt f(U) ⊴ H
(Aufgabe I.21)! Für V ⊴H gilt stets f−1(V )⊴G. Insbesondere ist

Ker(f) := f−1(1)⊴G.

Man nennt Ker(f) den Kern von f .
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(iii) Ist g : H → K ein weiterer Homomorphismus, so ist auch g ◦ f : G → K ein Homomorphismus,
denn

(g ◦ f)(xy) = g(f(xy)) = g(f(x)f(y)) = g(f(x))g(f(y)) = (g ◦ f)(x)(g ◦ f)(y)

für x, y ∈ G.

(iv) Ist f : G→ H ein Isomorphismus, so auch f−1 : H → G, denn

f−1(xy) = f−1(f(f−1(x))f(f−1(y))) = f−1(f(f−1(x)f−1(y))) = f−1(x)f−1(y)

für x, y ∈ H. Man sagt dann G und H sind isomorph und schreibt G ∼= H. Offenbar ist die Iso-
morphie von Gruppen eine Äquivalenzrelation. Da isomorphe Gruppen die gleichen Eigenschaften
haben, interessiert man sich in der Regel nur für Gruppen bis auf Isomorphie.

(v) Nach (iii) und (iv) bilden die Automorphismen von G eine Untergruppe Aut(G) ≤ Sym(G). Man
nennt Aut(G) die Automorphismengruppe von G.

Beispiel I.3.25.

(i) Es existiert stets der triviale Homomorphismus G→ H, g 7→ 1H und der triviale Automorphismus
idG : G→ G, g 7→ g (neutrales Element von Aut(G)).

(ii) Für H ≤ G ist die Inklusionsabbildung H → G, h 7→ h ein Monomorphismus.

(iii) Für N ⊴G gibt es den kanonischen Epimorphismus G→ G/N , g 7→ gN mit Kern N .

(iv) Für jede Körper K und n ∈ N ist det : GL(n,K) → K× ein Epimorphismus (Lineare Algebra).
Man nennt

SL(n,K) := Ker(det) = {A ∈ GL(n,K) : det(A) = 1}⊴GL(n,K)

die spezielle lineare Gruppe vom Grad n über K.

(v) Die Exponentialfunktion exp: (R,+) → R×, a 7→ ea ist ein Monomorphismus, denn ea+b = eaeb

für a, b ∈ R.

Satz I.3.26. Für n ∈ N existiert ein Homomorphismus sgn: Sn → {±1} mit

sgn(σ) = (−1)l1+...+ls−s

für σ ∈ Sn mit Zyklentyp (l1, . . . , ls).

Beweis. Wir definieren
sgn(σ) :=

∏
1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)

j − i
∈ {±1}

für σ ∈ Sn. Für σ, τ ∈ Sn gilt dann

sgn(στ) =
∏
i<j

σ(τ(j))− σ(τ(i))

j − i
=

∏
i<j

σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)

τ(j)− τ(i)

j − i

=
∏
i<j

σ(τ(j))− σ(τ(i))

τ(j)− τ(i)

∏
i<j

τ(j)− τ(i)

j − i
= sgn(σ) sgn(τ).
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Also ist sgn ein Homomorphismus. Für jede Transposition σ = (s, t) mit s < t gilt

sgn(σ) =
s− t

t− s

∏
s<j ̸=t

j − t

j − s

∏
s̸=i<t

s− i

t− i
.

Die Faktoren sind genau dann negativ, wenn s < j < t bzw. s < i < t gilt. Man erhält sgn(σ) =
−(−1)2(t−s−1) = −1. Da sich jeder k-Zyklus σ = (a1, . . . , ak) als Produkt von k−1 Transpositionen σ =
(a1, a2)(a2, a3) . . . (ak−1, ak) schreiben lässt, gilt sgn(σ) = (−1)k−1. Daraus folgt die Behauptung.

Definition I.3.27. Man nennt sgn Signum (oder Vorzeichen) und

An := Ker(sgn) = {σ ∈ Sn : sgn(σ) = 1}⊴ Sn

die alternierende Gruppe vom Grad n. Die Elemente in An (bzw. Sn \An) heißen gerade (bzw. ungerade)
Permutationen. Beachte: Ein Zyklus gerader Länge ist ungerade.

Lemma I.3.28. Genau dann ist ein Homomorphismus f : G→ H injektiv, wenn Ker(f) = 1.

Beweis. Ist f injektiv, so gilt f(x) = 1 = f(1) genau dann, wenn x = 1. Dies zeigt Ker(f) = 1. Sei
umgekehrt Ker(f) = 1 und x, y ∈ G mit f(x) = f(y). Dann ist f(y−1x) = f(y)−1f(x) = 1 und
y−1x ∈ Ker(f) = 1. Dies zeigt x = y und f ist injektiv.

Satz I.3.29.

(i) (Homomorphiesatz1) Für jeden Homomorphismus f : G→ H gilt

G/Ker(f) ∼= f(G).

(ii) (Korrespondenzsatz) Für N⊴G induziert der kanonische Epimorphismus G→ G/N eine Bijektion
zwischen der Menge der Untergruppen H ≤ G mit N ≤ H und der Menge der Untergruppen von
G/N .

(iii) (1. Isomorphiesatz) Für H ≤ G und N ⊴G gilt N ⊴HN ≤ G, H ∩N ⊴H und

HN/N ∼= H/H ∩N.

(iv) (2. Isomorphiesatz ) Für N ⊴ G und N ≤ H ≤ G ist H ⊴ G genau dann, wenn H/N ⊴ G/N .
Gegebenenfalls ist

G/H ∼= (G/N)/(H/N).

Beweis.

(i) Sei x, y ∈ G und

F : G/Ker(f) → f(G),

xKer(f) 7→ f(x).

1In der englischsprachigen Literatur wird der Homomorphiesatz als „first isomorphism theorem“ bezeichnet und die
Nummerierung der Isomorphiesätze erhöht sich entsprechend.
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Wegen

xKer(f) = yKer(f)
I.3.12⇐⇒ y−1x ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(y)−1f(x) = f(y−1x) = 1 ⇐⇒ f(x) = f(y)

ist F wohldefiniert und injektiv. Nach Definition ist F auch surjektiv. Schließlich ist

F
(
xKer(f) · yKer(f)

)
= F (xyKer(f)) = f(xy) = f(x)f(y) = F

(
xKer(f)

)
F
(
yKer(f)

)
.

Also ist F ein bijektiver Homomorphismus, d. h. ein Isomorphismus.

(ii) Sei f : G→ G/N der kanonische Epimorphismus, H := {H ≤ G : N ≤ H} und K := {U ≤ G/N}.
Für H ∈ H ist sicher H/N = f(H) ∈ K. Für U ∈ K gilt umgekehrt N ≤ f−1(U) ≤ G, denn
f(N) = 1 ≤ U . Also ist f−1(U) ∈ H und man erhält Abbildungen

φ : H → K, ψ : K → H,
H 7→ f(H), U 7→ f−1(U).

Sei H ∈ H und x ∈ f−1(f(H)). Dann existiert h ∈ H mit f(x) = f(h). Es folgt f(h−1x) =
f(h)−1f(x) = 1 und x = h(h−1x) ∈ HKer(f) = HN = H. Dies zeigt f−1(f(H)) = H und
ψ ◦ φ = idH. Da f surjektiv ist, gilt auch f(f−1(U)) = U für alle U ∈ K, d. h. φ ◦ ψ = idK. Daher
sind φ und ψ zueinander inverse Bijektionen.

(iii) Wir betrachten die Abbildung f : H → G/N , h 7→ hN . Wegen f(xy) = xyN = xNyN = f(x)f(y)
für x, y ∈ H ist f ein Homomorphismus. Für h ∈ H gilt f(h) = 1 ⇐⇒ hN = N ⇐⇒ h ∈ H∩N .
Dies zeigt Ker(f) = H ∩N ⊴H und (i) liefert H/H ∩N = H/Ker(f) ∼= f(H) = HN/N ≤ G/N .
Aus (ii) folgt HN ≤ G.

(iv) Nach (ii) ist H/N ≤ G/N . Für g ∈ G und h ∈ H gilt

ghg−1 ∈ H ⇐⇒ (gN)(hN)(gN)−1 = ghg−1N ∈ H/N.

Es folgt H ⊴ G ⇐⇒ H/N ⊴ G/N nach Lemma I.3.18. Sei nun H ⊴ G und f : G/N → G/H,
gN 7→ gH. Für x, y ∈ G gilt

xN = yN =⇒ y−1x ∈ N ≤ H =⇒ xH = yH.

Daher ist f wohldefiniert. Offenbar ist f ein Epimorphismus mit Ker(f) = {gN ∈ G/N : gH =
H} = H/N . Also folgt (G/N)/(H/N) = (G/N)/Ker(f) ∼= f(G/N) = G/H aus (i).

Beispiel I.3.30.

(i) Der Homomorphiesatz für det : GL(n,K) → K× zeigt GL(n,K)/SL(n,K) ∼= K×.

(ii) Für n ≥ 2 ist sgn: Sn → {±1} surjektiv wegen sgn((1, 2)) = −1. Es folgt Sn/An ∼= {±1} und
|An| = n!/2.

(iii) Für n,m ∈ N mit n | m gilt mZ ≤ nZ sowie (Z/mZ)/(nZ/mZ) ∼= Z/nZ.

Satz I.3.31. Für jede zyklische Gruppe G existiert genau ein n ∈ N0 mit G ∼= Z/nZ.

Beweis. Sei G = ⟨x⟩ und f : Z → G, k 7→ xk. Wegen f(a+ b) = xa+b = xaxb = f(a)f(b) für a, b ∈ Z
ist f ein Epimorphismus mit

Ker(f) = {k ∈ Z : xk = 1} =

{
0Z falls |G| = ∞,

nZ falls |G| = n

nach Lemma I.3.7. Die Behauptung folgt nun aus dem Homomorphiesatz.
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Definition I.3.32. Nach Satz I.3.31 gibt es im Wesentlichen nur eine zyklische Gruppe für jede
Ordnung n. Diese bezeichnen wir mit Cn (das ist kürzer als Z/nZ).

Beispiel I.3.33. Sei G eine Gruppe mit Primzahlordnung p. Für x ∈ G \ {1} gilt dann ⟨x⟩ = G nach
Lagrange. Also ist G ∼= Cp.

Satz I.3.34.

(i) Für teilerfremde n,m ∈ N gilt Cn × Cm ∼= Cnm.

(ii) Für jedes d | n besitzt Cn genau eine Untergruppe (und genau eine Faktorgruppe) der Ordnung d.
Diese ist zu Cd isomorph.

Beweis.

(i) Nach dem chinesischen Restsatz ist der Homomorphismus f : Z → (Z/nZ) × (Z/mZ), a 7→
(a+ nZ, a+mZ) surjektiv. Dabei gilt

Ker(f) = {a ∈ Z : a ∈ nZ ∩mZ = kgV(n,m)Z = mnZ} = mnZ.

Der Homomorphiesatz zeigt Cnm ∼= Z/mnZ ∼= f(Z) = (Z/nZ)× (Z/mZ) ∼= Cn × Cm.

(ii) Sei ⟨x⟩ ∼= Cn. Für d | n ist ⟨xn/d⟩ eine Untergruppe der Ordnung d nach Lemma I.3.7. Sei umgekehrt
H ≤ ⟨x⟩ mit |H| = d | n (Lagrange). Nach Bemerkung I.3.12(ii) gilt xn/dH = (xH)|G/H| = H
und xn/d ∈ H. Dies zeigt H = ⟨xn/d⟩. Wegen ⟨x⟩/H = ⟨xH⟩ ∼= Cn/d ist auch die Behauptung
über Faktorgruppen klar.
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I.4 Gruppenoperationen

Definition I.4.1. Eine Operation von G auf einer nichtleeren Menge Ω ist eine Abbildung G×Ω → Ω,
(x, ω) 7→ xω mit folgenden Eigenschaften:

• ∀ω ∈ Ω : 1ω = ω.

• ∀x, y ∈ G, ω ∈ Ω : x(yω) = xyω.

Man sagt dann: G operiert auf Ω oder Ω ist eine G-Menge. Für ω ∈ Ω nennt man

Gω := {gω : g ∈ G} ⊆ Ω

die Bahn von ω und Gω := {g ∈ G : gω = ω} den Stabilisator von ω in G. Man nennt |Gω| die Länge
der Bahn. Gilt Gω = Ω für ein ω ∈ Ω, so heißt die Operation transitiv .

Bemerkung I.4.2. Sei Ω eine G-Menge und fx : Ω → Ω, ω 7→ xω für x ∈ G. Für x, y ∈ G und ω ∈ Ω gilt
dann (fx ◦ fy)(ω) = fx(

yω) = x(yω) = xyω = fxy(ω). Insbesondere ist fx ◦ fx−1 = f1 = idΩ = fx−1 ◦ fx
und fx ∈ Sym(Ω). Außerdem ist f : G→ Sym(Ω), x 7→ fx ein Homomorphismus.

Sei nun umgekehrt ein Homomorphismus f : G→ Sym(Ω) gegeben. Dann erhält man durch

xω := (f(x))(ω) (x ∈ G, ω ∈ Ω)

eine Operation (nachrechnen). Operationen sind also nichts anderes als Homomorphismen in die
symmetrische Gruppe. Die Operation heißt treu (bzw. trivial), falls Ker(f) = 1 (bzw. Ker(f) = G) gilt.
Im ersten Fall ist G nach dem Homomorphiesatz zu einer Untergruppe von Sym(Ω) isomorph. Man
nennt G dann Permutationsgruppe auf Ω.

Lemma I.4.3. Jede G-Menge Ω ist die disjunkte Vereinigung von Bahnen und Gω ≤ G für alle ω ∈ Ω.

Beweis. Wir zeigen, dass
α ∼ β :⇐⇒ ∃g ∈ G : gα = β

eine Äquivalenzrelation auf Ω definiert. Wegen 1α = α ist ∼ reflexiv. Aus gα = β folgt g−1
β = g−1

(gα) =
g−1gα = 1α = α. Also ist ∼ symmetrisch. Sei schließlich gα = β und hβ = γ für g, h ∈ G und
α, β, γ ∈ Ω. Dann ist hgα = h(gα) = hβ = γ. Daher ist ∼ transitiv und eine Äquivalenzrelation. Die
Äquivalenzklassen sind genau die Bahnen. Insbesondere ist Ω die disjunkte Vereinigung der Bahnen
von G.

Für die zweite Behauptung beobachten wir 1 ∈ Gω ̸= ∅. Für x, y ∈ Gω ist

xy−1
ω = xy−1

(yω) = xy−1yω = xω = ω.

Dies zeigt xy−1 ∈ Gω und Gω ≤ G.
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Beispiel I.4.4.

(i) Jede Untergruppe H ≤ G operiert treu auf G durch Linksmultiplikation, d. h. hg := hg für g ∈ G,
h ∈ H (denn: 1g = g, h(kg) = h(kg) = (hk)g = hkg und hg = g ⇐⇒ h = 1). Die Bahnen sind die
Rechtsnebenklassen von H in G. Analog operiert H von rechts durch hg := gh−1 (Achtung!) und
man erhält die Linksnebenklassen als Bahnen.

(ii) G operiert auf sich selbst durch Konjugation xg := xgx−1 für x, g ∈ G. Die Bahnen heißen dabei
Konjugationsklassen und der Stabilisator von g ∈ G ist der Zentralisator

CG(g) := {x ∈ G : gx = xg}.

Die Anzahl k(G) der Konjugationsklassen nennt man die Klassenzahl von G. Zwei Elemente in
der gleichen Konjugationsklasse nennt man konjugiert. Der Kern der Operation ist das Zentrum

Z(G) := {x ∈ G : ∀y ∈ G : xy = yx}⊴G

von G und das Bild ist die innere Automorphismengruppe Inn(G) ≤ Aut(G) (Aufgabe I.22).

(iii) Analog operiert G durch Konjugation auf der Menge der Untergruppen von G, d. h. xH :=
xHx−1 ≤ G für x ∈ G und H ≤ G. Die Bahnen heißen auch hier Konjugationsklassen und der
Stabilisator von H ≤ G ist der Normalisator

NG(H) := {x ∈ G : xHx−1 = H}.

Dies ist die „größte“ Untergruppe, in der H normal ist (vgl. Aufgabe I.17). Die Bahnen der Länge
1 entsprechen den Normalteilern. Allgemeiner operiert NG(H) durch Konjugation auf H mit Kern

CG(H) :=
⋂
h∈H

CG(h)⊴NG(H).

Satz I.4.5 (Cayley). Jede endliche Gruppe G ist zu einer Untergruppe von S|G| isomorph.

Beweis. Nach Beispiel I.4.4(i) operiert G treu durch Linksmultiplikation auf sich selbst. Dies liefert
einen Monomorphismus f : G → Sym(G). Nach dem Homomorphiesatz ist G zu einer Untergruppe
von Sym(G) isomorph. Wir zeigen schließlich Sym(G) ∼= S|G|. Sei |G| = n und F : {1, . . . , n} → G
eine Bijektion. Dann ist die Abbildung ∆: Sn → Sym(G), σ 7→ F ◦ σ ◦ F−1 eine Bijektion mit
Umkehrabbildung τ 7→ F−1 ◦ τ ◦ F . Wegen

∆(στ) = FστF−1 = (FσF−1)(FτF−1) = ∆(σ)∆(τ)

ist ∆ ein Isomorphismus.

Bemerkung I.4.6.

(i) Ist H ≤ G, so operiert G auf G/H durch Linksmultiplikation, d. h. g(xH) := gxH (der Fall
H = 1 entspricht Satz I.4.5). Für den entsprechenden Homomorphismus f : G→ Sym(G/H) gilt
Ker(f) ≤ H, denn für g ∈ Ker(f) ist 1H = g(1H) = gH. Die Operation ist außerdem transitiv,
denn für jedes xH ∈ G/H gilt x(1H) = xH.

(ii) Der Satz von Cayley hat keine praktische Relevanz, denn S|G| ist sehr viel größer als G. In den
meisten Fällen kann man G aber mit Hilfe von (i) in einer kleineren symmetrischen Gruppe
einbetten, in der man effizient rechnen kann. Zum Beispiel kann man die

43.252.003.274.489.856.000

Zustände des 3× 3× 3-Zauberwürfels als Untergruppe von S48 realisieren.
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(iii) Da Sn nur endlich viele Untergruppen besitzt, gibt es auch nur endlich viele Gruppen der Ordnung
n bis auf Isomorphie.

Satz I.4.7. Für jede G-Menge Ω und ω ∈ Ω gilt |Gω| = |G : Gω|. Insbesondere ist |Gω| ein Teiler von
|G|, falls |G| <∞. Operiert G zusätzlich transitiv, so ist |Ω| ein Teiler von |G|.

Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildung

F : G/Gω → Gω,

xGω 7→ xω

wohldefiniert und injektiv ist:

xGω = yGω ⇐⇒ y−1x ∈ Gω ⇐⇒ y−1xω = ω ⇐⇒ xω = y(y
−1xω) = yω.

Offenbar ist F auch surjektiv. Dies zeigt die erste Behauptung. Die letzten beiden Aussagen folgen nach
Lagrange.

Bemerkung I.4.8. Ist ∆ ⊆ Ω ein Repräsentantensystem für die Bahnen von G auf Ω, so gilt die
Bahnengleichung

|Ω| =
∑
δ∈∆

|Gδ| =
∑
δ∈∆

|G : Gδ|

nach Lemma I.4.3 und Satz I.4.7. Im Spezialfall der Konjugationsoperation erhält man die Klassenglei-
chung

|G| =
∑
x∈R

|G : CG(x)|,

wobei R ein Repräsentantensystem für die Konjugationsklassen von G ist. Für x ∈ Z(G) ist {x} eine
Konjugationsklasse und man erhält x ∈ R sowie CG(x) = G. Dies zeigt

|G| = |Z(G)|+
∑

x∈R\Z(G)

|G : CG(x)|.

Beispiel I.4.9. Sei Ω eine G-Menge mit |G| = 77 und |Ω| = 23. Nach der Bahnengleichung existieren
a, b, c ∈ N0 mit 23 = a+ 7b+ 11c. Es folgt a > 0, d. h. G hat stets einen Fixpunkt auf Ω.

Definition I.4.10. Für eine Primzahl p nennt man G eine p-Gruppe, falls |G| = pn für ein n ∈ N0 gilt.

Satz I.4.11. Für jede p-Gruppe G ̸= 1 ist Z(G) ̸= 1.

Beweis. Sei R ein Repräsentantensystem für die Konjugationsklassen von G. Die Klassengleichung zeigt

0 ≡ |G| = |Z(G)|+
∑

x∈R\Z(G)

|G : CG(x)| ≡ |Z(G)| (mod p).

Insbesondere ist Z(G) ̸= 1.

Folgerung I.4.12. Jede p-Gruppe der Ordnung p2 ist abelsch.
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Beweis. Sei |G| = p2. Nach Satz I.4.11 ist |G : Z(G)| ≤ p. Insbesondere ist G/Z(G) zyklisch und die
Behauptung folgt aus Aufgabe I.22.

Satz I.4.13 (Frattini-Argument1). Sei Ω eine G-Menge und H ≤ G. Operiert H transitiv auf Ω, so
gilt G = HGω für alle ω ∈ Ω.

Beweis. Sei g ∈ G beliebig. Dann existiert ein h ∈ H mit gω = hω. Also ist h−1g ∈ Gω und
g = h(h−1g) ∈ HGω. Umgekehrt ist sicher auch HGω ⊆ G.

Satz I.4.14 (Sylow). Sei G eine Gruppe der Ordnung pam für eine Primzahl p ∤ m und a ∈ N0. Dann
gilt:

(i) Für jedes b ∈ {0, . . . , a} besitzt G eine Untergruppe der Ordnung pb. Insbesondere ist die Menge
der p-Sylowgruppen Sylp(G) := {P ≤ G : |P | = pa} nicht leer.

(ii) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe enthalten.

(iii) Je zwei p-Sylowgruppen sind in G konjugiert.

(iv) Für P ∈ Sylp(G) ist |Sylp(G)| = |G : NG(P )| ≡ 1 (mod p). Insbesondere ist |Sylp(G)| ein Teiler
von m.

Beweis (Robinson).

(i) Wir argumentieren durch Induktion nach |G|. Im Fall b = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also
0 < b ≤ a. Sei R ⊆ G ein Repräsentantensystem für die Konjugationsklassen von G. Nehmen wir
zunächst an, dass |G : CG(x)| ̸≡ 0 (mod p) für ein x ∈ R \ Z(G) gilt. Dann ist |CG(x)| = pam′

mit m′ < m. Nach Induktion besitzt CG(x) eine Untergruppe der Ordnung pb und somit auch G.
Wir können also |G : CG(x)| ≡ 0 (mod p) für alle x ∈ R \ Z(G) annehmen. Die Klassengleichung
zeigt dann

0 ≡ |G| = |Z(G)|+
∑

x∈R\Z(G)

|G : CG(x)| ≡ |Z(G)| (mod p),

d. h. |Z(G)| ist durch p teilbar. Im Fall Z(G) < G besitzt Z(G) nach Induktion eine Untergruppe
Z der Ordnung p. Sicher ist Z ⊴G und nach Induktion existiert P/Z ≤ G/Z mit |P/Z| = pb−1

(Korrespondenzsatz). Offenbar ist dann P ≤ G mit |P | = |P/Z||Z| = pb. Wir können also
Z(G) = G annehmen, d. h. G ist abelsch. Sei M < G eine größtmögliche echte Untergruppe. Ist
|M | durch p teilbar, so existiert nach Induktion ein Z ≤M mit |Z| = p und die Behauptung folgt
wie oben. Sei also |G/M | ≡ 0 (mod pa). Für x ∈ G \M gilt G = M⟨x⟩, da G abelsch und |M |
maximal ist. Wegen

|⟨x⟩/⟨x⟩ ∩M | = |⟨x⟩M/M | = |G/M | ≡ 0 (mod pa)

ist |⟨x⟩| durch pa teilbar. Nach Satz I.3.34 besitzt ⟨x⟩ eine Untergruppe der Ordnung pb und damit
auch G.

(ii) Sei P ∈ Sylp(G) und Q ≤ G eine p-Untergruppe. Wie üblich operiert Q auf G/P durch Linksmul-
tiplikation (Bemerkung I.4.6(i)), wobei die Bahnenlängen Teiler von |Q| sind, also p-Potenzen.
Wegen |G/P | = m ̸≡ 0 (mod p) existiert eine Bahn der Länge 1, d. h. es existiert ein x ∈ G mit
QxP = xP . Es folgt Q = Qx1x−1 ⊆ QxPx−1 = xPx−1 ∈ Sylp(G) (beachte |xPx−1| = |P |).

1geht eigentlich auf Capelli zurück, siehe [M. Brescia, F. de Giovanni, M. Trombetti, The true story behind Frattini’s
argument, Adv. Group Theory Appl. 3 (2017), 117–129]
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(iii) Folgt aus dem Beweis von (ii), indem man P,Q ∈ Sylp(G) wählt.

(iv) Nach (iii) operiert G durch Konjugation transitiv auf Sylp(G). Der Stabilisator von P ist dabei
NG(P ). Die Bahnengleichung zeigt |Sylp(G)| = |G : NG(P )|. Offenbar operiert auch P auf Sylp(G).
Sei Q ∈ Sylp(G) dabei ein Fixpunkt, d. h. P ⊆ NG(Q). Nach (iii) existiert dann ein x ∈ NG(Q)
mit P = xQx−1 = Q. Also ist P der einzige Fixpunkt von P auf Sylp(G). Die Bahnengleichung
liefert |Sylp(G)| ≡ 1 (mod p).

Folgerung I.4.15. Für P ∈ Sylp(G) gilt P ⊴G ⇐⇒ Sylp(G) = {P}.

Beweis. Es gilt
P ⊴G ⇐⇒ NG(P ) = G ⇐⇒ |Sylp(G)| = 1.

Satz I.4.16 (Cauchy). Für jeden Primteiler p von |G| besitzt G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Wähle b = 1 in Satz I.4.14(i).

Beispiel I.4.17.

(i) Für |G| = 15 = 3 · 5 ist |Syl3(G)| ein Teiler von 5 und 1 modulo 3 nach Satz I.4.14(iv). Dies
zeigt |Syl3(G)| = 1. Analog zeigt man, dass G nur eine 5-Sylowgruppe besitzt. Also enthält G
nur sieben Elemente der Ordnung 1, 3 oder 5. Daher existieren Elemente der Ordnung 15, d. h.
G ∼= C15.

(ii) Sei |G| = 12 = 22 · 3. Wie in (i) ist dann |Syl3(G)| ∈ {1, 4}. Nehmen wir Syl3(G) = {P1, . . . , P4}
an. Nach Lagrange ist Pi ∩ Pj = 1 für i ≠ j. Dies zeigt |P1 ∪ . . . ∪ P4| = 1 + 4 · 2 = 9. Also ist nur
noch Platz für eine 2-Sylowgruppe. In jeden Fall hat G einen Normalteiler der Ordnung 3 oder 4.

(iii) Nach Sylow besitzt A4 Untergruppen der Ordnung 1, 2, 3, 4, 12. Allerdings gibt es keine Untergruppe
der Ordnung 6 (Aufgabe I.21). Die Umkehrung von Lagrange ist also falsch.

(iv) Sei N ⊴G und P ∈ Sylp(N). Dann operiert G durch Konjugation auf Sylp(N) und N operiert
transitiv nach Sylow. Das Frattini-Argument zeigt G = NNG(P ).

Lemma I.4.18. Sei N ⊴G und P ∈ Sylp(G). Dann ist P ∩N ∈ Sylp(N) und PN/N ∈ Sylp(G/N).

Beweis. Wegen P ∩N ≤ P ist P ∩N eine p-Untergruppe von N . Nach dem ersten Isomorphiesatz ist
PN ≤ G und Lemma I.3.14 zeigt

|N : P ∩N | = |PN : P | ̸≡ 0 (mod p).

Also ist P ∩N ∈ Sylp(N). Wegen PN/N ∼= P/P ∩N ist PN/N eine p-Untergruppe von G/N und der
zweite Isomorphiesatz liefert

|G/N : PN/N | = |G : PN | = |G : P |
|PN : P |

̸≡ 0 (mod p).

Dies zeigt PN/N ∈ Sylp(G/N).
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Satz I.4.19 (Burnsides Lemma2). Sei G eine endliche Gruppe und Ω eine G-Menge. Für g ∈ G sei
f(g) := |{ω ∈ Ω : g ∈ Gω}| die Anzahl der Fixpunkte von g auf Ω. Dann ist

1

|G|
∑
g∈G

f(g)

die Anzahl der Bahnen von G auf Ω.

Beweis. Liegen α, β ∈ Ω in der gleichen Bahn, so gilt |G : Gα| = |Gα| = |Gβ| = |G : Gβ| nach Satz I.4.7.
Nach Lagrange folgt |Gα| = |Gβ| (beachte |G| < ∞). Sei ∆ ⊆ Ω ein Repräsentantensystem für die
Bahnen von G auf Ω. Dann gilt∑

g∈G
f(g) = |{(g, ω) ∈ G× Ω : gω = ω}| =

∑
ω∈Ω

|Gω| =
∑
δ∈∆

|Gδ||Gδ|

=
∑
δ∈∆

|G : Gδ||Gδ| =
∑
δ∈∆

|G| = |∆||G|.

Beispiel I.4.20.

(i) Im Fall der Konjugationsoperation von G auf G erhält man

k(G) =
1

|G|
∑
g∈G

|CG(g)|.

(ii) Sei G eine endliche Gruppe, die transitiv auf Ω mit |Ω| > 1 operiert. Nach Burnsides Lemma ist 1
die durchschnittliche Anzahl an Fixpunkten von Elementen aus G. Andererseits gilt f(1) = |Ω| > 1.
Es muss daher stets fixpunktfreie Elemente in G geben.

(iii) Wir wollen Halsketten mit sechs Perlen zählen, wobei Perlen in drei Farben zur Verfügung stehen.
Naiverweise gibt es zunächst 36 solche Halsketten, von denen jedoch einige identisch sind. Wir
ordnen die Halskette so an, dass die Perlen ein regelmäßiges 6-Eck bilden. Rotation um π/3 wird
die Halsketten nicht verändern. Ebenso können wir die Halskette im Raum drehen und dadurch
eine Spiegelung der 6 Eckpunkte realisieren. Zwei Halsketten sind also genau dann identisch, wenn
sie in der gleichen Bahn unter der Diedergruppe G := D12 liegen (siehe Aufgabe I.20). Wir wenden
Burnsides Lemma auf die Menge Ω der 36 Halsketten an.

Sicher ist f(1) = 36. Eine Drehung σ ∈ G um π/3 lässt nur die drei einfarbigen Halsketten fest,
d. h. f(σ) = 3. Die Drehung σ2 um 2π/3 lässt die einfarbigen Halsketten und die Halsketten
mit alternierenden Farben fest. Davon gibt es f(σ2) = 32 Stück. Analog zeigt man f(σ3) = 33.
Außerdem ist f(σ4) = f(σ−2) = 32, f(σ5) = f(σ−1) = 3 sowie σ6 = 1. Sei nun τ eine der drei
Spiegelung durch zwei Seitenmittelpunkte. Dann ist f(τ) = 33. Ist schließlich ρ eine der drei
Spiegelungen durch zwei Eckpunkte, so gilt f(ρ) = 34.

σ2
σ3 τ ρ

2war schon vor Burnside bekannt, siehe [P. M. Neumann, A lemma that is not Burnside’s, Math. Sci. 4 (1979), 133–141]
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Nach Burnsides Lemma gibt es

1

12

(
36 + 2 · 3 + 2 · 32 + 33 + 3 · 33 + 3 · 34

)
=

1

4

(
34(3 + 1) + 32(1 + 3) + 2 + 6

)
= 81 + 9 + 2 = 92

verschiedene Halsketten.
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I.5 Abelsche Gruppen

Bemerkung I.5.1. Mit direkten Produkten lassen sich neue Gruppen aus alten konstruieren. Wir
versuchen nun umgekehrt vorgegebene Gruppen als direkte Produkte zu schreiben.

Lemma I.5.2. Für N,M ⊴ G mit N ∩M = 1 gilt xy = yx für alle x ∈ N und y ∈ M . Dies gilt
insbesondere, wenn ggT(|N |, |M |) = 1.

Beweis. Für x ∈ N und y ∈M gilt

︸ ︷︷ ︸
∈M

x

∈N︷ ︸︸ ︷
yx−1y−1 ∈ N ∩M = 1,

d. h. xy = yx. Nach Lagrange ist |N ∩M | ein Teiler von ggT(|N |, |M |). Daher folgt die zweite Aussage
aus der ersten.

Lemma I.5.3. Seien N1, . . . , Nk ⊴G mit G = N1 . . . Nk und Ni ∩
∏
j ̸=iNj = 1 für i = 1, . . . , n. Dann

ist G ∼= N1 × . . .×Nk.

Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildung

F : N1 × . . .×Nk → G,

(x1, . . . , xk) 7→ x1 . . . xk

ein Isomorphismus ist. Nach Voraussetzung gilt Ni ∩Nj ⊆ Ni ∩
∏
l ̸=iNl = 1 für i ≠ j. Lemma I.5.2

zeigt xy = yx für x ∈ Ni und y ∈ Nj . Seien nun xi, yi ∈ Ni für i = 1, . . . , k. Dann gilt

F (x1, . . . , xk)F (y1, . . . , yk) = x1 . . . xky1 . . . yk = x1y1x2y2 . . . xkyk = F ((x1, . . . , xk)(y1, . . . , yk)).

Also ist F ein Homomorphismus. Wegen G = N1 . . . Nk ist F surjektiv. Sei (x1, . . . , xk) ∈ Ker(F ).
Angenommen es existiert 1 ≤ l ≤ k mit xl ̸= 1. Sei l maximal. Dann wäre x−1

l = x1 . . . xl−1 ∈
Nl ∩N1 . . . Nl−1 = 1. Also ist Ker(F ) = 1 und F ist auch injektiv.

Definition I.5.4. In der Situation von Lemma I.5.3 nennt man G die direkte Summe von N1, . . . , Nk

und schreibt G = N1 ⊕ . . .⊕Nk.

Bemerkung I.5.5.

(i) Ist umgekehrt G = G1 × . . .×Gk gegeben, so gilt G = N1 ⊕ . . .⊕Nk mit

Ni :=
{
(g1, . . . , gk) ∈ G : gj = 1∀j ̸= i

}
für i = 1, . . . , k. Daher sind direkte Summen und direkte Produkte nur verschiedene Sichtweisen
des gleichen Sachverhalts (wie bei Vektorräumen).
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(ii) Im Allgemeinen sind die Summanden einer direkten Summe nicht eindeutig bestimmt. Zum
Beispiel gilt

V4 = ⟨(1, 2)(3, 4)⟩ ⊕ ⟨(1, 3)(2, 4)⟩ = ⟨(1, 2)(3, 4)⟩ ⊕ ⟨(1, 4)(2, 3)⟩ = ⟨(1, 3)(2, 4)⟩ ⊕ ⟨(1, 4)(2, 3)⟩

(Aufgabe I.16).

(iii) Sicher ist N1 ⊕N2 = N2 ⊕N1. Sei

G = (N1 ⊕N2)⊕N3.

Da ⊴ nicht transitiv ist, ist nicht unmittelbar klar, ob N1⊴G gilt. Wegen N1∩N3 ⊆ N1N2∩N3 = 1
ist xy = yx für x ∈ N1 und y ∈ N3. Dies zeigtN3 ≤ CG(N1) ≤ NG(N1). Außerdem istN1⊴N1⊕N2

und daher N1N2 ≤ NG(N1). Insgesamt ist

G = (N1N2)N3 ≤ NG(N1),

d. h. N1 ⊴ G. Analog ist N2 ⊴ G. Sei schließlich x = yz ∈ N1 ∩ N2N3 mit y ∈ N2 und z ∈ N3.
Dann ist z = y−1x ∈ N3 ∩N2N1 = 1 und x = y ∈ N1 ∩N2 = 1. Dies zeigt N1 ∩N2N3 = 1 und
analog N2 ∩N1N3 = 1. Also ist G = N1 ⊕N2 ⊕N3. Direkte Summen sind also kommutativ und
assoziativ.

Beispiel I.5.6. Seien p1, . . . , pn die Primteiler von |G|. Nehmen wir Sylpi(G) = {Pi} für i = 1, . . . , n
an (Gruppen mit dieser Eigenschaft nennt man nilpotent). Nach Folgerung I.4.15 gilt P1, . . . , Pn ⊴G.
Nach Lagrange ist Pi ∩ Pj = 1 für i ≠ j. Nach Lemma I.3.14 gilt daher |P1P2| = |P1||P2|. Wieder nach
Lagrange ist P3 ∩ P1P2 = 1. Induktiv folgt leicht

|P1 . . . Pn| = |P1| . . . |Pn| = |G|

und Pi ∩
∏
j ̸=i Pj = 1. Also ist G = P1 ⊕ . . .⊕ Pn. Insbesondere ist jede abelsche Gruppe die direkte

Summe ihrer Sylowgruppen.

Definition I.5.7. Für eine abelsche p-Gruppe G sei

Ω(G) := {g ∈ G : gp = 1},
℧(G) := {gp : g ∈ G}.

Wegen 1p = 1 und (gh−1)p = gph−p für g, h ∈ G gilt Ω(G),℧(G) ≤ G.

Beispiel I.5.8. Es gilt Ω(G⊕H) = Ω(G)⊕ Ω(H) und ℧(G⊕H) = ℧(G)⊕ ℧(H) sowie Ω(Cpa) ∼= Cp
und ℧(Cpa) ∼= Cpa−1 für a ∈ N.

Satz I.5.9 (Hauptsatz über endliche abelsche Gruppen). Für jede endliche abelsche Gruppe G existieren
eindeutig bestimmte Primzahlpotenzen q1 ≥ . . . ≥ qn > 1 mit

G ∼= Cq1 × . . .× Cqn .

Beweis (MacCluer). Nach Beispiel I.5.6 ist G die direkte Summe ihrer Sylowgruppen. Da direkte
Summen kommutativ und assoziativ sind, können wir annehmen, dass G eine p-Gruppe ist. Sei H
eine zyklische Untergruppe von G mit möglichst großer Ordnung pa. Durch Induktion nach |G| genügt
es zu zeigen, dass H ein direkter Summand von G ist. Nehmen wir zunächst an, dass ein Element
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x ∈ G \ H der Ordnung p existiert. Dann ist H⟨x⟩/⟨x⟩ ∼= H/H ∩ ⟨x⟩ = H/1 ∼= H eine maximal
zyklische Untergruppe von G/⟨x⟩ (da G abelsch ist, sind alle Untergruppen normal). Nach Induktion ist
G/⟨x⟩ = H⟨x⟩/⟨x⟩ ⊕K/⟨x⟩ für ein K ≤ G (Korrespondenzsatz). Sicher ist dann G = H⟨x⟩K = HK
und

H ∩K = H ∩H⟨x⟩ ∩K = H ∩ ⟨x⟩ = 1.

Dies zeigt G = H ⊕K. Wir können also annehmen, dass alle Elemente der Ordnung ≤ p von G in H
liegen. Da H zyklisch ist, gibt es nur p solche Elemente (Satz I.3.34). Der Kern des Endomorphismus
f : G → G, g 7→ gp hat daher Ordnung p. Es folgt |f(G)| = |G|/p aus dem Homomorphiesatz. Nach
Cauchy hat auch f(G) genau p Elemente der Ordnung ≤ p (außer im Fall f(G) = 1). Wiederholte
Anwendung von f zeigt daher

1 = |fa(G)| = |G|/pa = |G : H|

nach Wahl von H. Somit ist G = H zyklisch und die Existenz der Zerlegung ist bewiesen.

Für die Eindeutigkeit der Zerlegung sei

G = G1 ⊕ . . .⊕Gn ∼= Cpa1 × . . .× Cpan

mit a1 ≥ . . . ≥ an ≥ 1. Nach Beispiel I.5.8 ist

|Ω(G)| = |Ω(G1)⊕ . . .⊕ Ω(Gn)| = |Cp × . . .× Cp| = pn.

Insbesondere ist n durch G eindeutig bestimmt. Außerdem ist

℧(G) = ℧(G1)⊕ . . .⊕ ℧(Gn) ∼= Cpa1−1 × . . .× Cpan−1 .

Nach Induktion sind die ai > 1 eindeutig durch G bestimmt. Da man n bereits kennt, ist auch die
Anzahl der ai = 1 eindeutig bestimmt.

Beispiel I.5.10.

(i) Wir wissen bereits, dass 1, C2, C3 die einzigen Gruppen der Ordnung 1, 2 und 3 sind. Sei nun
|G| = 4. Nach Folgerung I.4.12 ist G abelsch und daher entweder zu C4 oder C2 × C2 isomorph.
Zum Beispiel ist V4 ∼= C2 × C2 (Aufgabe I.16).

(ii) Sei |G| = 6 und P ∈ Syl2(G). Wie üblich operiertG aufG/P mit KernN ≤ P (Bemerkung I.4.6(i)).
Im Fall N = 1 erhält man einen Isomorphismus G→ Sym(G/P ) ∼= S3. Sei nun P = N ⊴G. Nach
Sylow besitzt G auch eine normale 3-Sylowgruppe Q. Aus Beispiel I.5.6 und Satz I.3.34 folgt
G = P ⊕Q ∼= C2 × C3

∼= C6. Also sind C6 und S3 die einzigen Gruppen der Ordnung 6 bis auf
Isomorphie. Insbesondere ist D6

∼= S3, denn D6 ist nicht abelsch.

(iii) Für jede Primzahl p gibt es genau drei abelsche Gruppen der Ordnung p3 bis aus Isomorphie: Cp3 ,
Cp2 × Cp und Cp × Cp × Cp.

Bemerkung I.5.11. Nach Satz I.3.34 kennen wir die Unter- und Faktorgruppen von zyklischen
Gruppen. Wir bestimmen nun die Isomorphietypen von Unter- und Faktorgruppen einer beliebigen
abelschen Gruppe.

Satz I.5.12. Sei H ≤ G ∼= Cq1 × . . . × Cqn mit Primzahlpotenzen q1, . . . , qn. Dann existieren Teiler
ri | qi für i = 1, . . . , n mit H ∼= Cr1 × . . . × Crn. Zu vorgegebenen (positiven) Teilern ri | qi existiert
umgekehrt ein H ≤ G mit H ∼= Cr1 × . . .× Crn.
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Beweis. Induktion nach |G|: Da die (einzige) p-Sylowgruppe von H in der p-Sylowgruppe von G
liegt, dürfen wir annehmen, dass G und H p-Gruppen sind. Sei also G ∼= Cpa1 × . . . × Cpan und
H ∼= Cpb1 × . . .× Cpbm mit o. B. d.A. a1 ≥ . . . ≥ an ≥ 1 und b1 ≥ . . . ≥ bm ≥ 1. Wegen Ω(H) ⊆ Ω(G)
ist pm = |Ω(H)| ≤ |Ω(G)| = pn und m ≤ n. Nach Beispiel I.5.8 ist

Cpb1−1 × . . .× Cpbm−1
∼= ℧(H) ≤ ℧(G) ∼= Cpa1−1 × . . .× Cpan−1 .

Induktion liefert bi ≤ ai für i = 1, . . . ,m. Dies zeigt die erste Behauptung.

Für Teiler ri | qi existiert nach Satz I.3.34 eine Untergruppe Cri ≤ Cqi . Sicher ist dann Cr1 × . . .×Crn ≤
Cq1 × . . .× Cqn und die zweite Behauptung folgt.

Bemerkung I.5.13. Die analoge Aussage gilt auch für Faktorgruppen (Aufgabe I.29).

Beispiel I.5.14. Die Gruppe C8 × C4 besitzt Untergruppen (sowie Faktorgruppen) vom Typ C1, C2,
C4, C8, C2

2 , C4 ×C2, C8 ×C2, C2
4 und C8 ×C4. Es ist schwierig zu bestimmen, wie viele Untergruppen

von jedem Typ existieren. Zum Beispiel hat V4 ∼= C2
2 drei Untergruppen vom Typ C2.
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I.6 Auflösbare und einfache Gruppen

Definition I.6.1. Eine endliche Gruppe G heißt

• einfach, falls G genau zwei Normalteiler besitzt (nämlich 1 und G ̸= 1; vgl. Primzahl).

• auflösbar , falls Untergruppen 1 = G0 ⊴ . . .⊴Gn = G existieren, sodass Gi/Gi−1 für i = 1, . . . , n
abelsch ist.

Bemerkung I.6.2. Beachte: Bei der Auflösbarkeit wird nicht Gi ⊴G gefordert.

Beispiel I.6.3.

(i) Nach Lagrange sind die Gruppen Cp für p ∈ P einfach.

(ii) Jede abelsche Gruppe ist auflösbar (setze n = 1).

(iii) Nach Aufgabe I.20 besitzt D2n einen zyklischen Normalteiler vom Index 2. Also ist D2n auflösbar.
Insbesondere ist S3 ∼= D6 auflösbar.

(iv) Sei G einfach und auflösbar mit 1 = G0 ⊴ . . . ⊴ Gn = G wie in Definition I.6.1. O.B. d.A. sei
Gn−1 < G (beachte G ̸= 1). Wegen Gn−1 ⊴ G ist Gn−1 = 1 und G ∼= Gn/Gn−1 ist abelsch.
Insbesondere ist jede Untergruppe von G normal und wegen der Einfachheit besitzt G keine
nicht-triviale, echte Untergruppe. Nach Cauchy ist |G| eine Primzahl. Die Gruppen Cp (p ∈ P)
sind daher die einzigen einfachen, auflösbaren Gruppen.

Satz I.6.4. Eine endliche Gruppe G ist genau dann auflösbar, wenn Untergruppen 1 = G0⊴. . .⊴Gn = G
existieren, sodass Gi/Gi−1 für i = 1, . . . , n zyklisch ist.

Beweis. Da zyklische Gruppen abelsch sind, ist jede Gruppe mit der angegebenen Bedingung auflösbar.
Sei umgekehrt G auflösbar und 1 = G0 ⊴ . . .⊴Gn = G mit abelschen Faktoren. Zwischen Gi−1 und
Gi fügen wir weitere Untergruppen ein, sodass die entstehenden Faktoren zyklisch sind. Nach dem
Korrespondenzsatz dürfen wir dafür G = Gi/Gi−1 annehmen, d. h. G ist abelsch. Nach Satz I.5.9
existieren zyklische Normalteiler N1, . . . , Nk mit G = N1 ⊕ . . .⊕Nk. Wegen

N1 . . . Ni/N1 . . . Ni−1
∼= Ni/(Ni ∩N1 . . . Ni−1) = Ni/1 ∼= Ni

hat die Reihe 1 ≤ N1 ≤ N1N2 ≤ . . . ≤ N1 . . . Nk = G zyklische Faktoren.

Satz I.6.5. Sei G eine endliche Gruppe mit H ≤ G und N ⊴G.

(i) Ist G auflösbar, so auch H und G/N .

(ii) Sind N und G/N auflösbar, so auch G.
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Beweis.

(i) Sei 1 = G0⊴. . .⊴Gn = G mit abelschen Faktoren. Dann ist 1 = G0∩H⊴G1∩H⊴. . .⊴Gn∩H = H
und

(Gi ∩H)/(Gi−1 ∩H) = (Gi ∩H)/((Gi ∩H) ∩Gi−1) ∼= (Gi ∩H)Gi−1/Gi−1 ≤ Gi/Gi−1

ist abelsch für i = 1, . . . , n. Analog ist 1 = G0N/N ⊴G1N/N ⊴ . . .⊴GnN/N = G/N und

(GiN/N)/(Gi−1N/N) ∼= GiN/Gi−1N = Gi(Gi−1N)/Gi−1N ∼= Gi/(Gi ∩Gi−1N)

I.3.14
= Gi/(Gi ∩N)Gi−1

∼= (Gi/Gi−1)/((Gi ∩N)Gi−1/Gi−1)

ist abelsch für i = 1, . . . , n.

(ii) Seien 1 = N0 ⊴ . . .⊴Nr = N und 1 = G0/N ⊴ . . .⊴Gs/N = G/N mit abelschen Faktoren. Dann
ist 1 = N0 ⊴ . . .⊴Nr = N = G0 ⊴ . . .⊴Gs = G. Wegen Gi/Gi−1

∼= (Gi/N)/(Gi−1/N) sind auch
die Faktoren dieser Reihe abelsch.

Beispiel I.6.6. Nach Beispiel I.4.17 besitzt jede Gruppe G der Ordnung 12 einen Normalteiler N
der Ordnung 3 oder 4. Offenbar sind dann N und G/N auflösbar, also auch G. Insbesondere ist A4

auflösbar (vgl. Aufgabe I.16). Wegen |S4 : A4| = 2 ist auch S4 auflösbar.

Satz I.6.7. p-Gruppen sind auflösbar.

Beweis. Sei G eine p-Gruppe mit |G| = pn. Induktion nach n: Für n = 0 ist G = 1 auflösbar. Sei nun
n ≥ 1. Nach Satz I.4.11 ist Z(G) ̸= 1. Als abelsche Gruppe ist Z(G) auflösbar. Nach Induktion ist
G/Z(G) auflösbar. Nach Satz I.6.5 ist auch G auflösbar.

Lemma I.6.8. Gruppen der Ordnung pq mit p, q ∈ P sind auflösbar.

Beweis. Nach Satz I.6.7 können wir p < q annehmen. Für Q ∈ Sylq(G) ist |G : NG(Q)| ein Teiler von
p und 1 modulo q nach Sylow. Dies zeigt Q ⊴ G. Da Q und G/Q ∼= Cp auflösbar sind, ist auch G
auflösbar.

Lemma I.6.9. Sei G nichtabelsch und einfach. Für H < G gilt dann |G : H| ≥ 5.

Beweis. Nach Bemerkung I.4.6 existiert ein Homomorphismus f : G→ Sym(G/H)mitKer(f) ≤ H < G.
Da G einfach ist, gilt Ker(f) = 1 und G ist zu einer Untergruppe von Sym(G/H) isomorph. Im Fall
|G : H| ≤ 4 wäre Sym(G/H) ≤ S4 auflösbar und somit auch G. Widerspruch.

Satz I.6.10. Gruppen der Ordnung < 60 sind auflösbar.

Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel. Nach Satz I.6.5 ist G einfach. Nach Satz I.6.7 ist G keine
p-Gruppe. Für jede Sylowgruppe P von G gilt daher |G : P | ≥ 5 nach Lemma I.6.9. Die Ordnungen
|G| = 35 = 5 · 7 und |G| = 55 = 5 · 11 sind nach Lemma I.6.8 ausgeschlossen. Es verbleiben folgende
Ordnungen für |G|:

30, 40, 42, 45, 56.

Wir betrachten nur den ersten Fall (Rest in Aufgabe I.30). Nach Sylow gilt Syl5(G) = {P1, . . . , P6}
wegen |G| = 30 = 2 · 3 · 5. Wegen |P1 ∪ . . . ∪ P6| = 1 + 6 · 4 = 25 ist nur noch Platz für höchstens zwei
3-Sylowgruppen. Nach Sylow folgt |Syl3(G)| = 1 im Widerspruch zur Einfachheit von G.
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Lemma I.6.11. Für n ∈ N wird An von den 3-Zyklen erzeugt.

Beweis. Für n ≤ 2 ist An = 1 = ⟨∅⟩. Sei also n ≥ 3. Nach Bemerkung I.3.8 und Satz I.3.26 lässt sich
σ ∈ An als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen schreiben. Für das Produkt von zwei
Transpositionen gilt

(a, b)(c, d) =


1 falls {a, b} = {c, d},
(a, d, b) falls a = c, b ̸= d,

(a, c, b)(a, c, d) falls {a, b} ∩ {c, d} = ∅.

Bemerkung I.6.12. Für σ, (a1, . . . , ak) ∈ Sn gilt

σ(a1, . . . , ak)σ
−1 = (σ(a1), . . . , σ(ak)). (I.6.1)

Satz I.6.13. Für n ≥ 5 ist An einfach. Insbesondere ist Sn nicht auflösbar.

Beweis. Sei 1 ̸= N ⊴An. Wir müssen N = An zeigen. Sei zunächst n = 5. Nach Beispiel I.3.30 ist

|A5| =
5!

2
= 60 = 22 · 3 · 5

und A5 besteht nach Aufgabe I.15 aus folgenden Elementen: Identität, 15 Elemente der Ordnung
2 (Zyklentyp (2, 2)), 20 Elemente der Ordnung 3 (Zyklentyp (3)) und 24 Elemente der Ordnung 5
(Zyklentyp (5)). Nehmen wir an, dass |N | einen Primteiler p ∈ {3, 5} besitzt. Nach Sylow enthält N
dann alle p-Sylowgruppen und somit alle p-Elemente von A5. Dies zeigt |N | = 1 + |N \ {1}| ≥ 1 + 20
und Lagrange liefert |N | ∈ {30, 60}. Also enthält N sogar alle 3-Elemente und 5-Elemente. Dies zeigt
|N | ≥ 44 und N = A5.

Sei nun |N | eine 2-Potenz. Im Fall |N | = 4 hätte A5 nur eine 2-Sylowgruppe und nur drei Elemente
der Ordnung 2. Also ist |N | = 2, sagen wir N = ⟨(1, 2)(3, 4)⟩. Dann erhält man den Widerspruch
(1, 2, 3)(1, 2)(3, 4)(1, 2, 3)−1 = (1, 4)(2, 3) /∈ N . Dies zeigt N = A5 und A5 ist einfach.

Sei jetzt n ≥ 6 und σ ∈ N \ {1}. Wähle 1 ≤ a ≤ n mit b := σ(a) ̸= a und c ∈ {1, . . . , n} \ {a, b, σ(b)}.
Nach (I.6.1) ist

N ∋ σ(a, b, c)σ−1(a, b, c)−1 = (b, σ(b), σ(c))(b, a, c) =: τ ̸= 1.

Wähle d, e ∈ {1, . . . , n} mit |{a, b, c, d, e}| = 5 und

τ ∈ An ∩ Sym({a, b, c, d, e}) =: H.

Ist f : {1, . . . , 5} → {a, b, c, d, e} eine Bijektion, so ist A5 → H, α 7→ fαf−1 ein Isomorphismus. Nach
dem ersten Teil des Beweises ist H einfach. Nach dem ersten Isomorphiesatz ist 1 ̸= τ ∈ H ∩N ⊴H und
es folgt (a, b, c) ∈ H = H ∩N ≤ N . Sei (a′, b′, c′) ∈ An beliebig und α ∈ Sn mit α(a) = a′, α(b) = b′,
α(c) = c′. Durch eventuelle Multiplikation mit (d, e) kann man α ∈ An erreichen. Nach (I.6.1) gilt dann

(a′, b′, c′) = α(a, b, c)α−1 ∈ N.

Aus Lemma I.6.11 folgt N = An. Also ist An einfach. Nach Beispiel I.6.3(iv) ist An nicht auflösbar.
Die zweite Behauptung folgt aus Satz I.6.5.
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Bemerkung I.6.14.

(i) Eines der größten mathematischen Projekte war die Klassifikation aller endlichen einfachen
Gruppen. Neben den Familien Cp und An gibt es eine Reihe von Matrixgruppen (Gruppen vom
Lie-Typ wie

PSL(n,K) := SL(n,K)/Z(SL(n,K))

für einen endlichen Körper K mit (n, |K|) /∈ {(2, 2), (2, 3)}) sowie 26 Ausnahmen (sporadische
Gruppen). Die größte sporadische Gruppe ist die Monstergruppe mit

808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368.000.000.000 ≈ 1054

Elementen. Der Beweis der Klassifikation hat über 10.000 Seiten1.

(ii) Burnside hat bewiesen, dass Gruppen der Ordnung paqb für Primzahlen p und q auflösbar sind
(Satz II.14.33). Feit und Thompson haben bewiesen, dass Gruppen ungerader Ordnung auflösbar
sind. Dieser Beweis hat ca. 250 Seiten.

(iii) Im Folgenden beweisen wir eine eindeutige „Primfaktorzerlegung“ für Gruppen.

Definition I.6.15. Eine Folge von Untergruppen 1 = G0⊴ . . .⊴Gn = G nennt man Kompositionsreihe,
wenn die Faktoren Gi/Gi−1 für i = 1, . . . , n einfach sind.

Bemerkung I.6.16. Jede endliche Gruppe G besitzt eine Kompositionsreihe: Dies ist klar, falls G = 1
(setze n = 0). Sei nun G ≠ 1 und N ◁G ein größtmöglicher echter Normalteiler von G. Durch Induktion
nach |G| können wir annehmen, dass N eine Kompositionsreihe 1 = N0 ⊴ . . .⊴Nk = N besitzt. Nach
dem zweiten Isomorphiesatz ist G/N einfach. Also ist 1 = N0 ⊴ . . .⊴Nk ⊴G eine Kompositionsreihe
von G. Wir beschäftigen uns nun mit der Eindeutigkeit von Kompositionsreihen.

Satz I.6.17 (Jordan-Hölder). Seien 1 = Gk ⊴ . . . ⊴ G0 = G und 1 = Hl ⊴ . . . ⊴ H0 = G
Kompositionsreihen von G. Dann ist k = l und es existiert ein π ∈ Sk mit Gi−1/Gi ∼= Hπ(i)−1/Hπ(i)

für i = 1, . . . , k. Man nennt G0/G1, . . . , Gk−1/Gk die Kompositionsfaktoren von G.

Beweis. Induktion nach |G|: O. B. d. A. sei G ≠ 1. Im Fall G1 = H1 folgt die Behauptung mit Induktion.
Sei also G1 ̸= H1. Wegen G1, H1⊴G ist auch G1H1 = H1G1⊴G. Da G/G1 einfach ist, folgt G = G1H1.
Der erste Isomorphiesatz zeigt

G/G1 = H1G1/G1
∼= H1/H1 ∩G1, G/H1 = G1H1/H1

∼= G1/G1 ∩H1. (I.6.2)

Sei 1 = Ks ⊴ . . . ⊴ K2 = G1 ∩ H1 eine beliebige Kompositionsreihe. Nach Induktion sind dann die
Kompositionsreihen Gk ⊴ . . .⊴G1 und Ks ⊴ . . .⊴K2 ⊴G1 gleich lang (d. h. k = s) und ihre Faktoren
sind (bis auf die Reihenfolge) isomorph. Nun sind auch die Kompositionsreihen 1 = Kk ⊴ . . .⊴K2 ⊴H1

und 1 = Hl ⊴ . . .⊴H1 gleich lang mit isomorphen Faktoren. Also ist k = s = l und nach (I.6.2) haben
die Kompositionsreihen

1Aktueller Stand: [Solomon, The Classification of Finite Simple Groups: A Progress Report, Notices of the AMS 65
(2018), 646–651, https://www.ams.org/journals/notices/201806/rnoti-p646.pdf]
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Gk ⊴ . . .⊴G0,

Kk ⊴ . . .⊴K2 ⊴G1 ⊴G0,

Kk ⊴ . . .⊴K2 ⊴H1 ⊴H0,

Hk ⊴ . . .⊴H0

G

G1 H1

G1 ∩H1G2

G3

Gk−1

K3

Ks−1

1

H2

H3

Hl−1

isomorphe Faktoren.

Beispiel I.6.18.

(i) Offenbar ist 1 < ⟨(1, 2)(3, 4)⟩ < V4 < A4 < S4 eine Kompositionsreihe von S4 (vgl. Aufga-
be I.16). Daher sind C2, C2, C2, C3 die Kompositionsfaktoren von S4. Ersetzt man (1, 2)(3, 4)
durch (1, 3)(2, 4) oder (1, 4)(2, 3), so erhält man weitere Kompositionsreihen.

(ii) Nach Satz I.6.13 ist 1 < An < Sn eine Kompositionsreihe von Sn für n ≥ 5.

(iii) Nach Satz I.6.5 sind die Kompositionsfaktoren einer auflösbaren Gruppe auflösbar und daher von
Primzahlordnung. Eine Gruppe ist also genau dann auflösbar, wenn alle Kompositionsfaktoren
Primzahlordnung haben. Insbesondere ist Cp (bis auf Vielfachheit) der einzige Kompositionsfaktor
jeder nicht-trivialen p-Gruppe.

(iv) Für vorgegebene einfache Gruppen G1, . . . , Gn existiert stets eine Gruppe mit Kompositionsfakto-
ren G1, . . . , Gn, nämlich G1 × . . .×Gn. In der Regel gibt es aber viele nicht-isomorphe Gruppen
mit den gleichen Kompositionsfaktoren.
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I.7 Ringe

Definition I.7.1. Ein Ring ist eine Menge R mit Verknüpfungen + und ·, sodass gilt:

• (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,

• ∀a, b, c ∈ R : a · (b · c) = (a · b) · c (assoziativ),

• ∃1 ∈ R : ∀a ∈ R : 1 · a = a = a · 1 (neutrales Element),

• ∀a, b, c ∈ R : a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) und (a+ b) · c = (a · c) + (b · c) (distributiv).

Ist · zusätzlich kommutativ, so nennt man R kommutativ .

Bemerkung I.7.2.

(i) Wie üblich schreiben wir ab statt a · b. Das Inverse von a ∈ R bzgl. + nennen wir −a und schreiben
a− b := a+ (−b). Um Klammern zu sparen, verabreden wir „Punktrechnung vor Strichrechnung“,
d. h. ab+ c := (ab) + c.

(ii) Für a ∈ R ist a0 = a(0 + 0) = a0 + a0 = 0 = 0a.

(iii) Im Fall 0 = 1 ist a = a1 = a0 = 0 für alle a ∈ R, d. h. R = {0} ist der Nullring. Dieser
uninteressante Ring wird im Folgenden vernachlässigt.

(iv) Ist · kommutativ, so genügt es eines der beiden Distributivgesetze zu fordern. Im Gegensatz zu
Gruppen spricht man nicht von abelschen Ringen.

Beispiel I.7.3.

(i) Die ganzen Zahlen Z und jeder Körper sind kommutative Ringe.

(ii) Für Ringe R1, . . . , Rn ist auch das direkte Produkt R1 × . . .×Rn ein Ring mit den komponenten-
weisen Verknüpfungen (wie für Gruppen).

(iii) Für jeden Ring R und n ∈ N ist der Matrixring Rn×n ein Ring bzgl. Addition und Multiplikation
von Matrizen.1 Für n ≥ 2 ist Rn×n nicht kommutativ.

Definition I.7.4. Sei R ̸= {0} ein Ring.

• Man nennt a ∈ R invertierbar (oder Einheit), falls b ∈ R mit ba = 1 = ab existiert. Wie üblich ist
dann b eindeutig bestimmt und man schreibt a−1 := b. Die invertierbaren Elemente von R bilden
eine Gruppe R× ⊆ R \ {0}, die man Einheitengruppe von R nennt (nachrechnen).2

• Man nennt a ∈ R \ {0} Nullteiler , falls b ∈ R \ {0} mit ab = 0 oder ba = 0 existiert. Ein
kommutativer Ring ohne Nullteiler heißt Integritätsbereich.

• Ein Element a ∈ R heißt Idempotent, falls a2 = a (Aufgabe II.7).
1Die aus der linearen Algebra bekannten Rechenregeln für Matrizen hängen nicht davon ab, ob R kommutativ ist.
2Manche Autoren schreiben U(R) (units) anstelle von R×
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• Man nennt a ∈ R nilpotent , falls ein n ∈ N mit an = 0 existiert (Aufgabe II.43).

Beispiel I.7.5.

(i) Ein Ring R mit R× = R \ {0} heißt Schiefkörper . Ein kommutativer Schiefkörper ist ein Körper.
In der Algebra II zeigen wir, dass jeder endliche Schiefkörper ein Körper ist (Satz II.8.7).

(ii) Sei a ∈ Z invertierbar und b ∈ Z mit ba = 1. Dann folgt a ∈ {±1}. Dies zeigt Z× = {±1}.

(iii) Für jeden Körper K und n ∈ N ist (Kn×n)× = GL(n,K).

(iv) Für Ringe R,S gilt (R× S)× = R× × S×.

(v) Jeder Körper ist ein Integritätsbereich und jeder endliche Integritätsbereich ist ein Körper (Aufga-
be I.36).

(vi) Z ist ein Integritätsbereich, aber kein Körper.

(vii)
(
1 0
0 0

)
ist ein Nullteiler in K2×2.

Bemerkung I.7.6. In jedem Integritätsbereich gilt die Kürzungsregel ab = ac =⇒ b = c für a, b, c ∈ R
und a ̸= 0. Dies folgt aus a(b− c) = 0.

Definition I.7.7. Sei R ein Ring.

(i) Ein Teilring von R ist eine Teilmenge S ⊆ R mit 1, a− b, ab ∈ S für a, b ∈ S.

(ii) Ein Ideal von R ist eine nichtleere Teilmenge I ⊆ R mit a− b, xa, ax ∈ I für a, b ∈ I und x ∈ R.
Man schreibt dann I ⊴R oder I ◁R, falls I ein echtes Ideal ist, d. h. I ̸= R.

(iii) Ein I ◁R heißt maximal , falls kein J ◁R mit I ⊊ J existiert.

Bemerkung I.7.8.

(i) Jeder Teilring S ⊆ R wird mit den eingeschränkten Verknüpfungen selbst zu einem Ring (nach-
rechnen).

(ii) Jedes I ⊴R ist eine abelsche Gruppe bzgl. + (nachrechnen). Insbesondere ist 0 ∈ I.

Beispiel I.7.9.

(i) R ist ein Teilring von R, aber {0} nicht (außer R = {0}).

(ii) {0} und R sind Ideale von R.

(iii) Für jeden Ring R ist das Zentrum

Z(R) := {x ∈ R : rx = xr ∀r ∈ R}

ein kommutativer Teilring.

(iv) Jeder Teilring eines Körpers ist ein Integritätsbereich. Zum Beispiel Z ⊆ Q.

(v) Durchschnitte, Summen und Produkte von Idealen sind wieder Ideale (Aufgabe I.37).

45



(vi) Für U ⊆ R ist
(U) :=

⋂
U⊆I⊴R

I ⊴R

das von U erzeugte Ideal. Wir schreiben auch U = (x1, . . . , xn) := ({x1, . . . , xn}). Ist R kommuta-
tiv, so gilt (x) = Rx = {ax : a ∈ R} für x ∈ R. Man nennt (x) dann Hauptideal . Zum Beispiel
sind {0} = (0) und R = (1) stets Hauptideale.

(vii) Sei {0} ≠ I ⊴ Z und n ∈ I ∩ N minimal. Für m ∈ I liefert Division mit Rest m = qn + r mit
0 ≤ r < n. Wegen r = m− qn ∈ I folgt r = 0 und I = nZ = (n). Wegen d | n ⇐⇒ (n) ⊆ (d) ist
(n) genau dann maximal, wenn n ∈ P.

Satz I.7.10 (Faktorring). Für jeden Ring R und I ⊴R wird R/I := {a+ I : a ∈ R} durch

(a+ I) +
· (b+ I) := (a +

· b) + I

zu einem Ring mit Nullelement 0 + I und Einselement 1 + I.

Beweis. Nach Satz I.3.19 ist R/I bereits eine Gruppe bzgl. +. Die anderen Axiome beweist man wie in
Satz I.2.23.

Beispiel I.7.11. Z/4Z ist ein kommutativer Ring, aber kein Integritätsbereich, denn (2 + 4Z)2 = 0.

Satz I.7.12. Sei R ein kommutativer Ring und I⊴R. Genau dann ist R/I ein Körper, wenn I maximal
ist.

Beweis. Sei R/I ein Körper und J ⊴ R mit I ⊊ J . Wähle a ∈ J \ I. Dann ist a + I ≠ 0 in R/I
und es existiert b ∈ R mit ab + I = (a + I)(b + I) = 1 + I. Sei x ∈ I mit 1 = ab + x. Dann ist
R = R1 = Rab+Rx ⊆ J + I = J und I ist maximal.

Sei umgekehrt I maximal in R und a+ I ̸= 0 + I. Wegen I ⊊ (a) + I ⊴R folgt R = (a) + I. Sei b ∈ R
und x ∈ I mit 1 = ba+ x. Dann gilt

(b+ I)(a+ I) = ba+ I = 1− x+ I = 1 + I.

Also ist a+ I invertierbar in R/I und R/I ist ein Körper.

Folgerung I.7.13. Für n ∈ N ist Z/nZ genau dann ein Körper, wenn n ∈ P gilt.

Beweis. Nach Beispiel I.7.9 ist nZ genau dann maximal, wenn n ∈ P.

Definition I.7.14. Für p ∈ P setzt man Fp := Z/pZ.

Satz I.7.15. Für n ∈ N gilt (Z/nZ)× = {a+nZ : ggT(a, n) = 1}. Insbesondere ist |(Z/nZ)×| = φ(n).

Beweis. Für a ∈ Z gilt

ggT(a, n) = 1
I.2.28⇐⇒ ∃x ∈ Z : ax ≡ 1 (mod n)

⇐⇒ ∃x ∈ Z : (a+ nZ)(x+ nZ) = ax+ nZ = 1 + nZ
⇐⇒ a+ nZ ∈ (Z/nZ)×.
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Bemerkung I.7.16. Die Elemente aus (Z/nZ)× nennt man prime Restklassen modulo n.

Beispiel I.7.17. Wir wollen das Inverse von 7 + 31Z in (Z/31Z)× bestimmen. Der euklidische
Algorithmus liefert 1 = ggT(7, 31) = 9 · 7− 2 · 31. Also ist (7 + 31Z)−1 = 9 + 31Z.

Folgerung I.7.18 (Euler-Fermat). Für a ∈ Z und n ∈ N mit ggT(a, n) = 1 gilt aφ(n) ≡ 1 (mod n).
Insbesondere ist ap−1 ≡ 1 (mod p) für p ∈ P mit p ∤ a.

Beweis. Für G := (Z/nZ)× gilt

aφ(n) + nZ = (a+ nZ)φ(n) = (a+ nZ)|G| = 1 + nZ.

nach Bemerkung I.3.12. Die zweite Aussage folgt aus φ(p) = p− 1.

Beispiel I.7.19 (RSA-Verfahren).

(i) Euler möchte Gauß eine geheime Nachricht n ∈ N über einen unsicheren Kanal (z. B. Internet)
schicken. Dafür wählt Gauß verschiedene Primzahlen p, q > max{n, 101000} und d ∈ Z mit
ggT(d, φ(pq)) = 1. Nach Satz I.7.15 existieren e, k ∈ Z mit de = 1 + kφ(pq). Die Zahlen pq
und e bilden den öffentlichen Schlüssel von Gauß, während d geheim bleibt (p und q werden
nicht weiter gebraucht). Nun verschickt Euler die verschlüsselte Nachricht ñ ≡ ne (mod pq). Zum
Entschlüsseln benutzt Gauß die Formel

ñd ≡ nde ≡ n1+kφ(pq) ≡ n(nφ(pq))k ≡ n (mod pq)

nach Euler-Fermat (wegen n < pq ist das Ergebnis eindeutig bestimmt). Ohne Kenntnis von p
und q kann ein Angreifer weder φ(pq) noch d berechnen (vgl. Aufgabe I.12). Da man bislang
keinen effizienten Faktorisierungsalgorithmus (für pq) kennt, ist dieses Verfahren aktuell sicher.
Die meisten Internetseiten sind heutzutage auf diese Weise verschlüsselt (https).

(ii) Anstatt ñd (mod pq) zu berechnen, kann Gauß auch die kleineren Potenzen

ñd ≡ ñdp (mod p) mit dp ≡ d (mod p− 1),

ñd ≡ ñdq (mod q) mit dq ≡ d (mod q − 1)

bestimmen und anschließend den chinesischen Restsatz benutzen (vgl. Beispiel I.2.34). Zur
effizienten Berechnung von ñd benutzt man außerdem die Binärdarstellung von d. Zum Beispiel

ñ11 =
(
(ñ2)2ñ

)2
ñ.

Dies benötigt nur fünf (anstatt zehn) Multiplikationen.

Bemerkung I.7.20. Im Gegensatz zu Z/nZ ist (Z/nZ)× in der Regel nicht zyklisch. Für jedes ungerade
a ∈ Z ist beispielsweise a2 ≡ 1 (mod 8). Dies zeigt (Z/8Z)× ∼= C2 × C2.

Definition I.7.21. Ein (Ring)homomorphismus zwischen Ringen R und S ist eine Abbildung f : R→ S
mit f(1R) = 1S und f(a +

· b) = f(a) +
· f(b) für alle a, b ∈ R. Wie üblich definiert man Mono-, Epi-,

Endo-, Iso- und Automorphismen von Ringen. Außerdem sei Ker(f) := {x ∈ R : f(x) = 0}.
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Bemerkung I.7.22.

(i) Die Eigenschaft f(1) = 1 verhindert, dass die Abbildung R→ S, a 7→ 0 ein Ringhomomorphismus
ist.

(ii) Jeder Ringhomomorphismus f : R→ S ist ein Gruppenhomomorphismus (R,+) → (S,+). Nach
Lemma I.3.28 ist f genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0}. Durch Einschränkung erhält man
einen Gruppenhomomorphismus (R×, ·) → (S×, ·).

Beispiel I.7.23.

(i) Ist R ein Teilring von S, so ist die Inklusion R ↪→ S ein Monomorphismus.

(ii) Für I ⊴R existiert (wie für Gruppen) der kanonische Epimorphismus R→ R/I, a 7→ a+ I.

Satz I.7.24. Für teilerfremde n,m ∈ N gilt (Z/nmZ)× ∼= (Z/nZ)× × (Z/mZ)×.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz I.3.34 kennen wir bereits den Gruppenisomorphismus

f : Z/nmZ → (Z/nZ)× (Z/mZ),
a+ nmZ 7→ (a+ nZ, a+mZ).

Offenbar ist f sogar ein Ringisomorphismus und die Behauptung folgt aus Beispiel I.7.5(iv).

Beispiel I.7.25. Es gilt (Z/12Z)× ∼= (Z/4Z)× × (Z/3Z)× ∼= C2 × C2.

Bemerkung I.7.26. Wir werden später die Struktur von (Z/pnZ)× für p ∈ P bestimmen (Satz I.8.34).

Satz I.7.27. Für n ∈ N gilt Aut(Cn) ∼= (Z/nZ)×.

Beweis. Sei ⟨x⟩ ∼= Cn. Für α ∈ Aut(⟨x⟩) ist α(x) = xa mit a ∈ Z. Wegen

n = |⟨α(x)⟩| = |⟨xa⟩| I.3.7
=

n

ggT(n, a)

ist a+ nZ ∈ (Z/nZ)×. Man erhält somit eine Abbildung

Φ: Aut(⟨x⟩) → (Z/nZ)×,
α 7→ a+ nZ.

Für β ∈ Aut(⟨x⟩) mit β(x) = xb gilt

(α ◦ β)(x) = α(β(x)) = α(xb) = α(x)b = xab.

Dies zeigt, dass Φ ein Homomorphismus ist. Gilt a+ nZ = 1 + nZ, so ist α(xi) = α(x)i = (xa)i = xi

für alle i ∈ Z, d. h. α = 1. Also ist Φ injektiv. Hat man umgekehrt a+ nZ ∈ (Z/nZ)× gegeben, so sieht
man leicht, dass die Abbildung xi 7→ xia einen Automorphismus von ⟨x⟩ definiert. Daher ist Φ auch
surjektiv.
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Satz I.7.28.

(i) (Homomorphiesatz ) Für jeden Ringhomomorphismus f : R→ S ist Ker(f)⊴R und f(R) ist ein
Teilring von S. Außerdem ist

R/Ker(f) ∼= f(R)

ein Isomorphismus von Ringen.

(ii) (1. Isomorphiesatz ) Sei S ein Teilring von R und I ⊴ R. Dann ist S + I ein Teilring von R,
I ⊴ S + I, S ∩ I ⊴ S und

S/(S ∩ I) ∼= (S + I)/I.

(iii) (2. Isomorphiesatz ) Seien I, J ⊴R mit I ⊆ J . Dann ist J/I ⊴R/I und

(R/I)/(J/I) ∼= R/J.

Beweis. Wir zeigen nur den Homomorphiesatz (für die Isomorphiesätze siehe Aufgabe I.38). Es gilt
0 ∈ Ker(f) ̸= ∅. Für a, b ∈ Ker(f) und x ∈ R ist f(a−b) = f(a)−f(b) = 0−0 = 0, f(xa) = f(x)f(a) =
f(x)0 = 0 und f(ax) = f(a)f(x) = 0f(x) = 0. Dies zeigt Ker(f)⊴R. Analog ist 1S = f(1R) ∈ f(R)
und für f(a), f(b) ∈ f(R) ist auch f(a)− f(b) = f(a− b) ∈ f(R) sowie f(a)f(b) = f(ab) ∈ f(R). Also
ist f(R) ein Teilring von S. Wir betrachten nun

F : R/Ker(f) → f(R),

a+Ker(f) 7→ f(a).

Für a, b ∈ R gilt

a+Ker(f) = b+Ker(f) ⇐⇒ a− b ∈ Ker(f) ⇐⇒ f(a)− f(b) = f(a− b) = 0

⇐⇒ f(a) = f(b) ⇐⇒ F (a+Ker(f)) = F (b+Ker(f)).

Somit ist F wohldefiniert und injektiv. Nach Definition ist F auch surjektiv. Wegen F (1 + Ker(f)) =
f(1) = 1 und

F ((a+Ker(f)) +
· (b+Ker(f))) = F (a +

· b+Ker(f)) = f(a +
· b) = f(a) +

· f(b)

= F (a+Ker(f)) +
· F (b+Ker(f)),

für a, b ∈ R ist F ein Ringisomorphismus.

Bemerkung I.7.29. In der Kategorientheorie verallgemeinert man die Konzepte Gruppe, Ring,
Körper, Vektorraum, . . . und muss dann den Homomorphiesatz nur einmal für Kategorien beweisen
(Kapitel III.5).

Satz I.7.30 (Chinesischer Restsatz für Ringe). Sei R ein Ring und I1, . . . , In ⊴R mit Ii + Ij = R für
i ̸= j. Dann ist

R/(I1 ∩ . . . ∩ In) → R/I1 × . . .×R/In,

a+ I1 ∩ . . . ∩ In 7→ (a+ I1, . . . , a+ In)

ein Ringisomorphismus. Ist R kommutativ, so gilt zusätzlich I1 ∩ . . . ∩ In = I1 . . . In.
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Beweis. Offenbar ist

f : R→ R/I1 × . . .×R/In,

a 7→ (a+ I1, . . . , a+ In)

ein Ringhomomorphismus mit Kern I := I1 ∩ . . . ∩ In. Nach dem Homomorphiesatz müssen wir zeigen,
dass f surjektiv ist. Seien a1, . . . , an ∈ R gegeben. Sei 1 ≤ i ≤ n fest. Wegen Ii + Ij = R für j ≠ i
existieren xj ∈ Ii und yj ∈ Ij mit xj + yj = 1. Die Idealeigenschaft zeigt

1 =
∏
j ̸=i

(xj + yj) = x̃i +
∏
j ̸=i

yj = x̃i + ỹi ∈ Ii +
⋂
j ̸=i

Ij

für i = 1, . . . , n. Für a := a1ỹ1 + . . .+ anỹn gilt dann

a+ Ii = aiỹi + Ii = aiỹi + aix̃i + Ii = ai(x̃i + ỹi) + Ii = ai + Ii

für i = 1, . . . , n. Also ist f(a) = (a1 + I1, . . . , an + In) und f ist surjektiv.

Sei nun R kommutativ. Multipliziert man das Produkt R =
∏
i̸=j(Ii + Ij) über alle Paare i ̸= j aus, so

treten in jeden Summanden mindestens n− 1 verschiedene Ii auf (treten nämlich Ik und Il nicht auf,
so hätte man keinen Faktor aus Ik + Il). Aus der Kommutativität von R folgt

I1 . . . In ⊆ I1 ∩ . . . ∩ In = (I1 ∩ . . . ∩ In)
∏
i̸=j

(Ii + Ij) ⊆ I1 . . . In.

Beispiel I.7.31. Sei R = Z und Ii = (di) für i = 1, . . . , n. Die Bedingung Ii + Ij = R ist dann
äquivalent zu ggT(di, dj) = 1 nach Folgerung I.2.11. Außerdem ist

I1 ∩ . . . ∩ In = I1 . . . In = (d1 . . . dn) = (kgV(d1, . . . , dn)).

Satz I.7.30 impliziert daher einen Spezialfall des klassischen chinesischen Restsatzes I.2.32.

Bemerkung I.7.32. In Analogie zu Gruppen nennt man einen Ring R ̸= {0} einfach, wenn {0}
und R die einzigen Ideale von R sind. In der Algebra II (oder Darstellungstheorie) zeigt man unter
gewissen Endlichkeitsbedingungen, dass jeder einfache Ring zu einem Matrixring über einem Schiefkörper
isomorph ist (siehe Bemerkung II.8.14).
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I.8 Polynome

Bemerkung I.8.1. Im Folgenden sei K stets ein Körper.

Definition I.8.2.

(i) Ein (formales) Polynom über K ist eine unendliche Folge α = (a0, a1, . . .) ∈ K∞, bei der nur
endliche viele Glieder ai ungleich 0 sind. Wir schreiben α meist als formale Summe der Form
α :=

∑∞
n=0 anX

n =
∑
anX

n, wobei X eine Unbekannte ist. Dabei gilt∑
anX

n =
∑

bnX
n ⇐⇒ an = bn ∀n ≥ 0.

Einzelne X-Potenzen werden als Monome bezeichnet. Die Menge der Polynome über K wird mit
K[X] bezeichnet.

(ii) Indem wir a ∈ K mit dem konstanten Polynom (a, 0, 0, . . .) = aX0 identifizieren, können wir K
als Teilmenge von K[X] auffassen. Insbesondere ist 0, 1 ∈ K[X].

(iii) Der Grad von α =
∑
anX

n ∈ K[X] ist degα := sup{n ≥ 0 : an ̸= 0} mit der Konvention
deg 0 = sup∅ = −∞.

(iv) Man nennt α =
∑
anX

n ∈ K[X] \ {0} normiert , falls adegα = 1. Im Allgemeinen nennt man
adegα den führenden Koeffizienten und a0 das Absolutglied von α.

Beispiel I.8.3.

(i) X2 + 1 ∈ R[X].

(ii) Es gilt deg(α) = 0 genau dann, wenn α ∈ K×.

(iii) Jedes α ∈ K[X] \ {0} lässt sich durch Multiplikation mit a−1
degα normieren.

Satz I.8.4. Durch ∑
anX

n +
∑

bnX
n :=

∑
(an + bn)X

n,∑
anX

n ·
∑

bnX
n :=

∑
n

( n∑
k=0

akbn−k

)
Xn

wird K[X] zu einem kommutativen Ring mit Teilring K.

Beweis. Seien α =
∑
anX

n, β =
∑
bnX

n, γ =
∑
cnX

n ∈ K[X]. Wegen

{n ∈ N0 : an + bn ̸= 0} ⊆ {n ∈ N0 : an ̸= 0} ∪ {n ∈ N0 : bn ̸= 0}

ist α+ β ∈ K[X]. Die Axiome

(α+ β) + γ = α+ (β + γ), α+ β = β + α, α+ 0 = α
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folgen direkt aus den entsprechenden Axiomen von K. Für −α :=
∑

(−an)Xn gilt sicher α+ (−α) = 0.
Also ist K[X] eine abelsche Gruppe bzgl. +.

Für n > deg(α) + deg(β) ist
∑n

k=0 akbn−k = 0. Daher ist αβ ∈ K[X]. Der n-te Koeffizient von α(βγ)
ist

n∑
i=0

ai

n−i∑
j=0

bjcn−i−j =
∑

i+j+k=n

aibjck =

n∑
i=0

( i∑
j=0

ajbi−j

)
cn−i.

Dies zeigt α(βγ) = (αβ)γ. Wegen
∑n

k=0 akbn−k =
∑n

k=0 bkan−k ist αβ = βα. Die Gleichung α · 1 = α
ist leicht zu sehen. Der n-te Koeffizient von α(β + γ) ist

n∑
k=0

ak(bn−k + cn−k) =

n∑
k=0

akbn−k +

n∑
k=0

akcn−k

und α(β + γ) = αβ + αγ folgt. Die Addition und Multiplikation konstanter Polynome entspricht genau
der Addition und Multiplikation in K. Also ist K ein Teilring von K[X].

Bemerkung I.8.5. Offenbar ist K[X] auch ein K-Vektorraum, wobei die Skalarmultiplikation der
Multiplikation in K[X] entspricht. Die X-Potenzen 1, X,X2, . . . bilden eine Basis. Insbesondere ist
dimK[X] = ∞.

Lemma I.8.6. Für α, β ∈ K[X] gilt

(i) deg(α+ β) ≤ max{deg(α), deg(β)},

(ii) degα < deg β =⇒ deg(α+ β) = deg β,

(iii) deg(αβ) = deg(α) + deg(β).

Insbesondere ist K[X] ein Integritätsbereich.

Beweis. Wir dürfen α ≠ 0 ̸= β annehmen. Sei α =
∑
anX

n, β = bnX
n, d := degα und e := deg β.

Dann ist an+bn = 0, falls n > max{d, e}. Dies zeigt die erste Behauptung. Für d < e ist ae+be = be ̸= 0
und die zweite Behauptung folgt. Die dritte Behauptung folgt aus

αβ =
d+e∑
n=0

( n∑
k=0

akbn−k

)
Xn = adbe︸︷︷︸

̸=0

Xd+e +
d+e−1∑
n=0

( n∑
k=0

akbn−k

)
Xn.

Nun ergibt sich die letzte Behauptung:

αβ = 0 =⇒ deg(α) + deg(β) = deg(αβ) = −∞ =⇒ α = 0 ∨ β = 0.

Bemerkung I.8.7.

(i) Der Beweis zeigt auch: Sind α, β ∈ K[X] normiert, so auch αβ.

(ii) Nach Aufgabe I.40 kann man K[X] als Teilring seines Quotientenkörpers

K(X) := Q(K[X]) =
{α
β

: α, β ∈ K[X], β ̸= 0
}

auffassen. Man nennt K(X) den Körper der rationalen Funktionen über K.
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Folgerung I.8.8. Es gilt K[X]× = K×.

Beweis. Sicher ist K× ⊆ K[X]×. Seien nun α, β ∈ K[X]× mit αβ = 1. Dann ist deg(α) + deg(β) =
deg(αβ) = deg(1) = 0 nach Lemma I.8.6. Wegen deg(α), deg(β) ≥ 0 folgt deg(α) = deg(β) = 0 und
α, β ∈ K×.

Definition I.8.9. Für α =
∑
anX

n, β ∈ K[X] sei α(β) :=
∑
anβ

n ∈ K[X] (Einsetzen). Man nennt
x ∈ K Nullstelle von α, falls α(x) = 0.

Satz I.8.10. Für x ∈ K ist die Abbildung Fx : K[X] → K, α 7→ α(x) ein Ringhomomorphismus, den
man Einsetzungshomomorphismus nennt.

Beweis. Es gilt Fx(1) = 1(x) = 1. Für α =
∑
anX

n ∈ K[X] und β =
∑
bnX

n ∈ K[X] ist

(α+ β)(x) =
∑

(an + bn)x
n =

∑
anx

n +
∑

bnx
n = α(x) + β(x).

Analog ist

(αβ)(x) =
(∑

n

n∑
k=0

akbn−kX
n
)
(x) =

∑
n

n∑
k=0

akbn−kx
n =

(∑
anx

n
)(∑

bnx
n
)
= α(x)β(x).

Bemerkung I.8.11.

(i) Der gleiche Beweis zeigt (α+ β)(γ) = α(γ) + β(γ) und (αβ)(γ) = α(γ)β(γ) für α, β, γ ∈ K[X].
Andererseits ist im Allgemeinen α(β + γ) ̸= α(β) + α(γ) und α(βγ) ̸= α(β)α(γ).

(ii) Zur effizienten Berechnung von α(x) für α = anX
n + . . .+ a1X + a0 ∈ K[X] und x ∈ K benutzt

man das Horner-Schema:(
. . .

(
(anx+ an−1)x+ an−2

)
x+ . . .

)
x+ a0.

Dies erfordert nur n (anstatt 2n− 1) Multiplikationen. Damit wurde früher die Einkommensteuer
berechnet.

(iii) Ist K endlich, so können verschiedene Polynome die gleiche Abbildung K → K durch Einsetzen
induzieren, denn es gibt nur endlich viele solche Abbildungen. Man kann also nicht wie in der
Analysis Polynome mit ihren Funktionen gleichsetzen.

Beispiel I.8.12. Für α := X2 +X ∈ F2[X] gilt α(x) = 0 für alle x ∈ F2.

Definition I.8.13. Wie in Z definieren wir die Teilbarkeit α | β für α, β ∈ K[X], falls ein γ ∈ K[X]
mit αγ = β existiert. Allgemeiner sei α ≡ β (mod γ), falls γ | (α− β).

Bemerkung I.8.14. Wie in Z beweist man die üblichen Rechenregeln:

• ±1 | α | 0,

• 0 | α ⇐⇒ α = 0,

• α | β | γ =⇒ α | γ,

• α | β | α =⇒ ∃c ∈ K× : α = cβ,
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• α | β, γ =⇒ α | (βδ + γψ),

• α | β ̸= 0 =⇒ degα ≤ deg β

für α, β, γ, δ, ψ ∈ K[X].

Satz I.8.15 (Division mit Rest). Für α ∈ K[X] und β ∈ K[X] \ {0} existieren eindeutig bestimmte
γ, δ ∈ K[X] mit α = βγ + δ und deg δ < deg β.

Beweis. Wähle γ ∈ K[X], sodass
δ := α− βγ =

∑
anX

n

möglichst kleinen Grad d ∈ N0 ∪ {−∞} hat. Sei β =
∑
bnX

n und e := deg β. Gilt d ≥ e, so ist

deg
(
α− β(γ + adb

−1
e Xd−e)

)
= deg

(
δ − adb

−1
e Xd−eβ

)
< d

im Widerspruch zur Wahl von γ. Also ist d < e und α = βγ + δ.

Sei nun α = βγ̃ + δ̃ mit deg δ̃ < e. Nach Lemma I.8.6 ist

e+ deg(γ̃ − γ) = deg(β(γ̃ − γ)) = deg(δ − δ̃) ≤ max{deg(δ), deg(δ̃)} < e

und es folgt (γ̃, δ̃) = (γ, δ).

Definition I.8.16. Für α1, . . . , αn ∈ K[X] sei (wie in Z) gT(α1, . . . , αn) die Menge der gemeinsamen
Teiler von α1, . . . , αn. Ein normiertes α ∈ gT(α1, . . . , αn) (oder α = 0) heißt größter gemeinsamer
Teiler von α1, . . . , αn, falls β | α für alle β ∈ gT(α1, . . . , αn) gilt.

Bemerkung I.8.17. Sind α, β größte gemeinsame Teiler von α1, . . . , αn, so gilt α | β | α. Nach
Bemerkung I.8.14 existiert c ∈ K× mit α = cβ. Da α und β normiert sind (oder 0), gilt α = β. Also
gibt es höchstens einen größten gemeinsamen Teiler und wir schreiben (wie in Z) ggT(α1, . . . , αn) := α.
Der folgende Satz zeigt die Existenz des ggTs.

Satz I.8.18 (Erweiterter euklidischer Algorithmus in K[X]).
Eingabe: α, β ∈ K[X] \ {0}.
Initialisierung: (σ0, τ0, ρ0) := (1, 0, α), (σ1, τ1, ρ1) := (0, 1, β) und k := 0.
Solange ρk+1 ̸= 0 wiederhole:

Division mit Rest: ρk = λk+1ρk+1 + ϵk+1 mit deg(ϵk+1) < deg(ρk+1).
Setze (σk+2, τk+2, ρk+2) := (σk − σk+1λk+1, τk − τk+1λk+1, ϵk+1) und k := k + 1.

Wähle a ∈ K, sodass aρk normiert ist.
Ausgabe: aρk = aσkα+ aτkβ = ggT(α, β).

Beweis. Wie in Z (siehe auch Lineare Algebra 2).

Beispiel I.8.19. Seien α = X3 + 2X − 1 und β = X2 − X + 4 in Q[X]. Polynomdivision ergibt
α = β(X + 1)−X − 5 und β = (X + 5)(X − 6) + 34. Also

σi τi ρi λi
1 0 α
0 1 β X + 1
1 −X − 1 −X − 5 −X + 6

X − 6 −X2 + 5X + 7 34
0

.
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Normierung liefert ggT(α, β) = 1 = 1
34(X − 6)α− 1

34(X
2 − 5X − 7)β.

Definition I.8.20. Polynome α1, . . . , αn ∈ K[X] heißen teilerfremd , falls ggT(α1, . . . , αn) = 1.

Folgerung I.8.21. Genau dann sind α, β ∈ K[X] teilerfremd, wenn α̃, β̃ ∈ K[X] mit αα̃ + ββ̃ = 1
existieren.

Beweis. Ist ggT(α, β) = 1, so folgt die Existenz von α̃ und β̃ aus Satz I.8.18. Ist umgekehrt αα̃+ββ̃ = 1,
so gilt ggT(α, β) | (αα̃+ ββ̃) = 1 und ggT(α, β) = 1.

Definition I.8.22. Ein normiertes Polynom α ∈ K[X] \K heißt irreduzibel , falls es sich nicht in der
Form α = βγ mit β, γ ∈ K[X] \K schreiben lässt (d. h. α hat genau zwei normierte Teiler nämlich 1
und α, vgl. Primzahl). Anderenfalls nennt man α reduzibel .

Beispiel I.8.23.

(i) Normierte Polynome vom Grad 1 sind stets irreduzibel. Wir zeigen später, dass jedes irreduzible
Polynom in C[X] Grad 1 hat (Fundamentalsatz der Algebra).

(ii) X2 − 2 ist irreduzibel in Q[X], aber nicht in R[X], denn X2 − 2 = (X −
√
2)(X +

√
2) ∈ R[X]

und
√
2 /∈ Q.

(iii) X2 + 1 ist irreduzibel in R[X], aber nicht in C[X], denn X2 + 1 = (X − i)(X + i) ∈ C[X].

(iv) X2+X+1 ist irreduzibel in F2[X], dennX2+X+1 /∈ {X2, X(X+1) = X2+X, (X+1)2 = X2+1}.

Satz I.8.24 (Primfaktorzerlegung in K[X]). Für jedes Polynom α ∈ K[X] \ {0} existieren bis auf die
Reihenfolge eindeutig bestimmte irreduzible Polynome σ1, . . . , σn ∈ K[X] und eine eindeutig bestimmte
Konstante c ∈ K× mit α = cσ1 . . . σn.

Beweis.
Existenz: Wegen α ̸= 0 existiert c ∈ K×, sodass c−1α normiert ist. Wir können also annehmen, dass
α normiert ist. Induktion nach d := degα: Im Fall d = 0 ist α = 1 und wir wählen n = 0 (leeres
Produkt). Ist α irreduzibel (zum Beispiel d = 1), so sind wir ebenfalls fertig. Anderenfalls ist α = βγ
mit β, γ ∈ K[X] \K. Wegen d = deg(βγ) = deg(β) + deg(γ) ist deg β, deg γ < d. Nach Induktion sind
β und γ Produkte von irreduziblen Polynomen und Konstanten und daher auch α.

Eindeutigkeit: Offenbar ist c als führender Koeffizient von α eindeutig bestimmt. Wir können also wie-
der annehmen, dass α normiert ist. Sei α = σ1 . . . σn = τ1 . . . τm mit irreduziblen σ1, . . . , σn, τ1, . . . , τm ∈
K[X]. Induktion nach m: Im Fall m = 1 ist n = 1 und σ1 = α = τ1. Sei nun m ≥ 2. Im Fall σ1 = τ1 ist
σ2 . . . σn = τ2 . . . τm und Induktion liefert die Behauptung. Sei nun σ1 ̸= τ1. Dann existieren σ̃, τ̃ ∈ K[X]
mit σ1σ̃ + τ1τ̃ = 1 nach Folgerung I.8.21. Es folgt

σ1(σ̃τ2 . . . τm + σ2 . . . σnτ̃) = σ1σ̃τ2 . . . τm + τ1 . . . τmτ̃ = (σ1σ̃ + τ1τ̃)(τ2 . . . τm) = τ2 . . . τm.

Induktiv erhält man σ1 = τi für ein i ∈ {1, . . . ,m}. Dann ist σ2 . . . σn = τ1 . . . τi−1τi+1 . . . τm und
Induktion liefert die Behauptung.

Beispiel I.8.25. In F2 ist X4 −X = X(X + 1)(X2 +X + 1) die Primfaktorzerlegung von X4 −X.
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Bemerkung I.8.26. Ringe, die eine eindeutige Primfaktorzerlegung zulassen nennt man faktoriell
(Definition II.5.11). In der algebraischen Zahlentheorie geht man einen Schritt weiter und untersucht
Ringe, in denen Ideale eindeutig zerlegt werden können (Satz II.11.29). Dies ist für den Beweis von
Fermats letzten Satz relevant (xn + yn = zn hat keine Lösung (x, y, z) ∈ N3 für n ≥ 3).

Lemma I.8.27. Ist x ∈ K eine Nullstelle von α ∈ K[X], so ist X − x ein Teiler von α.

Beweis. Division mit Rest liefert α = (X−x)β+r mit β ∈ K[X] und r ∈ K. Dann ist r = α(x) = 0.

Definition I.8.28. In der Situation von Lemma I.8.27 ist X − x ein Linearfaktor von α. Die größte
natürliche Zahl m mit (X − x)m | α heißt Vielfachheit der Nullstelle. Im Fall m = 1 ist x eine einfache
Nullstelle und anderenfalls eine mehrfache Nullstelle.

Satz I.8.29. Jedes α ∈ K[X] \ {0} hat höchstens degα Nullstellen in K (mit Vielfachheiten).

Beweis. Induktion nach d := degα. Im Fall d = 0 ist α konstant und hat daher keine Nullstelle. Sei nun
d > 0 und x ∈ K eine Nullstelle von α mit Vielfachheit m. Dann ist α = (X − x)mβ für ein β ∈ K[X]
mit deg β = d−m < d. Für jede weitere Nullstelle y ≠ x von α gilt 0 = α(y) = (y − x)mβ(y) = β(y).
Also ist y auch Nullstelle von β. Nach Induktion besitzt β höchstens d−m Nullstellen. Insgesamt hat
α also höchstens m+ d−m = d Nullstellen.

Beispiel I.8.30 (Interpolation). Hat man Koordinaten (x1, y1), . . . , (xn, yn) ∈ K2 mit paarweise
verschiedenen x1, . . . , xn gegeben, so verläuft das Lagrange-Polynom

α :=
n∑
i=1

yi
∏
j ̸=i

X − xj
xi − xj

∈ K[X]

vom Grad < n genau durch die Punkte (x1, y1), . . . , (xn, yn). Ist auch β ∈ K[X] mit deg β < n und
β(xi) = yi für i = 1, . . . , n, so sind x1, . . . , xn Nullstellen von α − β mit deg(α − β) < n. Satz I.8.29
zeigt α = β, d. h. α ist das einzige Polynom vom Grad < n, dass die gegebenen Punkte interpoliert.

Satz I.8.31. Jede endliche Untergruppe von K× ist zyklisch.

Beweis. Sei G ≤ K× endlich. Als abelsche Gruppe ist G die direkte Summe ihrer Sylowgruppen
(Beispiel I.5.6). Nach Lemma I.5.3 und Satz I.3.34 genügt es zu zeigen, dass die Sylowgruppen von G
zyklisch sind. Sei also |G| = pn mit p ∈ P und o.B. d.A. n ≥ 1. Nach Satz I.8.29 hat das Polynom
Xpn−1 − 1 ∈ K[X] höchstens pn−1 < |G| Nullstellen. Also existiert ein g ∈ G mit gpn−1 ̸= 1. Nach
Lagrange ist andererseits |⟨g⟩| ein Teiler von pn. Dies zeigt G = ⟨g⟩.

Bemerkung I.8.32. Insbesondere ist F×
p für p ∈ P zyklisch. Man nennt x ∈ Fp mit F×

p = ⟨x⟩
eine Primitivwurzel modulo p. Man kennt keine Formel, um Primitivwurzeln für ein gegebenes p zu
berechnen, aber in der Regel findet man „kleine“ Primitivwurzeln1. Nach Lemma I.3.7 ist die Anzahl
der Primitivwurzeln φ(p − 1). Für y ∈ F×

p = ⟨x⟩ kennt man auch keinen schnellen Algorithmus
zur Berechnung von k ∈ Z mit y = xk (diskreter Logarithmus). Diesen Umstand nutzt man in der
Kryptografie aus (Beispiel I.2.25).

1Siehe https://oeis.org/A001918

56

https://oeis.org/A001918


Beispiel I.8.33. Wir suchen eine Primitivwurzel modulo 7. Jedes x ∈ F×
7 hat Ordnung 1, 2, 3 oder

φ(7) = 6 nach Lagrange. Wegen 23 ≡ 1 (mod 7) ist 2 keine Primitivwurzel modulo 7. Wegen 32 ≡ 2
(mod 7) und 33 ≡ 2 · 3 ≡ −1 (mod 7) ist 3 eine Primitivwurzel modulo 7.

Satz I.8.34 (Gauß). Für p ∈ P und n ∈ N gilt

(Z/pnZ)× ∼=

{
C2 × C2n−2 falls p = 2 ≤ n,

Cpn−1(p−1) sonst.

Beweis. Sei G := (Z/pnZ)×. Sei zunächst p > 2. Wegen |G| = φ(pn) = pn−1(p− 1) genügt es zu zeigen,
dass G zyklisch ist. Für n = 1 folgt die Behauptung aus Satz I.8.31. Sei nun n ≥ 2. Die kanonische
Abbildung Ψ: G→ (Z/pZ)×, a+ pnZ 7→ a+ pZ ist offenbar ein wohldefinierter Epimorphismus. Nach
dem Homomorphiesatz ist P := Ker(Ψ) ∈ Sylp(G) und G/P ∼= Cp−1. Nach dem Hauptsatz über
endliche abelsche Gruppen genügt es zu zeigen, dass P zyklisch ist. Wir zeigen genauer, dass P von
1 + p+ pnZ ∈ P erzeugt wird. Dafür berechnet man

(1 + p)p
n−2

=

pn−2∑
k=0

(
pn−2

k

)
pk ≡ 1 + pn−1 ̸≡ 1 (mod pn).

Sei nun p = 2 und o. B. d.A. n ≥ 2. Dann ist |G| = 2n−1. Wegen (−1 + 2nZ)2 = 1 + 2nZ genügt es

G = ⟨−1 + 2nZ⟩ ⊕ ⟨5 + 2nZ⟩

zu zeigen. Der Fall n = 2 ist klar. Sei also n ≥ 3. Man berechnet

52
n−3

= (1 + 4)2
n−3

=
2n−3∑
k=0

(
2n−3

k

)
22k ≡ 1 + 2n−1 (mod 2n).

und
52

n−2 ≡ (1 + 2n−1)2 ≡ 1 (mod 2n).

Also ist |⟨5 + 2nZ⟩| = 2n−2. Wegen −1 ̸≡ 1 + 2n−1 (mod 2n) ist auch ⟨−1 + 2nZ⟩ ∩ ⟨5 + 2nZ⟩ = 1.

Folgerung I.8.35. Genau dann ist (Z/nZ)× zyklisch, wenn n ∈ {4, pm, 2pm} für eine ungerade
Primzahl p und m ∈ N0 gilt.

Beweis. Besitzt n mehrere ungerade Primteiler, so ist C2 × C2 eine Untergruppe von G := (Z/nZ)×
nach Satz I.7.24 und Satz I.5.12. Dann kann G aber nicht zyklisch sein (Satz I.3.34). Genauso kann
n nicht gleichzeitig durch 4 und eine ungerade Primzahl teilbar sein. Nach Satz I.8.34 kann n auch
nicht durch 8 teilbar sein. Wegen (Z/2pmZ)× ∼= (Z/pmZ)× ist G in den angegebenen Fällen stets
zyklisch.

Bemerkung I.8.36. Für α ∈ K[X] kann man das Hauptideal (α) = K[X]α bilden, sodass K[X]/(α)
ein Ring wird (Satz I.7.10). Es gilt dann

β + (α) = γ + (α) ⇐⇒ β − γ ∈ (α) ⇐⇒ α | (β − γ) ⇐⇒ β ≡ γ (mod α)

(vgl. Z/nZ).
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Lemma I.8.37. Jedes Ideal von K[X] ist ein Hauptideal. Dabei gilt (α) ⊆ (β) ⇐⇒ β | α.

Beweis. Sei (0) ̸= I ⊴ K[X] und α ∈ I \ {0} mit minimalem Grad d ≥ 0. Für β ∈ I existieren
γ, δ ∈ K[X] mit β = αγ + δ und deg δ < d. Wegen δ = β − αγ ∈ I ist δ = 0 und β = αγ ∈ (α). Dies
zeigt I = (α). Die zweite Aussage folgt leicht.

Satz I.8.38. Genau dann ist α ∈ K[X] irreduzibel, wenn K[X]/(α) ein Körper ist.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz I.7.12 und Lemma I.8.37.

Beispiel I.8.39. Wir wissen bereits, dass α = X2 − 2 ∈ Q[X] irreduzibel ist. Also ist X + (α) im
Körper Q[X]/(α) invertierbar. Der euklidische Algorithmus liefert

1 = ggT(X,α) =
1

2
X2 − 1

2
α ≡ 1

2
X2 (mod α).

Daher ist (X + (α))−1 = 1
2X + (α).

Definition I.8.40. Einen Ringhomomorphismus zwischen Körpern nennt man (Körper)homomorphismus.

Lemma I.8.41. Jeder Körperhomomorphismus ist injektiv.

Beweis. Sei σ : K → L ein Körperhomomorphismus und x ∈ Ker(σ). Im Fall x ≠ 0 wäre 1 = σ(1) =
σ(xx−1) = σ(x)σ(x−1) = 0. Also ist Ker(σ) = {0} und die Behauptung folgt aus Bemerkung I.7.22.

Bemerkung I.8.42.

(i) Genau dann ist σ : K → L ein Körperhomomorphismus, wenn σ : (K,+) → (L,+) und σ : (K×, ·) →
(L×, ·) Gruppenmonomorphismen sind.

(ii) Die Isomorphismen K → K nennt man Automorphismen. Sie bilden die Automorphismengruppe
Aut(K) bzgl. Komposition.

Beispiel I.8.43.

(i) Sei σ ∈ Aut(Fp) für p ∈ P. Dann ist σ(1) = 1, σ(1 + 1) = σ(1) + σ(1) = 1 + 1, usw. Dies zeigt
σ = id und Aut(Fp) = {id} = 1.

(ii) Nach Aufgabe I.53 ist Aut(Q) = 1 und Aut(R) = 1.

(iii) Die komplexe Konjugation ist ein Körperautomorphismus auf C. Mit dem Auswahlaxiom kann
man zeigen, dass Aut(C) überabzählbar ist (Satz II.4.22).

Lemma I.8.44. Jeder Körperhomomorphismus σ : K → L lässt sich zu einem Ringhomomorphismus

K[X] → L[X],∑
anX

n 7→
∑

σ(an)X
n

fortsetzen, den wir ebenfalls mit σ bezeichnen. Für α ∈ K[X] und x ∈ K gilt dabei

σ(α(x)) = σ(α)(σ(x)).
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Beweis. Sicher ist σ(1) = 1. Für α =
∑
anX

n, β =
∑
bnX

n gilt

σ(α+ β) =
∑

σ(an + bn)X
n =

∑
σ(an)X

n +
∑

σ(bn)X
n = σ(α) + σ(β),

σ(αβ) =
∑
n

σ
( n∑
k=0

akbn−k

)
Xn =

∑
n

( n∑
k=0

σ(ak)σ(bn−k)
)
Xn

=
∑

σ(an)X
n ·

∑
σ(bn)X

n = σ(α)σ(β).

Also ist σ : K[X] → L[X] ein Ringhomomorphismus. Die zweite Aussage folgt mit

σ(α(x)) = σ
(∑

anx
n
)
=

∑
σ(an)σ(x)

n = σ(α)(σ(x)).

Bemerkung I.8.45. Die Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten bilden den Unterring Z[X] von
Q[X]. Achtung: In Z[X] gibt es keine Division mit Rest! Wir beweisen drei Irreduzibilitätskriterien mit
Hilfe von Z[X].

Definition I.8.46. Man nennt
∑n

k=0 akX
k ∈ Z[X] primitiv , falls ggT(a0, . . . , an) = 1.

Beispiel I.8.47. Normierte Polynome sind primitiv.

Lemma I.8.48 (Gauss). Sind α, β ∈ Z[X] primitiv, so auch αβ.

Beweis. Sei α =
∑
anX

n und β =
∑
bnX

n. Nehmen wir indirekt an, dass p ∈ P alle Koeffizienten von
αβ teilt. Da α und β primitiv sind, existieren minimale Zahlen s, t ∈ N0 mit p ∤ as und p ∤ bt. Für den
Koeffizienten von Xs+t in αβ ergibt sich dann der Widerspruch

s+t∑
k=0

akbs+t−k ≡ asbt ̸≡ 0 (mod p).

Bemerkung I.8.49. Um (naiv) zu prüfen, ob α ∈ Q[X] irreduzibel ist, müsste man Probedivisionen
durch unendlich viele rationale Polynome kleineren Grades durchführen. Mit Gauß’ Lemma braucht
man nur endlich viele Faktoren zu testen. Sei beispielsweise β, γ ∈ Q[X]\Q mit α = βγ. Dann existieren
b, c ∈ Q, sodass bβ ∈ Z[X] und cγ ∈ Z[X] primitiv sind. Nach Gauß ist auch bcα = bβcγ ∈ Z[X]
primitiv. Offenbar ist bcα durch α bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmt. Die Möglichkeiten für bβ
und cγ ergeben sich durch Koeffizientenvergleich. Das Verfahren ist allerdings aufwendig.

Beispiel I.8.50. Ist α = X3 − 1
2X

2 + 1 ∈ Q[X] reduzibel, so existieren a, b, c, d, e ∈ Z mit

2α = 2X3 −X2 + 2 = (aX + b)(cX2 + dX + e).

O.B. d.A. sei a, c ∈ N. Koeffizientenvergleich liefert

ac = 2, ad+ bc = −1, ae+ bd = 0, be = 2.

Im Fall a = 1 erhält man c = 2, −1 = d+ 2b ≡ d (mod 2) und 0 = e+ bd ≡ e+ b (mod 2). Also ist
b ≡ e (mod 2) im Widerspruch zu be = 2. Sei nun a = 2. Dann ist c = 1, −1 = 2d+ b ≡ b (mod 2) und
0 = 2e+ bd ≡ d (mod 2). Es folgt −1 = 2d+ b ≡ b (mod 4). Wegen be = 2 ist daher b = −1, e = −2
und d = 0. Dies widerspricht 0 = 2e+ bd. Fazit: α ist irreduzibel.
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Folgerung I.8.51. Sei α ∈ Z[X] und α = βγ mit normierten β, γ ∈ Q[X]. Dann ist β, γ ∈ Z[X]. Jede
rationale Nullstelle von α ist ganzzahlig und teilt das Absolutglied von α.

Beweis. Seien b, c ∈ Q, sodass bβ, cγ ∈ Z[X] primitiv sind. Da β und γ normiert sind, gilt b, c ∈ Z,
o. B. d.A. b, c ∈ N. Nach Gauß ist bcα primitiv. Wegen α ∈ Z[X] ist aber jeder Koeffizient von bcα
durch bc teilbar. Dies zeigt bc = 1 und b = c = 1, d. h. β, γ ∈ Z[X]. Sei nun x ∈ Q eine Nullstelle von α.
Nach Lemma I.8.27 existiert ein normiertes β =

∑
bnX

n ∈ Q[X] mit α = (X − x)β. Der erste Teil des
Beweises zeigt x, b0 ∈ Z. Weiter gilt x | (−x)b0 = a0, wobei a0 das Absolutglied von α ist.

Beispiel I.8.52.

(i) Ist α = X3 − 2X2 +X − 1 ∈ Q[X] reduzibel, so existiert eine Nullstelle x ∈ Q. Folgerung I.8.51
zeigt x = ±1. Wegen α(1) = −1 ̸= 0 ̸= −5 = α(−1) ist dies ausgeschlossen. Also ist α irreduzibel.

(ii) Ist x :=
√
2 + 3

√
3 ∈ R rational? Es gilt

3 = (x−
√
2)3 = x3 − 3

√
2x2 + 3 · 2x− 2

√
2 = x3 + 6x−

√
2(3x2 + 2)

und

18x4 + 24x2 + 8 = 2(3x2 + 2)2 = (x3 + 6x− 3)2 = x6 + 12x4 − 6x3 + 36x2 − 36x+ 9.

Also ist x Nullstelle von X6 − 6X4 − 6X3 + 12X2 − 36X + 1. Wegen x > 1 kann x nach
Folgerung I.8.51 nicht rational sein.

Bemerkung I.8.53. Die (komplexen) Nullstellen von ganzzahligen normierten Polynomen nennt man
ganz-algebraisch. Nach Folgerung I.8.51 ist jede rationale ganz-algebraische Zahl ganzzahlig. In der
Algebra II zeigt man, dass die ganz-algebraischen Zahlen einen Teilring von C bilden (Satz II.11.8).

Lemma I.8.54 (Eisenstein-Kriterium2). Sei α = Xn+an−1X
n−1+ . . .+a0 ∈ Z[X] mit p | a0, . . . , p |

an−1 und p2 ∤ a0 für ein p ∈ P. Dann ist α irreduzibel in Q[X].

Beweis. Sei indirekt α = βγ mit β, γ ∈ Q[X] \Q. Wir können annehmen, dass β und γ normiert sind.
Nach Folgerung I.8.51 ist β =

∑
biX

i ∈ Z[X] und γ =
∑
ciX

i ∈ Z[X]. Wegen p | a0 = b0c0 und p2 ∤ a0
können wir o. B. d. A. p | b0 und p ∤ c0 annehmen. Sei k < n minimal mit p ∤ bk (existiert, da β normiert).
Dann ergibt sich der Widerspruch

0 ≡ ak =
k∑
i=0

bick−i ≡ bkc0 ̸≡ 0 (mod p).

Beispiel I.8.55. Sei p ∈ P und α = Xp−1 + Xp−2 + . . . + X + 1 ∈ Q[X]. Offenbar ist α genau
dann irreduzibel, wenn β := α(X + 1) irreduzibel ist (Definition I.8.9). Wegen (X − 1)α = Xp − 1
(geometrische Reihe) ist

Xβ = (X + 1)p − 1 =

p∑
k=1

(
p

k

)
Xk

2zuerst von Schönemann entdeckt, siehe [D. A. Cox, Why Eisenstein Proved the Eisenstein Criterion and Why Schönemann
Discovered It First, Amer. Math. Monthly 118 (2011), 3–21]
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und

β = Xp−1 +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
Xk−1.

Für 1 ≤ k ≤ p− 1 ist
(
p
k

)
= p(p−1)...(p−k+1)

1·2·...·k ≡ 0 (mod p) und
(
p
1

)
= p ̸≡ 0 (mod p2). Nach Eisenstein

ist β irreduzibel und somit auch α.

Lemma I.8.56 (Reduktion modulo p). Sei α =
∑
anX

n ∈ Z[X] normiert und reduzibel in Q[X]. Dann
ist α :=

∑
(an + pZ)Xn reduzibel in Fp[X] für alle p ∈ P.

Beweis. Nach Folgerung I.8.51 existieren normierte β, γ ∈ Z[X] \ Z mit α = βγ. Wie in Lemma I.8.44
lässt sich der kanonische Ringhomomorphismus Z → Z/pZ zu f : Z[X] → Fp[X] fortsetzen. Dabei gilt
α = f(α) = f(β)f(γ) mit f(β), f(γ) ∈ Fp[X] \ Fp.

Beispiel I.8.57. Da α := X3 +X + 1 ∈ F2[X] keine Nullstelle in F2 besitzt, ist α irreduzibel. Daher
ist auch β := X3 + 2X2 − 7X + 333 ∈ Q[X] irreduzibel, denn β = α. Achtung: Die Umkehrung ist
falsch. Zum Beispiel ist X2 + 1 irreduzibel in Q[X], aber nicht in F2[X].
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I.9 Körpererweiterungen

Definition I.9.1.

(i) Ein Teilkörper eines Körpers L ist eine Teilmenge K ⊆ L, die mit den eingeschränkten Verknüp-
fungen + und · selbst einen Körper bildet. Man nennt dann K ⊆ L eine Körpererweiterung .

(ii) Für jede Körpererweiterung K ⊆ L ist L ein K-Vektorraum, wobei die Skalarmultiplikation
die Multiplikation in L ist. Man nennt |L : K| := dimK L den Grad von L über K. Im Fall
|L : K| <∞ nennt man die Körpererweiterung endlich (trotzdem kann dann K unendlich sein).1

(iii) Ist x ∈ L Nullstelle eines Polynoms µ ∈ K[X] \K ⊆ L[X], so heißt x algebraisch (über K). Ist
jedes x ∈ L algebraisch über K, so nennt man die Körpererweiterung K ⊆ L algebraisch. Ist
x ∈ L nicht algebraisch, so heißt x transzendent (über K).

(iv) Sind K ⊆ L und K ⊆M Körpererweiterungen und σ : L→M ein Isomorphismus mit σK = idK
(Einschränkung), so nennt man σ einen K-Isomorphismus .

Beispiel I.9.2.

(i) Q ⊆ R ist eine unendliche Körpererweiterung, denn Q ist abzählbar und R überabzählbar.

(ii) R ⊆ C ist eine Körpererweiterung vom Grad 2 mit Basis 1, i.

(iii) Jeder Durchschnitt von Teilkörpern ist wieder ein Teilkörper (nachrechnen). Für eine Körpererwei-
terung K ⊆ L und eine Teilmenge S ⊆ L sei K(S) der Durchschnitt aller Teilkörper von L, die
K und S enthalten. Man sagt K(S) entsteht durch Adjunktion von S zu K. Wir schreiben auch
K(x1, . . . , xn) := K({x1, . . . , xn}).

(iv) Jedes x ∈ K ist algebraisch über K als Nullstelle von X − x.

(v)
√
2 ∈ R ist algebraisch über Q als Nullstelle von X2 − 2.

(vi) Sei x := a+ bi ∈ C mit a, b ∈ R. Dann ist x als Nullstelle von (X − a)2 + b2 ∈ R[X] algebraisch
über R. Daher ist R ⊆ C algebraisch.

(vii) Mit Q ist auch Q[X] abzählbar. Nach Satz I.8.29 hat jedes α ∈ Q[X] \ {0} nur endlich viele
Nullstellen. Also gibt es in R nur abzählbar viele algebraische Zahlen über Q. „Fast alle“ reellen
Zahlen sind daher transzendent, aber deren explizite Konstruktion ist schwierig (Satz I.13.12).

Bemerkung I.9.3.

(i) Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung und x ∈ L algebraisch über K. Dann hat der Einsetzungshomo-
morphismus Fx : K[X] → L, α 7→ α(x) (Satz I.8.10) einen nicht-trivialen Kern. Nach Lemma I.8.37
existiert genau ein normiertes Polynom µx ∈ K[X] mit Ker(Fx) = (µx). Für jedes α ∈ K[X] mit
Nullstelle x gilt dann µx | α. Insbesondere ist deg µx minimal unter allen Polynomen α ̸= 0 mit
Nullstelle x. Daher ist µx irreduzibel. Man nennt µx das Minimalpolynom von x (über K).

1Achtung: |L : K| ist nicht der Index von (K,+) in (L,+)!
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(ii) Mit den Bezeichnungen aus (i) ist die Abbildung tx : L → L, a 7→ xa K-linear und µx ist das
Minimalpolynom von tx aus der linearen Algebra 2.

(iii) Für Teilmengen S, T ⊆ L gilt offenbar K(S ∪ T ) = K(S)(T ) = K(T )(S). Für σ ∈ Aut(L) gilt
außerdem σ(K(S)) = σ(K)(σ(S)).

(iv) Ist x ∈ L transzendent, so ist der Einsetzungshomomorphismus Fx : K[X] → L injektiv. Wegen
α(x) ∈ K(x) für alle α ∈ K[X] ist Fx(K[X]) ⊆ K(x). Nach Aufgabe I.40 lässt sich Fx zu
einem Körperhomomorphismus F̂x : K(X) → K(x) fortsetzen. Wegen x = Fx(X) ∈ F̂x(K(X)) ist
F̂x(K(X)) ein Teilkörper von L, der x enthält. Daher ist F̂x surjektiv und es folgt K(X) ∼= K(x).
Insbesondere hängt der Isomorphietyp von K(x) nicht von x ab (solange x transzendent ist).

Beispiel I.9.4. Wegen
√
2 /∈ Q ist X2 − 2 das Minimalpolynom von

√
2 über Q. Analog ist X2 + 1

das Minimalpolynom von i ∈ C über Q (oder über R).

Satz I.9.5 (Gradsatz). Für Körpererweiterungen K ⊆ L ⊆M gilt

|M : K| = |M : L||L : K|.

Beweis. Ist |M : L| oder |L : K| unendlich, so auch |M : K|. Sei also |M : L||L : K| < ∞. Sei
b1, . . . , bn ∈ L eine K-Basis von L und c1, . . . , cm ∈ M eine L-Basis von M . Jedes x ∈ M lässt
sich in der Form x =

∑m
i=1 xici mit xi ∈ L schreiben. Außerdem ist xi =

∑n
j=1 xijbj mit xij ∈ K.

Insgesamt ist x =
∑

i,j xijbjci und {bicj : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m} ein Erzeugendensystem von M
als K-Vektorraum. Sei nun

∑
i,j xijbicj = 0 für gewisse xij ∈ K. Wegen∑

j

(∑
i

xijbi︸ ︷︷ ︸
∈L

)
cj = 0

folgt
∑

i xijbi = 0 für alle j aus der linearen Unabhängigkeit von c1, . . . , cm. Da b1, . . . , bn linear
unabhängig über K sind, folgt xij = 0 für alle i, j. Daher ist {bicj : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m} eine
K-Basis von M .

Satz I.9.6. Jede endliche Körpererweiterung ist algebraisch.

Beweis. Sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung und x ∈ L. Dann existiert ein n ∈ N, sodass
1, x, . . . , xn linear abhängig über K sind. Also existieren a0, . . . , an ∈ K (nicht alle 0) mit a0 + a1x+
. . .+ anx

n = 0. Als Nullstelle von
∑
aiX

i ∈ K[X] \ {0} ist x algebraisch über K.

Bemerkung I.9.7. Endliche Körpererweiterungen von Q in C nennt man (algebraische) Zahlkörper .

Satz I.9.8. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung und x ∈ L algebraisch mit Minimalpolynom µx. Dann
ist K(x) ∼= K[X]/(µx) und |K(x) : K| = deg µx.

Beweis. Sei Fx : K[X] → L der Einsetzungshomomorphismus. Der Homomorphiesatz für Ringe zeigt

K[X]/(µx) ∼= Fx(K[X]) ⊆ K(x).

Nach Satz I.8.38 ist K[X]/(µx) ein Körper und somit auch Fx(K[X]). Wegen x = Fx(X) ∈ Fx(K[X])
gilt Fx(K[X]) = K(x).
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Für die zweite Behauptung genügt es zu zeigen, dass 1 + (µx), X + (µx), X
2 + (µx), . . . , X

d−1 + (µx)
mit d := deg µx eine K-Basis von K[X]/(µx) ist. Division mit Rest zeigt, dass diese Elemente ein
Erzeugendensystem von K[X]/(µx) bilden. Da µx kein Polynom vom Grad e ∈ {0, . . . , d− 1} teilen
kann, sind 1 + (µx), X + (µx), . . . , X

d−1 + (µx) auch linear unabhängig über K.

Bemerkung I.9.9. Der Beweis zeigt K(x) = {α(x) : α ∈ K[X]}, falls x algebraisch über K ist (vgl.
Bemerkung I.9.3(iv)). Außerdem ist 1, x, x2, . . . , xd−1 eine K-Basis von K(x) mit d := degµx.

Beispiel I.9.10. Es gilt Q(
√
2) ∼= Q[X]/(X2 − 2).

Lemma I.9.11. Ist K ⊆ L eine algebraische Körpererweiterung, so ist jeder K-Homomorphismus
L→ L ein Automorphismus.

Beweis. Sei σ : L → L ein K-Homomorphismus. Nach Lemma I.8.41 ist σ injektiv. Sei x ∈ L und
µ ∈ K[X] das Minimalpolynom von x. Nach Lemma I.8.44 gilt

µ(σ(x)) = σ(µ)(σ(x)) = σ(µ(x)) = σ(0) = 0,

d. h. σ(x) ist eine Nullstelle von µ. Da σ injektiv ist, werden die Nullstellen von µ durch σ permutiert.
Insbesondere existiert eine Nullstelle y ∈ L von µ mit σ(y) = x. Also ist σ surjektiv.

Satz I.9.12 (Fortsetzungssatz). Seien K ⊆ L und K̃ ⊆ L̃ Körper-
erweiterungen und x ∈ L algebraisch mit Minimalpolynom µ ∈ K[X].
Sei Γ: K → K̃ ein Körperisomorphismus und x̃ ∈ L̃ eine Nullstelle
von Γ(µ) ∈ K̃[X] (Lemma I.8.44). Dann existiert ein Isomorphismus
Λ: K(x) → K̃(x̃) mit ΛK = Γ und Λ(x) = x̃.

K K̃

K(x) K̃(x̃)

L L̃

Γ

Λ

Beweis. Nach Lemma I.8.44 kann man Γ zu einem Ringisomorphismus K[X] → K̃[X] mit X 7→ X
fortsetzen. Komposition mit dem kanonischen Epimorphismus K̃[X] → K̃[X]/(Γ(µ)) liefert einen
Epimorphismus K[X] → K̃[X]/(Γ(µ)) mit X 7→ X + (Γ(µ)). Mit dem Homomorphiesatz erhält einen
Isomorphismus

∆: K[X]/(µ) → K̃[X]/(Γ(µ))

mit X + (µ) 7→ X + (Γ(µ)). Nach Satz I.9.8 existiert ein Isomorphismus fx : K(x) → K[X]/(µ) mit
x 7→ X + (µ). Mit µ ist auch Γ(µ) ∈ K̃[X] irreduzibel. Daher ist Γ(µ) das Minimalpolynom von x̃ und
man erhält einen Isomorphismus fx̃ : K̃(x̃) → K̃[X]/(Γ(µ)) mit x̃ 7→ X + (Γ(µ)). Der Isomorphismus
Λ := f−1

x̃ ◦∆ ◦ fx : K(x) → K̃(x̃) erfüllt dann ΛK = Γ und Λ(x) = x̃.

Beispiel I.9.13. Wähle K = K̃ = Q, L = L̃ = R, x =
√
2, Γ = idQ und x̃ := −

√
2. Dies liefert

Λ ∈ Aut(Q(
√
2)) mit Λ(

√
2) = −

√
2.

Definition I.9.14. Sei α ∈ K[X] \K. Ein Körper L ⊇ K heißt Zerfällungskörper von α, falls

α = c

n∏
i=1

(X − xi) ∈ L[X]

und L = K(x1, . . . , xn) mit c ∈ K.
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Beispiel I.9.15. Wegen X2 − 2 = (X −
√
2)(X +

√
2) ∈ Q(

√
2)[X] ist Q(

√
2) = Q(±

√
2) Zerfällungs-

körper von X2 − 2 ∈ Q[X]. Andererseits ist R kein Zerfällungskörper von X2 − 2, denn Q(
√
2) ̸= R

(abzählbar vs. überabzählbar). Es ist keineswegs klar, ob jedes Polynom einen Zerfällungskörper be-
sitzt. So muss man beispielsweise das Symbol i als Nullstelle von X2 + 1 ∈ R[X] einführen, sodass
C Zerfällungskörper von X2 + 1 wird. Bekanntlich gilt dann C ∼= R[X]/(X2 + 1). Wir werden diesen
Isomorphismus umkehren, um beliebige Zerfällungskörper zu konstruieren.

Satz I.9.16 (Kronecker). Jedes α ∈ K[X]\K besitzt einen Zerfällungskörper L mit |L : K| ≤ deg(α)!.

Beweis. Induktion nach d := degα. Im Fall d = 1 ist K ein Zerfällungskörper. Sei also d > 1. Sei
β ∈ K[X] ein irreduzibler Teiler von α und M := K[X]/(β). Durch a 7→ a + (β) können wir K
als Teilkörper von M auffassen. Wir betrachten nun den Polynomring M [Y ] über M in einer neuen
Unbekannten Y . Dann hat α ∈M [Y ] die Nullstelle y := X + (β) in M , denn

α(X + (β)) = α(X) + (β) = 0 ∈M.

Schreibe α = (Y − y)γ mit γ ∈M [Y ]. Nach Induktion existiert ein Zerfällungskörper L von γ über M .
Wegen M = K(y) ist L auch ein Zerfällungskörper von α über K und

|L : K| I.9.5
= |L :M ||M : K| ≤ deg(γ)! deg β ≤ (d− 1)!d = d!.

Beispiel I.9.17. Nach Beispiel I.8.23 ist α = X2 +X + 1 ∈ F2[X] irreduzibel. Der Zerfällungskörper L
von α ist daher größer als F2. Wegen |L : F2| ≤ deg(α)! = 2 folgt |L| = 4. Auf diese Weise konstruieren
wir später alle endlichen Körper.

Satz I.9.18 (Steinitz). Sei Γ: K → K̃ ein Körperisomorphismus und α ∈
K[X] \K. Sei L ein Zerfällungskörper von α und sei L̃ ein Zerfällungskörper
von Γ(α) ∈ K̃[X]. Dann existiert ein Isomorphismus Λ: L→ L̃ mit ΛK = Γ.
Insbesondere ist L eindeutig bis auf K-Isomorphie.

K K̃

L L̃

Γ

Λ

Beweis. Induktion nach d := degα. Im Fall d = 1 ist Λ = Γ. Sei d > 1 und β ∈ K[X] ein irreduzibler
Teiler von α mit Nullstelle x ∈ L. Wegen Γ(β) | Γ(α) besitzt L̃ eine Nullstelle x̃ von Γ(β). Nach dem
Fortsetzungssatz lässt sich Γ zu Γ̂ : K(x) → K̃(x̃) fortsetzen. Sei α = (X − x)γ mit γ ∈ K(x)[X]. Dann
ist L Zerfällungskörper von γ und L̃ ist Zerfällungskörper von Γ̂(γ). Nach Induktion lässt sich Γ̂ zu
Λ: L→ L̃ fortsetzen. Die zweite Behauptung ergibt sich mit K = K̃ und Γ = idK .
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I.10 Galois-Theorie

Lemma I.10.1. Sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung mit L =
⋃n
i=1Mi für Zwischenkörper

K ⊆Mi ⊆ L. Dann ist L =Mi für ein i ∈ {1, . . . , n}.

Beweis. Wir können annehmen, dass n minimal ist und n > 1 gilt. Sei xi ∈Mi \
⋃
j ̸=iMj für i = 1, 2.

Ist K unendlich, so existieren λ, µ ∈ K mit λ ̸= µ und x1 + λx2, x1 + µx2 ∈Mi für ein i ∈ {1, . . . , n}
(Schubfachprinzip). Dann ist x2 = (λ− µ)−1((x1 + λx2)− (x1 + µx2)) ∈Mi und i = 2. Dies liefert den
Widerspruch x1 = (x1 + λx2)− λx2 ∈M2.

Sei nun K endlich. Dann ist auch L endlich und nach Satz I.8.31 existiert ein x ∈ L mit L× = ⟨x⟩. Sei
x ∈Mi für ein i ∈ {1, . . . , n}. Dann ist L = {0} ∪ ⟨x⟩ ⊆Mi und die Behauptung folgt.

Definition I.10.2. Für eine Körpererweiterung K ⊆ L sei

Gal(L|K) := {σ ∈ Aut(L) : σK = idK} ≤ Aut(L)

die Galoisgruppe von L über K. Für H ≤ Gal(L|K) sei

LH := {x ∈ L : σ(x) = x ∀σ ∈ H}

der Fixkörper von H in L. Für σ ∈ Gal(L|K) sei Lσ := L⟨σ⟩.

Bemerkung I.10.3. Man zeigt leicht, dass Gal(L|K) eine Untergruppe von Aut(L) und LH ein
Teilkörper von L ist.

Beispiel I.10.4.

(i) Die komplexe Konjugation σ ∈ Gal(C|R). Dabei gilt Cσ = R.

(ii) Für jeden Zahlkörper K gilt Gal(K|Q) = Aut(K), denn für σ ∈ Aut(K) ist σQ ∈ Aut(Q) = {idQ}
nach Aufgabe I.53.

Bemerkung I.10.5. Ist x ∈ L algebraisch über K mit Minimalpolynom µ ∈ K[X] und σ ∈ Gal(L|K),
so gilt σ(µ) = µ und

µ(σ(x)) = σ(µ)(σ(x))
I.8.44
= σ(µ(x)) = σ(0) = 0.

Fazit: Gal(L|K) operiert auf der Menge der Nullstellen von µ. Ist L Zerfällungskörper von µ, so ist
diese Operation treu, denn L wird in diesem Fall von den Nullstellen erzeugt. Man erhält dann einen
Monomorphismus Gal(L|K) → Sdeg µ (Satz I.8.29).

Satz I.10.6. Für jede Körpererweiterung K ⊆ L gilt |Gal(L|K)| ≤ |L : K|.
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Beweis. Wir können |L : K| <∞ annehmen. Sei L = K(x1, . . . , xn) und σ ∈ Gal(L|K) =: G. Dann ist
σ(xi) eine Nullstelle des Minimalpolynoms von xi. Insbesondere gibt es nur endlich viele Möglichkeiten
für σ(xi). Wegen L = K(x1, . . . , xn) ist σ durch {σ(xi) : i = 1, . . . , n} bereits eindeutig bestimmt. Dies
zeigt |G| <∞.

Für σ ∈ G \ {1} gilt Lσ ≠ L. Nach Lemma I.10.1 existiert ein x ∈ L \
⋃

1̸=σ∈G L
σ. Das Minimalpolynom

µ ∈ K[X] von x hat dann paarweise verschiedene Nullstellen σ(x) für σ ∈ G. Dies zeigt

|G|
I.8.29
≤ deg µ

I.9.8
= |K(x) : K| ≤ |L : K|.

Definition I.10.7. Eine Körpererweiterung K ⊆ L heißt Galois-Erweiterung , falls

|Gal(L|K)| = |L : K| <∞.

Beispiel I.10.8.

(i) Wegen Gal(C|R) = {id, σ} mit der komplexen Konjugation σ ist R ⊆ C eine Galois-Erweiterung.
Nach Beispiel I.9.13 ist auch Q ⊆ Q(

√
2) eine Galois-Erweiterung.

(ii) Offenbar ist µ := X3 − 2 das Minimalpolynom von x := 3
√
2 ∈ R über Q. Jedes σ ∈ Gal(Q(x)|Q)

muss x auf eine Nullstelle von µ abbilden. Dabei gilt σ(x) ∈ Q(x) ⊆ R. Da x die einzige
reelle Nullstelle von µ ist (die anderen sind xζ und xζ mit ζ = e2πi/3 = 1

2(−1 +
√
3i)), folgt

σ(x) = x und σ = id. Daher ist |Gal(Q(x)|Q)| = 1 < 3 = |Q(x) : Q| und Q ⊆ Q( 3
√
2) ist keine

Galois-Erweiterung.

Satz I.10.9 (Artin). Für jede endliche Körpererweiterung K ⊆ L mit G := Gal(L|K) sind äquivalent:

(1) K ⊆ L ist Galois-Erweiterung.

(2) LG = K.

(3) L ist Zerfällungskörper eines Polynoms α ∈ K[X] mit paarweise verschiedenen Nullstellen.

(4) Es existiert ein x ∈ L mit L = K(x) und Minimalpolynom µ, sodass µ über L in paarweise
verschiedene Linearfaktoren zerfällt.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Es gilt K ⊆ LG und |L : K| (1)
= |G| ≤ |Gal(L|LG)|

I.10.6
≤ |L : LG| ≤ |L : K|. Also ist LG = K.

(2) ⇒ (3): Sei L = K(x1, . . . , xn), S := {σ(xi) : σ ∈ G, i = 1, . . . , n} ⊆ L und

α :=
∏
s∈S

(X − s) ∈ L[X].

Dann ist
σ(α) =

∏
s∈S

(X − σ(s)) =
∏
s∈S

(X − s) = α

für alle σ ∈ G. Aus (2) folgt α ∈ LG[X] = K[X]. Nach Konstruktion ist L Zerfällungskörper von
α und die Nullstellen s ∈ S sind paarweise verschieden.
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(3) ⇒ (1): Sei α wie in (3) mit paarweise verschiedenen Nullstellen x1, . . . , xn ∈ L. Wir argumentieren
durch Induktion nach |L : K| und können dabei |L : K| > 1 annehmen. Sei β ∈ K[X] ein
irreduzibler Teiler von α mit Nullstellen x1, . . . , xs (o. B. d.A.). Nach dem Fortsetzungssatz gibt
es paarweise verschiedene K-Isomorphismen σi : K(x1) → K(xi) für i = 1, . . . , s. Da L auch
Zerfällungskörper von α über K(x1) ist, kann man jedes σi nach L fortsetzen (Steinitz). Jede dieser
Fortsetzungen kann man mit γ ∈ Gal(L|K(x1)) verketten. Nach Induktion ist |Gal(L|K(x1))| =
|L : K(x1)|. Man erhält auf diese Weise also

|L : K(x1)|s = |L : K(x1)| deg β = |L : K(x1)||K(x1) : K| = |L : K|

verschiedene Elemente von G. Nach Satz I.10.6 kann es auch nicht mehr geben.

(1) ⇒ (4): Sei x ∈ L \
⋃

1̸=σ∈G L
σ (Lemma I.10.1) wie im Beweis von Satz I.10.6. Dann hat das

Minimalpolynom µ ∈ K[X] von x paarweise verschiedene Nullstellen σ(x) (σ ∈ G). Es folgt

|L : K| (1)
= |G| ≤ deg µ = |K(x) : K| ≤ |L : K|.

Also ist L = K(x) und µ hat genau die Nullstellen σ(x) (σ ∈ G).

(4) ⇒ (3): Wähle α = µ.

Beispiel I.10.10. Der Zerfällungskörper Q( 3
√
2, e2πi/3) von X3 − 2 ist eine Galois-Erweiterung über Q,

denn die Nullstellen von X3 − 2 sind paarweise verschieden.

Satz I.10.11 (Hauptsatz der Galois-Theorie1). Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung, G := Gal(L|K),
M := {M Körper : K ⊆M ⊆ L} und H := {H : H ≤ G}. Dann gilt:

(i) Die Abbildungen M 7→ Gal(L|M) und H 7→ LH sind zueinander inverse, inklusionsumkehrende
Bijektionen zwischen M und H. Dabei gilt |L : LH | = |H| und |LH : K| = |G : H|.

L

M

K

1

H

G

|L :M |

|M : K|

|H|

|G : H|

Gal(L|M)

LH

(ii) Für M ∈ M ist M ⊆ L eine Galois-Erweiterung.

(iii) Genau dann ist K ⊆M ∈ M eine Galois-Erweiterung, wenn Gal(L|M)⊴G. Gegebenenfalls ist

Gal(M |K) ∼= Gal(L|K)/Gal(L|M).

Beweis.

(ii) Nach Artin ist L Zerfällungskörper eines Polynoms α ∈ K[X] mit paarweise verschiedenen
Nullstellen. Sicher ist dann auch L Zerfällungskörper von α ∈M [X] und wieder nach Artin ist
M ⊆ L eine Galois-Erweiterung.

1Zu Galois’ Leben siehe [T. Rothman, Genius and biographers: the fictionalization of Évariste Galois, Amer. Math.
Monthly 89 (1982), 84–106]
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(i) Für M ∈ M ist M ⊆ L nach (ii) eine Galois-Erweiterung. Mit Artin folgt LGal(L|M) = M . Sei
umgekehrt H ∈ H. Dann ist H ≤ Gal(L|LH). Nach Artin existiert ein x ∈ L mit L = K(x). Es
gilt α :=

∏
σ∈H(X − σ(x)) ∈ LH [X]. Für σ ∈ Gal(L|LH) ist σ(x) eine Nullstelle von σ(α) = α.

Also existiert ein τ ∈ H mit σ(x) = τ(x). Wegen K(x) = L folgt σ = τ ∈ H. Insgesamt ist
H = Gal(L|LH). Daher sind die angegebenen Abbildungen zueinander inverse Bijektionen. Wegen

H1 ⊆ H2 =⇒ LH2 ⊆ LH1

sind die Abbildungen inklusionsumkehrend. Außerdem ist |L : LH | = |Gal(L|LH)| = |H| und
|LH : K| = |L : K|/|L : LH | = |G : H|.

(iii) Nehmen wir zunächst an, dass K ⊆M eine Galois-Erweiterung ist. Nach Artin ist M Zerfällungs-
körper eines α ∈ K[X]. Da jedes σ ∈ G die Nullstellen von α = σ(α) permutiert, folgt σ(M) =M .
Mit H := Gal(L|M) gilt

LH
(i)
= M = σ(M) = σ(LH) =

{
σ(x) ∈ σ(L) : ∀γ ∈ H : γ(x) = x

}
=

{
x ∈ L : ∀γ ∈ H : γ(σ−1(x)) = σ−1(x)

}
=

{
x ∈ L : ∀γ ∈ H : (σγσ−1)(x) = x

}
= LσHσ

−1

und σHσ−1 = H nach (i). Dies zeigt H ⊴G.

Sei nun umgekehrt H := Gal(L|M)⊴G. Für σ ∈ G gilt dann σ(M) = σ(LH) = LσHσ
−1

= LH =
M . Daher ist die Einschränkung Γ: G→ Gal(M |K) wohldefiniert mit Ker(Γ) = H. Es folgt

|M : K| (i)
= |G : H| = |G/Ker(Γ)|

I.3.29
≤ |Gal(M |K)|

I.10.6
≤ |M : K|.

Also ist K ⊆M eine Galois-Erweiterung und Gal(M |K) = Γ(G) ∼= G/H.

Beispiel I.10.12. Wir wissen bereits, dass Q ⊆ Q(
√
2) eine Galois-Erweiterung vom Grad 2 ist.

Annahme:
√
3 ∈ Q(

√
2). Dann existieren a, b ∈ Q mit

√
3 = a+

√
2b. Es folgt 3 = a2 + 2b2 + 2

√
2ab.

Da 1,
√
2 linear unabhängig über Q sind, gilt ab = 0. Wegen

√
3 /∈ Q ist a = 0 und 3 = 2b2. Durch

Multiplizieren mit dem Nenner von b erhält man 3c2 = 2d2 mit c, d ∈ N. Dies widerspricht der
eindeutigen Primfaktorzerlegung. Also ist

√
3 /∈ Q(

√
2) und X2 − 3 ist das Minimalpolynom von

√
3

über Q(
√
2). Für K := Q(

√
2,
√
3) gilt daher

|K : Q| I.9.5
= |K : Q(

√
2)||Q(

√
2) : Q| = 4.

Der Fortsetzungssatz liefert G := Gal(K|Q) = {id, α, β, γ} mit

α(
√
2) =

√
2, β(

√
2) = −

√
2, γ(

√
2) = −

√
2,

α(
√
3) = −

√
3, β(

√
3) =

√
3, γ(

√
3) = −

√
3.

Insbesondere ist Q ⊆ K eine Galois-Erweiterung. Wegen α2 = β2 =
γ2 = idK ist G ∼= C2 × C2 nach dem Hauptsatz über endliche abelsche
Gruppen. Die Untergruppen von G sind 1, ⟨α⟩, ⟨β⟩, ⟨γ⟩ und G. Offenbar
ist Q(

√
2) ⊆ Kα. Wegen |Kα : Q| = |G : ⟨α⟩| = 2 gilt Kα = Q(

√
2).

Analog erhält man die verbleibenden Zwischenkörper Kβ = Q(
√
3)

und Kγ = Q(
√
6). Da G abelsch ist, bilden all diese Zwischenkörper

Galois-Erweiterungen über Q.

K

Q(
√
3)Q(

√
2) Q(

√
6)

Q
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Bemerkung I.10.13. Die Zwischenkörper einer beliebigen Galois-Erweiterung K ⊆ L lassen sich im
Allgemeinen durch ein lineares Gleichungssystem bestimmen. Für H ≤ Gal(L|K) gilt x ∈ LH nämlich
genau dann, wenn x im Kern der K-linearen Abbildungen σ − idL für σ ∈ H liegt. Oft ist es einfacher,
wenn man ein „zufälliges“ Element x ∈ L wählt und die Spur tr(x) :=

∑
σ∈H σ(x) betrachtet. Für

τ ∈ H gilt
τ(tr(x)) =

∑
σ∈H

τ(σ(x)) =
∑
γ∈H

γ(x) = tr(x) ∈ LH .

Es kann natürlich passieren, dass tr(x) in K liegt, sodass man keine Information über LH erhält. Mit
x :=

√
2 +

√
3 und H := ⟨β⟩ in Beispiel I.10.12 bekommt man tr(x) = 2

√
3.

Definition I.10.14. Für i = 1, 2 seien K ⊆Mi ⊆ L Körpererweiterungen. Man nennt

M1M2 :=M1(M2) =M2(M1)

das Kompositum von M1 und M2 (der „kleinste“ Teilkörper von L, der M1 und M2 enthält).

Satz I.10.15. Für endliche Körpererweiterungen K ⊆Mi ⊆ L mit i = 1, 2 gilt:

(i)
kgV

(
|M1 : K|, |M2 : K|

) ∣∣ |M1M2 : K| ≤ |M1 : K||M2 : K|.

(ii) (Verschiebungssatz ) Ist K ⊆M1 eine Galois-Erweiterung, so auch M2 ⊆M1M2 und es gilt

Gal(M1M2|M2) ∼= Gal(M1|M1 ∩M2).

(iii) Sind K ⊆ M1 und K ⊆ M2 Galois-Erweiterungen, so auch K ⊆ M1M2. Gegebenenfalls ist
Gal(M1M2|K) zu einer Untergruppe von Gal(M1|K) × Gal(M2|K) isomorph. Gleichheit gilt
genau dann, wenn M1 ∩M2 = K.

(iv) Ist K ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit G := Gal(L|K) und H1, H2 ≤ G, so gilt LH1LH2 = LH1∩H2

und LH1 ∩ LH2 = L⟨H1,H2⟩.

Beweis.

(i) Der Gradsatz impliziert |Mi : K|
∣∣ |M1M2 : K| für i = 1, 2. Für die zweite Behauptung genügt es

|M1M2 :M2| ≤ |M1 : K| zu zeigen. Sei b1, . . . , bn eine K-Basis von M1. Dann ist

M1 ∪M2 ⊆ S :=M2b1 + . . .+M2bn ⊆M1M2

und es genügt zu zeigen, dass S ein Körper ist. Sicher ist (S,+) eine abelsche Gruppe. Für
i, j ∈ {1, . . . , n} ist bibj ∈ M1 ⊆ S. Dies zeigt xy ∈ S für x, y ∈ S. Für x ̸= 0 ist die Abbildung
σ : S → S, y 7→ xy injektiv. Da S ein endlich-dimensionaler M2-Vektorraum ist, ist σ sogar
M2-linear und damit bijektiv. Insbesondere existiert ein y ∈ L mit xy = 1, d. h. x−1 = y ∈ S.

(ii) Nach Artin ist M1 der Zerfällungskörper eines α ∈ K[X] mit paarweise verschiedenen Nullstellen
x1, . . . , xd ∈ M1. Offenbar ist M1M2 = M2(M1) = M2(x1, . . . , xd) der Zerfällungskörper von
α ∈M2[X]. Nach Artin ist M2 ⊆M1M2 eine Galois-Erweiterung. Für σ ∈ G := Gal(M1M2|M2)
gilt σ(M1) = K(σ(x1), . . . , σ(xd)) =M1 wegen σ(α) = α. Wie im Hauptsatz der Galois-Theorie
ist die Einschränkung Γ: G→ H := Gal(M1|M1 ∩M2) ein wohldefinierter Monomorphismus. Für
x ∈M1\M2 existiert ein σ ∈ G mit σ(x) ̸= x wegen (M1M2)

G =M2. Dies zeigtMΓ(G)
1 =M1∩M2

und Γ(G) = H nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie.
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(iii) Sei Mi Zerfällungskörper von αi ∈ K[X] mit paarweise verschiedenen Nullstellen. Dann ist M1M2

Zerfällungskörper von α1α2
ggT(α1,α2)

∈ K[X] mit paarweise verschiedenen Nullstellen. Nach Artin ist
K ⊆M1M2 eine Galois-Erweiterung. Offenbar ist die Abbildung

Γ: Gal(M1M2|K) → Gal(M1|K)×Gal(M2|K),

σ 7→ (σ|M1
, σ|M2

)

ein wohldefinierter Monomorphismus. Aus (ii) folgt

|Gal(M1M2|K)| = |M1M2 : K| = |M1M2 :M2||M2 : K| = |M1 :M1 ∩M2||M2 : K|.

Also ist Γ genau dann surjektiv, wenn M1 ∩M2 = K.

(iv) Da ⟨H1, H2⟩ aus Produkten von Elementen aus H1 ∪ H2 besteht, gilt LH1 ∩ LH2 = L⟨H1,H2⟩.
Schließlich ist LHi ⊆ LH1LH2 ⊆ LH1∩H2 und H1 ∩H2 ⊆ Gal(L|LH1LH2) ⊆ H1 ∩H2. Dies zeigt
LH1LH2 = LH1∩H2 .

Beispiel I.10.16. Ersetzt man K durch M1 ∩M2 in Satz I.10.15(i),(ii), so erhält man |M1M2 :M2| ≤
|M1 :M1 ∩M2| und

Gal(M1M2|M1 ∩M2) ∼= Gal(M1|M1 ∩M2)×Gal(M2|M1 ∩M2).

Ist weder M1 noch M2 eine Galois-Erweiterung über K, so kann die Ungleichung strikt sein wie im Fall
M1 = Q( 3

√
2) und M2 = Q( 3

√
2e2πi/3).

71



I.11 Endliche Körper

Definition I.11.1.

(i) Offenbar existiert genau ein Ringhomomorphismus Φ: Z → K (denn Φ(1) = 1, Φ(2) = Φ(1 + 1) =
1 + 1, usw.). Nach Beispiel I.7.9(vii) existiert genau ein c ∈ N0 mit Ker(Φ) = cZ. Man nennt
charK := c die Charakteristik von K. Im Folgenden werden wir z ∈ Z mit Φ(z) ∈ K identifizieren.

(ii) Der Primkörper P (K) von K ist der Durchschnitt aller Teilkörper von K. Offenbar ist P (K)
dann der „kleinste“ Teilkörper von K.

Beispiel I.11.2.

(i) Da die Einbettung Φ: Z → Q injektiv ist, gilt charQ = 0. Dies gilt auch für jede Erweiterung von
Q.

(ii) Für p ∈ P gilt 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
p-mal

= 0 in Fp. Dies zeigt charFp = p.

Satz I.11.3. Es gilt charK ∈ P ∪ {0} und

P (K) ∼=

{
Q falls charK = 0,

Fp falls charK = p > 0.

Beweis. Im Fall charK = 0 lässt sich der Ringmonomorphismus Φ: Z → P (K) nach Aufgabe I.40 zu
einem Körperhomomorphismus Φ̂ : Q → P (K) fortsetzen. Also ist Φ̂(Q) ein Teilkörper von P (K) und
es folgt P (K) = Φ̂(Q) ∼= Q.

Sei nun c := charK > 0. Der Homomorphiesatz liefert einen Isomorphismus Φ̂ : Z/cZ → Φ(Z) ⊆ P (K).
Als Teilring von P (K) ist Φ(Z) ∼= Z/cZ ein endlicher Integritätsbereich. Nach Aufgabe I.36 ist Z/cZ
ein Körper und es folgt Φ̂(Z) = P (K). Nach Folgerung I.7.13 ist c ∈ P und die Behauptung folgt.

Beispiel I.11.4. Ist K endlich, so gilt P (K) ∼= Fp für ein p ∈ P. Da K ein endlich-dimensionaler
Vektorraum über P (K) ist, gilt |K| = pn für ein n ∈ N. Insbesondere gibt es keinen Körper mit sechs
Elementen. Wir werden umgekehrt zeigen, dass es für jede Primzahlpotenz pn ̸= 1 im Wesentlichen
genau einen Körper mit pn Elementen gibt.

Definition I.11.5. Für α =
∑∞

n=0 anX
n ∈ K[X] ist α′ :=

∑∞
n=1 nanX

n−1 ∈ K[X] die (formale)
Ableitung von α.

Beispiel I.11.6. In F2[X] gilt (X2)′ = 2X = 0.
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Lemma I.11.7. Für a, b ∈ K und α, β ∈ K[X] gilt

(aα+ bβ)′ = aα′ + bβ′ (Summenregel),
(αβ)′ = α′β + αβ′ (Produktregel).

Beweis. Für α =
∑
anX

n und β =
∑
bnX

n ist

(aα+ bβ)′ =
(∑

(aan + bbn)X
n
)′

=
∑

n(aan + bbn)X
n−1

= a
∑

nanX
n−1 + b

∑
nbnX

n−1 = aα′ + bβ′

und daher

(αβ)′ =
(∑
i,j

aibjX
i+j

)′
=

∑
i,j

aibj
(
Xi+j

)′
=

∑
i,j

(i+ j)aibjX
i+j−1

=
∑
i,j

iaibjX
i−1+j +

∑
i,j

jaibjX
j−1+i = α′β + αβ′.

Lemma I.11.8. Eine Nullstelle x ∈ K von α ∈ K[X] ist genau dann eine mehrfache Nullstelle, wenn
α′(x) = 0.

Beweis. Sei β ∈ K[X] mit α = (X − x)β. Nach der Produktregel gilt

α′ = β + (X − x)β′.

Daher gilt β(x) = 0 genau dann, wenn α′(x) = 0.

Bemerkung I.11.9. In Lemma I.11.8 kann man annehmen, dass K ein Zerfällungskörper von α ist.

Lemma I.11.10. Für charK = p > 0 ist die Abbildung F : K → K, x 7→ xp ein Körperhomomorphis-
mus, den man Frobenius-Homomorphismus nennt.

Beweis. Sicher ist F (1) = 1p = 1. Für x, y ∈ K ist außerdem F (xy) = (xy)p = xpyp = F (x)F (y) und

F (x+ y) = (x+ y)p =

p∑
k=0

(
p

k

)
xkyp−k = xp + yp = F (x) + F (y),

denn
(
p
k

)
= p(p−1)...(p−k+1)

1·2·...·k ≡ 0 (mod p) für 0 < k < p.

Beispiel I.11.11. In Fp gilt daher die „falsche“ binomische Formel (a+ b)p = ap + bp.1 Für a ∈ N ist
außerdem ap = (1+ . . .+1)p ≡ 1p+ . . .+1p ≡ a (mod p) (vgl. Euler-Fermat). Für α =

∑
anX

n ∈ Fp[X]
gilt

α(Xp) =
∑

anX
pn =

∑
apnX

pn =
(∑

anX
n
)p

= αp.

Satz I.11.12. Für jede Primzahlpotenz q ̸= 1 existiert bis auf Isomorphie genau ein Körper Fq mit q
Elementen. Umgekehrt ist jeder endliche Körper zu einem Fq isomorph.

1auch Freshman’s Dream genannt
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Beweis. Sei Fq ein Zerfällungskörper vonXq−X über Fp, wobei q = pn. Wegen (Xq−X)′ = qXq−1−1 =
−1 hat Xq−X nach Lemma I.11.8 paarweise verschiedene Nullstellen x1, . . . , xq in Fq = Fp(x1, . . . , xq).
Wir zeigen, dass diese Nullstellen selbst einen Körper bilden. Für 1 ≤ i, j ≤ q gilt (xixj)q = xqix

q
j = xixj

und
(xi − xj)

q = Fn(xi − xj) = Fn(xi)− Fn(xj) = xqi − xqj = xi − xj ,

wobei F der Frobenius-Homomorphismus ist. Für xi ̸= 0 ist zusätzlich (x−1
i )q = (xqi )

−1 = x−1
i .

Also ist {x1, . . . , xq} ein Teilkörper von Fq, der den Primkörper Fp enthalten muss. Dies zeigt Fq =
Fp(x1, . . . , xq) = {x1, . . . , xq} und |Fq| = q.

Sei nun K ein weiterer Körper mit |K| = q. Dann ist P (K) ∼= Fp und nach Bemerkung I.3.12(ii) gilt
xq−1 = 1 für alle x ∈ K×. Somit ist K ebenfalls Zerfällungskörper von Xq −X und K ∼= Fq folgt mit
Steinitz. Nach Beispiel I.11.4 ist also jeder endliche Körper zu einem Fq isomorph.

Beispiel I.11.13. Nach Beispiel I.9.17 ist F4 = {0, 1, a, b} (auch) der Zerfällungskörper vonX2+X+1 ∈
F2[X]. Es gilt daher a2 + a+ 1 = 0 = b2 + b+ 1 und man erhält:

+ 0 1 a b

0 0 1 a b
1 1 0 b a
a a b 0 1
b b a 1 0

· 0 1 a b

0 0 0 0 0
1 0 1 a b
a 0 a b 1
b 0 b 1 a

Satz I.11.14. Für jede Primzahlpotenz q = pn ̸= 1 ist Fp ⊆ Fq eine Galois-Erweiterung und

Gal(Fq|Fp) = Aut(Fq) = ⟨F ⟩ ∼= Cn

mit dem Frobenius-Homomorphismus F . Die Teilkörper von Fq sind

{x ∈ Fq : xp
d
= x} ∼= Fpd

mit d | n.

Beweis. Nach Konstruktion ist Fq Zerfällungskörper von Xq −X ∈ Fp[X] mit paarweise verschiedenen
Nullstellen. Nach Artin ist Fp ⊆ Fq eine Galois-Erweiterung. Nach Lemma I.9.11 ist F ∈ Aut(Fq).
Ein beliebiger Automorphismus σ ∈ Aut(Fq) muss den Primkörper Fp elementweise festlassen (denn
σ(1) = 1, σ(1 + 1) = σ(1) + σ(1) = 1 + 1, usw.) Also ist Aut(Fq) = Gal(Fq|Fp). Für k ≥ 1 sind die
Fixpunkte von F k Nullstellen von Xpk −X. Nach Satz I.8.29 gibt es höchstens pk solche Fixpunkte.
Insbesondere ist F k ̸= id für k < n. Dies zeigt

n ≤ |⟨F ⟩| ≤ |Gal(Fq|Fp)| = |Fq : Fp| = n

und die zweite Behauptung folgt. Nach Satz I.3.34 haben die Untergruppen von ⟨F ⟩ die Form ⟨F d⟩ für
d | n. Die letzte Aussage folgt daher aus dem Hauptsatz der Galois-Theorie.

Beispiel I.11.15. Die Teilkörper von F8 sind F2 und F8 und nicht etwa F4.

Bemerkung I.11.16. Beachte: Für n > 1 ist Fpn ≇ Z/pnZ. Nach Artin und Satz I.9.8 existiert ein
irreduzibles Polynom α ∈ Fp[X] vom Grad n mit Fpn ∼= Fp[X]/(α). Auf diese Weise kann man Fpn
explizit konstruieren. Das folgende Lemma zeigt, wie man geeignete α finden kann.
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Lemma I.11.17. Für jede Primzahlpotenz q = pn ̸= 1 ist

Xq −X =
∏

φ∈Fp[X] irreduzibel
deg(φ) |n

φ.

Beweis. Sei φ ∈ Fp[X] ein irreduzibler Teiler von Xq − X. Dann besitzt φ eine Nullstelle x ∈ Fq,
denn Fq ist Zerfällungskörper von Xq −X. Nach dem Gradsatz ist degφ = |Fp(x) : Fp| ein Teiler von
|Fq : Fp| = n.

Sei nun umgekehrt φ ∈ Fp[X] irreduzibel mit d := degφ | n. Dann ist K := Fp[X]/(φ) ein Körper mit
pd Elementen. Für a := X + (φ) ∈ K gilt also apd = a und apn = ap

d...pd = a. Dies zeigt Xq −X ≡ 0
(mod φ) und φ | Xq −X. Im Fall φ2 | Xq −X wäre φ | (Xq −X)′ = −1 nach der Produktregel. Die
Behauptung folgt nun aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Fp[X] (Satz I.8.24).

Beispiel I.11.18. In F2[X] gilt

X8 −X

X(X + 1)
=
X7 − 1

X − 1
= X6 +X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1 = (X3 +X + 1)(X3 +X2 + 1).

Rechts stehen die irreduziblen Polynome vom Grad 3.

Definition I.11.19. Ein Körper K heißt vollkommen2, falls charK = 0 oder der Frobenius-Homo-
morphismus surjektiv ist (vgl. Aufgabe I.63).

Satz I.11.20. Für jeden Körper K sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) K ist vollkommen.

(2) Für jedes irreduzible Polynom α ∈ K[X] ist ggT(α, α′) = 1.

(3) Für jedes irreduzible Polynom α ∈ K[X] ist α′ ̸= 0.

(4) Jedes irreduzible Polynom in K[X] hat nur einfache Nullstellen in seinem Zerfällungskörper.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Äquivalenz von (2), (3) und (4). Für jedes irreduzible Polynom
α ∈ K[X] gilt ggT(α, α′) ∈ {1, α}. Wegen degα′ < degα ist (2) äquivalent zu (3). Für jede Nullstelle
x von α in einem Zerfällungskörper ist α das Minimalpolynom von x. Daher gilt α′(x) = 0 genau dann,
wenn α′ = 0. Mit Lemma I.11.8 folgt (3)⇔(4).

Sei nun K vollkommen. Im Fall charK = 0 ist sicher α′ ≠ 0. Sei also charK = p > 0 und der Frobenius-
Homomorphismus F surjektiv. Im Fall α′ = 0 hat α die Form α =

∑n
i=0 aiX

ip mit a0, . . . , an ∈ K. Da
F surjektiv ist, existieren b0, . . . , bn ∈ K mit bpi = F (bi) = ai für i = 0, . . . , n. Es folgt

α =
∑

bpiX
ip =

∑
(biX

i)p
I.11.11
=

(∑
biX

i
)p

im Widerspruch zur Irreduzibilität von α. Dies zeigt (1)⇒(3).

Nehmen wir schließlich (4) an. Um (1) zu zeigen, können wir charK = p > 0 annehmen. Sei a ∈ K und
x eine Nullstelle von Xp − a in einem Zerfällungskörper. Dann gilt (X − x)p = Xp − xp = Xp − a. Also
hat jeder irreduzible Teiler α ∈ K[X] von Xp − a die Form α = (X − x)n. Nach (4) gilt dabei n = 1,
d. h. x ∈ K. Dies zeigt a = xp = F (x) und F ist surjektiv.

2oder perfekt
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Bemerkung I.11.21.

(i) Nach Satz I.8.31 ist F×
pn zyklisch. Wir untersuchen die Struktur der abelschen Gruppe (Fpn ,+).

Wegen charFpn = p gilt a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
p-mal

= 0 für alle a ∈ Fpn . Aus dem Hauptsatz über endliche

abelsche Gruppen folgt
(Fpn ,+) ∼= Cp × . . .× Cp = Cnp .

Gruppen von dieser Bauart nennt man im Allgemeinen elementarabelsche p-Gruppen. Prominentes
Beispiel ist V4.

(ii) Bekanntlich rechnen Computer mit Bits, also Elementen von F2. Ein Byte besteht aus acht Bits
und kann daher als Element von F28 aufgefasst werden. Dies ist für CD-Player und QR-Codes
von praktischer Relevanz (siehe Kapitel III.12).
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I.12 Kreisteilungskörper

Bemerkung I.12.1. Offenbar ist Fq Zerfällungskörper von Xq−1 − 1 über Fp. Wir untersuchen in
diesem Abschnitt die entsprechenden Körper in Charakteristik 0.

Satz I.12.2. Sei charK = 0.

(i) Für jeden Zerfällungskörper L von α ∈ K[X] \K ist K ⊆ L eine Galois-Erweiterung.

(ii) Jede endliche Körpererweiterung K ⊆ L liegt in einer Galois-Erweiterung K ⊆M , d. h. L ⊆M .

Beweis.

(i) Sei α = αn1
1 . . . αnk

k die Zerlegung in paarweise verschiedene irreduzible Polynome α1, . . . , αk ∈
K[X]. Nach Satz I.11.20 hat jedes αi nur einfache Nullstellen. Wegen ggT(αi, αj) = 1 für i ≠ j
hat β := α1 . . . αk paarweise verschiedenen Nullstellen in L. Offenbar ist L auch Zerfällungskörper
von β und die Behauptung folgt mit Artin.

(ii) Sei x1, . . . , xn eine K-Basis von L. Seien µ1, . . . , µn ∈ K[X] die Minimalpolynome von x1, . . . , xn
und sei M ein Zerfällungskörper von µ1 . . . µn. Nach (i) ist K ⊆M eine Galois-Erweiterung und
L = K(x1, . . . , xn) ⊆M .

Satz I.12.3 (Satz vom primitiven Element). Für jede endliche Körpererweiterung K ⊆ L mit charK = 0
existiert ein x ∈ L mit L = K(x). Man nennt x primitives Element.

Beweis. Nach Satz I.12.2 existiert eine Galois-Erweiterung K ⊆M mit L ⊆M . Nach dem Hauptsatz
der Galois-Theorie gibt es nur endlich viele Körper zwischen K und M . Daher gibt es auch nur endlich
viele Körper M1, . . . ,Mn mit K ⊆ Mi ⊊ L. Nach Lemma I.10.1 existiert ein x ∈ L \

⋃
Mi. Dann ist

K(x) ̸=Mi für i = 1, . . . , n und es folgt K(x) = L.

Bemerkung I.12.4. Nach Satz I.8.31 gilt der Satz vom primitiven Element auch für endliche Körper,
aber nicht für beliebige Körper positiver Charakteristik.

Beispiel I.12.5. Sei K := Q(
√
2,
√
3). Nach Beispiel I.10.12 wird

√
2 +

√
3 von allen nicht-trivialen

Galois-Automorphismen in Gal(K|Q) verändert. Dies zeigt Q(
√
2 +

√
3) = K und

√
2 +

√
3 ist ein

primitives Element.

Definition I.12.6. Sei n ∈ N. Man nennt ζ ∈ K n-te Einheitswurzel , falls ζn = 1. Im Fall |⟨ζ⟩| = n
heißt ζ primitiv. Der Zerfällungskörper Qn von Xn − 1 über Q heißt n-ter Kreisteilungskörper .
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Bemerkung I.12.7.

(i) Wegen (Xn− 1)′ = nXn−1 ≠ 0 hat Xn− 1 nur einfache Nullstellen in Qn (Lemma I.11.8), d. h. es
gibt genau n n-te Einheitswurzeln. Diese bilden offenbar eine Gruppe G ≤ Q×

n , die nach Satz I.8.31
zyklisch ist, sagen wir G = ⟨ζ⟩. Die primitiven n-ten Einheitswurzeln haben die Form ζk mit
ggT(n, k) = 1 nach Lemma I.3.7. Das Polynom

Φn :=
∏

1≤k≤n,
ggT(n,k)=1

(X − ζk) ∈ Qn[X]

heißt n-tes Kreisteilungspolynom. Es gilt degΦn = φ(n) mit der eulerschen φ-Funktion.

(ii) Bekanntlich ist e2πi/n ∈ C eine primitive n-te Ein-
heitswurzel. Man kann also Qn mit Q(e2πi/n) ⊆ C
identifizieren (Steinitz). Die Zahlen e2πik/n mit
k = 1, . . . , n teilen den Einheitskreis in der kom-
plexen Ebene in n gleich große Teile, d. h. sie
bilden ein regelmäßiges n-Eck. Beispiel n = 6:

ζ6 = 1

ζ = eπi/3 = 1
2(1 +

√
3i)ζ2

ζ3

ζ4 ζ5

(iii) In Charakteristik p > 0 ist 1 die einzige p-te Einheitswurzel, denn Xp − 1 = (X − 1)p.

Beispiel I.12.8. Es gilt Q1 = Q2 = Q und Φ1 = X − 1, Φ2 = X + 1 sowie

Φ3 = (X − e2πi/3)(X − e−2πi/3) = X2 +X + 1.

Für n | m gilt allgemeiner Qn ⊆ Qm, denn jede n-te Einheitswurzel ist auch eine m-te Einheitswurzel.

Lemma I.12.9. Für n ∈ N ist Xn − 1 =
∏
d|nΦd. Insbesondere gilt Φn ∈ Z[X].

Beweis. Sei ζ ∈ Qn eine primitive n-te Einheitswurzel. Für d | n ist dann ζd eine primitive n/d-te
Einheitswurzel (Lemma I.3.7). Dies zeigt

Xn − 1 =
n∏
i=1

(X − ζi) =
∏
d|n

∏
1≤k≤n/d

ggT(k,n/d)=1

(X − ζdk) =
∏
d|n

Φn/d =
∏
d|n

Φd.

Für die zweite Behauptung argumentieren wir durch Induktion nach n. Für n = 1 ist Φ1 = X−1 ∈ Z[X].
Sei nun n > 1 und die Behauptung für d < n bewiesen. Dann ist

α :=
∏
d|n
d̸=n

Φd ∈ Z[X]

normiert. Da die Polynomdivision Φn = (Xn − 1)/α in Qn[X] aufgeht, geht sie auch in Q[X] auf (der
eindeutig bestimmte Rest bei der Division hängt nicht vom Körper ab), d. h. Φn ∈ Q[X]. Da α und Φn
normiert sind, folgt Φn ∈ Z[X] aus Folgerung I.8.51.
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Beispiel I.12.10. Mit Lemma I.12.9 lassen sich Kreisteilungspolynome rekursiv berechnen. Für p ∈ P
und n ∈ N gilt

Φpn =
Xpn − 1∏
0≤d<nΦpd

=
Xpn − 1

Xpn−1 − 1
= Xpn−1(p−1) +Xpn−1(p−2) + . . .+Xpn−1

+ 1.

Im Fall n = 1 ist Φp = Xp−1 +Xp−2 + . . .+X + 1 irreduzibel nach Beispiel I.8.55. Wir zeigen, dass
dies auch im Allgemeinen stimmt.

Satz I.12.11 (Gauß). Kreisteilungspolynome sind irreduzibel in Q[X].

Beweis. Sei Φn = αβ mit α, β ∈ Q[X] und α irreduzibel. Da Φn und α normiert sind, ist auch β
normiert. Aus Lemma I.12.9 und Folgerung I.8.51 folgt α, β ∈ Z[X]. Wir müssen α = Φn zeigen. Sei
ζ ∈ Qn eine Nullstelle von α. Dann ist ζ auch eine Nullstelle von Φn und damit eine primitive n-te
Einheitswurzel. Da jede Nullstelle von Φn die Form ζk mit ggT(n, k) = 1 hat, genügt es α(ζk) = 0 zu
zeigen. Durch Induktion nach der Anzahl der Primteiler von k dürfen wir annehmen, dass k = p selbst
eine Primzahl ist (die n nicht teilt).

Nehmen wir α(ζp) ̸= 0 an. Dann ist β(ζp) = 0 und β(Xp) ∈ Z[X] hat die Nullstelle ζ. Da α das
Minimalpolynom von ζ über Q ist, folgt α | β(Xp) in Q[X]. Sei also β(Xp) = αγ mit γ ∈ Q[X]. Da α
normiert ist, gilt sogar γ ∈ Z[X] nach Folgerung I.8.51. Für die Reduktion modulo p (Lemma I.8.56)
gilt

α · γ = αγ = β(Xp)
I.11.11
= β

p
.

Für einen irreduziblen Teiler δ von α gilt dann δ | β (Satz I.8.24) und

δ
2 | αβ = Φn | Xn − 1.

Mit der Produktregel folgt δ | (Xn − 1)′ = nXn−1 ̸= 0 wegen p ∤ n. Also ist δ = X und man erhält den
Widerspruch δ ∤ Xn − 1.

Satz I.12.12. Für n ∈ N ist Q ⊆ Qn eine Galois-Erweiterung mit Gal(Qn|Q) ∼= (Z/nZ)×. Für jeden
Teilkörper L ⊆ Qn ist Q ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit abelscher Galoisgruppe.

Beweis. Nach Satz I.12.2 ist Q ⊆ Qn eine Galois-Erweiterung. Sei ζ ∈ Qn eine primitive n-te Einheits-
wurzel und σ ∈ G := Gal(Qn|Q). Dann ist σ(ζ) ebenfalls Nullstelle von Xn− 1, d. h. σ(ζ) ∈ ⟨ζ⟩. Wegen
Qn = Q(ζ) ist σ durch σ(ζ) eindeutig bestimmt. Durch Einschränken erhält man einen Monomorphismus

Γ: G→ Aut(⟨ζ⟩)
I.7.27∼= (Z/nZ)×.

Nach Gauß ist Φn das Minimalpolynom von ζ über Q. Dies zeigt

|G| = |Qn : Q| = degΦn = φ(n) = |(Z/nZ)×|.

Also ist Γ ein Isomorphismus.

Sei nun L ⊆ Qn ein Teilkörper. Sicher ist dann Q = P (Qn) ⊆ L. Nach dem ersten Teil des Beweises ist
G abelsch. Insbesondere ist jede Untergruppe von G normal. Die zweite Behauptung folgt daher aus
dem Hauptsatz der Galois-Theorie.

79



Beispiel I.12.13. Mit den Sätzen I.7.24 und I.8.34 lässt sich die Struktur von G = Gal(Qn|Q)
bestimmen. Damit erhält man die Untergruppen von G und die Teilkörper von Qn (vgl. Beispiel I.5.14).
Zum Beispiel ist

Gal(Q12|Q) ∼= (Z/12Z)× ∼= (Z/4Z)× × (Z/3Z)× ∼= C2 × C2.

Die Untergruppen der Ordnung 2 von (Z/12Z)× sind ⟨−1 + 12Z⟩, ⟨5 + 12Z⟩ und ⟨−5 + 12Z⟩. Die
entsprechenden Teilkörper von Q12 sind

Q(ζ + ζ) = Q(
√
3), Q(ζ3) = Q4 = Q(i), Q(ζ2) = Q6 = Q(

√
3i) = Q3

(vgl. Bemerkung I.10.13).

Satz I.12.14. Für n,m ∈ N ist Qn ∩Qm = QggT(n,m) und QnQm = QkgV(n,m).

Beweis. Wir betrachten Qn und Qm als Teilkörper von Qk mit k := kgV(n,m). Auf diese Weise ist
das Kompositum QnQm ⊆ Qk wohldefiniert. Sei G1 := (Z/kZ)× und Gd := {l + kZ ∈ G1 : l ≡ 1
(mod d)} ≤ G1 für d | k. Nach Satz I.12.12 ist dann Qd = QGd

k für d | k. Offenbar ist Gn∩Gm = Gk = 1
und

QnQm = QGn
k QGm

k
I.10.15
= QGn∩Gm

k = Qk

Mit g := ggT(n,m) ist ⟨Gn, Gm⟩ = GnGm ≤ Gg. Für l + kZ ∈ Gg existieren umgekehrt a, b ∈ Z mit
l + kZ = 1 + an+ bm+ kZ = (1 + an+ kZ)(1 + bm+ kZ) ∈ GnGm. Also ist

Qn ∩Qm = QGn
k ∩QGm

k
I.10.15
= QGnGm

k = QGg

k = Qg.

Lemma I.12.15. Seien n, a ∈ N und p ein Primteiler von Φn(a). Dann ist p | n oder n | p− 1.

Beweis. Wegen Φn(a + p) ≡ Φn(a) (mod p) dürfen wir a > 1 annehmen. Nach Lemma I.12.9 ist
p | Φn(a) | (an − 1), also an ≡ 1 (mod p). Die Ordnung k von a+ pZ ∈ F×

p teilt daher n (Lemma I.3.7).
Im Fall k = n folgt n | p− 1 aus Lagrange. Sei also k < n und b := ak ≡ 1 (mod p). Wegen ak > 1 gilt

n

k
≡ 1 + b+ . . .+ bn/k−1 =

bn/k − 1

b− 1
=
an − 1

ak − 1
=

∏
d|n
d∤k

Φd(a) ≡ 0 (mod p).

Es folgt p | nk | n.

Bemerkung I.12.16. Das folgende Resultat ist ein Spezialfall des Dirichletschen Primzahlsatzes:
Für ggT(a, n) = 1 liegen unendlich viele Primzahlen in a+ nZ (in Aufgabe I.5 und im Anhang werden
einige Spezialfälle besprochen; ein allgemeiner Beweis steht in meinem Zahlentheorie-Skript).1

Satz I.12.17. Für n ∈ N gibt es unendlich viele Primzahlen p ≡ 1 (mod n).

Beweis. Seien p1, . . . , ps Primzahlen mit pi ≡ 1 (mod n) für i = 1, . . . , s (der Fall s = 0 ist zugelassen).
Für m := np1 . . . ps existiert ein k ∈ N mit Φm(km) > 1, denn Φm induziert als normiertes Polynom
eine unbeschränkte Funktion R → R. Sei p ein Primteiler von Φm(km). Wegen p | ((km)m− 1) ist p ∤ m
und Lemma I.12.15 zeigt p ≡ 1 (mod m). Dann ist auch p ≡ 1 (mod n). Wegen p ∤ m haben wir eine
neue Primzahl der gewünschten Form gefunden.

1Die Primzahlen verteilen sich sogar gleichmäßig auf die primen Restklassen modulo n. Eine zufällig gewählte Primzahl
endet daher mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf eine der Ziffern 1, 3, 7 oder 9.
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Bemerkung I.12.18. Man kann zeigen, dass für jede endliche Gruppe G ein Zahlkörper K mit
Gal(K|Q) ∼= G existiert (Satz A.6.4). Das bislang ungelöste inverse Galois-Problem fragt, ob stets eine
Galois-Erweiterung Q ⊆ K mit dieser Eigenschaft existiert. Schafarewitsch bewies dies für auflösbare
Gruppen. Wir behandeln abelsche Gruppen und später symmetrische Gruppen (Satz II.11.48).

Satz I.12.19. Für jede endliche abelsche Gruppe G existiert eine Galois-Erweiterung Q ⊆ K mit
Gal(K|Q) ∼= G.

Beweis. Nach dem Hauptsatz über endliche abelsche Gruppen existieren d1, . . . , dn ∈ N mit G ∼=
Cd1 × . . .×Cdn . Nach Satz I.12.17 existieren paarweise verschiedene p1, . . . , pn ∈ P mit pi ≡ 1 (mod di)
für i = 1, . . . , n. Wegen di | pi − 1 = φ(pi) besitzt (Z/piZ)× eine Faktorgruppe der Ordnung di
(Satz I.3.34), d. h. es gibt einen Epimorphismus fi : (Z/piZ)× → Cdi . Dann ist auch

(Z/p1Z)× × . . .× (Z/pnZ)× → Cd1 × . . .× Cdn ,

(x1, . . . , xn) 7→ (f1(x1), . . . , fn(xn))

ein Epimorphismus. Mit Satz I.12.12 und Satz I.7.24 erhält man einen Epimorphismus

Γ: Gal(Qp1...pn |Q) ∼= (Z/p1 . . . pnZ)× ∼= (Z/p1Z)× × . . .× (Z/pnZ)× → Cd1 × . . .× Cdn
∼= G.

Sei N := Ker(Γ) und K := QN
p1...pn . Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie ist dann

Gal(K|Q) ∼= Gal(Qp1...pn |Q)/Gal(Qp1...pn |K) ∼= Gal(Qp1...pn |Q)/N ∼= Γ(Gal(Qp1...pn |Q)) ∼= G.

Beispiel I.12.20. Der Beweis liefert Gal(Q(ζ + ζ−1)|Q) ∼= C3 mit ζ := e2πi/7 (wähle p1 = 7).

Satz I.12.21 (Kronecker-Weber). Sei Q ⊆ K eine Galois-Erweiterung mit abelscher Galoisgruppe.
Dann ist K ⊆ Qn für ein n ≥ 1.

Beweis. Zahlentheorie.2

Bemerkung I.12.22. Wir betrachten den kleinsten Spezialfall mit Hilfe einer Gauß-Summe (siehe
Definition A.1.5).

Satz I.12.23. Sei K ein quadratischer Zahlkörper, d. h. |K : Q| = 2. Dann ist K ⊆ Qn für ein n ∈ N.

Beweis. Sei x ∈ K \Q mit Minimalpolynom µ ∈ Q[X]. Dann ist K = Q(x) und µ = X2 + aX + b mit
a, b ∈ Q. Für d := a2/4− b ∈ Q gilt x = −a/2±

√
d nach der p-q-Formel. Dies zeigt

K = Q
(
x+

a

2

)
= Q(

√
d).

Wegen Q(
√
d) = Q(e

√
d) = Q(

√
e2d) für alle e ∈ N können wir d ∈ Z annehmen. Wir müssen

√
d ∈ Qnd

für ein nd ∈ N zeigen. Ist dies für d > 0 bereits gezeigt, so gilt

Q(
√
−d) ⊆ Q(i,

√
d) ⊆ Q4nd

wegen i ∈ Q4 ⊆ Q4nd
. Wir können also d > 0 annehmen. Gilt die Behauptung für e, f ∈ N, so auch für

d = ef , denn Q(
√
ef) ⊆ Q(

√
e,
√
f) ⊆ Qnenf

. Wir können daher p := d ∈ P voraussetzen.

2Siehe zum Beispiel Abschnitt 17.5 in [A. Leutbecher, Zahlentheorie, Springer, Berlin, 1996]
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Sei zuerst p > 2 und sei ζ ∈ Qp eine primitive p-te Einheitswurzel. Für 1 ≤ k, l ≤ q := p−1
2 gilt

2k ≡ ±2l (mod p)
I.2.26⇐⇒ k ≡ ±l (mod p) ⇐⇒ k = l.

Mit Beispiel I.12.10 folgt

p = Φp(1) =

p−1∏
k=1

(1− ζk) =

q∏
k=1

(1− ζ2k)(1− ζ−2k) =

q∏
k=1

(ζk − ζ−k)(ζ−k − ζk) = (−1)q
q∏

k=1

(ζk − ζk)2.

Mit ϵ := (−1)q ergibt sich

√
p =

√
ϵ
√
ϵp = ±

√
ϵ

q∏
k=1

(ζk − ζ−k) ∈ Q4p.

Sei schließlich p = 2 und ζ ∈ Q8 eine primitive 8-te Einheitswurzel. Dann ist ζ2 = ±i, (ζ + ζ−1)2 =
ζ2 + ζ−2 + 2 = 2 und

√
2 = ±(ζ + ζ−1) ∈ Q8.
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I.13 Algebraischer Abschluss

Bemerkung I.13.1. Durch Hinzunahme eines neutralen Elements wird die Halbgruppe N zum Monoid
N0. Ergänzt man inverse Elemente, so gelangt man zur Gruppe Z, die gleichzeitig ein Integritätsbereich
ist. Bildung des Quotientenkörpers macht aus Z den Körper Q. In der Analysis vervollständigt man
Q bzgl. der euklidischen Metrik und erhält daraus R. In diesem Abschnitt konstruieren wir (unter
anderem) den algebraischen Abschluss C von R. Dabei verliert man allerdings die Anordnung von R.1
Unter Aufgabe der Kommutativität der Multiplikation kann man C zum Quaternionenschiefkörper H
erweitern (Aufgabe I.50). Schließlich gelangt man von H zu den Oktonionen O, für die die Multiplikation
nicht mehr assoziativ ist.

N0 ⊆ N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ⊆ C ⊆ H ⊆ O

Lemma I.13.2. Sind K ⊆ L ⊆M algebraische Körpererweiterungen, so ist auch K ⊆M algebraisch.

Beweis. Sei x ∈ M beliebig. Da x algebraisch über L ist, existieren y0, . . . , yn ∈ L (nicht alle 0) mit∑
yix

i = 0. Nach Voraussetzung sind y0, . . . , yn algebraisch über K. Also gilt

|K(y0, . . . , yn) : K| = |K(y0, . . . , yn) : K(y0, . . . , yn−1)| . . . |K(y0) : K| <∞.

Nun ist x algebraisch über K̂ := K(y0, . . . , yn) und es folgt

|K(x) : K| ≤ |K̂(x) : K| = |K̂(x) : K̂||K̂ : K| <∞.

Also ist x algebraisch über K (Satz I.9.6).

Bemerkung I.13.3. Die entsprechende Aussage von Lemma I.13.2 gilt nicht für Galois-Erweiterungen:
Nach Aufgabe I.57 sind Q ⊆ Q(

√
2) und Q(

√
2) ⊆ Q( 4

√
2) Galois-Erweiterungen, aber nicht Q ⊆ Q( 4

√
2),

denn Q( 4
√
2) ⊆ R (vgl. Beispiel I.10.8).

Satz I.13.4. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung. Dann bilden die algebraischen Elemente von L über
K einen Körper M mit K ⊆M ⊆ L.

Beweis. Da die Inklusion K ⊆ M ⊆ L trivial ist, bleibt nur zu zeigen, dass M ein Körper ist. Für
x, y ∈M ist x− y ∈ K(x, y) sowie xy−1 ∈ K(x, y) falls y ̸= 0. Wegen

|K(x, y) : K| = |K(x, y) : K(x)||K(x) : K| <∞

ist daher auch x− y, xy−1 ∈M (Satz I.9.6). Dies zeigt die Behauptung.

Definition I.13.5.

(i) Man nennt K algebraisch abgeschlossen, falls jedes α ∈ K[X] \K eine Nullstelle in K hat. Nach
Lemma I.8.27 zerfällt α dann sogar in Linearfaktoren, d. h. α hat genau degα Nullstellen in K
mit Vielfachheiten.

1Die Relation ≤ lässt sich nicht nach C fortsetzen, sodass z > 0 ⇒ z2 > 0 für alle z ∈ C gilt.
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(ii) Ein algebraisch abgeschlossener Körper K ⊇ K heißt algebraischer Abschluss von K, falls die
Körpererweiterung K ⊆ K algebraisch ist.

Bemerkung I.13.6. Ist K endlich, so hat das Polynom 1 +
∏
x∈K(X − x) ∈ K[X] keine Nullstelle in

K. Ein algebraisch abgeschlossener Körper muss also unendlich sein.

Satz I.13.7 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Körper C ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Sei α ∈ C[X] \ C und β := αα ∈ R[X], wobei α das komplex konjugierte Polynom bezeichnet.
Hat β eine Nullstelle z ∈ C, so gilt α(z) = 0 oder α(z) = α(z) = 0. Wir können also α ∈ R[X]
annehmen.

Sei L ein Zerfällungskörper von α über C. Wir nehmen indirekt L ≠ C an. Offenbar ist L auch
Zerfällungskörper von (X2 + 1)α über R. Nach Satz I.12.2 ist R ⊆ L eine Galois-Erweiterung wegen
charR = 0. Sei G := Gal(L|R), S ∈ Syl2(G) und M := LS . Nach dem Satz vom primitiven Element
existiert ein x ∈M mit M = R(x). Für das Minimalpolynom µ von x über R gilt dann

deg µ = |M : R| = |LS : R| = |G : S| ≡ 1 (mod 2)

nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie. Die stetige Funktion µ : R → R erfüllt daher limr→±∞ µ(r) =
±∞. Nach dem Zwischenwertsatz der Analysis besitzt µ eine Nullstelle in R, d. h. deg µ = 1 und G = S.

Sei H := Gal(L|C) ≤ G. Wegen L ̸= C ist H ≠ 1. Als 2-Gruppe besitzt H eine
Untergruppe H1 vom Index 2 (Sylow). Für M1 := LH1 ist dann C ⊆M1 und

|M1 : C| = |H : H1| = 2.

Für z ∈ M1 \ C ist M1 = C(z). Also hat das Minimalpolynom von z die Form
X2 + aX + b ∈ C[X] (vgl. Satz I.12.23). Wenn wir zeigen können, dass w :=
a2/4− b ∈ C eine Quadratwurzel

√
w ∈ C besitzt, so folgt der Widerspruch z ∈ C

(p-q-Formel). Sei w = x+ yi mit x, y ∈ R und o.B. d.A. y ̸= 0. Dann ist

L

M1

C

R

1

H1

H

G

2 2

√
1

2

(
x+

√
x2 + y2

)
+

y

|y|

√
1

2

(
−x+

√
x2 + y2

)
i ∈ C

eine Wurzel von w (nachrechnen).

Bemerkung I.13.8.

(i) Einen kürzeren Beweis mit etwas mehr Analysis findet man in Satz A.4.2.

(ii) (Partialbruchzerlegung) Nach Satz I.13.7 hat jedes irreduzible Polynom in C[X] Grad 1. Die Prim-
faktorzerlegung eines normierten Polynoms α ∈ C[X] hat daher die Form α = (X − x1)

a1 . . . (X −
xn)

an mit paarweise verschiedenen Nullstellen x1, . . . , xn ∈ C. Da α/(X−xi)a1 , . . . , α/(X−xn)an
teilerfremd sind, existieren β1, . . . , βn ∈ C[X] mit β1α/(X − xi)

a1 + . . .+ βnα/(X − xn)
an = 1.

Division mit Rest liefert βi = γi(X − xi)
ai + ρi mit deg ρi < ai für i = 1, . . . , n. Ein Gradvergleich

von
(γ1 + . . .+ γn)α+ ρ1

α

(X − x1)a1
+ . . .+ ρn

α

(X − xn)an
= 1

zeigt γ1 + . . .+ γn = 0, d. h.

1

α
=

ρ1
(X − x1)a1

+ . . .+
ρn

(X − xn)an
∈ C(X).

84



Da 1, (X − xi), (X − xi)
2, . . . eine C-Basis von C[X] ist, existieren ci1, . . . , ciai ∈ C mit ρi =

ci1(X − xi)
ai−1 + . . .+ ciai . Insgesamt erhält man die Partialbruchzerlegung

1

α
=

n∑
i=1

ai∑
j=1

cij
(X − xi)j

.

Dies ist nützlich zur Integration rationaler Funktionen.

(iii) Wir zeigen später, dass sich die Nullstellen eines Polynoms im Allgemeinen nicht exakt berechnen
lassen. In der Praxis gibt es Näherungsverfahren wie das von Newton:

Gegeben: α ∈ R[X], x0 = Schätzung einer Nullstelle von α.
Iteriere:

xn+1 := xn −
α(xn)

α′(xn)
(n ≥ 0).

x2 x1 x0

α

Beispiel I.13.9. Sei α := X5 − 4X + 2 und x0 := 0,5. Mit α′ = 5X4 − 4 erhält man x1 = 0,50847 . . .
und x2 = 0,50849948 . . . (alle angegebenen Dezimalstellen sind korrekt).

Satz I.13.10. Der Körper Q besitzt einen algebraischen Abschluss Q ⊆ C.

Beweis. Sei Q ⊆ C der Körper der algebraischen Elemente in C über Q (Satz I.13.4). Sicher ist dann
Q ⊆ Q eine algebraische Körpererweiterung. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat jedes Polynom
α ∈ Q[X] \ Q eine Nullstelle x ∈ C. Offenbar ist x algebraisch über Q und nach Lemma I.13.2 ist x
auch algebraisch über Q. Dies zeigt x ∈ Q und Q ist algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung I.13.11. Wie bereits in Beispiel I.9.2 erwähnt ist Q abzählbar und die Menge der
transzendenten Zahlen C \Q ist überabzählbar. Wir konstruieren nun eine transzendente Zahl.

Satz I.13.12 (Liouville). Die reelle Zahl ξ :=
∑∞

k=1 10
−k! = 0,1100010 . . . ist transzendent.

Beweis. 2 Sicher ist ξ als Grenzwert einer Cauchyfolge reell. Sei indirekt ξ ∈ Q mit Minimalpolynom
µ ∈ Q[X]. Sei a ∈ N mit α := aµ =

∑n
i=0 aiX

i ∈ Z[X]. Wähle m ∈ N mit

n∑
i=1

|ai| ≤ 10(m−n)m!.

Sei t := 10m! und s ∈ N mit s/t =
∑m

k=1 10
−k!. Dann ist

ξ − s

t
=

∑
k>m

10−k! ≤ 2

10(m+1)!
=

2

tm+1
<

1

tm
. (I.13.1)

Da µ irreduzibel ist, gilt α(s/t) ̸= 0 und es folgt

|α(s/t)| =
∣∣ n∑
i=0

ai(s/t)
i
∣∣ ≥ 1

tn
. (I.13.2)

2Mit dem Mittelwertsatz der Analysis lassen sich die Rechnungen vereinfachen.
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Für i ≥ 0 ist Xi−ξi = (X−ξ)
∑i−1

k=0 ξ
kXi−1−k. Wegen s/t ≤ ξ ≤ 1/2 ergibt sich damit der Widerspruch

|α(s/t)| = |α(s/t)− α(ξ)| =
∣∣∣ n∑
i=0

ai((s/t)
i − ξi)

∣∣∣ = (s/t− ξ)
∣∣∣ n∑
i=1

ai

i−1∑
k=0

ξk(s/t)i−1−k
∣∣∣

≤ (s/t− ξ)
n∑
i=1

|ai|iξi−1 ≤ (s/t− ξ)
n∑
i=1

|ai| <
10(m−n)m!

tm
=

1

tn
.

Satz I.13.13 (Lindemann). Die Kreiszahl π = 3,14 . . . ist transzendent.

Beweis. Der Beweis basiert auf der eulerschen Formel eπi + 1 = 0. Siehe Beispiel A.10.6.

Satz I.13.14. Jeder (abzählbare) Körper K besitzt genau einen algebraischen Abschluss bis auf K-
Isomorphie.

Beweis. Wir beschränken uns auf den Fall, in dem K abzählbar ist. Der allgemeine Fall benötigt
Zorns Lemma (äquivalent zum Auswahlaxiom, siehe Satz II.2.9). Ist K abzählbar, so lassen sich auch
alle Polynome abzählen, d. h. K[X] = {α1, α2, . . .}. Sei K0 := K und induktiv Kn Zerfällungskörper
von αn über Kn−1 für n = 1, 2, . . .. Offenbar ist dann K :=

⋃
Kn ein Körper und die Erweiterung

K ⊆ K ist algebraisch nach Lemma I.13.2. Ist α ∈ K[X] \K, so ist jede Nullstelle x von α (in einem
Zerfällungskörper) algebraisch über K und damit auch algebraisch über K. Insbesondere ist x Nullstelle
eines Polynoms in K[X]. Dies zeigt x ∈ K und K ist in der Tat ein algebraischer Abschluss von K.

Ist K̃ ein weiterer algebraischer Abschluss von K, so enthält K̃ einen Zerfällungskörper K̃n von α1 . . . αn
für n ≥ 1. Da die Erweiterung K ⊆ K̃ algebraisch ist, gilt auch K̃ =

⋃
K̃n. Sei σ0 := idK . Nach

Steinitz existieren K-Isomorphismen σn : Kn → K̃n mit (σn)Kn−1 = σn−1 für n ≥ 1. Wir betrachten die
Abbildung σ : K → K̃ mit σ(x) := σn(x) für x ∈ Kn. Ist x ∈ Kn∪Km mit n ≤ m, so gilt σn(x) = σm(x).
Daher ist σ eine wohldefinierte Bijektion. Für x, y ∈ K existiert ein n ∈ N mit x, y ∈ Kn. Es gilt dann

σ(x +
· y) = σn(x +

· y) = σn(x) +
· σn(y) = σ(x) +

· σ(y).

Also ist σ ein K-Isomorphismus.

Beispiel I.13.15. Für p ∈ P gilt
Fp ⊆ Fp2! ⊆ Fp3! ⊆ . . .

nach Satz I.11.14. Offenbar ist Fp :=
⋃
n≥1 Fpn! eine algebraische Körpererweiterung über Fp. Nach

Konstruktion zerfallen die Polynome Xpn! −X ∈ Fp[X] für alle n ∈ N vollständig in Linearfaktoren.
Nach Lemma I.11.17 zerfallen alle (irreduziblen) Polynome aus Fp[X] in Linearfaktoren über Fp. Ist
nun α ∈ Fp[X] \ Fp mit Nullstelle x in einem Zerfällungskörper von α, so ist x algebraisch über Fp und
auch über Fp. Dies zeigt x ∈ Fp und Fp ist ein algebraischer Abschluss von Fp.
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I.14 Auflösbarkeit von Gleichungen

Lemma I.14.1 (Dedekind). Für Körper K und L ist die Menge der Homomorphismus K → L linear
unabhängig im L-Vektorraum aller Abbildungen K → L.

Beweis. Angenommen es existieren Homomorphismen σ1, . . . , σn : K → L und a1, . . . , an ∈ L× mit∑
aiσi = 0. Sei n dabei so klein wie möglich. Sicher ist n ≥ 2 und es existiert ein y ∈ K mit

σ1(y) ̸= σn(y). Für alle x ∈ K ist dann

n−1∑
i=1

ai
(
σi(y)− σn(y)

)
σi(x) =

n∑
i=1

aiσi(yx)− σn(y)
n∑
i=1

aiσi(x) = 0.

Dies zeigt
∑n−1

i=1 ai(σi(y)− σn(y))σi = 0 im Widerspruch zur Wahl von n.

Lemma I.14.2 (Kummer). Sei charK = 0 und n ∈ N, sodass K eine primitive n-te Einheitswurzel
enthält. Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung. Genau dann ist Gal(L|K) zyklisch der Ordnung d | n,
wenn L Zerfällungskörper von Xn − x für ein x ∈ K ist.

Beweis. Sei ζ ∈ K eine primitive n-te Einheitswurzel. Sei zunächst G := Gal(L|K) = ⟨Γ⟩ ∼= Cd mit
d | n. Dann ist γ := ζn/d ∈ K ist eine primitive d-te Einheitswurzel. Nach Dedekind existiert ein b ∈ L
mit

a := γΓ(b) + . . .+ γdΓd(b) ̸= 0.

Dann ist Γi(a) = γ−ia ∈ K(a) für i = 1, . . . , d und die Einschränkungen von Γ, . . . ,Γd auf K(a) sind
paarweise verschieden. Mit Satz I.10.6 folgt L = K(a). Außerdem ist

x := an = γ−nan = Γ(an) ∈ LΓ = K.

Die Nullstellen von Xn − x sind gerade aζi mit i = 1, . . . , n. Also ist L Zerfällungskörper von Xn − x.

Sei nun umgekehrt L Zerfällungskörper von Xn − x ∈ K[X]. Sei a ∈ L mit an = x. Die Nullstellen
von Xn − x sind dann aζi mit i = 1, . . . , n. Dies zeigt L = K(a). Jedes Γ ∈ Gal(L|K) =: G ist durch
Γ(a) = aζi bereits eindeutig bestimmt. Daher ist die Abbildung

F : G→ Z/nZ,
Γ 7→ i+ nZ

injektiv. Für Λ ∈ G mit Λ(a) = aζj gilt

(Γ ◦ Λ)(a) = Γ(aζj) = Γ(a)ζj = aζi+j .

Also ist F ein Monomorphismus und G ist nach dem Homomorphiesatz zu einer Untergruppe von Z/nZ
isomorph. Die Behauptung folgt nun aus Satz I.3.34.

Bemerkung I.14.3. In der Artin-Schreier-Theorie betrachtet man die analoge Situation für charK > 0
(siehe Satz A.7.7).
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Beispiel I.14.4. Der Zerfällungskörper von X4 − 2 über K := Q4 = Q(i) ist L := Q(i, 4
√
2). Wegen√

2 /∈ K ist X4 − 2 irreduzibel über K. Daher ist Gal(L|K) zyklisch der Ordnung |L : K| = 4.

Definition I.14.5.

(i) Eine Körpererweiterung K ⊆ L heißt Radikalerweiterung , falls Zwischenkörper K = K0 ⊆ . . . ⊆
Kn = L und Elemente ai ∈ Ki, ki ∈ N mit Ki = Ki−1(ai) und akii ∈ Ki−1 für i = 1, . . . , n
existieren.

(ii) Ein Polynom α ∈ Q[X] \ Q heißt auflösbar , wenn es in einer Radikalerweiterung über Q in
Linearfaktoren zerfällt. Dies bedeutet, dass man die Lösungen der Gleichung α(X) = 0 durch
rationale Zahlen, Grundrechenarten und Wurzelziehen ausdrücken kann (zum Beispiel p-q-Formel
für degα = 2).

(iii) Ist K ein Zerfällungskörper von α ∈ Q[X]\Q, so nennt man Gal(α) := Gal(K|Q) die Galoisgruppe
von α. Da K bis auf Q-Isomorphie eindeutig bestimmt ist (Steinitz), ist Gal(α) bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. Mit dem Fundamentalsatz der Algebra kann man K auch eindeutig als
Teilkörper von C wählen.

Beispiel I.14.6.

(i) Sei n ∈ N und α := Xn − 2 ∈ Q[X]. Der Zerfällungskörper von α ist offenbar L = Qn(
n
√
2) (vgl.

Aufgabe I.55). Wegen Qn = Q(e2πi/n) ist Q ⊆ L eine Radikalerweiterung und α ist auflösbar. Sei
G := Gal(α) = Gal(L|Q). Nach Kummer ist N := Gal(L|Qn) eine zyklische Untergruppe von G.
Da auch Q ⊆ Qn eine Galois-Erweiterung ist (Satz I.12.12), gilt N ⊴G nach dem Hauptsatz der
Galois-Theorie. Außerdem ist G/N ∼= Gal(Qn|Q) ∼= (Z/nZ)× abelsch. Daher ist G auflösbar nach
Satz I.6.5.

(ii) Achtung: Ein Polynom α kann auflösbar sein, obwohl sein Zerfällungskörper keine Radikalerweite-
rung bildet. Ein konkretes Beispiel wird in Beispiel I.14.26(ii) gegeben.

Bemerkung I.14.7. Man kann erahnen, dass der Hauptsatz der Galois-Theorie Radikalerweiterungen
via Kummer in auflösbare Gruppen verwandelt. Dafür muss man sich aber zunächst eine Galois-
Erweiterung verschaffen.

Lemma I.14.8. Jede Radikalerweiterung K ⊆ L mit charK = 0 liegt in einer Radikalerweiterung, die
auch Galois-Erweiterung ist.

Beweis. Sei K = K0 ⊆ . . . ⊆ Kn = L und Ki = Ki−1(ai) mit akii ∈ Ki−1 für i = 1, . . . , n. Nach
Satz I.12.2 existiert eine Galois-Erweiterung K ⊆M mit L ⊆M . Sei Gal(M |K) = {idM = σ1, . . . , σk}
und

Kij := K(σ1(a1), . . . , σk(a1), . . . , σ1(ai−1), . . . , σk(ai−1), σ1(ai), . . . , σj(ai))

für i = 1, . . . , n und j = 1, . . . , k. Wegen σi(Knk) = Knk für i = 1, . . . , k istKGal(Knk|K)
nk ⊆MGal(M |K) =

K, d. h. K ⊆ Knk ist eine Galois-Erweiterung nach Artin. Außerdem gilt L = K(a1, . . . , an) ⊆ Knk.

Sicher ist K11 = K(a1) mit ak11 ∈ K0 = K. Für i = 1, . . . , n und j = 2, . . . , k gilt Kij = Ki,j−1(σj(ai))
und

σj(ai)
ki = σj(a

ki
i ) ∈ σj(Ki−1) = σj(K(a1, . . . , ai−1)) ⊆ Ki−1,j ⊆ Ki,j−1.

Für i = 2, . . . , n ist schließlich auch Ki1 = Ki−1,k(ai) mit akii ∈ Ki−1 ⊆ Ki−1,k. Also ist K ⊆ K11 ⊆
K12 ⊆ . . . ⊆ Knk eine Radikalerweiterung.
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Satz I.14.9 (Galois). Ein α ∈ Q[X] \Q ist genau dann auflösbar, wenn Gal(α) auflösbar ist.

Beweis.
Schritt 1: =⇒
Nach Lemma I.14.8 existiert eine Radikal- und Galois-Erweiterung Q = K0 ⊆ . . . ⊆ Kn, sodass ein
Zerfällungskörper L von α in Kn liegt. Sei ai ∈ Ki und ki ∈ N mit Ki = Ki−1(ai) und akii ∈ Ki−1

für i = 1, . . . , n. Sei k := k1 . . . kn und ζ ∈ Qk eine primitive k-te Einheitswurzel. Nach Artin ist
Kn Zerfällungskörper eines γ ∈ K0[X]. Daher ist Kn(ζ) Zerfällungskörper von (Xk − 1)γ ∈ K0[X].
Insbesondere ist K0 ⊆ Kn(ζ) eine Galois-Erweiterung (Satz I.12.2). Nach Satz I.12.12 ist Q = K0 ⊆
K0(ζ) = Qk eine Galois-Erweiterung mit abelscher Galoisgruppe. Der Hauptsatz der Galois-Theorie
zeigt

Gn := Gal(Kn(ζ)|K0(ζ))⊴Gal(Kn(ζ)|K0) =: G

und G/Gn ∼= Gal(K0(ζ)/K0) ist abelsch.

Wir betrachten nun die Galois-Erweiterung Ki−1(ζ) ⊆ Kn(ζ) für
i = 1, . . . , n (Satz I.10.11). Offenbar ist Ki(ζ) = Ki−1(ζ, ai) Zer-
fällungskörper von Xki − akii ∈ Ki−1(ζ)[X]. Nach Satz I.12.2 und
Kummer ist Ki−1(ζ) ⊆ Ki(ζ) eine Galois-Erweiterung mit zyklischer
Galoisgruppe. Also gilt Gn−i := Gal(Kn(ζ)|Ki(ζ)) ⊴ Gn−i+1 und
Gn−i+1/Gn−i ∼= Gal(Ki(ζ)|Ki−1(ζ)) ist zyklisch. Insgesamt hat man
eine Reihe

1 = G0 ⊴ . . .⊴Gn ⊴G

mit abelschen Faktoren, d. h. G ist auflösbar. Da Q ⊆ L eine Galois-
Erweiterung ist, ist auch Gal(α) ∼= Gal(L|Q) ∼= G/Gal(Kn(ζ)|L)
auflösbar (Satz I.6.5).

K0 = Q

K1 = K0(a1) K0(ζ) = Qk

K1(ζ)

Kn = Kn−1(an) Kn−1(ζ)

Kn(ζ)

Schritt 2: ⇐=
Sei Gal(α) auflösbar der Ordnung n. Sei K ein Zerfällungskörper von α und sei ζ ∈ Qn eine primitive
n-te Einheitswurzel. Es genügt zu zeigen, dass Qn ⊆ K(ζ) eine Radikalerweiterung ist, denn dann
ist auch Q ⊆ Q(ζ) = Qn ⊆ K(ζ) eine Radikalerweiterung. Als Zerfällungskörper von α über Qn ist
Qn ⊆ K(ζ) eine Galois-Erweiterung (Satz I.12.2). Für Γ ∈ G := Gal(K(ζ)|Qn) gilt Γ(α) = α und
Γ(K) = K. Die Einschränkungsabbildung

G→ Gal(K|Q) ∼= Gal(α)

ist also ein wohldefinierter Homomorphismus mit Kern Gal(K(ζ)|Qn(K)) = 1. Nach dem Homomor-
phiesatz können wir G als Untergruppe von Gal(α) auffassen. Insbesondere ist G auflösbar (Satz I.6.5).
Sei 1 = G0 ⊴ . . . ⊴ Gm = G mit zyklischen Faktoren (Satz I.6.4). Für Ki := K(ζ)Gm−i gilt dann
Qn = K0 ⊆ . . . ⊆ Km = K(ζ). Für i = 1, . . . ,m ist Ki−1 ⊆ Km eine Galois-Erweiterung und wegen

Gal(Km|Ki) = Gal(Km|KGm−i
m ) = Gm−i ⊴Gm−i+1 = Gal(Km|Ki−1)

ist auch Ki−1 ⊆ Ki eine Galois-Erweiterung mit Gal(Ki|Ki−1) ∼= Gm−i+1/Gm−i (Satz I.10.11). Nach
Lagrange ist |Gm−i+1/Gm−i| ein Teiler von |G| und damit ein Teiler von |Gal(α)| = n wegen G ≤ Gal(α).
Nach Kummer existiert ein ai ∈ Ki mit Ki = Ki−1(ai) und ani ∈ Ki−1. Also ist Qn ⊆ K(ζ) eine
Radikalerweiterung und α ist auflösbar.

Satz I.14.10 (Cardano, del Ferro, Tartaglia, Ferrari). Polynome vom Grad ≤ 4 sind auflösbar.
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Beweis. Sei α ∈ Q[X] \ Q mit d := degα ≤ 4. Bemerkung I.10.5 liefert einen Monomorphismus
Gal(α) → Sd ≤ S4. Nach Beispiel I.6.6 ist S4 auflösbar und daher auch Gal(α). Die Behauptung folgt
nun mit Galois.

Lemma I.14.11. Ist σ ∈ S5 ein 5-Zyklus und τ ∈ S5 eine Transposition, so gilt S5 = ⟨σ, τ⟩.

Beweis. Sei σ = (a1, . . . , a5), τ = (b1, b2) und G := ⟨σ, τ⟩. Wegen σ = (a2, a3, a4, a5, a1) = . . . können
wir a1 = b1 annehmen. Wegen σi = (a1, ai+1, . . .) für 1 ≤ i ≤ 4 können wir a2 = b2 annehmen, indem
wir σ durch ein geeignetes σi ersetzen. Es gilt dann τστ−1 = (a1, a3, a4, a5, a2) /∈ ⟨σ⟩. Also enthält
G mindestens die beiden 5-Sylowgruppen ⟨σ⟩ und ⟨τστ−1⟩. Nach Sylow besitzt G mindestens sechs
5-Sylowgruppen. Diese liegen alle in G∩A5⊴G. Insbesondere ist |G∩A5| ≥ 6 · 4 = 24. Nach Satz I.6.13
ist A5 einfach und kann nach Beispiel I.3.17(iii) keine Untergruppe vom Index 2 enthalten. Daher gilt
A5 = G ∩A5 ≤ G. Wegen τ /∈ A5 folgt schließlich G = S5.

Satz I.14.12 (Abel, Ruffini1). Es gibt nicht-auflösbare Polynome vom Grad 5.

Beweis. Nach Eisenstein mit p = 2 ist α := X5 − 4X + 2 ∈ Q[X] irreduzibel. Nach Satz I.11.20
hat α paarweise verschiedene Nullstellen x1, . . . , x5 in einem Zerfällungskörper K ⊆ C. Also ist

5 = degα = |Q(x1) : Q|
∣∣ |K : Q| = |Gal(α)|.

Nach Cauchy besitzt Gal(α) ein Element der Ordnung 5. Bemer-
kung I.10.5 liefert einen Monomorphismus Γ: Gal(α) → Sym(x1, . . . , x5),
dessen Bild einen 5-Zyklus σ enthält. Wegen α′ = 5X4−4 hat der Graph
von α : R → R zwei Extremstellen, nämlich bei ± 4

√
4/5. Aus α(0) = 2

und α(1) = −1 folgt, dass α genau drei reelle Nullstellen hat (vgl. Bei-
spiel I.13.9). Die komplexe Konjugation auf K liefert dann eine Transpo-
sition τ im Bild von Γ. Nach Lemma I.14.11 ist ⟨σ, τ⟩ = Sym(x1, . . . , x5)

−1 1−1

2 α

und daher Gal(α) ∼= Γ(Gal(α)) ∼= S5. Da S5 nicht auflösbar ist (Satz I.6.13), folgt die Behauptung mit
Galois.

Bemerkung I.14.13.

(i) Der Beweis von Satz I.14.12 zeigt, dass die Abschätzung |L : K| ≤ deg(α)! im Satz von Kronecker
nicht verbessert werden kann.

(ii) Man muss sich klarmachen, dass n
√
z für z ∈ C lediglich ein Symbol für eine nicht näher bestimmte

Nullstelle von Xn − z ist (in der Analysis könnte man konkret n
√
z := exp(log(z)/n) mit dem

Hauptwert des komplexen Logarithmus definieren). Völlig gleichberechtigt könnte man ein neues
Symbol, sagen wir qn(z), für eine Nullstelle von Xn + X − z definieren und fragen, welche
Gleichungen sich nur mittels Grundrechenarten und qn lösen lassen. Tatsächlich zeigten Bring
und Jerrard, dass man jede Gleichung fünften Grades durch Grundrechenarten und Wurzelziehen
in die reduzierte Form X5 +X − z = 0 überführen kann.

(iii) Man kann Gleichungen fünften (und höheren) Grades durch modulare elliptische Funktionen oder
hypergeometrische Reihen „lösen“.2

(iv) Im Folgenden bestimmen wir Gal(α) als Permutationsgruppe auf den Nullstellen von α ∈ Q[X].
1Zur Geschichte siehe [M. I. Rosen, Nils Hendrik Abel and Equations of the Fifth Degree, Amer. Math. Monthly 102

(1995), 495–505]
2Siehe [King, Beyond the quartic equation, Birkhäuser, Boston, 1996]
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Definition I.14.14.

(i) Der Polynomring mit mehreren Unbekannten X1, . . . , Xn wird induktiv durch K[X1, . . . , Xn] :=
K[X1, . . . , Xn−1][Xn] definiert. Jedes Element in K[X1, . . . , Xn] hat dann die Form

α =
∑

i1,...,in≥0

ai1,...,inX
i1
1 . . . Xin

n

mit ai1,...,in ∈ K. Man setzt degα := sup{i1 + . . . + in : ai1,...,in ̸= 0}. Es gilt (weiterhin)
deg(αβ) = degα+ deg β und deg(α+ β) ≤ max{degα, deg β} mit Gleichheit falls degα ≠ deg β.

(ii) Ein Polynom α ∈ K[X1, . . . , Xn] heißt symmetrisch, falls α = α(Xπ(1), . . . , Xπ(n)) für jedes π ∈ Sn
gilt. Die elementarsymmetrischen Polynome der Ordnung n sind σ0 := 1 und

σk :=
∑

1≤i1<...<ik≤n
Xi1 . . . Xik ∈ K[X1, . . . , Xn] (k = 1, . . . , n).

Bemerkung I.14.15. Die symmetrischen Polynome bilden einen Teilring von K[X1, . . . , Xn] (vgl.
Bemerkung I.8.11).

Beispiel I.14.16.

(i) Offenbar ist XY 3 +X3Y −X − Y + 2 ∈ K[X,Y ] symmetrisch vom Grad 4.

(ii) Für n = 3 ist

σ0 = 1, σ1 = X1 +X2 +X3, σ2 = X1X2 +X1X3 +X2X3, σ3 = X1X2X3.

(iii) Im Allgemeinen ist deg σk = k für k = 0, . . . , n.

Satz I.14.17 (Vieta). Für α = Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a0 ∈ Q[X] mit Nullstellen x1, . . . , xn ∈ C gilt

an−k = (−1)kσk(x1, . . . , xn)

für k = 1, . . . , n.

Beweis.

α =

n∏
i=1

(X − xi) =

n∑
k=0

(
(−1)k

∑
1≤i1<...<ik≤n

xi1 . . . xik

)
Xn−k.

Beispiel I.14.18. Für α = X2 + aX + b mit Nullstellen x1 und x2 gilt x1 + x2 = −a sowie x1x2 = b.

Satz I.14.19 (Hauptsatz über symmetrische Polynome). Für jedes symmetrische α ∈ K[X1, . . . , Xn]
existiert genau ein γ ∈ K[X1, . . . , Xn] mit α = γ(σ1, . . . , σn).
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Beweis.
Existenz: Sei o. B. d.A.

α =
∑
i1,...,in

ai1,...,inX
i1
1 . . . Xin

n ̸= 0.

Wir ordnen die Tupel (i1, . . . , in) lexikografisch und argumentieren durch Induktion nach

f(α) := max
{
(i1, . . . , in) : ai1,...,in ̸= 0

}
.

Im Fall f(α) = (0, . . . , 0) ist γ := α = a0,...,0 ∈ K. Sei nun f(α) = (d1, . . . , dn) > (0, . . . , 0). Wegen
α = α(Xπ(1), . . . , Xπ(n)) für alle π ∈ Sn ist d1 ≥ . . . ≥ dn. Sei

β := ad1,...,dnσ
d1−d2
1 σd2−d32 . . . σ

dn−1−dn
n−1 σdnn .

Es gilt f(σdk−dk+1

k ) = (dk − dk+1)f(σk) = (dk − dk+1, . . . , dk − dk+1, 0, . . . , 0) und

f(β) = f(σd1−d21 ) + . . .+ f(σdnn ) = (d1, . . . , dn).

Das symmetrische Polynom α− β erfüllt daher f(α− β) < (d1, . . . , dn) und die Existenz von γ folgt
mit Induktion.

Eindeutigkeit: Seien γ, δ ∈ K[X1, . . . , Xn] mit γ(σ1, . . . , σn) = δ(σ1, . . . , σn). Für ρ := γ − δ ist
dann ρ(σ1, . . . , σn) = 0 und wir müssen ρ = 0 zeigen. Sei indirekt ρ ≠ 0. Sei d1 ≥ . . . ≥ dn das
lexikografisch größte n-Tupel, sodass der Koeffizient von Xd1−d2

1 Xd2−d3
2 . . . Xdn

n in ρ nicht verschwindet.
Wie oben gilt f(σd1−d21 . . . σdnn ) = (d1, . . . , dn). Für jeden weiteren Summanden Xe1−e2

1 . . . Xen
n von

ρ ist f(σe1−e21 . . . σenn ) < (d1, . . . , dn). Dies ergibt f(ρ(σ1, . . . , σn)) = (d1, . . . , dn) im Widerspruch zu
ρ(σ1, . . . , σn) = 0.

Beispiel I.14.20.

(i) Wir betrachten α = XY 3 +X3Y −X − Y ∈ K[X,Y ]. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis ist
f(α) = (3, 1) und

β := σ21σ2 = (X + Y )2XY = X3Y + 2X2Y 2 +XY 3.

Es folgt α− β = −2X2Y 2 −X − Y . Im nächsten Schritt ist f(α− β) = (2, 2) und

β2 := −2σ22 = −2X2Y 2.

Es bleibt α− β − β2 = −X − Y = −σ1. Schließlich ist

α = β + β2 − σ1 = σ21σ2 − 2σ22 − σ1 = γ(σ1, σ2)

mit γ = X2Y − 2Y 2 −X.

(ii) Für k ∈ N0 ist ρk = Xk
1 + . . .+Xk

n ∈ K[X1, . . . , Xn] symmetrisch. Für 0 ≤ l ≤ n− 1 sei

α(k, l) :=
n∑
i=1

Xk
i σl(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn).

Dann gilt

σiρk−i =


ρk = α(k, 0) falls i = 0,

α(k − i, i) + α(k − i+ 1, i− 1) falls 1 ≤ i ≤ k < n,

α(k − n+ 1, n− 1) falls i = n ≤ k.
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Als Teleskopsumme erhält man die Girard-Newton-Identitäten:

min{k,n}∑
i=0

(−1)iσiρk−i =

{
0 falls k ≥ n,

(−1)k(n− k)σk falls k < n

(beachte α(0, l) = (n− l)σl). Damit kann man ρk rekursiv durch σ0, . . . , σn ausdrücken.

Definition I.14.21. Sei α ∈ K[X] normiert mit Nullstellen x1, . . . , xn (mit Vielfachheiten) in einem
Zerfällungskörper L. Dann heißt

Dα :=
∏

1≤i<j≤n
(xi − xj)

2 ∈ L

die Diskriminante von α (hängt nicht von der Reihenfolge der xi ab).

Lemma I.14.22. Sei α ∈ K[X] normiert mit Nullstellen x1, . . . , xn. Dann gilt

Dα = (−1)(
n
2)α′(x1) . . . α

′(xn).

Beweis. Für i = 1, . . . , n gilt nach der Produktregel α′ =
∏
j ̸=i(X − xj) + (X − xi)

(∏
j ̸=i(X − xj)

)′

und α′(xi) =
∏
j ̸=i(xi − xj). Dies zeigt
n∏
i=1

α′(xi) =
∏
i<j

(xi − xj)(xj − xi) = (−1)(
n
2)
∏
i<j

(xi − xj)
2 = (−1)(

n
2)Dα.

Bemerkung I.14.23.

(i) Offenbar hat α genau dann nur einfache Nullstellen, wenn Dα ̸= 0. Ggf. ist K ⊆ L eine Galois-
Erweiterung nach Artin und Dα ∈ LGal(L|K) = K.

(ii) Man kann Dα als symmetrisches Polynom in x1, . . . , xn auffassen. Nach dem obigen Hauptsatz
und Vieta lässt sich Dα als Polynom in den Koeffizienten von α ausdrücken.

Beispiel I.14.24. Für α = X2 + aX + b erhält man

Dα = (x1 − x2)
2 = σ21 − 4σ2 = a2 − 4b.

Für α = X3+aX2+bX+c führt die Tschirnhaus-Transformation X 7→ X−a/3 zu einem reduzierten
Polynom der Form α = X3 + aX + b (dabei ändern sich weder Dα noch L). Nach Lemma I.14.22 gilt

−Dα = α′(x1)α
′(x2)α

′(x3) = (3x21 + a)(3x22 + a)(3x23 + a) =

= 27(x1x2x3)
2 + 9a

(
(x1x2)

2 + (x1x3)
2 + (x2x3)

2
)
+ 3a2(x21 + x22 + x23) + a3.

Mit

(x1x2x3)
2 = σ23 = b2,

(x1x2)
2 + (x1x3)

2 + (x2x3)
2 = (x1x2 + x1x3 + x2x3)

2 − 2x1x2x3(x1 + x2 + x3) = σ22 − 2σ3σ1 = a2,

x21 + x22 + x23 = (x1 + x2 + x3)
2 − 2(x1x2 + x1x3 + x2x3) = σ21 − 2σ2 = −2a

ergibt sich
Dα = −27b2 − 9a3 − 3a2(−2a)− a3 = −4a3 − 27b2.

Im Allgemeinen lässt sich die Diskriminante über Determinanten berechnen (Beispiel III.2.42).
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Satz I.14.25. Für jedes irreduzible α ∈ Q[X] gilt Gal(α) ≤ Adegα genau dann, wenn
√
Dα ∈ Q.

Beweis. Seien x1, . . . , xn die Nullstellen von α in einem Zerfällungskörper L ⊆ C. Als irreduzibles
Polynom hat α keine mehrfachen Nullstellen (Satz I.11.20) und Dα ̸= 0 folgt. Für Γ ∈ G := Gal(α) ≤ Sn
gilt

Γ(
√
Dα) =

∏
i<j

(Γ(xi)− Γ(xj)) = sgn(Γ)
√
Dα.

Also ist G ≤ An genau dann, wenn
√
Dα ∈ LG = Q.

Beispiel I.14.26.

(i) Sei α = X3+aX+b ∈ Q[X] irreduzibel mit a > 0. Nach Beispiel I.14.24 ist Dα = −4a3−27b2 < 0
und Gal(α) ∼= S3 folgt aus Satz I.14.25. Wegen α′ = 3X2 + a hat der Graph von α keine
Extremstellen und daher nur eine reelle Nullstelle. Die komplexe Konjugation liefert also eine
Transposition in Gal(α).

(ii) Nach Folgerung I.8.51 ist α = X3 − 3X + 1 irreduzibel mit Dα = 4 · 33 − 27 = 34 = 92. Daher gilt

G := Gal(α) ∼= A3
∼= C3

nach Satz I.14.25. Die komplexe Konjugation operiert somit trivial auf den Nullstellen von α, d. h.
α besitzt drei reelle Nullstellen. Insbesondere liegt der Zerfällungskörper K von α in R und hat
Grad 3 über Q. Ist K eine Radikalerweiterung, so existiert ein positives x ∈ Q mit K = Q( 3

√
x).

Nun muss G aber auch die Nullstellen von X3−x permutieren. Da zwei von diesen nicht-reell sind,
müsste 3

√
x unter G festbleiben. Dies widerspricht KG = Q. Also ist K keine Radikalerweiterung,

obwohl α auflösbar ist.

(iii) Mit einer Transformation wie in Beispiel I.14.24 kann man ein Polynom vom Grad 4 in die
reduzierte Form α = X4 + aX2 + bX + c ∈ Q[X] überführen. Sei α irreduzibel mit Nullstellen
x1, . . . , x4 in einem Zerfällungskörper L ⊆ C. Dann permutiert G := Gal(α) die Zahlen

y1 := x1x2 + x3x4, y2 := x1x3 + x2x4, y3 := x1x4 + x2x3.

Es gilt

y1 + y2 + y3 = σ2 = a,

y1y2 + y1y3 + y2y3 = σ1σ3 − 4σ4 = −4c,

y1y2y3 = σ21σ4 + σ23 − 4σ2σ4 = b2 − 4ac.

Nach Vieta sind y1, y2, y3 die Lösungen der kubischen Resolvente

β := Y 3 − aY 2 − 4cY − b2 + 4ac.

Wegen y1 − y2 = (x1 − x4)(x2 − x3) usw. gilt Dα = Dβ. Zerfällt β in Linearfaktoren über Q, so
ist G = ⟨(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)⟩ = V4. Hat β genau eine rationale Nullstelle, sagen wir y1, so gilt

C4
∼= ⟨(1, 3, 2, 4)⟩ ≤ G ≤ ⟨(1, 3, 2, 4), (1, 2)⟩

Aufgabe I.24∼= D8.

Ist schließlich β irreduzibel, so erhält man

G =

{
A4 falls

√
Dβ ∈ Q,

S4 falls
√
Dβ /∈ Q.
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I.15 Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Bemerkung I.15.1. Wir betrachten im Folgenden die Menge der komplexen Zahlen als zweidimensio-
nale Zeichenfläche.

Definition I.15.2. Sei M0 := {0, 1} ⊆ C und induktiv Mi−1 ⊆ C mit i ≥ 1. Sei G die Menge aller
Geraden in C, die durch zwei Punkte in Mi−1 verlaufen. Analog sei K die Menge aller Kreise in C,
deren Mittelpunkt in Mi−1 liegt und deren Radius gleich dem Abstand zweier Punkte in Mi−1 ist.
Schließlich sei Mi die Menge der Schnittpunkte von zwei verschiedenen Figuren aus G ∪ K. Ein Punkt
z ∈ C heißt (mit Zirkel und Lineal) konstruierbar , falls z ∈ M :=

⋃
i≥0Mi.

Beispiel I.15.3. Es gilt M1 :=
{
−1, 0, 1, 2, 12(1±

√
3i)

}
.

0 1

Lemma I.15.4. Die konstruierbaren Punkte bilden einen Teilkörper von C, der unter Quadratwurzel-
ziehen und komplexer Konjugation abgeschlossen ist.

Beweis.
Schritt 1: z ∈ M =⇒ |z| ∈ M.
Durch die Punkte 0, 1 ∈ M erhält man alle Schnittpunkte auf der x-Achse. Nun ist |z| der Schnittpunkt
der x-Achse mit dem Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius |z|.

Schritt 2: z ∈ M ⇐⇒ Re(z), Im(z) ∈ M.
Zieht man Kreise um 1 und −1 mit Radius 2 und verbindet die beiden
Schnittpunkte, so erhält man die y-Achse. Für ein beliebiges z ∈ M
konstruiert man Re(z), Im(z)i ∈ M, indem man das Lot auf der x- und
y-Achse fällt (siehe Abbildung). Mit Schritt 1 folgt auch Im(z) ∈ M.
Sind umgekehrt a, b ∈ M∩R gegeben, dann konstruiert man zunächst bi
und anschließend a+ bi als Schnittpunkt zweier Kreise (siehe Abbildung).

0 1

z

z

Re(z)

0 b a

bi
a+ bi
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Schritt 3: M∩ R ist ein Körper.
Nach Definition ist 0, 1 ∈ M ∩ R. Für a, b ∈ M ∩ R erhält man
a − b ∈ M ∩ R als Schnittpunkt der x-Achse mit dem Kreis mit
Mittelpunkt a und Radius b. Für a, b ∈ M ∩ R \ {0} erhält man
a/b ∈ M mit dem Strahlensatz (o. B. d.A. a, b > 0, siehe Abbildung). 0 a

a+ bi

i a+ i

a/b

Schritt 4: a ∈ M∩ R =⇒
√
a ∈ M.

Im Fall a < 0 ist
√
a =

√
|a|i. Wir können also a > 0 annehmen. Die

Behauptung folgt nun mit dem Satz des Pythagoras (siehe Abbildung):(a− 1

2

)2
+
√
a
2
=

(a+ 1

2

)2
.

−i

0

a−1
2 i

√
a

Schritt 5: M ist ein Körper.
Für z, w ∈ M ist z + w = Re(z) + Re(w) + Im(z)i + Im(w)i ∈ M nach den vorherigen Schritten. Für
z, w ∈ M \ {0} ist analog

z

w
=

zw

|w|2
=

Re(z)Re(w) + Im(z)Im(w)

|w|2
+

Im(z)Re(w)− Re(z)Im(w)

|w|2
i ∈ M.

Schritt 6: z ∈ M =⇒ z,
√
z ∈ M.

Die Behauptung z = Re(z)− Im(z)i ∈ M folgt sofort aus den bisherigen Schritten. Wegen
√
−z =

√
zi

können wir Im(z) ≥ 0 annehmen. Es gilt dann

√
z =

√
1

2

(
Re(z) +

√
Re(z)2 + Im(z)2

)
+

√
1

2

(
−Re(z) +

√
Re(z)2 + Im(z)2

)
i ∈ M

nach Schritt 4.

Satz I.15.5. Genau dann ist z ∈ C konstruierbar, wenn Körper Q = K0 ⊆ . . . ⊆ Kn mit |Ki : Ki−1| = 2
für i = 1, . . . , n und z ∈ Kn existieren.

Beweis. Sei zunächst Q = K0 ⊆ . . . ⊆ Kn mit |Ki : Ki−1| = 2 für i = 1, . . . , n und z ∈ Kn. Dann
existieren ai ∈ Ki−1 mit Ki = Ki−1(

√
ai) für i = 1, . . . , n (siehe Beweis von Satz I.12.23). Mit

Lemma I.15.4 ist a1 ∈ K0 = Q = P (M) ⊆ M, K1 = K0(
√
a1) ⊆ M und induktiv z ∈ Kn ⊆ M.

Sei nun umgekehrt z konstruierbar, d. h. z ∈ Mk für ein k ≥ 0. Wir argumentieren durch Induktion nach
k. Im Fall k = 0 ist Q(z) = Q und die Behauptung gilt für n = 0. Sei also k ≥ 1. Dann ergibt sich z durch
eine Konstruktion aus a1, . . . , al ∈ Mk−1. Nach Induktion existieren Körper Q = Ki,0 ⊆ . . . ⊆ Ki,mi

mit ai ∈ Ki,mi und |Ki,j : Ki,j−1| = 2 für j = 1, . . . ,mi und i = 1, . . . , l. Komplexe Konjugation liefert
eine analoge Erweiterungskette für ai. Wie oben ergeben sich all diese Erweiterungen durch iterative
Adjunktion von Quadratwurzeln. Adjungiert man all diese Quadratwurzeln nacheinander, so erhält man

Q = K0 ⊆ . . . ⊆ Kn

mit a1, . . . , al, a1, . . . , al ∈ Kn und |Ki : Ki−1| = 2 für i = 1, . . . , n. Wir unterscheiden nun die drei
Konstruktionsprinzipien.

Fall 1: z ist Schnittpunkt von zwei verschiedenen Geraden.
Dann existieren a, b, c, d ∈ Kn und r, s ∈ R mit z = a+ rb = c+ sd. Also ist (r, s) die einzige Lösung
des Gleichungssystems (

Re(b) −Re(d)
Im(b) −Im(d)

)(
x
y

)
=

(
Re(c− a)
Im(c− a)

)
.
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Wegen Re(a) = (a+ a)/2 ∈ Kn usw. folgt r ∈ Kn und z = a+ rb ∈ Kn nach Lemma I.15.4.

Fall 2: z ist Schnittpunkt einer Geraden und eines Kreises.
Dann existieren a, b, c ∈ Kn, r ∈ Kn ∩ R und s ∈ R mit z = a+ sb und

Re(a+ sb− c)2 + Im(a+ sb− c)2 = r2.

Dies ist eine quadratische Gleichung für s mit Koeffizienten in Kn. Also liegen s und z in einer
quadratischen Erweiterung von Kn. Die Behauptung folgt mit Lemma I.15.4.

Fall 3: z ist Schnittpunkt von zwei verschiedenen Kreisen.
Dann existieren ai ∈ Kn und ri ∈ Kn ∩ R mit Re(z − ai)

2 + Im(z − ai)
2 = r2i für i = 1, 2. Subtraktion

ergibt
Re(a1 − a2)Re(z) + Im(a1 − a2)Im(z) ∈ Kn ∩ R. (I.15.1)

Da die Mittelpunkte a1 und a2 der Kreise verschieden sind, beschreibt (I.15.1) eine Gerade, auf der
mindestens zwei Punkte aus Kn liegen. Die Behauptung folgt nun mit Fall 2.

Folgerung I.15.6. Ist z ∈ C konstruierbar, so ist |Q(z) : Q| eine 2-Potenz. Insbesondere ist z
algebraisch über Q.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz I.15.5 gilt |Q(z) : Q|
∣∣ |Kn : K0| = 2n.

Bemerkung I.15.7.

(i) Satz I.15.5 zeigt, dass M der „kleinste“ Teilkörper von C ist, der unter Quadratwurzelziehen
abgeschlossen ist.

(ii) Die Umkehrung von Folgerung I.15.6 ist falsch: Nach Eisenstein mit p = 2 ist α = X4 + 2X − 2 ∈
Q[X] irreduzibel mit kubischer Resolvente β = Y 3 + 8Y − 4 (siehe Beispiel I.14.26). Da β keine
ganzzahlige Nullstelle hat, ist β irreduzibel nach Folgerung I.8.51. Wegen Dα = Dβ < 0 ist
G := Gal(α) ∼= S4. Für eine Nullstelle z von α in einem Zerfällungskörper L ist |Q(z) : Q| = 4
und H := Gal(L|Q(z)) ≤ G hat Ordnung 6. Nach Sylow besitzt G genau vier 3-Sylowgruppen,
von denen genau eine, sagen wir P , in H liegt. Es folgt H = NG(P ). Existiert eine Untergruppe
H < K < G, so hätte man den Widerspruch

|Syl3(K)| = |K : NK(P )| = |K : H| = 2 ̸≡ 1 (mod 3).

Der Hauptsatz der Galois-Theorie impliziert, dass Q(z) keine Teilkörper vom Grad 2 über Q.
Somit ist z nicht konstruierbar, aber |Q(z) : Q| = 4.

Satz I.15.8 (Probleme der Antike).

(i) (Quadratur des Kreises) Mit Zirkel und Lineal lässt sich kein Quadrat konstruieren, das den
gleichen Flächeninhalt wie der Einheitskreis hat.

(ii) (Winkeldreiteilung) Nicht jeder Winkel lässt sich mit Zirkel und Lineal in drei gleichgroße Winkel
teilen.

(iii) (delisches Problem) Mit Zirkel und Lineal lässt sich kein Würfel konstruieren, der doppelt so groß
wie der Einheitswürfel ist.
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Beweis.

(i) Da der Einheitskreis Flächeninhalt π hat, beträgt die Seitenlänge des entsprechenden Quadrats√
π. Nach Lindemann sind π und

√
π transzendent. Die Behauptung folgt aus Folgerung I.15.6.

(ii) Nehmen wir an, dass man 120◦ dreiteilen kann. Dann kann man 40◦ konstruieren und damit eine
primitive 9-te Einheitswurzel ζ. Nach Satz I.12.12 ist |Q(ζ) : Q| = φ(9) = 6 keine 2-Potenz. Die
Behauptung folgt aus Folgerung I.15.6.

(iii) Die Kantenlänge des entsprechenden Würfels beträgt z := 3
√
2. Bekanntlich ist X3 − 2 das

Minimalpolynom von z und |Q(z) : Q| = 3 ist keine 2-Potenz. Wieder folgt die Behauptung aus
Folgerung I.15.6.

Lemma I.15.9. Ist 2n + 1 eine Primzahl mit n ∈ N, so ist n eine 2-Potenz.

Beweis. Besitzt n einen ungeraden Teiler q > 1, so ist

2n + 1 = (2n/q + 1)

q−1∑
i=0

(−2n/q)i (geometrische Reihe)

keine Primzahl.

Bemerkung I.15.10. Die Primzahlen der Form Fn := 22
n
+ 1 heißen Fermat-Primzahlen (vgl.

Aufgabe I.4). Die einzig bekannten sind F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257 und F4 = 65537. Es gilt

641 = 54 + 24 | 228(54 + 24) = 54 · 228 + 232,

641 = 5 · 27 + 1 | (5 · 27 + 1)(5 · 27 − 1)(52 · 214 + 1) = 54 · 228 − 1,

641
∣∣ (54 · 228 + 232)− (54 · 228 − 1) = 232 + 1 = F5 /∈ P.

Allgemeiner weiß man Fn /∈ P für n = 5, . . . , 32 (https://www.fermatsearch.org).

Satz I.15.11 (Gauss1). Genau dann lässt sich das regelmäßige n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruieren,
wenn n das Produkt einer 2-Potenz und paarweise verschiedenen Fermat-Primzahlen ist.

Beweis. Das regelmäßige n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn man eine primitive n-te Einheits-
wurzel ζ ∈ C konstruieren kann. Sei n = pa11 . . . pakk die Primfaktorzerlegung von n. Dann ist

|Q(ζ) : Q| I.12.12
= φ(n)

I.2.38
= pa1−1

1 (p1 − 1) . . . pak−1
k (pk − 1).

Ist ζ konstruierbar, so ist φ(n) nach Folgerung I.15.6 eine 2-Potenz. Dies zeigt pi = 2 oder paii ist eine
Fermat-Primzahl nach Lemma I.15.9 für jedes i ∈ {1, . . . , k}.

Ist umgekehrt n das Produkt einer 2-Potenz und paarweise verschiedenen Fermat-Primzahlen, so ist
φ(n) eine 2-Potenz. Nach Satz I.12.12 ist Q ⊆ Q(ζ) eine Galois-Erweiterung und G := Gal(Q(ζ)|Q) ist
eine 2-Gruppe. Nach Sylow existieren 1 = G0 < . . . < Gm = G mit |Gi : Gi−1| = 2 für i = 1, . . . ,m.
Für Ki := Q(ζ)Gm−i gilt dann Q = K0 ⊆ . . . ⊆ Km = Q(ζ) mit |Ki : Ki−1| = 2 für i = 1, . . . ,m nach
dem Hauptsatz der Galois-Theorie. Nach Satz I.15.5 ist ζ konstruierbar.

1Gauß schrieb dazu: „Durch angestrengtes Nachdenken über den Zusammenhang aller Wurzeln untereinander nach
arithmetischen Gründen glückte es mir, bei einem Ferienaufenthalt in Braunschweig am Morgen des gedachten Tages
(ehe ich aus dem Bette aufgestanden war) diesen Zusammenhang auf das klarste anzuschauen, so daß ich die spezielle
Anwendung auf das 17-Eck und die numerische Bestätigung auf der Stelle machen konnte.“
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Beispiel I.15.12.

(i) Das regelmäßige n-Eck lässt sich für n = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, . . . konstruieren.

(ii) (Konstruktion des regelmäßigen 5-Ecks) Für ζ := e2πi/5 und ω := ζ + ζ−1 = 2Re(ζ) gilt

0 = Φ5(ζ) = ζ4 + ζ3 + ζ2 + ζ + 1 = ζ2 + 2 + ζ−2 + ζ + ζ−1 − 1 = ω2 + ω − 1.

Dies zeigt Re(ζ) = ω
2 = 1

4(
√
5− 1) ∈ M (beachte: Re(ζ) > 0).

(1) Konstruiere i
2 . Nach Pythagoras hat die Strecke ( i

2 , 1) Länge√
5
2 .

(2) Halbiere den Winkel (0, i2 , 1). Die Winkelhalbierende teilt die
Strecke (0, 1) im Verhältnis der anliegenden Seiten (Winkelhal-
bierendensatz). Für den Schnittpunkt x ∈ R der Winkelhalbie-
renden mit der x-Achse gilt daher x

1−x = 1√
5
und

x =
1√
5 + 1

=

√
5− 1

4
= Re(ζ).

0
1

i
2

x

ζ

(3) Fälle das Lot bei x. Der Schnittpunkt des Lots mit dem Einheitskreis ist ζ.

(4) Trage die Strecke (1, ζ) dreimal auf dem Einheitskreis ab.

(5) Verbinde die entstandenen Punkte.

Bemerkung I.15.13. Nach Gauß lässt sich ζ := e2πi/17 konstruieren. In der Tat ist

Re(ζ) =
1

16

(
2

√
17 + 3

√
17−

√
34− 2

√
17− 2

√
34 + 2

√
17 +

√
34− 2

√
17 +

√
17− 1

)
(ohne Beweis).

Satz I.15.14 (Mohr, Mascheroni). Jeder konstruierbare Punkt lässt sich auch nur mit Zirkel
konstruieren.

Beweis. Siehe zum Beispiel [N. Hungerbühler, A short elementary proof of the Mohr-Mascheroni
Theorem, Amer. Math. Monthly 101 (1994), 784–787].
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Aufgaben

Zahlentheorie

Aufgabe I.1 (3 Punkte). Lösen Sie die Gleichung

x3 − 3x2 + x− 1 = 0

in C.

Aufgabe I.2 (3 Punkte). Berechnen Sie ggT(813, 1329) und finden Sie a, b ∈ Z mit

813a+ 1329b = ggT(813, 1329).

Aufgabe I.3 (2 Punkte). Sei 2 ≤ b ∈ N. Zeigen Sie, dass sich jedes n ∈ N0 eindeutig in der Form

n =
∞∑
i=0

nib
i (b-adische Entwicklung)

mit 0 ≤ ni ≤ b− 1 für i ≥ 0 schreiben lässt.

Aufgabe I.4 (2 + 2 + 2 Punkte). Für n ∈ N0 sei Fn := 22
n
+ 1. Zeigen Sie:

(a)
∏n−1
k=0 Fk = Fn − 2 für n ∈ N0.

(b) ggT(Fn, Fm) = 1 für n ̸= m.

(c) Geben Sie mit Hilfe von (b) einen neuen Beweis für |P| = ∞.

Aufgabe I.5 (2 + 2 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass es unendlich viele Primzahlen der Form 4n− 1 gibt.
Hinweis: Untersuchen Sie die Primteiler von 4p1 . . . pk − 1 mit p1, . . . , pk ∈ P.

(b) Zeigen Sie, dass es unendlich viele Primzahlen der Form 6n− 1 gibt.

Aufgabe I.6 (2 Punkte). Bestimmen Sie die kleinste natürliche Zahl n mit der Eigenschaft

∀p ∈ P : p | n ⇐⇒ (p− 1) | n.

Hinweis: Die Lösung hat Bezug zu Jena.

Aufgabe I.7 (2 + 2 + 2 Punkte).

(a) Berechnen Sie kgV(10.403, 10.807).
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(b) Lösen Sie die Gleichung 47x ≡ 27 (mod 89) in Z.

(c) Lösen Sie das System

x ≡ 11 (mod 37),

2x ≡ 13 (mod 41).

Aufgabe I.8 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei n ∈ N. Zeigen Sie:

(a) Genau dann ist n durch 3 (bzw. 9) teilbar, wenn die Quersumme von n durch 3 (bzw. 9) teilbar ist.
(Die Quersumme ist die Summe der Dezimalziffern.)

(b) Genau dann ist n durch 11 teilbar, wenn die alternierende Summe der Dezimalziffern von n durch
11 teilbar ist. (Es spielt keine Rolle, ob man die Summe von links oder rechts beginnt.)

(c) Wir gruppieren nun die Dezimalziffern in 3er Blöcke beginnend von rechts. Genau dann ist n durch
7 teilbar, wenn die alternierende Summe dieser Blöcke durch 7 teilbar ist (Beispiel: 12.345.678 →
678− 345 + 12 = 345 = 7 · 50− 5 ≡ 2 (mod 7)).

Aufgabe I.9 (3 Punkte). (Wilson) Sei 2 ≤ n ∈ N. Zeigen Sie, dass n genau dann eine Primzahl ist,
wenn

(n− 1)! ≡ −1 (mod n)

gilt.

Aufgabe I.10 (3 Punkte). (Lamé) Wie groß müssen a, b ∈ N mindestens sein, damit der euklidische
Algorithmus zur Berechnung von ggT(a, b) genau k ∈ N Iterationen durchläuft?
Hinweis: Die Lösung führt auf eine bekannte Zahlenfolge.

Aufgabe I.11 (3 Punkte). Fünf Piraten und ein Affe stranden auf einer einsamen Insel. Am ersten Tag
sammeln Sie n Kokosnüsse. In der folgenden Nacht wacht ein Pirat auf, um sich seinen Anteil zu sichern.
Er teilt den Haufen der Kokosnüsse in fünf gleichgroße Teile, wobei eine Kokosnuss übrig bleibt, die er
dem Affen schenkt. Danach bringt er einen der fünf Teile in ein Geheimversteck und legt sich wieder
schlafen. Kurze Zeit später wacht auch der zweite Pirat auf, um die gleiche Prozedur durchzuführen
(wieder bleibt eine Nuss für den Affen übrig). Im weiteren Verlauf der Nacht führen auch die übrigen
drei Piraten diese Prozedur durch. Am nächsten Morgen wird der verbleibende Haufen zu gleichen
Teilen an die fünf Piraten verteilt, wobei diesmal keine Nuss übrig bleibt. Wie groß war n mindestens?

Aufgabe I.12 (2 + 2 Punkte).

(a) Bestimmen Sie alle n ∈ N mit φ(n) = 14.

(b) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von 626.257.
Hinweis: Hilft es, wenn man φ(626.257) = 624.640 weiß?

Aufgabe I.13 (3 Punkte). Zeigen Sie, dass es 48 aufeinander folgende natürliche Zahlen gibt, die alle
einen quadratischen Teiler haben.
Hinweis: Verwenden Sie den chinesischen Restsatz.

Aufgabe I.14 (3 Punkte). Zeigen Sie ggT(an − 1, am − 1) = aggT(n,m) − 1 für a, n,m ∈ N.
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Gruppentheorie

Aufgabe I.15 (1 + 1 + 1 + 1 Punkte). Bestimmen Sie die Zyklentypen der Elemente in S5. Wie viele
Elemente gibt es von jedem Typ? Welche Ordnung und welches Vorzeichen haben diese Elemente?

Aufgabe I.16 (3 Punkte). Zeigen Sie:

V4 :=
{
1, (1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)

}
=

〈
(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4)

〉
⊴ S4.

Man nennt V4 die Kleinsche Vierergruppe.

Aufgabe I.17 (2 + 2 Punkte). Seien H ≤ G Gruppen. Zeigen Sie:

(a) HG :=
⋂
g∈G gHg

−1 ist der „größte“ Normalteiler von G, der in H liegt, d. h. für N ⊴G mit N ⊆ H
gilt N ⊆ HG.

(b) HG := ⟨
⋃
g∈G gHg

−1⟩ ist der „kleinste“ Normalteiler von G, der H enthält, d. h. für N ⊴ G mit
H ⊆ N gilt HG ⊆ N .

Aufgabe I.18 (3 + 2 Punkte). Zeigen Sie, dass für jede Gruppe G die folgenden Aussagen äquivalent
sind:

(1) G ist abelsch.

(2) G→ G, g 7→ g−1 ist ein Automorphismus.

(3) G→ G, g 7→ g2 ist ein Endomorphismus.

Wann ist G→ G, g 7→ g2 ein Automorphismus (nehmen Sie dafür |G| <∞ an)?

Aufgabe I.19 (2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Sei G eine Gruppe und U, V,W ≤ G. Zeigen Sie:

(a) U ⊆ V =⇒ |G : U | = |G : V ||V : U |.

(b) U ∪ V ≤ G ⇐⇒ U ∪ V ∈ {U, V }.

(c) UV ≤ G ⇐⇒ UV = V U .

(d) |UV | = |U : U ∩ V ||V | = |V : U ∩ V ||U |.

(e) U ⊆W =⇒ UV ∩W = U(V ∩W ).

(f) Sind |G : U | und |G : V | endlich und teilerfremd, so ist |G : U ∩ V | = |G : U ||G : V | und G = UV .

Aufgabe I.20 (2 + 2 Punkte). Für 3 ≤ n ∈ N sei

D2n := ⟨σ, τ⟩ ≤ Sym(C)

mit σ(z) := e
2πi
n z und τ(z) := z (komplexe Konjugation) für z ∈ C. Zeigen Sie:

(a) ⟨σ⟩⊴D2n und |D2n| = 2n.
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(b) Ist ∆ ⊆ C das regelmäßige n-Eck in der komplexen Ebene mit Mittelpunkt 0 und Eckpunkt 1 (also
die konvexe Hülle der n-ten Einheitswurzeln), so gilt

D2n = {α : C → C : α(∆) = ∆, |α(x)− α(y)| = |x− y| ∀x, y ∈ C},

d. h. D2n ist die Symmetriegruppe des regelmäßigen n-Ecks.

Man nennt D2n Diedergruppe der Ordnung 2n.

Aufgabe I.21 (1 + 1 + 1 + 1 Punkte).

(a) Konstruieren Sie Gruppen U, V ≤ G mit UV ≰ G.

(b) Konstruieren Sie einen Gruppenhomomorphismus f : G→ H mit f(G) ⋬ H.

(c) Konstruieren Sie Gruppen N ⊴M ⊴G mit N ⋬ G.

(d) Zeigen Sie, dass A4 keine Untergruppe der Ordnung 6 besitzt.

Aufgabe I.22 (2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Sei G eine Gruppe und g ∈ G. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung αg : G → G, x 7→ gxg−1 ist ein Automorphismus. Man nennt αg den von g
induzierten inneren Automorphismus.

(b) Die Abbildung α : G→ Aut(G), g 7→ αg ist ein Homomorphismus. Man nennt Inn(G) := α(G) ≤
Aut(G) die innere Automorphismengruppe von G.

(c) Es gilt G/Z(G) ∼= Inn(G).

(d) Ist G/Z(G) zyklisch, so ist G abelsch (d. h. G/Z(G) = 1).

(e) Es gilt Inn(G)⊴Aut(G). Man nennt Out(G) := Aut(G)/Inn(G) die äußere Automorphismengruppe.

(f) Für H ≤ G ist NG(H)/CG(H) zu einer Untergruppe von Aut(H) isomorph.

Aufgabe I.23 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass jede Gruppe der Ordnung 220 einen Normalteiler der
Ordnung 55 besitzt.
Hinweis: Konstruieren Sie zunächst einen kleineren Normalteiler und verwenden Sie anschließend den
zweiten Isomorphiesatz.

Aufgabe I.24 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass die 2-Sylowgruppen von S4 zu D8 isomorph sind.
Hinweis: Untersuchen Sie die Operation von D8 auf der Menge der vierten Einheitswurzeln (siehe
Aufgabe I.20).

Aufgabe I.25 (2 + 2 Punkte). Seien H ≤ G Gruppen mit n := |G : H| <∞. Zeigen Sie:

(a) |G : HG| ≤ n! mit der Bezeichnung aus Aufgabe I.17.

(b) Ist G endlich und n der kleinste Primteiler von |G|, so ist H ⊴ G (dies verallgemeinert Bei-
spiel I.3.17(iii)).

Hinweis: Untersuchen Sie die Operation von G auf G/H (Bemerkung I.4.6(i)).
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Aufgabe I.26 (2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Sei G eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 8. Zeigen
Sie:

(a) G besitzt ein Element x der Ordnung 4.
Hinweis: Aufgabe I.18.

(b) Für y ∈ G \ ⟨x⟩ gilt y4 = 1 und yx = x−1y.

(c) Die Multiplikationstabelle von G ist durch die Ordnung von y eindeutig bestimmt.

(d) Im Fall y2 = 1 ist G ∼= D8.

(e) Im Fall y2 ̸= 1 ist

G ∼= Q8 :=
〈( i 0

0 −i

)
,

(
0 1
−1 0

)〉
≤ GL(2,C)

mit i =
√
−1. Man nennt Q8 Quaternionengruppe der Ordnung 8.

Hinweis: Es genügt zu zeigen, dass Q8 die gewünschten Eigenschaften hat.

(f) Konstruieren Sie alle Gruppen der Ordnung 8 bis auf Isomorphie.
Hinweis: Zeigen Sie D8 ≇ Q8, indem Sie Elemente der Ordnung 2 zählen.

Aufgabe I.27 (3 Punkte). Wie viele Würfel mit einfarbigen Seitenflächen gibt es, wenn fünf Farben
zur Verfügung stehen?
Hinweis: Beachten Sie, dass sich gespiegelte Würfel unterscheiden lassen.

Aufgabe I.28 (2 Punkte). Bestimmen Sie alle abelschen Gruppen der Ordnung 720 bis auf Isomorphie.

Aufgabe I.29 (2 + 2 Punkte).

(a) SeiG eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass eindeutig bestimmte Zahlen d1, . . . , dn ∈ N\{1}
mit G ∼= Cd1 × . . .× Cdn und d1 | d2 | . . . | dn existieren.

(b) Sei N ⊴ G ∼= Cq1 × . . . × Cqn mit Primzahlpotenzen q1, . . . , qn. Zeigen Sie, dass Teiler ri | qi für
i = 1, . . . , n existieren mit G/N ∼= Cr1 × . . .× Crn .

Aufgabe I.30 (1 + 1 + 1 + 1 Punkte). Zeigen Sie, dass alle Gruppen der Ordnungen 40, 42, 45, 56
auflösbar sind.

Aufgabe I.31 (2 + 2 + 2 Punkte). Für eine Gruppe G und x, y ∈ G nennt man [x, y] := xyx−1y−1

den Kommutator von x und y. Außerdem ist

G′ := ⟨[x, y] : x, y ∈ G⟩

die Kommutatorgruppe von G. Mit G(0) := G sei G(n+1) := (G(n))′ für n ≥ 0. Zeigen Sie:

(a) Aus G′ ⊆ H ≤ G folgt H ⊴G und G/H ist abelsch.
Hinweis: Betrachten Sie zunächst den Fall G′ = H und verwenden Sie für den allgemeinen Fall den
zweiten Isomorphiesatz.

(b) Ist N⊴G mit abelscher Faktorgruppe G/N , so gilt G′ ≤ N . (Daher ist G′ der „kleinste“ Normalteiler
mit abelscher Faktorgruppe.)

104



(c) Sei nun |G| <∞. Genau dann ist G auflösbar, wenn ein n ∈ N mit G(n) = 1 existiert.
Hinweis: Argumentieren Sie durch Induktion nach |G|.

Aufgabe I.32 (2 + 2 Punkte). Für eine endliche Gruppe G und einen Primteiler p von |G| sei

Ω := {(x1, . . . , xp) ∈ Gp : x1 . . . xp = 1}.

(a) Zeigen Sie, dass Z/pZ auf Ω operiert durch

k+pZ(x1, . . . , xp) := (x1+k, . . . , xp+k),

wobei die Indizes modulo p zu lesen sind.

(b) (McKay) Benutzen Sie die Bahnengleichung, um den Satz von Cauchy abzuleiten.

Aufgabe I.33 (2 Punkte). Zeigen Sie Aut(S3) ∼= S3.

Aufgabe I.34 (2 Punkte). (Landau) Sei n ∈ N. Zeigen Sie, dass es nur endlich viele endliche Gruppen
G mit k(G) = n gibt.
Hinweis: Zeigen Sie, dass die Klassengleichung in der Form 1 = 1

|CG(x1)| + . . . + 1
|CG(xn)| nur endlich

viele Lösungen besitzt.

Aufgabe I.35 (3 Punkte). Zeigen Sie, dass die Potenzmenge P(Ω) einer endlichen Menge Ω mit der
symmetrischen Differenz

A⊖B := (A ∪B) \ (A ∩B) (A,B ⊆ Ω)

zu einer Gruppe wird und bestimmen Sie deren Isomorphietyp.

Ringtheorie

Aufgabe I.36 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass jeder endliche Integritätsbereich ein Körper ist.

Aufgabe I.37 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Sei R ein Ring und I, J ⊴R. Zeigen Sie:

(a) I ∩ J ⊴R.

(b) I + J := {x+ y : x ∈ I, y ∈ J}⊴R.

(c) IJ :=
{∑k

i=1 xiyi : k ∈ N, xi ∈ I, yi ∈ J
}
⊴R.

(d) IJ ⊆ I ∩ J ⊆ I + J .

Aufgabe I.38 (2 + 2 Punkte). Sei R ein Ring mit Teilring S ⊆ R und I, J ⊴R mit I ⊆ J . Beweisen
Sie:

(a) S + I ist ein Teilring von R, I ⊴ S + I, S ∩ I ⊴ S und S/(S ∩ I) ∼= (S + I)/I.

(b) J/I ⊴R/I und (R/I)/(J/I) ∼= R/J .
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Hinweis: Verwenden Sie den Homomorphiesatz.

Aufgabe I.39 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei K ein Körper und n ∈ N. Zeigen Sie:

(a) Die oberen Dreiecksmatrizen bilden einen Teilring R von Kn×n.

(b) Die oberen Dreiecksmatrizen mit Nullen auf der Hauptdiagonale bilden ein Ideal I von R.

(c) Es existiert ein Ringisomorphismus R/I ∼= Kn.

Aufgabe I.40 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Sei R ein Integritätsbereich.

(a) Zeigen Sie, dass
(x, y) ∼ (x′, y′) :⇐⇒ xy′ = x′y

eine Äquivalenzrelation auf R× (R \ {0}) definiert. Sei [x, y] die Äquivalenzklasse von (x, y).

(b) Zeigen Sie, dass Q(R) := {[x, y] : x, y ∈ R, y ̸= 0} mit den Verknüpfungen

[a, b] + [c, d] := [ad+ bc, bd],

[a, b] · [c, d] := [ac, bd]

zu einem Körper wird. Man nennt Q(R) den Quotientenkörper von R.

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung R → Q(R), x 7→ [x, 1] ein Ringmonomorphismus ist. Auf diese
Weise kann man R als Teilring von Q(R) auffassen.

(d) (Universelle Eigenschaft) Für jeden Körper K und jeden Ringmonomorphismus f : R→ K existiert
genau ein Körperhomomorphismus g : Q(R) → K mit g([x, 1]) = α(x) für x ∈ R, d. h. g setzt f
fort. Daher ist Q(R) der „kleinste“ Körper, der R enthält.

Bemerkung: Dies verallgemeinert die Konstruktion von Q aus Z.

Aufgabe I.41 (2 + 2 Punkte).

(a) Schreiben Sie (Z/2200Z)× als direktes Produkt zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

(b) Bestimmen Sie alle Erzeuger von (Z/22Z)×.

Aufgabe I.42 (1 + 3 Punkte).

(a) Bestimmen Sie die Periodenlänge in der Dezimalbruchentwicklung von 1/22 und 1/23.

(b) Sei n ∈ N mit ggT(n, 10) = 1. Zeigen Sie, dass die Periodenlänge ρ(n) in der Dezimalbruch-
darstellung von 1/n genau die Ordnung von 10 + nZ in (Z/nZ)× ist. Folgern Sie ρ(n) | φ(n).

Bemerkung: Eine offene Vermutung von Gauß besagt, dass es unendlich viele Primzahlen p mit
ρ(p) = p− 1 gibt.

Aufgabe I.43 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Sei 1 ̸= n ∈ N \ P mit an−1 ≡ 1 (mod n) für alle a ∈ Z mit
ggT(a, n) = 1. Zeigen Sie:

(a) (Korselt) Für jeden Primteiler p von n gilt n ≡ 1 (mod p− 1).
Hinweis: Die Gleichung an−1 ≡ 1 (mod n) beschränkt die Ordnung der Elemente in (Z/nZ)×.
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(b) n ist ungerade und quadratfrei.

(c) n besitzt mindestens drei Primteiler.

(d) Es gibt ein solches n. Man nennt n Carmichael-Zahl.

Bemerkung: Die Umkehrung vom „kleinen Fermat“ (Folgerung I.7.18) ist also falsch. Trotzdem ist das
ein brauchbarer Primzahltest.

Aufgabe I.44 (2 Punkte). Beweisen Sie, dass die Automorphismengruppe von (Z,+) zu C2 isomorph
ist.

Aufgabe I.45 (2 Punkte). (Universelle Eigenschaft des Polynomrings) Sei φ : R→ S ein Homomorphis-
mus kommutativer Ringe R,S und s ∈ S. Zeigen Sie, dass φ genau eine Fortsetzung φ̂ : R[X] → S[X]
mit φ̂(X) = s besitzt.

Aufgabe I.46 (2 + 2 Punkte). Sei K ein Körper und α ∈ K[X].

(a) Beschreiben Sie (K[X]/(α))×.

(b) Berechnen Sie (X3 +X + 1 + (α))−1 in F2[X]/(α) für α = X4 +X2 + 1 ∈ F2[X] (falls das Inverse
existiert).

Aufgabe I.47 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Untersuchen Sie, welche der folgenden Polynome irreduzibel in
Q[X] sind:

(a) X3 − 2X2 − 18X + 15

(b) X3 + 2
3X

2 + 1
3X + 1

(c) X4 + 4X2 +X + 6

(d) X5 + 20X + 16
Hinweis: Eisenstein.

Aufgabe I.48 (2 + 3 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass (2, X) kein Hauptideal in Z[X] ist und bestimmen Sie Z[X]/(2, X).

(b) Beweisen oder widerlegen Sie: Z[X]/(X2 − 1) ∼= Z2.

Aufgabe I.49 (2 + 2 Punkte). Zeigen Sie, dass

R :=
{
a+ b

1 +
√
−3

2
: a, b ∈ Z

}
ein Teilring von C ist und bestimmen Sie R×.
Bemerkung: Die Elemente von R heißen Eisenstein-Zahlen.
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Aufgabe I.50 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass

H :=

{(
a b

−b a

)
: a, b ∈ C

}
als Teilring von C2×2 ein nicht-kommutativer Schiefkörper ist. Man nennt H nach Hamilton den
Quaternionenschiefkörper (vgl. Aufgabe I.26).

Aufgabe I.51 (2 Punkte). Sei n ∈ N und d | n. Zeigen Sie, dass (Z/nZ)× → (Z/dZ)×, k+nZ 7→ k+dZ
ein wohldefinierter Gruppenepimorphismus ist.

Aufgabe I.52 (2 Punkte). Sei 2 < p ∈ P und a ∈ Z mit (Z/p2Z)× = ⟨a + p2Z⟩. Zeigen Sie
(Z/pnZ)× = ⟨a+ pnZ⟩ für alle n ≥ 2.

Körpertheorie

Aufgabe I.53 (2 + 2 Punkte). Zeigen Sie Aut(Q) = {idQ} und Aut(R) = {idR}.
Hinweis: Die zweite Aussage folgt aus der ersten, wenn Sie zeigen können, dass jeder Automorphismus
stetig ist. Benutzen Sie dafür, dass jede positive reelle Zahl eine reelle Quadratwurzel besitzt.

Aufgabe I.54 (4 Punkte). Entscheiden Sie, welche der folgenden Zahlen algebraisch über Q sind

5

√
1 +

√
2, e3πi/5,

√
2 +

3
√
5, π2i.

Hinweis: Sie dürfen die Transzendenz von π benutzen.

Weihnachtsrätsel (+3 Zusatzpunkte). Bestimmen Sie ohne Computer die 42. Nachkommastelle von(√
2 +

√
3
)666

.

Hinweis: Man kann Beispiel I.10.12 verwenden, aber es geht auch elementar.

Aufgabe I.55 (2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Nach Beispiel I.10.10 bildet der Zerfällungskörper K
von X3 − 2 eine Galois-Erweiterung über Q.

(a) Bestimmen Sie |K : Q|.

(b) Bestimmen Sie G := Gal(K|Q).

(c) Bestimmen Sie alle Untergruppen von G.

(d) Bestimmen Sie alle Teilkörper von K.

(e) Welche Teilkörper von K bilden Galois-Erweiterungen über Q?

(f) Finden Sie ein x ∈ K mit K = Q(x).

Bemerkung: Das ist die algebraische Version einer Kurvendiskussion.
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Aufgabe I.56 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass die Körper Q(
√
2) und Q(

√
3) nicht isomorph sind.

Aufgabe I.57 (2 Punkte). Sei K ein Körper mit charK ̸= 2 oder |K| < ∞. Zeigen Sie, dass jede
Körpererweiterung vom Grad 2 über K eine Galois-Erweiterung ist.

Aufgabe I.58 (2 + 2 Punkte). Sei K ein Körper und α ∈ K[X]. Die k-te Ableitung α(k) ist induktiv
definiert durch α(0) := α und α(k) := (α(k−1))′. Zeigen Sie für α, β ∈ K[X] und x ∈ K:

(a) (α(β))′ = α′(β)β′ (Kettenregel).

(b) α =
∑∞

k=0
α(k)(x)
k! (X − x)k, falls charK = 0 (Taylorreihe).

Aufgabe I.59 (4 Punkte). Konstruieren Sie F9 und geben Sie die entsprechenden Verknüpfungstabellen
an.

Aufgabe I.60 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei p ∈ P, k, n ∈ N und q := pk.

(a) Bestimmen Sie die Ordnungen von GL(n,Fq) und SL(n,Fq).
Hinweis: Eine quadratische Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Zeilen linear unabhängig
sind.

(b) Zeigen Sie, dass die oberen Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Hauptdiagonale eine p-Sylowgruppe
Pn von SL(n,Fq) bilden. Ist auch Pn ∈ Sylp(GL(n,Fq))?

(c) Zeigen Sie |Sylp(SL(2,Fp))| = p+ 1.
Hinweis: Der Normalisator von P2 enthält Diagonalmatrizen.

Aufgabe I.61 (2 + 2 Punkte). Sei Id(p) die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grad d über
Fp. Leiten Sie eine Formel für Id(p) her, indem Sie Möbius-Inversion (Satz I.2.42) auf Lemma I.11.17
anwenden. Berechnen Sie damit I12(2).

Aufgabe I.62 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass jeder Ring mit genau vier Elementen zu genau einem der
folgenden Ringe isomorph ist:

Z/4Z, F4, F2
2, F2[X]/(X2).

Aufgabe I.63 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei K := F2(X) der Körper der rationalen Funktionen über F2. Sei
L ein Zerfällungskörper von Y 2 −X über K[Y ]. Zeigen Sie:

(a) Der Frobenius-Homomorphismus auf K ist nicht surjektiv.

(b) |L : K| = 2.

(c) K ⊆ L ist keine Galois-Erweiterung.

Aufgabe I.64 (2 + 2 + 2 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass jedes irreduzible Polynom in R[X] Grad 1 oder 2 hat.

(b) Berechnen Sie das Kreisteilungspolynom Φ15.
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(c) Zeigen Sie Φ2n(X) = Φn(−X) für jede ungerade Zahl n > 1.

Aufgabe I.65 (3 Punkte). Bestimmen Sie alle Teilkörper von Q15 mit Grad 2 über Q.

Aufgabe I.66 (3 Punkte). Konstruieren Sie eine Galois-Erweiterung Q ⊆ K mit Gal(K|Q) ∼= C7.
Hinweis: Es genügt die Angabe eines primitiven Elements. Benutzen Sie dafür den Beweis von Satz 12.18.

Aufgabe I.67 (3 Punkte). Sei K ein Körper mit algebraischem Abschluss K. Seien K ⊆ L und K ⊆M
Galois-Erweiterungen mit L,M ⊆ K. Zeigen Sie, dass L und M genau dann K-isomorph sind, wenn
L =M .
Bemerkung: Im FallK ∈ {Q,R,Fp} kann man „K-isomorph“ durch „isomorph“ ersetzen, denn Aut(K) =
1.

Auflösbarkeit von Gleichungen

Aufgabe I.68 (2 Punkte). Schreiben Sie das symmetrische Polynom

X2Y 2 +X2Z2 + Y 2Z2 + 1

als Polynom elementarsymmetrischer Polynome.

Aufgabe I.69 (3 Punkte). Sei α ∈ Z[X] normiert. Zeigen Sie, dass Dα kongruent zu 0 oder 1 modulo
4 ist.
Hinweis: Für die Nullstellen x1, . . . , xn ∈ C von α gilt Dα =

∏
i<j

(
(xi + xj)

2 − 4xixj
)
.

Aufgabe I.70 (3 Punkte). Seien x, y, z ∈ C die Nullstellen von X3+2X2− 3X +1 ∈ Q[X]. Berechnen
Sie x3 + y3 + z3.
Hinweis: Man braucht dafür nicht x, y, z zu berechnen.

Aufgabe I.71 (3 Punkte). Lösen Sie das nicht-lineare Gleichungssystem

x+ y + z = 3,

x2 + y2 + z2 = 15,

x3 + y3 + z3 = 45.

Aufgabe I.72 (2 + 2 Punkte). Sei K ein Körper und G ≤ K× mit n := |G| <∞. Sei d | n.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe von Satz I.8.29, dass G höchstens φ(d) Elemente der Ordnung d besitzt.

(b) Folgern Sie mit Hilfe von Beispiel I.2.43, dass G zyklisch ist.

Bemerkung: Dies ist ein elementarer Beweis von Satz I.8.31.

Aufgabe I.73 (2 + 2 Punkte).

(a) Bestimmen Sie die Galoisgruppe von X4 −X3 + 1.
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(b) Konstruieren Sie ein Polynom α ∈ Q[X] mit Gal(α) ∼= A4.

Aufgabe I.74 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass jeder konstruierbare Punkt z ∈ C Nullstelle eines auflösbaren Polynoms in Q[X]
ist.

(b) Seien n,m ∈ N teilerfremd, sodass die regelmäßigen n- und m-Ecke konstruierbar sind. Zeigen Sie
ohne Verwendung von Satz I.15.11, dass das mn-Eck konstruierbar ist.

(c) Drücken Sie cos(2π2n ) für n ∈ N durch rationale Zahlen, Grundrechenarten und Quadratwurzeln aus.
Hinweis: Dies ist möglich, da das regelmäßige 2n-Eck konstruierbar ist.

(d) Begründen Sie, warum sich cos(2π/7) durch rationale Zahlen, Grundrechenarten, Quadratwurzeln
und kubischen Wurzeln ausdrücken lässt.
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II.1 Mengenlehre

Bemerkung II.1.1. In der linearen Algebra beweist man die Existenz von Basen für endlich erzeugte
Vektorräume. In Satz I.13.14 haben den algebraischen Abschluss für abzählbare Körper konstruiert. Um
diese und andere Aussagen ohne Endlichkeitsbedingung beweisen zu können, benötigt man Varianten
des Auswahlaxioms aus der Mengenlehre.

Satz II.1.2 (Cantor-Bernstein1). Seien A und B Mengen mit injektiven Abbildungen f : A→ B
und g : B → A. Dann sind A und B gleichmächtig.

Beweis. Wir definieren C0 := A \ g(B) und Cn := g(f(Cn−1)) für n ≥ 1. Weiter sei C :=
⋃∞
n=0Cn und

h : A→ B mit

h(x) :=

{
f(x) falls x ∈ C,

g−1(x) falls x /∈ C.

Im Fall x /∈ C ist x /∈ C0, d. h. x ∈ g(B). Folglich ist g−1(x) durch die Injektivität von g eindeutig
bestimmt und h ist wohldefiniert. Seien nun x, y ∈ A mit h(x) = h(y). Nehmen wir x ∈ C und y /∈ C
an. Dann ist f(x) = g−1(y) und g(f(x)) = y. Sei x ∈ Cn für ein n ≥ 0. Dann folgt der Widerspruch
y = g(f(x)) ∈ g(f(Cn)) = Cn+1 ⊆ C. Also gilt x, y ∈ C oder x, y /∈ C und man erhält x = y. Somit ist
h injektiv.

Sei nun y ∈ B beliebig. Im Fall g(y) /∈ C ist h(g(y)) = g−1(g(y)) = y. Sei also g(y) ∈ Cn für ein n ≥ 1.
Es existiert dann ein x ∈ Cn−1 mit g(f(x)) = g(y). Aus der Injektivität von g folgt h(x) = f(x) = y.
Also ist h auch surjektiv und bijektiv.

Definition II.1.3. Sei ≤ eine Ordnungsrelation (reflexiv, transitiv und antisymmetrisch) auf einer
Menge A und B ⊆ A.

(i) Wie üblich benutzen wir die Schreibweisen a ≥ a′ (falls a′ ≤ a), a < a′ (falls a ≤ a′ ≠ a) und
a > a′ (falls a′ ≤ a ̸= a′) für a, a′ ∈ A.

(ii) Ein b ∈ B heißt

• größtes Element von B, falls ∀b′ ∈ B : b′ ≤ b.

• maximales Element von B, falls ∄b′ ∈ B : b < b′.

(iii) Ein a ∈ A heißt obere Schranke von B, falls ∀b ∈ B : b ≤ a. Analog definiert man kleinstes
Element , minimales Element und untere Schranke.

(iv) Man nennt A total geordnet (oder Kette), falls ∀a, a′ ∈ A : (a ≤ a′ ∨ a′ ≤ a).2

(v) Man nennt A wohlgeordnet , falls jede nichtleere Teilmenge von A ein kleinstes Element enthält.

1auch Schröder-Bernstein-Satz genannt, siehe [A. Hinkis, Proofs of the Cantor-Bernstein Theorem, Springer, Heidelberg,
2013]

2Ist A endlich, so lassen sich die Elemente in einer „Kette“ anordnen A = {a1 < . . . < an}.
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Beispiel II.1.4. Die Teilbarkeitsrelation | auf A := {1, . . . , 10} ist eine Ordnungsrelation. Wegen
kgV(A) > 10 besitzt A kein größtes Element. Andererseits sind 6, . . . , 10 die maximalen Elemente von
A. Schließlich ist 6 die einzige obere Schranke von B := {2, 3}. Wegen 2 ∤ 3 ∤ 2 ist A nicht total geordnet.
Da B kein kleinstes Element besitzt, ist A auch nicht wohlgeordnet.

Bemerkung II.1.5.

(i) Im Allgemeinen existieren weder größte Elemente, noch maximale Elemente, noch obere Schranken.
Größte Elemente sind maximal und eindeutig, wenn sie existieren. Wohlgeordnete Mengen sind
stets total geordnet. Endliche total geordnete Mengen sind wohlgeordnet.

(ii) Im Folgenden benutzen wir das Auswahlaxiom: Ist (Mi)i∈I eine Familie von nichtleeren Mengen,
so ist auch das kartesische Produkt ×i∈IMi nichtleer.

Satz II.1.6 (Zorns Lemma). Sei M eine geordnete Menge, in der jede total geordnete Teilmenge eine
obere Schranke besitzt. Dann enthält M ein maximales Element.

Beweis (Weston). Da die leere Teilmenge eine obere Schranke besitzt, ist M selbst nicht leer. Nach
dem Auswahlaxiom existiert eine Funktion f , die jeder nichtleeren Teilmenge N ⊆ M ein Element
f(N) ∈ N zuordnet. Für jede total geordnete Teilmenge N ⊆M sei N̂ die Menge der oberen Schranken
von N in M \N (N̂ = ∅ ist möglich). Ein solches N heißt speziell, falls für alle A ⊆ N gilt

f(Â) ist minimal in Â ∩N oder Â ∩N = ∅.

Wir zeigen, dass die Vereinigung N0 aller speziellen Teilmengen total geordnet ist. Für x, y ∈ N0

existieren spezielle Teilmengen N1, N2 ⊆ M mit x ∈ N1 und y ∈ N2. Im Fall x ∈ N2 gilt x ≤ y oder
y ≤ x, da N2 total geordnet ist. Sei also x /∈ N2 und

A := {a ∈ N1 ∩N2 : a < x}.

Da N1 speziell ist und x ∈ Â ∩ N1, ist f(Â) ∈ N1 und f(Â) ≤ x. Im Fall Â ∩ N2 ̸= ∅ wäre analog
f(Â) ∈ N2 und man hätte den Widerspruch f(Â) ∈ A ∩ Â = ∅. Daher gilt y /∈ Â und es existiert ein
a ∈ A mit y < a < x, da N2 total geordnet ist.

Nun beweisen wir, dass N0 speziell ist. Sei dafür A ⊆ N0 mit Â ∩N0 ≠ ∅. Dann existiert eine spezielle
Teilmenge N ⊆ N0 mit f(Â) minimal in Â ∩ N . Wäre f(Â) nicht minimal in Â ∩ N0, so existiert
x ∈ Â ∩N0 mit x < f(Â). Man könnte aber N mit x ∈ N wählen und erhält auf diese Weise einen
Widerspruch. Also ist N0 speziell. Jetzt nehmen wir N̂0 ̸= ∅ an und betrachten die total geordnete
Menge

N1 := N0 ∪ {f(N̂0)}.
Sei A ⊆ N1 mit Â ∩N1 ̸= ∅. Im Fall Â ∩N0 ̸= ∅ ist f(Â) minimal in Â ∩N0 und auch in Â ∩N1. Sei
daher Â∩N0 = ∅, f(N̂0) ∈ Â und A ⊆ N0. Dann existiert für jedes x ∈ N0 ein a ∈ A mit x < a, da N0

total geordnet ist. Es folgt Â ⊆ N̂0 ⊆ Â. Also ist f(Â) = f(N̂0) minimal in {f(N̂0)} = N̂0∩N1 = Â∩N1.
Somit ist N1 speziell im Widerspruch zur Konstruktion von N0. Dies zeigt N̂0 = ∅. Nach Voraussetzung
existiert eine obere Schranke m ∈M von N0. Dabei gilt m ∈ N0 und m ist die einzige obere Schranke
von N0. Also ist m maximal in M .

Bemerkung II.1.7. Man kann zeigen, dass Zorns Lemma äquivalent zum Auswahlaxiom ist. Das
Gleiche gilt für den Wohlordnungssatz : Jede Menge kann wohlgeordnet werden. Außerdem gilt Zorns
Lemma auch in der dualen Version für untere Schranken und minimale Elemente, indem man ≤ durch
≥ ersetzt.
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Beispiel II.1.8. Sei F eine (endliche) Menge von Frauen und M eine Menge von Männern. Für f ∈ F
sei Mf ⊆M die Menge der Freunde von f . Damit jede Frau f einen Partner inMf findet, muss offenbar
|
⋃
e∈EMe| ≥ |E| für alle E ⊆ F gelten (Monogamie vorausgesetzt). Der nächste Satz zeigt, dass diese

Bedingung sogar hinreichend ist.

Satz II.1.9 (Halls Heiratssatz). Sei (Mi)i∈I eine Familie von Teilmengen einer Menge M mit
|I| <∞ oder ∀i ∈ I : |Mi| <∞. Genau dann existieren paarweise verschiedene xi ∈Mi für i ∈ I, wenn
|
⋃
i∈JMi| ≥ |J | für jede endliche Teilmenge J ⊆ I gilt.

Beweis. Für J ⊆ I schreiben wir MJ :=
⋃
i∈JMi. Nehmen wir an, dass paarweise verschiedene xi ∈Mi

existieren (man nennt (xi)i∈I ein Vertretersystem). Offenbar ist dann |MJ | ≥ |{xi : i ∈ J}| = |J | für
jede endliche Teilmenge J ⊆ I. Sei umgekehrt die Bedingung

|MJ | ≥ |J | (J ⊆ I, |J | <∞) (II.1.1)

erfüllt. Wir unterscheiden zwei Fälle:

Fall 1: |I| <∞.
Induktion nach n := |I|: Der Fall n ≤ 1 ist offensichtlich. Sei also n > 1 und o.B. d.A. I = {1, . . . , n}.
Eine Teilmenge J ⊆ I heißt kritisch, falls 1 ≤ |MJ | = |J | < n gilt.

Nehmen wir zunächst an, dass keine kritischen Teilmengen existieren. Wegen |M1| = |M{1}| ≥ 1
existiert ein x1 ∈M1. Für i ∈ J := {2, . . . , n} sei Ni :=Mi \ {x1}. Für jede Teilmenge K ⊆ J gilt dann
|NK | ≥ |MK | − 1 ≥ |K|, denn K ist nicht kritisch. Also erfüllt (Ni)i∈J Bedingung (II.1.1) und nach
Induktion existiert ein Vertretersystem (xi)i∈J von (Ni)i∈J . Sicher ist dann (xi)i∈I ein Vertretersystem
für (Mi)i∈I .

Nehmen wir schließlich an, dass eine kritische Teilmenge J ⊆ I existiert. Dann gilt 1 ≤ m := |J | =
|MJ | < n. Nach Induktion besitzt (Mi)i∈J ein Vertretersystem (xi)i∈J . Für i ∈ I \ J sei Ni :=Mi \MJ .
Für jede Teilmenge K ⊆ I \ J gilt dann

|NK | = |MK \MJ | = |MK∪J | − |MJ | ≥ |K ∪ J | −m = |K|+ |J | −m = |K|,

d. h. (Ni)i∈I\J erfüllt (II.1.1). Nach Induktion existiert ein Vertretersystem (xi)i∈I\J . Nach Konstruktion
ist dann (xi)i∈I ein Vertretersystem für (Mi)i∈I .

Fall 2: ∀i ∈ I : |Mi| <∞.
Sei M die Menge aller Familien (Ni)i∈I mit Ni ⊆ Mi (für alle i ∈ I), für die (II.1.1) gilt. Wegen
(Mi)i∈I ∈ M ist M nichtleer und durch

(Ni)i∈I ≤ (N ′
i)i∈I :⇐⇒ ∀i ∈ I : Ni ⊆ N ′

i

geordnet. Sei ∅ ≠ N ⊆ M eine total geordnete Teilmenge und Kj :=
⋂

(Ni)i∈I∈N Nj für j ∈ I. Dann ist
(Ki)i∈I ≤ (Ni)i∈I für alle (Ni)i∈I ∈ N . Sei J ⊆ I eine endliche Teilmenge und j ∈ J . Wegen |Mj | <∞
existiert eine endliche Teilmenge N1 ⊆ N mit

Kj =
⋂

(Ni)i∈I∈N1

Nj

für alle j ∈ J . Da N total geordnet ist, besitzt N1 ein kleinstes Element (Ni)i∈I . Offenbar ist dann
(Kj)j∈J = (Nj)j∈J . Insbesondere ist |KJ | = |NJ | ≥ |J |. Dies zeigt, dass (Ki)i∈I Bedingung (II.1.1)
erfüllt und somit eine untere Schranke von N in M ist. Nach Zorns Lemma existiert ein minimales
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Element (Ni)i∈I ∈ M. Da jedes Vertretersystem von (Ni)i∈I auch ein Vertretersystem von (Mi)i∈I ist,
können wir (Mi)i∈I durch (Ni)i∈I ersetzen und M = {(Mi)i∈I} annehmen.

Sei x ∈MI und Ni :=Mi \ {x} für i ∈ I. Wegen (Ni)i∈I /∈ M existiert eine endliche Teilmenge J ⊆ I
mit |MJ | − 1 ≤ |NJ | < |J | ≤ |MJ |. Es folgt |MJ | = |J | und x ∈MJ . Wir definieren nun

Ni :=

{
Mi falls i ∈ J,

Mi \MJ falls i ∈ I \ J.

Sei K ⊆ I endlich. Dann gilt

|NK | = |NK∩J ∪NK\J | = |MK∩J |+ |MK\J \MJ |
= |MK∩J |+ |MK∪J | − |MJ | ≥ |K ∩ J |+ |K ∪ J | − |J | = |K|.

Dies zeigt (Ni)i∈I ∈ M = {(Mi)i∈I} und Mi ∩MJ = ∅ für i ∈ I \ J . Es folgt MI\J ∩MJ = ∅. Nach
Fall 1 existieren paarweise verschiedene xi ∈Mi für i ∈ J . Setzt man nun

Ni :=

{
{xi} falls i ∈ J,

Mi falls i ∈ I \ J,

so erfüllt (Ni)i∈I wieder (II.1.1). Also gilt Mi = {xi} für i ∈ J . Da x beliebig gewählt war, gilt sogar
|Mi| = 1 für alle i ∈ I. Offenbar sind die Mi auch paarweise disjunkt und die Behauptung folgt.

Bemerkung II.1.10. Satz II.1.9 gilt nicht für |I| = ∞, wenn nicht alle Mi endlich sind: Wähle
I := N =:M1 und Mi := {i− 1} für i ≥ 2.
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II.2 Anwendungen von Zorns Lemma

Bemerkung II.2.1. Im Folgenden sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Eine Teilmenge S ⊆ V
heißt linear abhängig, falls paarweise verschiedene s1, . . . , sn ∈ S (n ∈ N) und λ1, . . . , λn ∈ K× mit∑n

i=1 λisi = 0 existieren. Anderenfalls heißt S linear unabhängig. Eine linear unabhängige Teilmenge
B ⊆ V heißt Basis von V , falls

V =
∑
b∈B

Kb =: SpanK B =: ⟨B⟩.

Der folgende Satz wird in der linearen Algebra nur für endlich erzeugte Vektorräume bewiesen.

Satz II.2.2 (Basisergänzungssatz). Sei V ein Vektorraum mit Erzeugendensystem E ⊆ V und linear
unabhängiger Teilmenge U ⊆ E. Dann existiert eine Basis B von V mit U ⊆ B ⊆ E. Insbesondere
besitzt jeder Vektorraum eine Basis.1

Beweis. Die Menge M aller linear unabhängigen Teilmengen M ⊆ V mit U ⊆ M ⊆ E ist wegen
U ∈ M nichtleer und durch ⊆ geordnet. Sei ∅ ≠ N ⊆ M eine total geordnete Teilmenge. Dann ist
U ⊆ W :=

⋃
M∈N M ⊆ E. Sei

∑n
i=1 λiwi = 0 mit λ1, . . . , λn ∈ K und w1, . . . , wn ∈ W paarweise

verschieden. Dann existieren M1, . . . ,Mn ∈ N mit wi ∈ Mi für i = 1, . . . , n. Da N total geordnet
ist, können wir M1 ⊆ M2 ⊆ . . . ⊆ Mn annehmen. Insbesondere ist w1, . . . , wn ∈ Mn. Da Mn linear
unabhängig ist, folgt λ1 = . . . = λn = 0. Daher ist W ∈ M eine obere Schranke von N . Nach Zorns
Lemma besitzt M ein maximales Element B. Nach Definition von M ist B linear unabhängig. Für
e ∈ E \B ist B ∪ {e} linear abhängig, denn B ⊊ B ∪ {e} ⊆ E. Also ist e ∈ ⟨B⟩ und V = ⟨E⟩ ⊆ ⟨B⟩.
Dies zeigt, dass B eine Basis von V ist. Die zweite Aussage folgt, indem man U = ∅ und E = V
wählt.

Folgerung II.2.3. Jeder Unterraum U eines Vektorraums V besitzt ein Komplement W ≤ V , d. h.
V = U ⊕W .

Beweis. Nach Satz II.2.2 lässt sich eine Basis C von U zu einer Basis B von V ergänzen. Die Behauptung
folgt dann mit W := ⟨B \ C⟩.

Satz II.2.4. Je zwei Basen eines Vektorraums sind gleichmächtig.

Beweis. Seien B und C Basen eines Vektorraums V . Für jedes b ∈ B existiert dann eine endliche
Teilmenge Cb ⊆ C mit b ∈ ⟨Cb⟩. Also gilt V = ⟨B⟩ ⊆ ⟨

⋃
b∈B Cb⟩ und

⋃
b∈B Cb = C, da C ein minimales

Erzeugendensystem von V ist. Sei B1 ⊆ B eine endliche Teilmenge und C1 :=
⋃
b∈B1

Cb. Dann ist B1

eine linear unabhängige Teilmenge im Vektorraum U := ⟨C1⟩ mit dimU = |C1| <∞. Aus der linearen
Algebra folgt |B1| ≤ |C1|. Nach dem Heiratssatz existieren paarweise verschiedene cb ∈ Cb für b ∈ B.
Die Abbildung B → C, b 7→ cb ist also injektiv. Aus Symmetriegründen muss es auch eine injektive
Abbildung C → B geben und die Behauptung folgt mit Cantor-Bernstein.

1In der Funktionalanalysis spricht man von Hamelbasen.
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Bemerkung II.2.5. Die Mächtigkeit einer Basis eines Vektorraums V nennt man wie üblich Dimension
von V . Nach Satz II.2.4 hängt dies nicht von der Wahl der Basis ab. Wir zeigen später, dass obige Sätze
auch für „Vektorräume“ über Schiefkörpern gelten (Satz II.9.11).

Beispiel II.2.6. Für jeden Körper K hat der Polynomring K[X] als K-Vektorraum die abzählbare
Basis 1, X,X2, . . .. Daher ist dimK[X] = ℵ0. Andererseits gilt dimQR > ℵ0.

Satz II.2.7 (Krull). Sei R ein Ring und I ◁R ein echtes Ideal. Dann existiert ein maximales Ideal
M von R mit I ⊆M . Insbesondere besitzt jeder Ring R ̸= {0} ein maximales Ideal.

Beweis. Die Menge M aller Ideale J ◁R mit I ⊆ J ist wegen I ∈ M nicht leer und durch ⊆ geordnet.
Sei ∅ ≠ N ⊆ M total geordnet. Dann ist 0 ∈ I ⊆ ∪N∈NN =: J . Für x, y ∈ J existieren X,Y ∈ N mit
x ∈ X und y ∈ Y . Da N total geordnet ist, gilt o. B. d. A. X ⊆ Y . Sicher ist dann x−y, ax, xa ∈ Y ⊆ J
für alle a ∈ R. Dies zeigt J ⊴R. Für alle N ∈ N gilt 1 /∈ N , denn anderenfalls wäre R = R1 ⊆ N . Also
ist 1 /∈ J und J ∈ M ist eine obere Schranke von N . Nach Zorn besitzt M ein maximales Element
M . Es gilt dann I ⊆M ◁R. Ist M ⊊ L⊴R, so ist L /∈ M und man erhält L = R. Daher ist M ein
maximales Ideal. Die zweite Aussage folgt, indem man I = {0} wählt.

Bemerkung II.2.8. In Definition I.14.14 haben wir den Polynomring K[X1, . . . , Xn] über einem
Körper K in endlich vielen Unbekannten X1, . . . , Xn definiert. Ist I eine beliebige Indexmenge, so
definieren wir

K[Xi : i ∈ I] :=
⋃
J⊆I

|J |<∞

K[Xj : j ∈ J ].

Jedes Element von K[Xi : i ∈ I] ist ein Polynom in endlich vielen Unbekannten. Daher ist K[Xi : i ∈ I]
(immer noch) ein Ring. Wir beweisen im Folgenden die Existenz und Eindeutigkeit des algebraischen
Abschlusses eines beliebigen Körpers (vgl. Satz I.13.14).

Satz II.2.9. Jeder Körper K besitzt einen algebraischen Abschluss.

Beweis. Sei R := K[Xα : α ∈ K[X] \K] und

I := (α(Xα) : α ∈ K[X] \K)⊴R.

Nehmen wir I = R an. Dann existieren α1, . . . , αn ∈ K[X] \K und β1, . . . , βn ∈ R mit

1 = β1α1(Xα1) + . . .+ βnαn(Xαn) ∈ I. (II.2.1)

Nach Kronecker existiert ein Zerfällungskörper L von α1 . . . αn. Seien x1, . . . , xn ∈ L mit αi(xi) = 0 für
i = 1, . . . , n. Ersetzt man jedesXαi in (II.2.1) durch xi, so erhält man den Widerspruch 1 = 0 in L. Daher
ist I ̸= R. Nach Krull existiert ein maximales Ideal M ◁R mit I ⊆M . Nach Satz I.7.12 ist K1 := R/M
ein Körper und die kanonische Abbildung Γ: K → K1, a 7→ a+M ist ein Körperhomomorphismus. Da
Γ nach Lemma I.8.41 injektiv ist, können wir K durch Γ(K) ersetzen und somit K ⊆ K1 annehmen.
Für α ∈ K[X] \K sei xα := Xα +M ∈ K1. Wegen

α(xα) = α(Xα +M) = α(Xα) +M ∈ (I +M)/M = 0
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besitzt jedes α eine Nullstelle in K1. Außerdem sind die xα algebraisch über K. Da jedes Element in
K1 die Form∑

i1,...,in≥0

ai1,...,inX
i1
α1
. . . Xin

αn
+M =

∑
i1,...,in≥0

ai1,...,inx
i1
α1
. . . xinαn

(α1, . . . , αn ∈ K[X] \K)

hat, ist die Erweiterung K ⊆ K1 nach Satz I.13.4 algebraisch. Das gleiche Argument mit K1 anstelle von
K liefert eine algebraische Erweiterung K1 ⊆ K2, sodass jedes Polynom in K1[X] \K1 eine Nullstelle
in K2 besitzt. Auf diese Weise erhält man Körper K ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ . . . und definiert

K :=

∞⋃
n=1

Kn

(vgl. Satz I.13.14). Offenbar ist K ein Körper und K ⊆ K ist algebraisch nach Lemma I.13.2. Jedes
Polynom in K[X] \K hat Koeffizienten in einem Kn und besitzt daher eine Nullstelle in Kn+1 ⊆ K.
Also ist K algebraisch abgeschlossen.2

Satz II.2.10. Sei K ⊆ L eine algebraische Körpererweiterung und S ein algebraisch abgeschlossener
Körper. Dann lässt sich jeder Homomorphismus K → S zu einem Homomorphismus L→ S fortsetzen.

Beweis. Sei σ : K → S ein Homomorphismus. Sei M die Menge aller Paare (M, τ), wobei M ein
Körper mit K ⊆M ⊆ L ist und τ : M → S ein Homomorphismus mit Einschränkung τK = σ. Wegen
(K,σ) ∈ M ist M ̸= ∅. Durch

(M, τ) ≤ (M ′, τ ′) :⇐⇒ M ⊆M ′, τ ′M = τ

ist M geordnet. Sei ∅ ̸= N ⊆ M total geordnet. Wie üblich ist dann N :=
⋃

(M,τ)∈N M ein Körper
mit K ⊆ N ⊆ L. Für jedes x ∈ N existiert ein (M, τ) ∈ N mit x ∈M . Wir definieren γ(x) := τ(x). Ist
auch (M ′, τ ′) ∈ N mit x ∈M ′, so gilt o. B. d.A. (M, τ) ≤ (M ′, τ ′) und τ ′(x) = τ ′M (x) = τ(x). Daher
hängt γ : N → S nicht von der Wahl von (M, τ) ab. Für x, y ∈ N existiert analog (M, τ) ∈ N mit
x, y ∈M . Es gilt dann

γ(x +
· y) = τ(x +

· y) = τ(x) +
· τ(y) = γ(x) +

· γ(y).

Also ist γ ein Homomorphismus mit γK = σ. Folglich ist (N, τ) eine obere Schranke von N . Nach Zorn
existiert ein maximales Element (K ′, σ′) ∈ M.

Annahme: K ′ ̸= L.
Sei x ∈ L \K ′ mit Minimalpolynom µ ∈ K ′[X] (beachte: K ⊆ L ist algebraisch). Da S algebraisch
abgeschlossen ist, besitzt σ′(µ) ∈ S[X] eine Nullstelle in S. Nach dem Fortsetzungssatz kann man σ′ zu
τ : K ′(x) → S fortsetzen. Dann wäre aber (K ′(x), τ) ∈ M im Widerspruch zur Wahl von (K ′, σ′). Also
ist K ′ = L und σ′ : L→ S ist eine Fortsetzung von σ.

Folgerung II.2.11. Je zwei algebraische Abschlüsse eines Körpers K sind K-isomorph.

Beweis. Seien S1, S2 algebraische Abschlüsse von K. Nach Satz II.2.10 lässt sich die Inklusionsabbildung
K ↪→ S2 zu einem Monomorphismus σ : S1 → S2 fortsetzen (Lemma I.8.41). Jedes x ∈ S2 ist Nullstelle
seines Minimalpolynoms µ ∈ K[X]. Nun zerfällt µ im algebraisch abgeschlossenen Körper S1 und
σ bildet diese Nullstellen auf die Nullstellen von σ(µ) = µ ab. Daher ist x ∈ σ(S1) und σ ist ein
K-Isomorphismus.

2Nach Satz II.3.16 ist K1 bereits algebraisch abgeschlossen.
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II.3 Separable Erweiterungen

Bemerkung II.3.1. Wir haben in den Sätzen I.12.2 und I.12.3 gesehen, dass Zerfällungskörper in
Charakteristik 0 stets Galois-Erweiterungen sind und primitive Elemente besitzen. Nach Artin ist dies
allgemeiner für vollkommene Körper richtig (vgl. Aufgabe I.57). Wir zeigen in diesem Kapitel, dass eine
beliebige Körpererweiterung K ⊆ L stets einen Zwischenkörper besitzt, der sich wie eine Erweiterung
über einem vollkommenen Körper verhält.

Definition II.3.2. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung.

• Ein irreduzibles Polynom α ∈ K[X] heißt separabel , falls α′ ̸= 0.

• Ein algebraisches Element a ∈ L heißt separabel über K, falls sein Minimalpolynom separabel ist.
Anderenfalls heißt a inseparabel über K.

• Die Erweiterung K ⊆ L heißt separabel , wenn jedes a ∈ L separabel über K ist. Anderenfalls
heißt K ⊆ L inseparabel. Sind alle a ∈ L \K inseparabel über K, so heißt die Erweiterung rein
inseparabel.

Beispiel II.3.3.

(i) Jedes a ∈ K ist separabel über K, denn das Minimalpolynom X − a hat Ableitung 1. Achtung:
Die triviale Erweiterung K ⊆ K ist sowohl separabel als auch rein inseparabel.

(ii) Jede separable (oder rein inseparable) Erweiterung ist algebraisch. Daher ist Q ⊆ C inseparabel.

(iii) Ist K ⊆ L separabel (oder rein inseparabel), so auch K ⊆M für alle Teilkörper M ⊆ L, die K
enthalten.

(iv) Nach Satz I.11.20 ist jede algebraische Erweiterung eines vollkommenen Körpers separabel. Wie
dort zeigt man, dass ein irreduzibles α ∈ K[X] im Allgemeinen genau dann separabel ist, wenn α
in einem Zerfällungskörper keine mehrfachen Nullstellen besitzt. Dies benutzen wir im Folgenden.

(v) Nach Aufgabe I.63 ist α := Y 2−X ∈ F2(X)[Y ] irreduzibel, aber nicht separabel, denn α′ = 2Y = 0.

Satz II.3.4. Sei K ⊆ L eine endliche, separable Körpererweiterung. Dann gilt:

(i) Es existiert eine Galois-Erweiterung K ⊆M mit L ⊆M .

(ii) Es existiert ein x ∈ L mit L = K(x) (Satz vom primitiven Element).

Beweis.

(i) Sei x1, . . . , xn eine K-Basis von L. Seien µ1, . . . , µn ∈ K[X] die (separablen) Minimalpolynome
von x1, . . . , xn über K. O.B. d.A. seien µ1, . . . , µk paarweise verschieden und {µ1, . . . , µk} =
{µ1, . . . , µn}. Wegen ggT(µi, µj) = 1 für 1 ≤ i < j ≤ k hat α = µ1 . . . µk ∈ K[X] paarweise
verschiedene Nullstellen in einem Zerfällungskörper M . Nach Artin ist K ⊆ M eine Galois-
Erweiterung mit L = K(x1, . . . , xn) ⊆M .
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(ii) Sei M wie in (i). Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie existieren nur endlich viele Körper
L1, . . . , Lm mit K ⊆ Li ⊊ L für i = 1, . . . ,m. Nach Lemma I.10.1 existiert ein x ∈ L \

⋃m
i=1 Li.

Sicher ist dann K(x) = L.

Lemma II.3.5. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung mit p := charK > 0 und a ∈ L algebraisch über
K. Genau dann ist a ∈ L separabel über K, wenn K(a) = K(ap) gilt.

Beweis. In jedem Fall ist K(ap) ⊆ K(a). Sei a separabel mit Minimalpolynom µ ∈ K[X]. Das
Minimalpolynom ν ∈ K(ap)[X] von a über K(ap) ist ein Teiler von µ und daher selbst separabel.
Andererseits teilt ν auch (X − a)p

I.11.10
= Xp − ap ∈ K(ap)[X]. Dies zeigt ν = X − a und a ∈ K(ap).

Also ist K(a) = K(ap).

Sei nun a inseparabel über K. Dann ist µ′ = 0 und daher

µ =
n∑
k=0

akX
pk = γ(Xp) (ai ∈ K)

für ein γ ∈ K[X]. Das Minimalpolynom von ap über K teilt γ und es folgt

|K(ap) : K| ≤ deg γ < degµ = |K(a) : K|.

Also ist K(ap) ̸= K(a).

Satz II.3.6. Galois-Erweiterungen sind separabel.

Beweis. Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung und a ∈ L. O.B. d.A. sei p := charK > 0. Nach dem
Hauptsatz der Galois-Theorie ist auch K(ap) ⊆ L eine Galois-Erweiterung. Für σ ∈ G := Gal(L|K(ap))
ist

(σ(a)− a)p
I.11.10
= σ(a)p − ap = σ(ap)− ap = ap − ap = 0

und σ(a) = a. Dies zeigt K(a) ⊆ LG = K(ap) ⊆ K(a) nach Artin. Nach Lemma II.3.5 ist a separabel
über K.

Lemma II.3.7. Sind K ⊆ L und L ⊆M separable Körpererweiterungen, so auch K ⊆M .

Beweis. Nach Lemma I.13.2 ist K ⊆M algebraisch. Sei x ∈M und
∑n

k=0 akX
k ∈ L[X] das (separable)

Minimalpolynom von x über L. Dann ist x auch separabel über K(a0, . . . , an) ⊆ L. Nach dem Satz
vom primitiven Element existiert c ∈ L mit K(a0, . . . , an) = K(c). Nach Lemma II.3.5 ist

K(c, x) = K(c)(x) = K(cp)(xp) = K(cp, xp).

Daher ist jedes Element aus K(c, x) eine K-Linearkombination von p-ten Potenzen. Wie üblich besitzt
K(x) eine K-Basis der Form 1, x, . . . , xk. Diese ergänzen wir zu einer K-Basis x1, . . . , xl von K(c, x).
Für ein beliebiges b =

∑l
i=1 bixi ∈ K(c, x) mit b1, . . . , bl ∈ K gilt dann bp =

∑l
i=1 b

p
i x
p
i . Da jedes

Element aus K(c, x) eine Linearkombination von p-ten Potenzen ist, bilden auch xp1, . . . , x
p
l eine K-Basis

von K(c, x). Insbesondere sind 1, xp, . . . , xpk linear unabhängig über K. Dies zeigt

|K(xp) : K| ≥ k + 1 = |K(x) : K| ≥ |K(xp) : K|

und K(xp) = K(x). Nach Lemma II.3.5 ist x separabel über K.
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Satz II.3.8. Die separablen Elemente einer algebraischen Körpererweiterung K ⊆ L bilden einen
Teilkörper M von L mit K ⊆M . Dabei ist M ⊆ L rein inseparabel.

Beweis. Sicher ist K ⊆M . Seien a, b ∈M mit (separablen) Minimalpolynomen µa, µb ∈ K[X]. Dann
hat

µ :=
µaµb

ggT(µa, µb)
∈ K[X]

paarweise verschiedene Nullstellen in einem Zerfällungskörper Z. Nach Artin ist Z eine Galois-
Erweiterung mit K(a, b) ⊆ Z. Nach Satz II.3.6 ist K ⊆ Z separabel. Daher sind auch a +

· b und
a/b (falls b ̸= 0) als Elemente von K(a, b) separabel über K. Dies zeigt, dass M ein Teilkörper von L
ist.

Nehmen wir nun an, dass ein x ∈ L \M separabel über M ist. Wie oben ist dann M ⊆M(x) separabel
und nach Lemma II.3.7 ist auch K ⊆M(x) separabel. Dies liefert den Widerspruch x ∈M . Daher ist
M ⊆ L rein inseparabel.

Definition II.3.9. In der Situation von Satz II.3.8 nennt man M den separablen Abschluss von K in
L.1 Außerdem heißt |L : K|s := |M : K| Separabilitätsgrad von L über K.

Satz II.3.10. Sei L ein Körper und G eine endliche Untergruppe von Aut(L). Dann ist LG ⊆ L eine
Galois-Erweiterung mit Galoisgruppe G.

Beweis. Sei K := LG und x ∈ L. Sei {x1, . . . , xn} die Bahn von x unter G. Dann ist x eine Nullstelle
von α :=

∏n
i=1(X − xi) ∈ K[X]. Insbesondere ist |K(x) : K| ≤ n ≤ |G|. Das Minimalpolynom von x ist

als Teiler von α separabel über K. Wir wählen x, sodass |K(x) : K| möglichst groß ist. Angenommen
es existiert y ∈ L \ K(x). Nach Satz II.3.8 ist K ⊆ K(x, y) endlich und separabel. Nach dem Satz
vom primitiven Element existiert z ∈ L mit K(x, y) = K(z) und |K(z) : K| > |K(x) : K|. Dies
widerspricht der Wahl von x. Also ist L = K(x) und |L : K| ≤ |G|. Nach Satz I.10.6 ist umgekehrt
|G| ≤ |Aut(L|K)| ≤ |L : K|. Also ist K ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit Gal(L|K) = G.

Satz II.3.11. Sei p := charK > 0 und K ein algebraischer Abschluss von K. Dann ist

Kp := {x ∈ K : ∃n ∈ N : xp
n ∈ K}

ein vollkommener Körper und Kp ⊆ K ist separabel. Außerdem ist K ⊆ Kp rein inseparabel und jede
rein inseparable Erweiterung L von K zu einem Teilkörper von Kp K-isomorph.

Beweis. Seien x, y ∈ Kp mit xpn , ypm ∈ K. O. B. d. A. sei n ≥ m. Dann ist (x+
· y)

pn = xp
n +

· y
pn ∈ K und

ebenso (xy−1)p
n ∈ K falls y ≠ 0. Dies zeigt, dass Kp ein Teilkörper von K ist, der offenbar K enthält.

Da K algebraisch abgeschlossen ist, besitzt Xp − x eine Nullstelle z ∈ K. Wegen zpn+1
= xp

n ∈ K ist
z ∈ Kp. Also ist z ein Urbild von x unter dem Frobenius-Homomorphismus. Folglich ist Kp vollkommen
und Kp ⊆ K ist separabel. Sei nun x /∈ K. Dann besitzt das Minimalpolynom von x über K als Teiler
von Xpn − xp

n
= (X − x)p

n nur eine Nullstelle bis auf Vielfachheit. Daher ist x inseparabel über K.
Insgesamt ist K ⊆ Kp rein inseparabel.

Sei schließlich auch K ⊆ L rein inseparabel (und damit algebraisch). Nach Satz II.2.10 lässt sich die
Inklusionsabbildung K ↪→ K zu einem Körperhomomorphismus Γ: L→ K fortsetzen. Wir können daher
L durch Γ(L) ersetzen. Es genügt dann L ⊆ Kp zu zeigen. Für x ∈ L \K ist |K(xp) : K| < |K(x) : K|

1Ist L „der“ algebraische Abschluss von K, so nennt man M „den“ separablen Abschluss von K.
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nach Lemma II.3.5. Durch Induktion nach |K(x) : K| können wir xp ∈ Kp annehmen. Dann existiert
ein n ∈ N mit xpn+1

= (xp)p
n ∈ K, d. h. x ∈ Kp.

Folgerung II.3.12. Der Grad einer endlichen rein inseparablen Körpererweiterung K ⊊ L ist eine
Potenz von p := charK.

Beweis. Offenbar ist p > 0. Nach Satz II.3.11 können wir L ⊆ Kp annehmen. Für jedes a ∈ L existiert
dann ein n ∈ N mit apn ∈ K. Das Minimalpolynom µ ∈ K[X] von a teilt daher Xpn − ap

n
= (X − a)p

n

und hat deshalb nur eine Nullstelle bis auf Vielfachheit. Für jeden Zwischenkörper K ⊆M ⊆ L ist das
Minimalpolynom von a über M ein Teiler von µ und besitzt daher ebenfalls nur eine Nullstelle bis auf
Vielfachheit. Insbesondere ist a auch inseparabel über M , falls a /∈M . Daher sind die Erweiterungen
K ⊆ M und M ⊆ L rein inseparabel. Durch Induktion nach |L : K| können wir mit dem Gradsatz
annehmen, dass keine echten Zwischenkörper M existieren. Für a ∈ L \K ist dann L = K(a). Nach
Lemma II.3.5 ist K(ap) ⊊ K(a), also ap ∈ K. Das Minimalpolynom µ von a über K teilt daher Xp−ap.
Wegen µ′ = 0 ist andererseits degµ ≥ p. Dies zeigt |L : K| = |K(a) : K| = deg µ = p.

Satz II.3.13 (Gradsatz für |L : K|s). Seien K ⊆ L ⊆M endliche Körpererweiterungen. Dann gilt

|M : K|s = |M : L|s|L : K|s.

Beweis. Wir können p := charK > 0 annehmen, denn anderenfalls folgt die Behauptung aus dem
Gradsatz. Seien Ls und Ms die separablen Abschlüsse von K in L bzw. von L in M . Sei T der separable
Abschluss von Ls in Ms. Nach Lemma II.3.7 ist auch K ⊆ T separabel.
Sei x ∈ M separabel über K. Dann ist x auch separabel über L und
damit in Ms enthalten. Außerdem ist x auch separabel über Ls und
daher in T enthalten. Dies zeigt, dass T der separable Abschluss von K
in M ist. Es folgt

|M : K|s = |T : K| = |T : Ls||Ls : K| = |T : Ls||L : K|s.

Wir müssen also |T : Ls| = |M : L|s = |Ms : L| zeigen. Nach dem
Satz vom primitiven Element existiert ein x ∈ T mit T = Ls(x). Das
Minimalpolynom µ ∈ Ls[X] ist separabel. Sei ν ∈ L[X] ein irreduzibler
Teiler von µ. Nach Vieta lassen sich die Koeffizienten von ν durch die
Nullstellen (in einem Zerfällungskörper) ausdrücken. Da diese Nullstellen

M

Ms

L T

Ls

K

separabel über Ls sind, sind auch die Koeffizienten von ν separabel über Ls. Andererseits liegen die
Koeffizienten von ν in L und Ls ⊆ L ist rein inseparabel nach Satz II.3.8. Dies zeigt ν ∈ Ls[X] und es
folgt ν = µ. Also ist

|T : Ls| = |Ls(x) : Ls| = degµ = deg ν = |L(x) : L| ≤ |Ms : L|.

Sei nun x ein primitives Element der separablen Erweiterung L ⊆ Ms, also Ms = L(x). Da T ⊆ Ms

rein inseparabel ist, existiert nach Satz II.3.11 ein n ∈ N mit y := xp
n ∈ T . Nach Lemma II.3.5 ist

L(x) = L(xp) = . . . = L(y). Mit dem gleichen Argument wie oben ist das Minimalpolynom von y über
Ls auch irreduzibel in L[X]. Dies zeigt

|Ms : L| = |L(x) : L| = |L(y) : L| = |Ls(y) : Ls| ≤ |T : Ls|.
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Bemerkung II.3.14.

(i) Sei I eine beliebige Indexmenge. Der Quotientenkörper von K[Xi : i ∈ I] ist der Körper der
rationalen Funktionen K(Xi : i ∈ I) bestehend aus den Elementen α/β mit α, β ∈ K[Xi : i ∈ I]
und β ̸= 0 (Aufgabe I.40).

(ii) Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung und S ⊆ L eine Teilmenge. Dann enthält K(S) die Elemente
α(S)/β(S) mit α, β ∈ K[Xs : s ∈ S] und β(S) ̸= 0. Andererseits bilden diese Elemente selbst
einen Teilkörper von L, der dann mit K(S) übereinstimmen muss.

Beispiel II.3.15. Wir betrachten die Erweiterung

K := F2(X
2, Y 2) ⊆ F2(X,Y ) =: L.

Nehmen wir X ∈ K an. Dann existieren α, β ∈ F2[X,Y ] mit X = α(X2,Y 2)
β(X2,Y 2)

. Es folgt Xβ(X2, Y 2) =

α(X2, Y 2). Auf der linken Seite tritt X nur mit ungeraden Potenzen auf, auf der rechten Seite aber nur
mit geraden Potenzen. Dieser Widerspruch zeigt X /∈ K. Analog zeigt man Y /∈ K(X) = F2(X,Y

2).
Daher ist

|L : K| = |L : K(X)||K(X) : K| = 4.

Für jedes α =
∑

i,j≥0 aijX
iY j ∈ F2[X,Y ] ist α2 =

∑
a2ijX

2iY 2j ∈ K. Daher ist auch a2 ∈ K für alle
a ∈ L. Im Fall a /∈ K ist Z2 − a2 = (Z − a)2 ∈ K[Z] das Minimalpolynom von a. Also ist K ⊆ L rein
inseparabel. Außerdem besitzt L kein primitives Element. Für a ∈ K betrachten wir den Teilkörper
Ma := K(X + aY ). Sicher ist |Ma : K| ≤ 2. Sei b ∈ K mit Ma =Mb. Im Fall a ̸= b wäre dann

Y =
1

a− b

(
X + aY −X − bY

)
∈Ma

und X = X + aY − aY ∈ Ma. Dies liefert den Widerspruch Ma = L. Also gilt Ma ̸= Mb für a ̸= b.
Insbesondere besitzt K ⊆ L unendlich viele Zwischenkörper (vgl. Aufgabe II.19).

Satz II.3.16. Sei K ⊆ L eine algebraische Körpererweiterung, sodass jedes Polynom in K[X] eine
Nullstelle in L besitzt. Dann ist L ein algebraischer Abschluss von K.

Beweis. Jedes Polynom in L[X] besitzt eine Nullstelle x in einem Zerfällungskörper. Nun ist x algebraisch
über L und auch über K. Also ist x Nullstelle eines Polynoms in K[X]. Es genügt daher zu zeigen,
dass jedes α ∈ K[X] über L in Linearfaktoren zerfällt. O.B. d.A. sei α irreduzibel.

Sei zunächst K ⊆ L (und damit α) separabel. Nach Artin ist der Zerfällungskörper M von α eine
Galois-Erweiterung und hat somit die Form M = K(y) für ein y ∈M . Das Minimalpolynom β ∈ K[X]
von y besitzt nach Voraussetzung eine Nullstelle z ∈ L. Nun hat man einen K-Isomorphismus

M = K(y) = K[X]/(β) ∼= K(z).

Also zerfällt α auch in K(z) ⊆ L wie gewünscht.

Sei nun K ⊆ L inseparabel und p := charK. Wie in Satz II.3.11 konstruieren wir den Körper

Lp := {a ∈ L : ∃n ∈ N : ap
n ∈ K}.

Sei a ∈ Lp mit apn ∈ K. Nach Voraussetzung besitzt Xpn+1 − ap
n ∈ K[X] eine Nullstelle b ∈ L.

Wegen (bp − a)p
n
= 0 ist b ∈ Lp ein Urbild von a unter dem Frobenius-Homomorphismus. Also ist Lp
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vollkommen und Lp ⊆ L separabel. Nach dem ersten Teil des Beweises genügt es zu zeigen, dass jedes
Polynom γ =

∑n
k=0 ckX

k ∈ Lp[X] eine Nullstelle in L besitzt. Es existiert m ∈ N mit

γm =

n∑
k=0

cmi X
km ∈ K[X].

Nach Voraussetzung besitzt γm eine Nullstelle in L, also auch γ.

Definition II.3.17. Sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung. Für x ∈ L ist tx : L → L, a 7→ xa
K-linear (Bemerkung I.9.3). Wir nennen SLK : L→ K, x 7→ tr(tx) die Spur-Abbildung von L bzgl. K.
Offenbar ist SLK eine K-lineare Abbildung.

Lemma II.3.18. Seien K ⊆ L ⊆M endliche Körpererweiterungen und x ∈M mit Minimalpolynom
µ = Xd + ad−1X

d−1 + . . .+ a0 ∈ K[X]. Dann gilt

(i) SLK ◦ SML = SMK .

(ii) SMK (x) = |M : K(x)|SK(x)
K (x) = −|M : K(x)|ad−1.

Beweis.

(i) Sei b1, . . . , bn ∈ L eine K-Basis von L und c1, . . . , cm ∈M eine L-Basis von M . Nach dem Beweis
des Gradsatzes ist {bicj : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m} eine K-Basis von M . Sei tx(cj) =

∑m
t=1 γtjct

mit γtj ∈ L und tγtj (bi) = γtjbi =
∑n

s=1 βtjsibs mit βtjsi ∈ K. Dann gilt

tx(bicj) = xbicj = bitx(cj) =
m∑
t=1

γtjbict =
n∑
s=1

m∑
t=1

βtjsibsct

und es folgt

SMK (x) =

n∑
i=1

m∑
j=1

βjjii =

m∑
j=1

SLK(γjj) = SLK(SML (x)).

(ii) Sei L := K(x). Als L-lineare Abbildung gilt tx = x id und SML (x) = |M : L|x. Daher folgt die
erste Gleichung aus (i). Die Matrix von tx bzgl. der K-Basis 1, x, . . . , xd−1 von L hat die Form

A :=


0 −a0

1
. . .

...
. . . 0 −ad−2

0 1 −ad−1


(vgl. Definition II.10.2). Also gilt SLK(x) = tr(A) = −ad−1.

Lemma II.3.19. Sei K ⊆ L eine endliche separable Körpererweiterung. Seien σ1, . . . , σn alle K-Homo-
morphismen von L nach K. Dann gilt SLK(x) =

∑n
i=1 σi(x) für x ∈ L.
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Beweis. Nach Aufgabe II.18 ist n = |L : K|. Sei d := |K(x) : K|. Da auch K ⊆ K(x) separabel ist, exis-
tieren genau d K-Homomorphismen τ1, . . . , τd : K(x) → K. Außerdem existiert ein primitives Element
y ∈ L mit L = K(y). Da die Nullstellen des separablen Minimalpolynoms von y über K(x) paarweise
verschieden sind, besitzt jedes τi nach dem Fortsetzungssatz n/d Fortsetzungen τi,1, . . . , τi,n/d : L→ K.
Es gilt

{σ1, . . . , σn} = {τi,j : i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , n/d}

und
n∑
i=1

σi(x) =
n

d

d∑
i=1

τi(x) = |L : K(x)|
d∑
i=1

τi(x).

Nach Lemma II.3.18 können wir L = K(x) annehmen. Jedes σi ist dann durch σi(x) eindeutig bestimmt.
Sei µ ∈ K[X] das Minimalpolynom von x. Wegen σi(µ) = µ muss σi(x) eine Nullstelle von µ sein. Aus
deg µ = n folgt µ =

∏n
i=1(X − σi(x)). Die Behauptung ergibt sich aus Lemma II.3.18.

Beispiel II.3.20. Für jede Galois-ErweiterungK ⊆ L gilt SLK =
∑

σ∈Gal(L|K) σ (vgl. Bemerkung I.10.13).

Satz II.3.21. Eine endliche Körpererweiterung K ⊆ L ist genau dann separabel, wenn SLK ̸= 0.

Beweis. Sei K ⊆ L separabel. Nach Dedekinds Lemma I.14.1 sind die K-Homomorphismen σ1, . . . , σn :
L→ K linear unabhängig. Aus Lemma II.3.19 folgt SLK =

∑n
i=1 σi ≠ 0. Sei nun K ⊆ L inseparabel und

p := charK > 0. Sei M der separable Abschluss von K in L. Wegen SLK = SMK ◦SLM können wir K =M
annehmen, d. h. K ⊆ L ist rein inseparabel. Für jedes x ∈ L existiert nach Satz II.3.11 ein n ∈ N mit
xp

n ∈ K. Daher ist das Minimalpolynom µ von x ein Teiler von (X − 1)p
n . Nach Folgerung II.3.12 ist

außerdem deg µ eine Potenz von p. Also gilt µ = (X − 1)p
k
= Xpk − 1 für ein k ≤ n. Aus Lemma II.3.18

folgt SLK(x) = 0.
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II.4 Transzendente Erweiterungen

Bemerkung II.4.1. Nach Satz I.13.4 besitzt jede Körpererweiterung K ⊆ L einen Zwischenkörper
K ⊆M ⊆ L, sodass K ⊆M algebraisch ist und jedes x ∈ L \M transzendent ist über M . In diesem
Abschnitt konstruieren wir mit Zorns Lemma einen Zwischenkörper K ⊆M ′ ⊆ L mit der umgekehrten
Eigenschaft: M ′ ⊆ L ist algebraisch und jedes x ∈M ′ \K ist transzendent über K.

Definition II.4.2. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung.

• Eine Teilmenge S ⊆ L heißt algebraisch unabhängig über K, falls jedes s ∈ S transzendent über
K(S \ {s}) ist. Anderenfalls nennt man S algebraisch abhängig über K.

• Besitzt L ein über K transzendentes Element, so nennt man die Erweiterung K ⊆ L transzendent .
Ist sogar jedes x ∈ L\K transzendent über K, so heißt K ⊆ L absolut transzendent . Existiert eine
algebraisch unabhängige Teilmenge S ⊆ L mit L = K(S), so nennt man K ⊆ L rein transzendent .

• Eine algebraisch unabhängige Teilmenge S ⊆ L heißt Transzendenzbasis von L über K, falls die
Erweiterung K(S) ⊆ L algebraisch ist.

Beispiel II.4.3.

(i) Genau dann ist {a} algebraisch unabhängig über K, wenn a transzendent über K ist. Nach
Lindemann ist {π} algebraisch unabhängig über Q. Andererseits ist offen, ob {π, e} algebraisch
unabhängig über Q ist.

(ii) Ist S algebraisch unabhängig über K, so auch jede Teilmenge von S.

(iii) Die Erweiterung Q ⊆ Q(
√
2, π) ist transzendent, aber nicht absolut transzendent.

(iv) Der Körper der rationalen Funktionen K(X) ist rein transzendent über K mit Transzendenzbasis
{X} (vgl. Bemerkung I.9.3(iv)). Allerdings ist auch {X2} eine Transzendenzbasis mit |K(X) :

K(X2)| = 2.

(v) Jede algebraische Körpererweiterung besitzt nur die Transzendenzbasis ∅. Insbesondere ist die
triviale Erweiterung K ⊆ K rein transzendent.

Satz II.4.4 (Lindemann-Weierstraß). Genau dann sind a1, . . . , an ∈ Q linear abhängig über Q,
wenn ea1 , . . . , ean algebraisch abhängig über Q sind.

Beweis. Siehe Folgerung A.10.7.

Bemerkung II.4.5. Satz II.4.4 sagt (vereinfacht), dass der Gruppenhomomorphismus exp: (C,+) →
C× linear abhängige Elemente auf algebraisch abhängige Elemente abbildet. Daraus erhält man die
Transzendenz von e (mit a1 = 1) und π (wäre π algebraisch, so auch πi und eπi = −1 wäre transzendent).
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Lemma II.4.6. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung und S ⊆ L eine Teilmenge. Genau dann ist S
algebraisch unabhängig über K, wenn der Einsetzungshomomorphismus

K[Xs : s ∈ S] → K(S),

α 7→ α(S)

injektiv ist.

Beweis. Sei zunächst S algebraisch unabhängig und α ∈ K[Xs : s ∈ S] mit α(S) = 0. Dann kommen
nur endlich viele s1, . . . , sn ∈ S in α(S) vor. Die Gleichung α(S) = 0 bedeutet, dass s1 algebraisch über
K(s2, . . . , sn) ⊆ K(S \ {s1}) ist. Daher muss α = 0 gelten und der Einsetzungshomomorphismus ist
injektiv.

Sei nun umgekehrt S algebraisch abhängig. Dann ist ein s ∈ S algebraisch über K(S \ {s}). Sei
also α ∈ K(S \ {s})[X] \ {0} mit α(s) = 0. Multipliziert man α mit einem gemeinsamen Nenner
seiner Koeffizienten, so kann man annehmen, dass diese Koeffizienten die Form αi(s1, . . . , sn) mit
s1, . . . , sn ∈ S\{s} und αi ∈ K[X1, . . . , Xn] haben. Also existiert ein Polynom β ∈ K[X1, . . . , Xn+1]\{0}
mit β(s1, . . . , sn, s) = 0, d. h. der Einsetzungshomomorphismus ist nicht injektiv.

Bemerkung II.4.7. Aus Lemma II.4.6 folgt, dass S ⊆ L genau dann algebraisch unabhängig ist,
wenn jede endliche Teilmenge von S algebraisch unabhängig ist. Ist dies der Fall, so setzt sich der
Einsetzungshomomorphismus K[Xs : s ∈ S] → K(S) zu einem Isomorphismus K(Xs : s ∈ S) ∼= K(S)
fort (universelle Eigenschaft des Quotientenkörpers, Aufgabe I.40). Dies entspricht der Aussage, dass
jeder n-dimensionale Vektorraum über K zu Kn isomorph ist (lineare Algebra).

Beispiel II.4.8. Nach dem Hauptsatz I.14.19 über symmetrische Polynome und Lemma II.4.6 sind die
elementarsymmetrischen Polynome σ1, . . . , σn als Teilmenge von K(X1, . . . , Xn) algebraisch unabhängig
über K. Nach Vieta ist jedes Xi algebraisch über K(σ1, . . . , σn). Daher ist σ1, . . . , σn eine Transzen-
denzbasis von K(X1, . . . , Xn). Wir geben einen neuen (nicht-konstruktiven) Beweis in Satz II.4.20.
Für beliebige Polynome in K(X1, . . . , Xn) kann man mit der Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen
prüfen, ob eine Transzendenzbasis vorliegt (siehe Satz A.5.9).

Lemma II.4.9. Jede rein transzendente Körpererweiterung ist absolut transzendent.

Beweis. Sei K ⊆ L eine rein transzendente Körpererweiterung und S ⊆ L algebraisch unabhängig mit
L = K(S). Für a ∈ L \K existieren s1, . . . , sn ∈ S mit a ∈ K(s1, . . . , sn) = K(s1, . . . , sn−1)(sn). Dabei
sei n minimal gewählt. Dann existieren teilerfremde α, β ∈ K(s1, . . . , sn−1)[X] mit a = α(sn)/β(sn).
Ist a algebraisch über K, so existieren λ0, . . . , λk ∈ K mit λk ̸= 0 und

∑k
i=0 λia

i = 0, d. h.

( k∑
i=0

λiα
iβk−i

)
(sn) = βk(sn)

k∑
i=0

λi

(α(sn)
β(sn)

)i
= 0.

Da sn transzendent über K(s1, . . . , sn−1) ⊆ K(S \ {sn}) ist, gilt
∑
λiα

iβk−i = 0. Es folgt

β | λk−1α
k−1β + . . .+ λ0β

k = −λkαk.

Wegen ggT(α, β) = 1 ergibt sich β ∈ K(s1, . . . , sn−1). Ein Gradvergleich von
∑
λiα

iβk−i = 0 ergibt
auch α ∈ K(s1, . . . , sn−1). Dies liefert a = α(sn)/β(sn) = α/β ∈ K(s1, . . . , sn−1) im Widerspruch zur
Wahl von n.
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Bemerkung II.4.10.

(i) Wir zeigen in Beispiel II.4.16, dass die Umkehrung von Lemma II.4.9 falsch ist.

(ii) Die folgenden Sätze zeigen, dass sich Transzendenzbasen wie Basen von Vektorräumen verhalten.

Lemma II.4.11. Für eine Körpererweiterung K ⊆ L und eine Teilmenge S ⊆ L sind äquivalent:

(1) S ist eine Transzendenzbasis von L über K.

(2) S ist algebraisch unabhängig über K und für jedes a ∈ L \ S ist S ∪ {a} algebraisch abhängig über
K.

(3) K(S) ⊆ L ist algebraisch und für jedes s ∈ S ist K(S \ {s}) ⊆ L transzendent.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Nach Definition ist S algebraisch unabhängig und K(S) ⊆ L ist algebraisch. Für a ∈ L \ S
ist a algebraisch über K(S), d. h. S ∪ {a} ist algebraisch abhängig.

(2) ⇒ (3): Sei a ∈ L \ K(S) ⊆ L \ S. Dann ist S ∪ {a} algebraisch abhängig. Nach Lemma II.4.6
existieren s1, . . . , sn ∈ S ∪ {a} und α ∈ K[X1, . . . , Xn] \ {0} mit α(s1, . . . , sn) = 0. Da S
algebraisch unabhängig ist, muss a in α(s1, . . . , sn) auftauchen. Somit ist a algebraisch über K(S)
und K(S) ⊆ L ist algebraisch. Für s ∈ S ist s transzendent über K(S \ {s}), d. h. K(S \ {s}) ⊆ L
ist transzendent.

(3) ⇒ (1): Wir müssen zeigen, dass S algebraisch unabhängig ist. Nehmen wir dazu an, dass s ∈ S
algebraisch über K(S \ {s}) ist. Dann ist K(S \ {s}) ⊆ K(S) eine endliche Körpererweiterung
und damit algebraisch. Dann wäre aber auch K(S \ {s}) ⊆ L algebraisch nach Lemma I.13.2.

Satz II.4.12 (Basisergänzungssatz). Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung mit algebraisch unabhängiger
Teilmenge U ⊆ L und U ⊆ S ⊆ L, sodass K(S) ⊆ L algebraisch ist. Dann existiert eine Tran-
szendenzbasis B von L über K mit U ⊆ B ⊆ S. Insbesondere besitzt jede Körpererweiterung eine
Transzendenzbasis.

Beweis. Die Menge

M := {U ⊆M ⊆ S :M algebraisch unabhängig über K}

ist nichtleer und durch ⊆ geordnet. Sei ∅ ̸= N ⊆ M total geordnet und N :=
⋃
M∈N M ⊆ S. Sei

N1 ⊆ N eine endliche Teilmenge. Da N total geordnet ist, existiert ein M ∈ N mit N1 ⊆ M . Mit
M ist dann auch N1 algebraisch unabhängig über K. Nach Bemerkung II.4.7 ist auch N algebraisch
unabhängig über K, d. h. N ∈ M. Daher ist N eine obere Schranke von N . Nach Zorns Lemma existiert
ein maximales Element B ∈ M. Für jedes s ∈ S \B ist dann B ∪ {s} algebraisch abhängig, d. h. s ist
algebraisch über K(B). Ist x ∈ K(S) beliebig, so existieren s1, . . . , sn ∈ S mit x ∈ K(s1, . . . , sn). Wegen
|K(B)(s1, . . . , sn) : K(B)| <∞ ist auch x algebraisch über K(B). Somit ist K(B) ⊆ K(S) algebraisch
und damit auch K(B) ⊆ L. Also ist B eine Transzendenzbasis mit der gewünschten Eigenschaft. Die
zweite Behauptung folgt, indem man U = ∅ und S = L wählt.

Satz II.4.13 (Austauschsatz). Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung und U ⊆ L eine endliche algebraisch
unabhängige Teilmenge. Für jede Teilmenge S ⊆ L mit K(S) ⊆ L algebraisch gilt dann |U | ≤ |S|.
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Beweis. Sei U = {u1, . . . , un} und o. B. d.A. S = {s1, . . . , sm} (im Fall |S| = ∞ sind wir fertig). Dann
ist u1 algebraisch über K(S), d. h. es existiert ein α ∈ K(S)[X] \ {0} mit Nullstelle u1. Multipliziert
man α mit einem gemeinsamen Nenner seiner Koeffizienten, so erhält man β ∈ K[X1, . . . , Xm, X] mit
β(s1, . . . , sm, u1) = 0. Da u1 transzendent über K ist, taucht ein si, sagen wir s1, in β(s1, . . . , sm, u1)
auf. Insbesondere ist s1 algebraisch über K(u1, s2, . . . , sm). Also sind die Erweiterungen

K(u1, s2, . . . , sm) ⊆ K({u1} ∪ S) ⊆ L

algebraisch und so auch K(u1, s2, . . . , sm) ⊆ L. Wir können also S durch {u1, s2, . . . , sm} ersetzen und
das Argument mit u2 wiederholen. Da {u1, u2} algebraisch unabhängig ist, lässt sich auch u2 durch ein
si, sagen wir s2, austauschen. Iteration ergibt schließlich S = {u1, . . . , un, sn+1, . . . , sm} und n ≤ m.

Satz II.4.14. Je zwei Transzendenzbasen einer Körpererweiterung sind gleichmächtig.

Beweis. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung mit Transzendenzbasen B und C. Jedes b ∈ B ist dann
algebraisch über K(C) und damit auch über K(Cb) für eine endliche Teilmenge Cb ⊆ C. Umgekehrt
ist jedes c ∈ C algebraisch über K(B) und damit auch über K(

⋃
b∈B Cb). Also sind K(

⋃
b∈B Cb) ⊆

K(C) ⊆ L algebraische Körpererweiterungen und Lemma II.4.11 zeigt C =
⋃
b∈B Cb.

Sei nun B1 ⊆ B eine endliche Teilmenge. Dann ist L1 := K(B1 ∪
⋃
b∈B1

Cb) algebraisch (sogar endlich)
über K(

⋃
b∈B1

Cb). Satz II.4.13 mit L1 anstatt L zeigt |B1| ≤
∣∣⋃

b∈B1
Cb

∣∣. Halls Heiratssatz liefert jetzt
paarweise verschiedene cb ∈ Cb für alle b ∈ B. Also ist die Abbildung B → C, b 7→ cb injektiv. Aus
Symmetriegründen gibt es auch eine injektive Abbildung C → B. Nach Cantor-Bernstein sind B und
C gleichmächtig.

Definition II.4.15. Die Mächtigkeit einer Transzendenzbasis einer Körpererweiterung K ⊆ L nennt
man Transzendenzgrad von L über K und schreibt dafür trg(L|K) (nach Satz II.4.14 ist dies wohldefi-
niert).

Beispiel II.4.16.

(i) Genau dann ist K ⊆ L algebraisch, wenn trg(L|K) = 0.

(ii) trg(K(X)|K) = trg(Q(π)|Q) = 1.

(iii) Sind L und M rein transzendente Erweiterungen von K mit dem gleichen Transzendenzgrad, so
gilt

L = K(B)
II.4.7∼= K(Xb : b ∈ B) ∼=M,

wobei B eine Transzendenzbasis von L ist.

(iv) Sei K := Q(X) und L ein Zerfällungskörper von α := Y 2+X2+1 ∈ K[Y ]. Wir zeigen, dass Q ⊆ L
absolut transzendent, aber nicht rein transzendent ist. Angenommen α besitzt eine Nullstelle
y ∈ K. Dann existieren β, γ ∈ Q[X] \ {0} mit y = β/γ und (β/γ)2 = −X2 − 1. Man erhält den
Widerspruch β2 = −(X2 + 1)γ2 (vergleiche Vorzeichen der führenden Koeffizienten). Also ist α
irreduzibel und |L : K| = 2. Sei nun ω eine Nullstelle von α in L.

Sei x ∈ L algebraisch über Q. Dann existieren a, b ∈ K mit x = a+ bω. Als Galois-Erweiterung
vom Grad 2 (Aufgabe I.57) besitzt L einen Automorphismus σ ∈ Gal(L|K) mit σ(ω) = −ω. Mit
x ist auch σ(x) algebraisch über Q. Nach Satz I.13.4 ist auch

1

4
(x− σ(x))2 = b2ω2 = −b2(X2 + 1) ∈ K
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algebraisch über Q. Da Q ⊆ K nach Lemma II.4.9 absolut transzendent ist, folgt q := b2(X2+1) ∈
Q. Schreibt man b = β/γ mit β, γ ∈ Q[X], so erhält man β2(X2 + 1) = qγ2. Im Fall b ̸= 0 ist die
Vielfachheit des irreduziblen Polynoms X2+1 auf der linken Seite ungerade und rechts gerade. Die
eindeutige Primfaktorzerlegung (Satz I.8.24) impliziert daher b = 0 und x = a ∈ K. Da Q ⊆ K
absolut transzendent ist, ergibt sich x ∈ Q. Also ist Q ⊆ L absolut transzendent.

Da {X} eine Transzendenzbasis von L über Q ist, gilt trg(L|Q) = 1. Nehmen wir an es existiert eine
Transzendenzbasis {z} mit L = Q(z). Dann existieren β, γ, δ, ρ ∈ Q[X] \ {0} mit X = β(z)/γ(z)
und ω = δ(z)/ρ(z). Aus ω2 +X2 + 1 = 0 folgt

δ(z)2γ(z)2 + β(z)2ρ(z)2 + γ(z)2ρ(z)2 = 0.

Da z über Q transzendent ist, gilt (δγ)2 + (β2 + γ2)ρ2 = 0. Dies ist ausgeschlossen, denn der
führende Koeffizient dieses Polynoms ist positiv. Daher ist Q ⊆ L nicht rein transzendent. Man
kann zeigen, dass jeder Teilkörper von Q(X) rein transzendent ist (Satz A.5.3).

Bemerkung II.4.17. Nach Satz II.3.8 und den obigen Re-
sultaten lässt sich jede Körpererweiterung K ⊆ L aufspalten
in K ⊆ T ⊆ S ⊆ L, wobei K ⊆ T rein transzendent, T ⊆ S
separabel und S ⊆ L rein inseparabel ist.

L

S

T

K

rein inseparabel

separabel

rein transzendent

Satz II.4.18 (Gradsatz für trg(L|K)). Für Körpererweiterungen K ⊆ L ⊆M gilt

trg(M |K) = trg(M |L) + trg(L|K).

Beweis. Seien B und C Transzendenzbasen von L über K bzw. M über L. Es genügt zu zeigen, dass
B ∪ C eine Transzendenzbasis von M über K ist mit B ∩ C = ∅. Jedes c ∈ C ist transzendent über
L und daher nicht in B ⊆ L enthalten. Dies zeigt B ∩ C = ∅. Nach Voraussetzung sind K(B) ⊆ L
und L(C) ⊆M algebraisch. Also sind auch K(B ∪ C) ⊆ L(C) und K(B ∪ C) ⊆M algebraisch. Nach
Satz II.4.12 existiert eine Transzendenzbasis S von M über K mit B ⊆ S ⊆ B ∪ C. Mit K(S) ⊆ L
ist auch L(S ∩ C) ⊆ M algebraisch, denn K(S) = K(B)(S ∩ C) ⊆ L(S ∩ C). Lemma II.4.11 zeigt
S = B ∩ C.

Beispiel II.4.19. Sei B eine Transzendenzbasis von C über Q. Nehmen wir an, dass B höchstens
abzählbar ist. Als abzählbare Vereinigung abzählbarer Mengen ist dann auch

Q(B) ∼= Q(X1, . . .) =
∞⋃
n=1

Q(X1, . . . , Xn)

abzählbar. Da Q(B) ⊆ C algebraisch ist, ist jede komplexe Zahl Nullstelle eines Polynoms in Q(B)[X].
Also wäre auch C abzählbar. Dieser Widerspruch zeigt, dass B überabzählbar ist. Genauer gilt
trg(C|Q) = |R|. Wegen trg(C|R) = 0 ist auch trg(R|Q) = |R| nach Satz II.4.18.
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Satz II.4.20 (Hauptsatz über symmetrische rationale Funktionen). Sei α ∈ K(X1, . . . , Xn) invariant
unter allen Permutationen der Xi. Dann existiert genau ein γ ∈ K(X1, . . . , Xn) mit α = γ(σ1, . . . , σn),
wobei σ1, . . . , σn die elementarsymmetrischen Polynome sind.

Beweis. Sei M := K(X1, . . . , Xn), L := K(σ1, . . . , σn) ⊆ M und G := Gal(M |L). Nach Vieta ist M
ein Zerfällungskörper von (Y −X1) . . . (Y −Xn) ∈ L[Y ]. Nach Artin und Kronecker ist L ⊆ M eine
Galois-Erweiterung mit |G| = |M : L| ≤ n!. Jede Permutation σ ∈ Sn induziert andererseits einen
Automorphismus fσ ∈ G mit fσ(Xi) = Xσ(i) für i = 1, . . . , n. Dies zeigt G ∼= Sn und α ∈ MG = L.
Daher existiert ein γ = γ1

γ2
∈ L mit α = γ(σ1, . . . , σn).

Sei auch δ = δ1
δ2

mit α = δ(σ1, . . . , σn). Dann gilt (γ1δ2)(σ1, . . . , σn) = (δ1γ2)(σ1, . . . , σn). Wegen
trg(L|K) = trg(L|K) + trg(M |L) = trg(M |K) = n sind σ1, . . . , σn algebraisch unabhängig über K.
Aus Lemma II.4.6 folgt γ1δ2 = δ1γ2 und δ = γ.

Bemerkung II.4.21. Nach Aufgabe I.53 ist Aut(Q) = 1 = Aut(R). Sei σ ∈ Aut(C) mit σ(R) = R.
Dann ist σR ∈ Aut(R) und σR = idR. Als Galois-Automorphismus von C über R ist σ entweder trivial
oder die komplexe Konjugation. Wir zeigen, dass C sehr viele weitere Automorphismen besitzt (die
dann R nicht festlassen können).

Satz II.4.22. Der Körper C besitzt überabzählbar viele Automorphismen.

Beweis. Sei B eine Transzendenzbasis von C über Q. Jede Permutation σ ∈ Sym(B) induziert einen
Automorphismus σ̂ auf Q[Xb : b ∈ B] mit σ̂(Xb) = Xσ(b). Nach der universellen Eigenschaft des
Quotientenkörpers (Aufgabe I.40) können wir σ̂ zu einem Automorphismus auf Q(Xb : b ∈ B) fortsetzen.
Wegen Q(B) ∼= Q(Xb : b ∈ B) erhält man daraus einen Automorphismus Γσ ∈ Aut(Q(B)) mit
Γσ(b) = σ(b). Da Q(B) ⊆ C algebraisch ist und C algebraisch abgeschlossen, lässt sich Γσ nach
Satz II.2.10 zu einem Homomorphismus Γ̂σ : C → C fortsetzen. Jedes x ∈ C ist Nullstelle seines
Minimalpolynoms µ ∈ Q(B)[X]. Da Γσ−1(µ) ∈ Q(B)[X] über C in Linearfaktoren zerfällt, existiert ein
y ∈ C mit Γ̂σ(y) = x. Daher ist Γ̂σ surjektiv und wie üblich auch injektiv (Lemma I.8.41). Mit B sind
auch Sym(B) und Aut(C) überabzählbar.

Bemerkung II.4.23.

(i) Mit etwas mehr Mengenlehre1 kann man |Aut(C)| ≥ |Sym(B)| = | Sym(R)| > |R| zeigen. Siehe
auch Folgerung A.7.12.

(ii) Mit den in Aufgabe II.23 definierten normalen Körpererweiterungen ergibt sich folgende Übersicht,

1Siehe Skript zur Logik und Mengenlehre
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bei der die triviale Erweiterung K ⊆ K vernachlässigt wurde:

transzendentalgebraisch

absolut transzendent

rein transzendent

separabel

endlich

normal

Ra
dik
al

rein inseparabel

Galois

endlich

separabel

normal

Ra
dik
al

rein inseparabel
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II.5 Teilbarkeit in Integritätsbereichen

Bemerkung II.5.1. In diesem Kapitel untersuchen wir, wann ein Ring eine eindeutige Primfaktorzer-
legung so wie in Z oder K[X] besitzt. Dazu sei R stets ein Integritätsbereich (kommutativer Ring ohne
Nullteiler).

Definition II.5.2. Für a, b ∈ R schreiben wir (wie üblich) a | b, falls ein c ∈ R mit ac = b existiert.
Man sagt dann: a teilt b, a ist ein Teiler von b oder b ist durch a teilbar.

Bemerkung II.5.3. Für a, b, c, d, e ∈ R gelten die üblichen Rechenregeln:

• ±1 | a | 0,

• 0 | a ⇐⇒ a = 0,

• a | b | c =⇒ a | c,

• a | b, c =⇒ a | (bd+ ce).

Lemma II.5.4. Für a, b ∈ R sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) a | b | a,

(2) ∃e ∈ R× : a = be,

(3) (a) = (b).

Gegebenenfalls nennt man a und b assoziiert.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Es existieren d, e ∈ R mit ad = b und be = a. Daher ist a(de − 1) = be − a = 0. Im Fall
a = 0 ist auch b = 0d = 0 und die Behauptung gilt mit e = 1. Anderenfalls gilt de = 1 = ed, da R
nullteilerfrei und kommutativ ist. Es folgt e ∈ R× mit a = be.

(2) ⇒ (3): Nach Voraussetzung gilt

(a) = aR = beR ⊆ bR = (b) = ae−1R ⊆ aR = (a).

(3) ⇒ (1): Wegen a ∈ (a) = (b) = bR existiert ein c ∈ R mit a = bc. Also ist b | a und aus
Symmetriegründen gilt auch a | b.

Bemerkung II.5.5. Die Einheitengruppe R× operiert durch ea := ea auf R. Zwei Elemente a, b ∈ R
sind genau dann assoziiert, wenn sie in der gleichen Bahn dieser Operation liegen. Daher ist die
Assoziiertheit eine Äquivalenzrelation auf R.
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Beispiel II.5.6.

(i) Die zu 1 assoziierten Elemente in R sind genau die Einheiten R×. In einem Körper sind daher alle
von Null verschiedenen Elemente assoziiert.

(ii) In R = Z sind a und b genau dann assoziiert, wenn b = ±a gilt (Beispiel I.7.5).

Definition II.5.7. Man nennt p ∈ R \ (R× ∪ {0})

• irreduzibel , falls für alle a, b ∈ R gilt: p = ab⇒ a ∈ R× ∨ b ∈ R× (vgl. Primzahl).

• Primelement , falls für alle a, b ∈ R gilt: p | ab⇒ p | a ∨ p | b (vgl. Lemma I.2.16).

Lemma II.5.8. Primelemente sind irreduzibel.

Beweis. Sei p ∈ R ein Primelement und p = ab mit a, b ∈ R. Dann ist p ein Teiler von a oder b, sagen
wir p | a. Wegen a | p sind a und p assoziiert. Sei e ∈ R× mit p = ae. Dann folgt a(b− e) = 0. Wegen
p ̸= 0 ̸= a gilt b = e ∈ R×. Also ist p irreduzibel.

Beispiel II.5.9.

(i) Ist R ein Körper, so existieren weder irreduzible Elemente noch Primelemente, denn R = R×∪{0}.

(ii) In Z gilt: p irreduzibel ⇐⇒ p Primelement ⇐⇒ |p| Primzahl. In K[X] für einen Körper K stimmen
die irreduziblen Elemente ebenso mit den Primelementen überein (Satz I.8.24) und jedes solche
Element ist zu genau einem irreduziblen Polynom assoziiert (beachte: irreduzible Polynome sind
normiert).

(iii) Ist p ∈ R irreduzibel (bzw. Primelement), so auch jedes zu p assoziierte Element.

(iv) Im Allgemeinen ist nicht jedes irreduzible Element ein Primelement (siehe auch Aufgabe II.24):
Wir betrachten

R := Z[
√
−5] := Z+ Z

√
−5 =

{
a+ b

√
−5 : a, b ∈ Z

}
.

Wegen (a+ b
√
−5)(c+ d

√
−5) = ac− 5bd+ (bc+ ad)

√
−5 ist R ein Teilring von C und daher ein

Integritätsbereich. Für alle x = a+ b
√
−5 ∈ R gilt |x|2 = a2 + 5b2 ∈ Z. Sei x := 1 +

√
−5 ∈ R.

Im Fall x ∈ R× wäre 1 = |x|2|x−1|2 = 6|x−1|2 ∈ 6Z. Also ist x /∈ R×. Für y, z ∈ R mit
x = yz gilt |y|2|z|2 = |x|2 = 6. Da die Gleichung a2 + 5b2 = 2 keine ganzzahlige Lösung
hat, ist o. B. d.A. |y|2 = 1. Dies zeigt y = ±1 ∈ R×. Also ist x irreduzibel. Andererseits gilt
x | xx = 6 = 2 · 3. Wäre x ein Primelement, so gäbe es y ∈ R mit xy = 2 oder xy = 3. Dies ist
wegen |xy|2 = 6|y|2 /∈ {4, 9} ausgeschlossen. Also ist x kein Primelement.

Lemma II.5.10. Seien p1, . . . , ps, q1, . . . , qt ∈ R Primelemente mit p1 . . . ps = q1 . . . qt. Dann ist s = t
und bei geeigneter Nummerierung ist pi zu qi assoziiert für i = 1, . . . , s.

Beweis. Induktion nach s: Im Fall s = 0 ist q1 . . . qt = 1 und q1 ∈ R×. Da Primelemente keine Einheiten
sind, gilt t = 0. Sei nun s ≥ 1 und die Behauptung für s−1 bereits bewiesen. Aus ps | p1 . . . ps = q1 . . . qt
folgt ps | qi für ein i ∈ {1, . . . , t}, sagen wir i = t. Sei also e ∈ R mit pse = qt. Da qt nach Lemma II.5.8
irreduzibel ist, gilt e ∈ R×. Insbesondere sind ps und qt assoziiert. Es folgt

(p1 . . . ps−1 − q1 . . . qt−1e)ps = p1 . . . ps − q1 . . . qt = 0.

Wegen ps ̸= 0 ist p1 . . . ps−1 = q1 . . . (qt−1e). Nach Induktion ist s = t und bei geeigneter Nummerierung
ist pi zu qi bzw. zu qt−1e assoziiert für i = 1, . . . , s− 1. Dies zeigt die Behauptung.
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Definition II.5.11. Ein Integritätsbereich R heißt faktoriell1, falls jedes Element aus R \ (R× ∪ {0})
ein Produkt von Primelementen ist.

Satz II.5.12. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) R ist faktoriell.

(2) Jedes a ∈ R \ (R× ∪ {0}) lässt sich als Produkt irreduzibler Elemente schreiben und jedes irreduzible
Element ist ein Primelement.

(3) Jedes a ∈ R \ (R× ∪ {0}) lässt sich bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt
irreduzibler Elemente schreiben.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Da jedes Primelement irreduzibel ist, müssen wir nur den zweiten Teil zeigen. Jedes irreduzible
Element p ∈ R lässt sich als Produkt von Primelementen schreiben. Da Primelemente keine
Einheiten sind, ist p selbst ein Primelement.

(2) ⇒ (3): Folgt aus Lemma II.5.10.

(3) ⇒ (1): Es genügt zu zeigen, dass jedes irreduzible Element p ∈ R ein Primelement ist. Sei p | ab
für a, b ∈ R. Sei c ∈ R mit pc = ab. Wir zerlegen a = a1 . . . ar, b = b1 . . . bs und c = c1 . . . ct in
irreduzible Elemente. Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung

pc1 . . . ct = a1 . . . arb1 . . . bs

folgt, dass p zu einem ai oder zu einem bi assoziiert ist. Daher gilt p | a oder p | b. Also ist p ein
Primelement.

Beispiel II.5.13.

(i) Jeder Körper ist faktoriell.

(ii) Sicher sind Z und K[X] für einen Körper K faktoriell.

(iii) Nach Beispiel II.5.9 ist Z[
√
−5] nicht faktoriell, denn 1+

√
−5 ist irreduzibel, aber kein Primelement.

Dieses Phänomen machte Cauchys und Lamés Beweisversuche für Fermats letzten Satz zunichte.

(iv) Die meisten Integritätsbereiche sind bereits dann faktoriell, wenn jedes irreduzible Element ein
Primelement ist (Aufgabe II.31).2

Bemerkung II.5.14.

(i) Sei R faktoriell und P ⊆ R ein Repräsentantensystem für die Klassen assoziierter Primelemente
(zum Beispiel die Primzahlen in R = Z oder die irreduziblen Polynome in R = K[X]). Dann
besitzt jedes x ∈ R \ {0} eine eindeutige Primfaktorzerlegung

x = e
∏
p∈P

pνp(x)

1oder ZPE-Ring (Zerlegung Primelemente eindeutig) bzw. im Englischen UFD (unique factorization domain)
2Ein Gegenbeispiel wird in http://ramanujan.math.trinity.edu/rdaileda/teach/m4363s07/non_ufd.pdf konstru-

iert.
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mit e ∈ R× und νp(x) ∈ N0 für p ∈ P . Für x, y ∈ R\{0} gilt x | y genau dann, wenn νp(x) ≤ νp(y)
für alle p ∈ P . Für x1, . . . , xn ∈ R \ {0} setzt man

ggT(x1, . . . , xn) :=
∏
p∈P

pmin{νp(x1),...,νp(xn)},

kgV(x1, . . . , xn) :=
∏
p∈P

pmax{νp(x1),...,νp(xn)}.

Bis auf Assoziiertheit hängen ggT und kgV nicht von P ab. Im Fall ggT(x1, . . . , xn) ∈ R× nennt
man x1, . . . , xn teilerfremd .

(ii) Im Quotientenkörper Q(R) hat jedes x ∈ Q(R) \ {0} eine eindeutige Zerlegung in der Form

x = e
∏
p∈P

pνp(x)

mit e ∈ R× und νp(x) ∈ Z für p ∈ P .

Definition II.5.15. Ein Integritätsbereich R heißt Hauptidealring , falls jedes Ideal in R ein Hauptideal
ist.

Beispiel II.5.16. Nach Beispiel I.7.9(vii) und Lemma I.8.37 sind Z und K[X] Hauptidealringe. Nach
Aufgabe I.48 ist Z[X] kein Hauptidealring.

Bemerkung II.5.17. Nach Aufgabe II.4 ist P ◁R ein Primideal , falls ab ∈ P ⇒ a ∈ P ∨ b ∈ P für
alle a, b ∈ R gilt. Ist p ∈ R ein Primelement, so ist (p) ein Primideal.

Lemma II.5.18. Für jedes Element p ̸= 0 eines Hauptidealrings R sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(1) (p) ist maximales Ideal,

(2) (p) ist Primideal,

(3) p ist Primelement,

(4) p ist irreduzibel.

Beweis. Nach Aufgabe II.4 gilt (1)⇒(2). Ist (p) ein Primideal und p | ab, so gilt ab ∈ (p), also a ∈ (p)
oder b ∈ (p). Dies zeigt p | a oder p | b. Daher ist p ein Primelement. Nach Lemma II.5.8 gilt (3)⇒(4).
Sei schließlich p irreduzibel. Wegen p /∈ R× ist (p) ̸= R. Sei (p) ⊆ I ◁R. Da R ein Hauptidealring ist,
existiert ein a ∈ R mit I = (a). Wegen p ∈ I existiert ein b ∈ R mit p = ab. Wegen I ̸= R ist a /∈ R×.
Da p irreduzibel ist, gilt also b ∈ R×. Dies zeigt I = (p) nach Lemma II.5.4. Daher ist (p) ein maximales
Ideal.

Satz II.5.19. Hauptidealringe sind faktoriell.
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Beweis. Sei R ein Hauptidealring. Nach Lemma II.5.18 ist jedes irreduzible Element ein Primelement.
Nach Satz II.5.12 genügt es zu zeigen, dass jedes x1 ∈ R \ (R× ∪{0}) ein Produkt irreduzibler Elemente
ist. Nehmen wir das Gegenteil an. Dann existieren x2, y ∈ R \ R× mit x1 = x2y, wobei x2 nicht
irreduzibel ist. Wegen y /∈ R× ist (x1) ⊊ (x2). Wir können nun das Argument mit x2 wiederholen
und erhalten x3 ∈ R \ R× mit (x2) ⊊ (x3) usw. Offenbar ist dann I :=

⋃∞
i=1(xi) ein Ideal. Da R ein

Hauptidealring ist, existiert ein x ∈ R mit I = (x). Dann existiert ein i ∈ N mit x ∈ (xi). Dies liefert
den Widerspruch (xi+1) ⊆ I = (x) ⊆ (xi).

Lemma II.5.20 (Bézout). Sei R ein Hauptidealring und a1, . . . , an ∈ R \ {0}. Dann existieren
x1, . . . , xn ∈ R mit ggT(a1, . . . , an) = x1a1 + . . .+ xnan.

Beweis. Sei g := ggT(a1, . . . , an). Da R ein Hauptidealring ist, existiert ein a ∈ R mit (a) =
(a1, . . . , an) ⊆ (g). Sei P ein Repräsentantensystem für die Klassen assoziierter Primelemente. Wegen
(ai) ⊆ (a) ⊆ (g) gilt νp(g) ≤ νp(a) ≤ νp(ai) für i = 1, . . . , n und p ∈ P . Daher ist

νp(g)
II.5.14
= min

1≤i≤n
νp(ai) = νp(a)

für alle p ∈ P , d. h. a und g assoziiert. Es folgt (g) = (a) = (a1, . . . , an) = Ra1 + . . . + Ran. Daher
existieren x1, . . . , xn mit x1a1 + . . .+ xnan = g.

Bemerkung II.5.21. Als Teilring von Q(R)[X] ist der Polynomring R[X] über R ein Integritätsbereich.
Wegen deg(αβ) = deg(α) + deg(β) ist R[X]× = R×. Irreduzible Elemente in R sind auch irreduzibel
in R[X]. Insbesondere können irreduzible Elemente in R[X] auch konstant sein (z. B. 2 in Z[X]). Im
Folgenden verallgemeinern wir unsere früheren Ergebnisse über Z[X] (Lemma I.8.48).

Definition II.5.22. Ein Polynom α ∈ R[X] über einem faktoriellen Ring R heißt primitiv , falls der
ggT seiner Koeffizienten eine Einheit ist.

Beispiel II.5.23. Ein primitives Polynom besitzt keine Teiler in R \ R×. Insbesondere ist jedes
irreduzible Element α ∈ R[X] \R primitiv.

Lemma II.5.24. Sei R faktoriell mit Quotientenkörper K = Q(R) und α, β ∈ R[X].

(i) Genau dann ist αβ primitiv, wenn α und β primitiv sind.

(ii) Für α ∈ K[X] \ {0} existieren b ∈ K und α̃ ∈ R[X] primitiv mit α = bα̃.

(iii) Sind α, β ∈ R[X] primitiv und α | β in K[X], so gilt α | β auch in R[X].

(iv) Ist α ∈ R[X] \R irreduzibel in R[X], so ist α auch irreduzibel in K[X] (bis auf Normierung).

Ist R faktoriell und α, β ∈ R[X] primitiv, so ist auch αβ primitiv.

Beweis.

(i) Offensichtlich kann αβ nur dann primitiv sein, wenn α und β primitiv sind. Nehmen wir umgekehrt
an, dass αβ nicht primitiv ist. Da R faktoriell ist, ist αβ durch ein Primelement p ∈ R teilbar.
Indem wir die Koeffizienten durch ihre Restklassen in R := R/(p) ersetzen, erhalten wir αβ = 0 in
R[X] (Reduktion modulo p). Da (p) ein Primideal ist, ist R ein Integritätsbereich nach Aufgabe II.4.
Daher ist auch R[X] ein Integritätsbereich und es folgt α = 0 oder β = 0 (wie üblich ist die
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Reduktion modulo p ein Ringhomomorphismus). Daher sind die Koeffizienten von α oder β durch
p teilbar.

(ii) Sei r ≠ 0 ein gemeinsamer Nenner der Koeffizienten von α. Dann ist rα ∈ R[X]. Sei s ein ggT der
Koeffizienten von rα. Dann ist b := s

r ∈ K und α̃ := b−1α ∈ R[X] ist primitiv.

(iii) Nach Voraussetzung existiert ein γ ∈ K[X] mit αγ = β. Nach (ii) existiert ein b ∈ K, sodass
bγ ∈ R[X] primitiv ist. Nach (i) ist auch bαγ = bβ primitiv. Da β primitiv ist, folgt b ∈ R× und
γ ∈ R[X]. Daher gilt α | β in R[X].

(iv) Nach Beispiel II.5.23 ist α primitiv. Nehmen wir indirekt α = βγ mit β, γ ∈ K[X]\K an. Nach (ii)
existieren primitive β̃, γ̃ ∈ R[X] sowie b, c ∈ K mit β = bβ̃ und γ = cγ̃. Nach (i) ist β̃γ̃ primitiv
und α = bcβ̃γ̃ ∈ R[X]. Da α primitiv ist, folgt bc ∈ R×. Da α irreduzibel ist, wäre nun β̃ order γ̃
in R[X]× = R× ⊆ K.

Satz II.5.25 (Gauß). Ist R faktoriell, so auch R[X].

Beweis. Sei K = Q(R). Wir zeigen zunächst, dass jedes α ∈ R[X] \ (R× ∪{0}) ein Produkt irreduzibler
Elemente ist. Sei α = aα̃ mit a ∈ R und α̃ ∈ R[X] primitiv. Da R faktoriell ist, ist a ein Produkt
irreduzibler Elemente von R, die auch irreduzibel in R[X] sind. Wir können also α = α̃ annehmen.
Ist α reduzibel in R[X], so existieren β, γ ∈ R[X] \ R mit α = βγ. Man kann nun α durch β bzw. γ
ersetzen. Wegen deg β, deg γ < degα erhält man schließlich eine Zerlegung in irreduzible Elemente.

Nun zeigen wir, dass jedes irreduzible Element α ∈ R[X] ein Primelement ist. Sei α | βγ für β, γ ∈ R[X].
Wir schreiben β = bβ̃ und γ = cγ̃ mit b, c ∈ R und β̃, γ̃ ∈ R[X] primitiv. Im Fall α ∈ R ist α
auch irreduzibel in R und damit ein Primelement von R, da R faktoriell ist. Da β̃γ̃ primitiv ist
(Lemma II.5.24), gilt dann α | bc und o.B. d.A. α | b. Dies zeigt α | bβ̃ = β. Sei nun α /∈ R. Nach
Lemma II.5.24 ist dann α irreduzibel in K[X]. Da K[X] als Hauptidealring faktoriell ist, ist α ein
Primelement in K[X]. Nach Lemma II.5.24 ist dann α auch ein Primelement in R[X]. Nach Satz II.5.12
ist R[X] faktoriell.

Beispiel II.5.26. Nach Satz II.5.25 ist Z[X] faktoriell, aber kein Hauptidealring (Aufgabe I.48).
Induktiv erhält man, dass auch K[X1, . . . , Xn] für jeden Körper K faktoriell ist.

Bemerkung II.5.27. Auf ähnliche Weise lassen sich das Eisenstein-Kriterium und das Reduktionskri-
terium (Lemma I.8.56) auf faktorielle Ringe verallgemeinern (Aufgabe II.27).

Beispiel II.5.28. Das Polynom X2 + Y 3(Y − 2)X + Y − 2 ist irreduzibel in Z[X,Y ] = Z[Y ][X] nach
Eisenstein, denn Y − 2 ist irreduzibel (also ein Primelement) in Z[Y ].

Definition II.5.29. Ein Integritätsbereich R heißt euklidisch, falls eine Abbildung H : R→ N0 mit
folgender Eigenschaft existiert: Für alle a, b ∈ R mit b ≠ 0 existieren q, r ∈ R mit a = qb + r und
H(r) < H(b) (Division mit Rest).3

Satz II.5.30. Euklidische Ringe sind Hauptidealringe und damit faktoriell.

3Um Rechnungen zu vereinfachen, verlangt man oft zusätzlich H(0) = 0 und H(a) ≤ H(ab) für alle a, b ∈ R \ {0}, siehe
[P. Samuel, About Euclidean rings, J. Algebra 19 (1971), 282–301]
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Beweis. Sei I ⊴ R und o.B. d.A. I ≠ {0}. Dann besitzt M := {H(a) : 0 ̸= a ∈ I} als nichtleere
Teilmenge von N0 ein kleinstes Element H(b) für ein b ∈ I \ {0}. Sicher ist (b) ⊆ I. Für a ∈ I existieren
q, r ∈ R mit a = qb+ r und H(r) < H(b). Wegen r = a− qb ∈ I folgt r = 0 aus der Wahl von b. Dies
zeigt a = qb ∈ (b) und I = (b).

Beispiel II.5.31.

(i) Jeder Körper K ist euklidisch mit H(0) := 0 und H(a) := 1 falls a ̸= 0.

(ii) Offenbar ist Z mit H(a) := |a| euklidisch. Analog ist K[X] mit H(0) := 0 und H(α) := 1 + degα
für α ̸= 0 euklidisch nach Satz I.8.15.

(iii) Wir zeigen, dass der Ring der Gaußschen Zahlen

Z[i] := Z+ Zi ⊆ C

euklidisch ist mit H(x) := |x|2 = a2 + b2 für x = a + bi ∈ Z[i]. Wegen (a + bi)(c + di) =
ac− bd+ (ad+ bc)i für a, b, c, d ∈ Z ist Z[i] ein Teilring von C und daher ein Integritätsbereich.
Für x, y ∈ Z[i] mit y ≠ 0 ist x

y = α+ βi mit α, β ∈ R. Wähle s, t ∈ Z mit |α− s|, |β − t| ≤ 1
2 und

setze q := s+ ti ∈ Z[i] sowie r := x− qy. Dann ist

H(r) = |x− qy|2 = |y|2
∣∣∣x
y
− q

∣∣∣2 = |y|2
(
|α− s|2 + |β − t|2

)
≤ 1

2
|y|2 < |y|2 = H(y).

Analog zeigt man, dass Z[
√
d] für d ∈ {−2, 2, 3} euklidisch ist (Aufgabe II.29). Andererseits ist

Z[
√
−5] nicht euklidisch, da nicht faktoriell.

(iv) Man kann zeigen, dass Z
[
1+

√
−19
2

]
ein nicht-euklidischer Hauptidealring ist.4 Merke:

Körper =⇒ euklidisch =⇒ Hauptidealring =⇒ faktoriell
=⇒ Integritätsbereich =⇒ kommutativ

Bemerkung II.5.32. In jedem euklidischen Ring R lässt sich ein ggT(a, b) für a, b ∈ R \ {0} mit dem
erweiterten euklidischen Algorithmus bestimmen:

• Setze (x0, y0, z0) := (1, 0, a), (x1, y1, z1) := (0, 1, b) und k := 0.

• Solange zk+1 ̸= 0 wiederhole:

(xk+2, yk+2, zk+2) := (xk − xk+1qk+1, yk − yk+1qk+1, rk+1),

wobei zk = qk+1zk+1 + rk+1 mit H(rk+1) < H(zk+1).

• Für zk+1 = 0 ist ggT(a, b) = zk = xka+ ykb.

Beispiel II.5.33. Wir bestimmen die Einheiten und Primelemente von R = Z[i]. Für e = a+ bi ∈ R×

gilt 1 = |ee−1|2 = H(e)H(e−1). Dies zeigt a2 + b2 = H(e) = 1 und R× = {±1,±i}. Sei nun π ∈ R ein
Primelement. Wegen π /∈ R× ist π | ππ = |π|2 ≥ 2. Daher teilt π einen Primteiler p von H(π). Teilt
π auch q ∈ P \ {p}, so teilt π auch ggT(p, q) = 1 und man erhält den Widerspruch π ∈ R×. Also ist
p die einzige durch π teilbare Primzahl. Man kann somit die Primelemente in R bestimmen, indem
man die Primzahlen in Primelemente zerlegt. Jedes π ∈ R mit H(π) ∈ P ist offenbar irreduzibel und

4Siehe [R.A. Wilson, An elementary proof that not all principal ideal domains are Euclidean domains, Math. Gaz. 101
(2017), 289–293, https://www.jstor.org/stable/pdf/44821320.pdf]
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daher ein Primelement in R. Insbesondere ist 1 + i ∈ R ein Primelement und 2 = −i(1 + i)2 ist die
Primfaktorzerlegung von 2 (man sagt: 2 ist verzweigt).

Sei nun p ≡ 3 (mod 4) und σ, τ ∈ R mit p = στ . Dann ist

H(σ)H(τ) = H(p) = p2. (II.5.1)

Wegen a2 + b2 ̸≡ 3 (mod 4) für alle a, b ∈ Z hat die Gleichung a2 + b2 = p keine ganzzahligen Lösungen.
Daher ist p ein Primelement in R (man sagt: p ist träge).

Sei schließlich p ≡ 1 (mod 4) und q := (p− 1)/2 ∈ 2Z. Nach Wilson (Aufgabe I.9) ist

−1 ≡ (p− 1)! ≡
q∏

k=1

k(p− k) ≡ (−1)q(q!)2 ≡ (q!)2 (mod p).

Dies zeigt p | (q!)2 + 1 = (q!− i)(q! + i). Wäre p ein Primelement in R, so wäre p = p | q!± i und

0 ̸≡ 2q! = (q! + i) + (q!− i) ≡ 0 (mod p).

Also ist p kein Primelement und nach (II.5.1) existiert ein Primteiler π | p mit ππ = H(π) = p.
O.B. d.A. sei π | q! + i. Angenommen π und π sind assoziiert. Dann wären π und π Teiler von q!± i
und daher auch Teiler von 2 = i((q!− i)− (q! + i)). Wir wissen aber bereits, dass jedes Primelement
nur eine Primzahl teilt. Daher sind π und π nicht assoziiert (man sagt: p ist zerlegt). Zum Beispiel ist
5 = (2 + i)(2− i).

Satz II.5.34. Genau dann lässt sich n ∈ N als Summe von zwei ganzzahligen Quadraten schreiben,
wenn die Vielfachheit jeder Primzahl p ≡ 3 (mod 4) in der Primfaktorzerlegung von n gerade ist.
Insbesondere ist jede Primzahl p ≡ 1 (mod 4) Summe zweier Quadrate.

Beweis.

⇒: Sei n = a2+b2 = (a+bi)(a−bi)mit a, b ∈ Z. Nach Beispiel II.5.33 erhält man die Primfaktorzerlegung
von a+ bi wie folgt

a+ bi = e(1 + i)δ2
∏
p∈P

p≡ 3 (mod 4)

pδp
∏
p∈P

p≡ 1 (mod 4)

π
δp
p πp

δ′p

mit e ∈ {±1,±i} und δ2, δp, δ′p ∈ N0. Daher ist

n = |a+ bi|2 = 2δ2
∏
p∈P

p≡ 3 (mod 4)

p2δp
∏
p∈P

p≡ 1 (mod 4)

pδp+δ
′
p

die Primfaktorzerlegung von n.

⇐: Nach Voraussetzung ist

n = 2δ2
∏
p∈P

p≡ 3 (mod 4)

p2δp
∏
p∈P

p≡ 1 (mod 4)

pδp = |α|2 = H(α)

mit
α = (1 + i)δ2

∏
p∈P

p≡ 3 (mod 4)

pδp
∏
p∈P

p≡ 1 (mod 4)

π
δp
p ∈ Z[i].

Daher existieren a, b ∈ Z mit α = a+ bi und a2 + b2 = H(α) = n.

141



II.6 Moduln

Bemerkung II.6.1. Wir untersuchen in diesem Kapitel Vektorräume über Ringen anstelle von Körpern.
Anders als in der linearen Algebra existieren in dieser Situation im Allgemeinen keine Basen. Selbst
wenn Basen existieren, müssen sie nicht gleich groß sein. Die Theorie wird dadurch komplizierter, aber
auch reichhaltiger.

Definition II.6.2. Sei R ein Ring (nicht unbedingt kommutativ). Eine abelsche Gruppe (M,+) heißt
(R-)Linksmodul1, falls eine Skalarmultiplikation R×M →M , (r,m) 7→ rm mit folgenden Eigenschaften
existiert:

• r(m+ n) = rm+ rn,

• (r + s)m = rm+ sm,

• (rs)m = r(sm),

• 1Rm = m

für alle r, s ∈ R und m,n ∈M . Analog definiert man Rechtsmoduln.

Bemerkung II.6.3. Im Folgenden verstehen wir unter Moduln stets Linksmoduln. In der englischspra-
chigen Literatur und in Computeralgebrasystemen bevorzugt man oft Rechtsmoduln.

Beispiel II.6.4.

(i) Der triviale Modul 0 := {0}.

(ii) Ist R ein Körper, so sind die Moduln genau die Vektorräume.

(iii) Jede abelsche Gruppe A ist ein Z-Modul, wenn man (wie in Bemerkung I.3.2)

za :=

{
a+ . . .+ a (z Summanden) falls z ≥ 0,

−|z|a falls z < 0

für z ∈ Z und a ∈ A definiert. Umgekehrt ist natürlich jeder (Z-)Modul eine abelsche Gruppe.

(iv) Mit der Ringaddition und Ringmultiplikation wird R zu einem R-Modul, den man regulären
R-Modul nennt.

(v) Ersetzt man die Multiplikation in R durch

a ∗ b := ba (a, b ∈ R) (a, b ∈ R),

so erhält man den entgegengesetzten Ring Ro mit 1R0 = 1R. Jeder R-Linksmodul M wird durch
mr := rm (r ∈ R, m ∈M) zu einem Ro-Rechtsmodul, denn für r, s ∈ R gilt

m(r ∗ s) = m(sr) = (sr)m = s(rm) = (rm)s = (mr)s.
1Anders als in der Studienordnung heißt es in der Mathematik: der Modul [mmo:dUl] (maskulin) und die Moduln.
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(vi) Sei K ein Körper und R := Kn×n für n ∈ N. Für m ∈ N ist dann Kn×m mit der Matrizenmulti-
plikation ein R-Modul.

(vii) Ist M ein R-Modul und f : S → R ein Ringhomomorphismus, so wird M durch sm := f(s)m
(s ∈ S, m ∈M) zu einem S-Modul. Ist S ein Teilring von R und f die Inklusionsabbildung, so
erhält man auf diese Weise die Einschränkung von M auf S. Im Fall R = S/I für ein I ⊴ S kann
man den kanonischen Epimorphismus f : S → S/I wählen. Jeder S/I-Modul ist daher auch ein
S-Modul.

(viii) Ist (Mi)i∈I eine Familie von R-Moduln, so wird das direkte Produkt ×i∈IMi mit den kompo-
nentenweisen Verknüpfungen zu einem R-Modul. Im Fall I = {1, . . . , n} schreibt man wie üblich
M1 × . . .×Mn und Mn

1 falls M1 = . . . =Mn.

Bemerkung II.6.5. Sei M ein R-Modul, r ∈ R und m ∈M . Dann gilt

r0M = r(0M + 0M ) = r0M + r0M = 0M ,

0Rm = (0R + 0R)m = 0Rm+ 0Rm = 0M .

Definition II.6.6. Eine Teilmenge N eines R-Moduls M heißt Untermodul von M , falls N mit den
eingeschränkten Verknüpfungen selbst ein R-Modul ist. Wie bei Gruppen schreiben wir dann N ≤M
oder N < M , falls N ̸=M .

Bemerkung II.6.7. Eine Teilmenge N eines R-Moduls M ist genau dann ein Untermodul, wenn
(N,+) ≤ (M,+) und rN ⊆ N für alle r ∈ R gilt. Äquivalent ist auch: N ≠ ∅ und rx+ sy ∈ N für alle
x, y ∈ N und r, s ∈ R.

Beispiel II.6.8.

(i) Bei Moduln über Körpern sind die Untermoduln natürlich die Untervektorräume.

(ii) Die Untermoduln eines Z-Moduls sind genau die Untergruppen.

(iii) Stets sind 0 und M Untermoduln von M .

(iv) Der Durchschnitt beliebig vieler Untermoduln ist ein Untermodul.

(v) Für einen R-Modul M und S ⊆M ist

RS := ⟨S⟩ :=
⋂
N≤M
S⊆N

N ≤M

der von S erzeugte Untermodul. Offenbar besteht RS aus den Elementen der Form r1s1+. . .+rnsn
mit r1, . . . , rn ∈ R und s1, . . . , sn ∈ S. Im Fall RS =M ist S ein Erzeugendensystem von M . Ist
zusätzlich |S| <∞, so nennt man M endlich erzeugt .

(vi) Für jede Familie von Untermodul (Ni)i∈I von M ist auch die Summe∑
i∈I

Ni :=
〈⋃
i∈I

Ni

〉
=

{
x1 + . . .+ xn : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈

⋃
Ni

}
ein Untermodul von M . Im Fall Ni ∩

∑
j ̸=iNj = 0 für alle i ∈ I nennen wir die Summe direkt

und schreiben wie bei Gruppen
⊕

i∈I Ni. Dies bedeutet, dass die Darstellung eines Elements
x = x1 + . . .+ xn mit xj ∈ Nij (j = 1, . . . , n) bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutig
ist.
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(vii) Die Untermoduln des regulären Moduls nennt man Linksideale von R. Sicher ist jedes Ideal ein
Linksideal. Ist R kommutativ, so gilt auch die Umkehrung. Künftig werden wir das Nullideal mit
0 anstatt {0} bezeichnen.

(viii) Ist M ein R-Modul und I ⊴R, so ist

IM :=

{ n∑
i=1

ximi : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ I,m1, . . . ,mn ∈M

}
≤M.

Satz II.6.9. Sind N ≤M R-Moduln, so wird die Faktorgruppe M/N durch

r(x+N) := rx+N (r ∈ R, x ∈M)

zu einem R-Modul, den man Faktormodul nennt.

Beweis. Da M eine abelsche Gruppe ist, ist jede Untergruppe normal und M/N ist eine Gruppe. Für
x, y ∈ M mit x + N = y + N gilt x − y ∈ N =⇒ rx − ry = r(x − y) ∈ N =⇒ rx + N = ry + N .
Daher ist die Skalarmultiplikation wohldefiniert. Die Rechenregeln übertragen sich leicht von M nach
M/N .

Definition II.6.10. Eine Abbildung f : M → N für R-Moduln M,N heißt Homomorphismus (oder
R-linear), falls f(rx + y) = rf(x) + f(y) für r ∈ R und x, y ∈ M gilt. Die Menge aller Homomor-
phismen bezeichnet man mit HomR(M,N). Wie üblich definiert man Mono-, Epi-, Endo-, Iso- und
Automorphismen. Abweichend von Gruppen und Ringen schreiben wir M ≃ N oder genauer M ≃R N
für die Isomorphie von Moduln.

Bemerkung II.6.11.

(i) Jeder Homomorphismus f : M → N von R-Moduln ist auch ein Gruppenhomomorphismus. Wie
üblich gilt daher Ker(f) ≤M und f(M) ≤ N .

(ii) Für Moduln N ≤M ist der kanonische Gruppenepimorphismus M →M/N auch R-linear.

(iii) Ist f : M → N ein bijektiver Homomorphismus, so ist auch f−1 : N →M ein Homomorphismus,
denn

f−1(rm) = f−1
(
rf(f−1(m))

)
= f−1

(
f(rf−1(m))

)
= rf−1(m)

für m ∈M und r ∈ R.

(iv) Sind f, g : M → N R-linear, so auch f+g : M → N ,m 7→ f(m)+g(m). Dadurch wirdHomR(M,N)
zu einer abelschen Gruppe. Im FallM = N ist auch f ◦g ∈ HomR(M,M) =: EndR(M). Wie üblich
gilt dann f◦(g+h) = f◦g+f◦h und (f+g)◦h = f◦h+g◦h für f, g, h ∈ EndR(M). Auf diese Weise
wird EndR(M) zu einem Ring mit Einselement idM (im Fall endlich-dimensionaler Vektorräume
ist EndR(M) nichts weiter als ein Matrixring). Man nennt EndR(M) den Endomorphismenring
von M .

(v) Jeder R-Modul M wird durch φ ·m := φ(m) für φ ∈ EndR(M) und m ∈M zu einem EndR(M)-
Modul.

Satz II.6.12.

(i) (Homomorphiesatz) Für jeden Homomorphismus von Moduln f : M → N gilt

M/Ker(f) ≃ f(M).
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(ii) (Korrespondenzsatz) Für Moduln N ≤M induziert der kanonische Epimorphismus M →M/N
eine Bijektion zwischen der Menge der Untermoduln L ≤ M mit N ≤ L und der Menge der
Untermoduln von M/N .

(iii) (1. Isomorphiesatz) Für U, V ≤M gilt V ≤ U + V ≤M , U ∩ V ≤ U und

(U + V )/V ≃ U/U ∩ V.

(iv) (2. Isomorphiesatz ) Für Moduln U ≤ V ≤M ist

M/V ≃ (M/U)/(V/U).

Beweis. Wir wissen aus Satz I.3.29 bereits, dass die Abbildung F : M/Ker(f) → f(M), m+Ker(f) 7→
f(m) ein wohldefinierter Gruppenisomorphismus ist. Wegen

F
(
r(m+Ker(f))

)
= F (rm+Ker(f)) = f(rm) = rf(m) = rF (m+Ker(f))

für r ∈ R und m ∈ M ist F auch ein Isomorphismus von Moduln. Die anderen Aussagen sind
Folgerungen aus dem Homomorphiesatz und gelten daher ebenfalls für Moduln.

Definition II.6.13. Ein R-Modul M ≠ 0 heißt einfach, wenn 0 und M die einzigen Untermoduln von
M sind.

Lemma II.6.14 (Schurs Lemma). Seien M und N nicht-isomorphe einfache R-Moduln. Dann ist
EndR(M) ein Schiefkörper und HomR(M,N) = 0.

Beweis. Sei f ∈ HomR(M,N). Aus der Einfachheit von M und N folgt Ker(f) ∈ {0,M} und f(M) ∈
{0, N}. Im Fall Ker(f) = 0 erhält man den Widerspruch M ≃ M/Ker(f) ≃ f(M) = N . Also ist
Ker(f) =M , d. h. f = 0. Im Fall M = N erhält man

f ̸= 0 ⇐⇒ Ker(f) = 0 ∧ f(M) = N ⇐⇒ f bijektiv.

Mit f ist dann auch f−1 ∈ EndR(M). Also gilt EndR(M)× = EndR(M) \ {0}.

Beispiel II.6.15.

(i) Ein Vektorraum V über einem Körper K ist nur dann einfach, wenn dimV = 1. Gegebenenfalls
ist EndK(V ) ∼= K.

(ii) Eine abelsche Gruppe A ist genau dann ein einfacher Z-Modul, wenn A als Gruppe einfach ist.
Ggf. ist A ∼= Cp und EndZ(A) ∼= Fp für ein p ∈ P (Beispiel I.6.3).

(iii) Sei I ein echtes Linksideal eines Rings R. Wie im Satz von Krull beweist man mit Zorns Lemma
die Existenz eines maximalen Linksideals M von R mit I ⊆ M . Nach dem Korrespondenzsatz
(angewendet auf den regulären Modul) ist dann R/M ein einfacher R-Modul. Insbesondere besitzt
jeder Ring R ̸= {0} einen einfachen Modul (wähle I = 0).

(iv) Sei umgekehrt M ein einfacher R-Modul und 0 ̸= m ∈ M . Dann ist die Abbildung f : R → M ,
r 7→ rm ein Epimorphismus und der Homomorphiesatz zeigt M ≃ R/Ker(f).
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Bemerkung II.6.16. Wie bei Gruppen definiert man Kompositionsreihen für Moduln und beweist den
Satz von Jordan-Hölder (der Beweis ist sogar einfacher, da man sich nicht mehr um die Normalteiler-
eigenschaft kümmern muss). Allerdings besitzt nicht jeder Modul eine Kompositionsreihe (zum Beispiel
der reguläre Z-Modul).
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II.7 Endlichkeitsbedingungen

Bemerkung II.7.1. In der linearen Algebra beweist man Sätze für endlich-dimensionale Vektorräume.
Da sich endlich erzeugte Moduln im Allgemeinen weniger anständig verhalten, führen wir eine Reihe
von stärkeren Endlichkeitsbedingungen ein.

Satz II.7.2. Für einen R-Modul M sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

(2) Jede aufsteigende Folge von Untermoduln N1 ⊆ N2 ⊆ . . . von M wird stationär, d. h. es existiert
ein k ∈ N mit Nk = Nk+1 = . . ..

(3) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M besitzt ein maximales Element (bzgl. ⊆).

Gegebenenfalls nennt man M noethersch.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Sei N1 ⊆ N2 ⊆ . . . eine Folge von Untermoduln von M . Nach (1) gilt
∑∞

i=1Ni = Rm1 +
. . .+Rmn für gewisse m1, . . . ,mn ∈M . Sei k ∈ N mit m1, . . . ,mn ∈ Nk. Für l ≥ k ist dann

Nl ⊆
∞∑
i=1

Ni = Rm1 + . . .+Rmn ≤ Nk ≤ Nl.

(2) ⇒ (3): Sei N eine nichtleere Menge von Untermoduln von M und N1 ∈ N . Ist N1 maximal, so sind
wir fertig. Anderenfalls existiert N2 ∈ N mit N1 ⊊ N2. Ist auch N2 nicht maximal, so existiert
N3 ∈ N mit N1 ⊊ N2 ⊊ N3 usw. Nach (2) findet man nach endlich vielen Schritten auf diese
Weise ein maximales Element.

(3) ⇒ (1): Sei N ≤M . Ist N nicht endlich erzeugt, so existieren x1, x2, . . . ∈ N mit

Rx1 ⊊ Rx1 +Rx2 ⊊ . . . .

Dann besitzt die Menge der Untermoduln Rx1 + . . .+Rxn (n ∈ N) aber kein maximales Element
im Widerspruch zu (3).

Satz II.7.3. Für einen R-Modul M sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Jede absteigende Folge von Untermoduln N1 ⊇ N2 ⊇ . . . von M wird stationär.

(2) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M besitzt ein minimales Element (bzgl. ⊆).

Gegebenenfalls nennt man M artinsch.
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Beweis.

(1) ⇒ (2): Sei N eine nichtleere Menge von Untermoduln von M und N1 ∈ N . Ist N1 minimal, so sind
wir fertig. Anderenfalls existiert N2 ∈ N mit N1 ⊋ N2 usw. Nach endlich vielen Schritten findet
man ein minimales Element.

(2) ⇒ (1): Sei N1 ⊇ N2 ⊇ . . . eine Folge von Untermoduln vonM . Dann besitzt die Menge {Ni : i ∈ N}
ein minimales Element Nk. Für l ≥ k gilt dann Nl ⊆ Nk ⊆ Nl.

Satz II.7.4. Für einen R-Modul M sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) M ist eine Summe von einfachen Untermoduln.

(2) M ist eine direkte Summe von einfachen Untermoduln.

(3) Für jeden Untermodul U ≤M existiert ein V ≤M mit M = U ⊕ V .

Gegebenenfalls nennt man M halbeinfach.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Sei M =
∑

i∈I Si mit einfachen Untermoduln Si ≤M (i ∈ I). Dann ist

I :=
{
J ⊆ I :

∑
j∈J

Sj =
⊕
j∈J

Sj

}
wegen ∅ ∈ I nichtleer und durch ⊆ geordnet. Für eine total geordnete Teilmenge ∅ ≠ K ⊆ I
sei T :=

⋃
K∈KK ⊆ I und N :=

∑
t∈T St. Nehmen wir 0 ̸= x ∈ St ∩

∑
i∈T\{t} Si für ein

t ∈ T an. Dann existieren t1, . . . , tn ∈ T \ {t} und xi ∈ Sti mit x = x1 + . . . + xn. Da K total
geordnet ist, existiert K ∈ K mit t, t1, . . . , tn ∈ K. Dann wäre aber

∑
k∈K Sk ̸=

⊕
k∈K Sk. Also

ist N =
⊕

t∈T St und T ∈ I ist eine obere Schranke von K. Nach Zorn besitzt I ein maximales
Element J . Im Fall

⊕
j∈J Sj ̸= M existiert ein i ∈ I mit Si ⊈

⊕
j∈J Sj . Da Si ∩

⊕
j∈J Sj ein

echter Untermodul des einfachen Moduls Si ist, folgt Si ∩
⊕

j∈J Sj = 0. Also ist

Si +
⊕
j∈J

Sj =
⊕

j∈J∪{i}

Sj

im Widerspruch zur Maximalität von J . Dies zeigt M =
⊕

j∈J Sj .

(2) ⇒ (3): Sei M =
⊕

i∈I Si mit einfachen Untermoduln Si ≤M (i ∈ I). Für U ≤M besitzt

I :=
{
J ⊆ I : U ∩

∑
j∈J

Sj = 0
}

wie oben ein maximales Element J . Im Fall M ≠ U +
∑

j∈J Sj existiert ein i ∈ I mit Si ⊈
U +

∑
j∈J Sj . Wie oben ist Si∩

(
U +

∑
j∈J Sj

)
= 0. Dann wäre aber auch U ∩

∑
j∈J∪{i} Sj = 0 im

Widerspruch zur Maximalität von J . Dies zeigt M = U ⊕
∑

j∈J Sj und wir können V :=
∑

j∈J Sj
setzen.

(3) ⇒ (1): Sei U die Summe aller einfachen Untermoduln vonM . Dann existiert V ≤M mitM = U⊕V .
Nehmen wir V ≠ 0 an und wählen 0 ̸= x ∈ V . Die Abbildung α : R → V , r 7→ rx ist dann ein
Homomorphismus des regulären R-Moduls nach V . Wegen 1 /∈ Ker(α) existiert ein maximales
Linksideal I von R mit Ker(α) ⊆ I (Beispiel II.6.15). Nach dem Korrespondenzsatz ist R/I ein
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einfacher R-Modul. Nach Voraussetzung existiert N ≤ M mit α(I) ⊕ N = M . Die Dedekind-
Identität zeigt

α(R) =M ∩ α(R) = (α(I) +N) ∩ α(R) = α(I) + (N ∩ α(R)) = α(I)⊕ (N ∩ α(R)).

Daher ist N ∩ α(R) ≃ α(R)/α(I) ≃ R/I einfach und es ergibt sich der Widerspruch N ∩ α(R) ⊆
U ∩ V = 0. Also ist M = U eine Summe einfacher Untermoduln.

Beispiel II.7.5.

(i) Jeder einfache Modul ist halbeinfach.

(ii) Nach Folgerung II.2.3 ist jeder Vektorraum V halbeinfach. Dagegen gilt

V noethersch ⇐⇒ dimV <∞ ⇐⇒ V artinsch.

(iii) Jede endliche abelsche Gruppe ist noethersch und artinsch als Z-Modul, denn sie besitzt nur
endlich viele Untermoduln. Andererseits ist V4 ∼= C2 × C2 halbeinfach, aber C4 nicht. Außerdem
ist Z noethersch (da jede Untergruppe zyklisch ist, also endlich erzeugt), aber nicht artinsch wegen
Z ⊋ 2Z ⊋ 4Z ⊋ . . ..

(iv) Wir betrachten die Prüfergruppe

Ap :=
{ a

pn
+ Z : a ∈ Z, n ∈ N

}
≤ Q/Z

zur Primzahl p. Sei B < Ap und 1
pn + Z ∈ B mit n ∈ N0 maximal gewählt. Für a

pm + Z ∈ B mit
p ∤ a existieren k, l ∈ Z mit ak + pml = ggT(a, pm) = 1. Dann ist

1

pm
+ Z = k

a

pm
+ l + Z = k

a

pm
+ Z ∈ B

und die Maximalität von n zeigt m ≤ n. Also ist

B =
{ a

pn
+ Z : a = 0, . . . , pn − 1

}
=

〈 1

pn
+ Z

〉
∼= Cpn .

Insbesondere ist jede echte Untergruppe von Ap endlich. Daher ist Ap ein artinscher Z-Modul,
aber wegen 〈1

p
+ Z

〉
⊊

〈 1

p2
+ Z

〉
⊊ . . .

nicht noethersch. Es gibt also keinerlei Implikationen zwischen den drei Endlichkeitsbedingungen
noethersch, artinsch und halbeinfach.

(v) Sei M =
⊕

i∈I Si halbeinfach mit einfachen Untermoduln Si ≤M . Ist M zusätzlich noethersch
(oder artinsch), so ist |I| <∞, denn anderenfalls gäbe es eine Kette Si1 < Si1 ⊕ Si2 < . . . (bzw.
M >

⊕
i∈I\{i1} Si > . . .). Gegebenenfalls ist M auch artinsch (bzw. noethersch).

Lemma II.7.6. Seien N ≤M Moduln. Genau dann ist M noethersch (bzw. artinsch), wenn N und
M/N noethersch (bzw. artinsch) sind.
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Beweis. Sei M noethersch. Jede Folge von Untermoduln N1 ⊆ N2 ⊆ . . . von N ist dann auch eine Folge
von Untermoduln von M und wird daher stationär. Ist analog M1/N ⊆ M2/N ⊆ . . . eine Folge von
Untermoduln von M/N , so wird auch M1 ⊆M2 ⊆ . . . stationär (Korrespondenzsatz). Daher sind N
und M/N noethersch.

Seien nun N und M/N noethersch. Sei M1 ⊆M2 ⊆ . . . eine Folge von Untermoduln von M . Dann sind
M1 ∩N ⊆M2 ∩N ⊆ . . . Untermoduln von N und es existiert ein k ∈ N mit Mk ∩N =Mk+1 ∩N = . . ..
Analog sind (M1 +N)/N ⊆ (M2 +N)/N ⊆ . . . Untermoduln von M/N und es existiert ein l ∈ N mit
Ml +N =Ml+1 +N = . . .. Für n ≥ max{k, l} gilt dann nach der Dedekind-Identität:

Mn =Mn + (N ∩Mn) =Mn + (N ∩Mn+1) = (Mn +N) ∩Mn+1 = (Mn+1 +N) ∩Mn+1 =Mn+1.

Analog zeigt man die Aussage für artinsch anstatt noethersch.

Bemerkung II.7.7. Sind M und N noethersche (bzw. artinsche) R-Moduln, so auch M ×N , denn
(M ×N)/(M × 0) ≃ N .

Satz II.7.8. Ein R-Modul M besitzt genau dann eine Kompositionsreihe, wenn M noethersch und
artinsch ist.

Beweis. Sei 0 =M0 ≤ . . . ≤Ml =M eine Kompositionsreihe. Für l = 0 ist M = 0 sicher noethersch
und artinsch. Sei nun l > 0. Dann ist 0 =M0 ≤ . . . ≤Ml−1 eine Kompositionsreihe von Ml−1. Durch
Induktion nach l können wir annehmen, dass Ml−1 noethersch und artinsch ist. Der einfache Modul
M/Ml−1 ist ebenfalls noethersch und artinsch. Nach Lemma II.7.6 ist M noethersch und artinsch.

Sei nun umgekehrt M noethersch und artinsch. Sei M die Menge aller Untermoduln von M , die eine
Kompositionsreihe besitzen. Wegen 0 ∈ M ist M ≠ ∅. Da M noethersch ist, besitzt M ein maximales
Element N ≤M . Nehmen wir N < M an. Mit M ist auch M/N artinsch (Lemma II.7.6). Daher besitzt
die Menge aller nicht-trivialer Untermoduln von M/N ein minimales Element L/N . Offenbar ist dann
L/N einfach. Dann besitzt aber auch L eine Kompositionsreihe im Widerspruch zur Wahl von N . Also
besitzt M = N eine Kompositionsreihe.

Bemerkung II.7.9. Nehmen wir an, dass der reguläre R-Modul eine Kompositionsreihe besitzt. Sei
M ein einfacher R-Modul. Nach Beispiel II.6.15 existiert ein Linksideal I von R mit M ≃ R/I. Nach
Satz II.7.8 und Lemma II.7.6 besitzt auch I eine Kompositionsreihe, die man zu einer Kompositionsreihe
von R ergänzen kann. Insbesondere ist M zu einem Kompositionsfaktor von R isomorph. Nach Jordan-
Hölder gibt es daher nur endlich viele einfache R-Moduln bis auf Isomorphie.

Lemma II.7.10. Ist M ein halbeinfacher R-Modul und N ≤M , so sind auch N und M/N halbeinfach.

Beweis. Für U ≤ N existiert ein V ≤M mit M = U ⊕ V . Nach der Dedekind-Identität ist

N =M ∩N = (U ⊕ V ) ∩N = U ⊕ (V ∩N)

mit V ∩N ≤ N . Daher ist N halbeinfach. Außerdem existiert ein N ′ ≤M mit M = N ⊕N ′. Dann ist
auch N ′ ≃M/N halbeinfach.

Beispiel II.7.11. Die Umkehrung von Lemma II.7.10 ist falsch: C4 ist als Z-Modul nicht halbeinfach,
aber C2 ≤ C4 und C4/C2

∼= C2.
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Satz II.7.12. Für einen R-Moduln M ̸= 0 sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) Es gibt keine echten Untermoduln M1,M2 < M mit M =M1 ⊕M2.

(2) 0 und idM sind die einzigen Idempotente in EndR(M).

Gegebenenfalls nennt man M unzerlegbar.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Sei f ∈ EndR(M) ein Idempotent. Sei M1 := Ker(f) und M2 := f(M). Für x ∈ M gilt
f(x) = f(f(x)) und x−f(x) ∈M1. Dies zeigt x = (x−f(x))+f(x) ∈M1+M2. Für x ∈M1∩M2

existiert ein y ∈M mit x = f(y). Es folgt x = f(f(y)) = f(x) = 0. Also gilt M1 ∩M2 = 0 und
M =M1 ⊕M2. Aus der Voraussetzung folgt M1 = 0, M2 =M oder M1 =M , M2 = 0. Im ersten
Fall ist f bijektiv und f = f2f−1 = ff−1 = idM . Im zweiten Fall ist f = 0.

(2) ⇒ (1): Seien M1,M2 ≤ M mit M = M1 ⊕M2. Sei πi : M → Mi die i-te Projektion für i = 1, 2.
Aus π2i = πi folgt πi = idM oder πi = 0 nach Voraussetzung. Im ersten Fall ist M1 =M und im
zweiten Fall ist M2 =M .

Beispiel II.7.13.

(i) Jeder einfache Modul ist unzerlegbar. Umgekehrt ist jeder unzerlegbare, halbeinfache Modul
einfach.

(ii) Der Z-Modul C4 ist unzerlegbar, aber nicht (halb)einfach.

Lemma II.7.14 (Fitting). Sei M ein noetherscher und artinscher R-Modul. Für f ∈ EndR(M)
existiert ein k ∈ N mit M = Ker(fk)⊕ fk(M).

Beweis. Da M noethersch und artinsch ist, werden die Folgen Ker(f) ⊆ Ker(f2) ⊆ . . . und f(M) ⊇
f2(M) ⊇ . . . stationär. Sei k ∈ N mit Ker(fk) = Ker(fk+1) = . . . und fk(M) = fk+1(M) = . . .. Für
x ∈ Ker(fk) ∩ fk(M) existiert y ∈ M mit fk(y) = x. Aus f2k(y) = fk(x) = 0 folgt y ∈ Ker(f2k) =
Ker(fk) und x = fk(y) = 0. Also gilt Ker(fk) ∩ fk(M) = 0. Für ein beliebiges x ∈M existiert y ∈M
mit fk(x) = f2k(y). Es folgt x− fk(y) ∈ Ker(fk) und

x = (x− fk(y)) + fk(y) ∈ Ker(fk) + fk(M).

Lemma II.7.15. Sei M ein noetherscher, artinscher, unzerlegbarer R-Modul und f, g ∈ EndR(M). Ist
f + g bijektiv, so ist f oder g bijektiv.

Beweis. Für f̃ := (f + g)−1 ◦ f und g̃ := (f + g)−1 ◦ g gilt f̃ + g̃ = idM . O. B. d. A. sei f nicht bijektiv.
Dann ist auch f̃ nicht bijektiv. Nach Fitting existiert k ∈ N mit f̃k = 0, da M unzerlegbar ist. Wegen

(idM −f̃)(idM +f̃ + . . .+ f̃k−1) = idM

ist g̃ = idM −f̃ bijektiv. Damit ist auch g = (f + g) ◦ g̃ bijektiv.

Satz II.7.16 (Krull-Schmidt). Jeder noethersche, artinsche R-Modul M besitzt eine Zerlegung in
unzerlegbare Moduln M =M1 ⊕ . . .⊕Mk, die bis auf Reihenfolge und Isomorphie eindeutig bestimmt
sind.
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Beweis.
Existenz: Ist M unzerlegbar, so gilt die Behauptung mit M1 = M . Sei also M = M1 ⊕M2 mit
M1,M2 < M . Sind M1 und M2 unzerlegbar, so sind wir fertig. Sei also o. B. d.A. M1 =M3 ⊕M4 mit
M3,M4 < M1. Iteration liefert eine Folge M > M1 > M3 > . . .. Da M artinsch ist, muss der Prozess
abbrechen. Man hat dann eine gewünschte Zerlegung gefunden.

Eindeutigkeit: Seien M = M1 ⊕ . . . ⊕Mk = N1 ⊕ . . . ⊕ Nl Zerlegungen in unzerlegbare Moduln.
Induktion nach k: Für k = 1 ist M unzerlegbar und l = 1. Sei also k ≥ 2. Sei πi : M → Mi die i-te
Projektion der ersten Zerlegung und ρ : M → N1 die erste Projektion der zweiten Zerlegung. Dann ist

idN1 = ρ|N1
= ρ ◦ (π1 + . . .+ πk)|N1

= (ρ ◦ π1)|N1
+ . . .+ (ρ ◦ πk)|N1

.

Nach Lemma II.7.15 ist (ρ ◦ πi)|N1
für ein i bijektiv; o. B. d.A. i = 1. Insbesondere ist (π1)|N1

injektiv
und ρ|M1

surjektiv. Für σ := π1 ◦ (ρ ◦ π1)−1
|N1

◦ ρ|M1
∈ EndR(M1) gilt offenbar

σ2 = π1 ◦ (ρ ◦ π1)−1
|N1

◦ ρ ◦ π1 ◦ (ρ ◦ π1)−1
|N1

◦ ρ|M1
= σ ̸= 0.

Aus Satz II.7.12 folgt σ = idM1 . Daher ist (π1)|N1
auch surjektiv. Dies zeigt N1 ≃ M1. Für x ∈ M1

existiert y ∈ N1 mit π1(x) = x = π1(y) und x − y ∈ Ker(π1) = M2 + . . . + Mk. Es folgt M =
N1 +M2 + . . .+Mk. Für x ∈ N1 ∩ (M2 + . . .+Mk) ist π1(x) = 0 und x = 0, da (π1)|N1

injektiv ist.
Damit ist

M = N1 ⊕M2 ⊕ . . .+⊕Mk

gezeigt. Wegen M2⊕ . . .⊕Mk ≃M/N1 ≃ N2⊕ . . .⊕Nl folgt die Behauptung nun durch Induktion.

Definition II.7.17. Für einen R-Modul M heißt

AnnR(M) := {r ∈ R : rM = 0} ⊆ R

der Annullator von M .

Beispiel II.7.18.

(i) Für den regulären R-Modul gilt AnnR(R) = 0.

(ii) Sei A ∼= Cn1 × . . .× Cnk
eine abelsche Gruppe. Dann gilt

m ∈ AnnZ(A) ⇐⇒ ∀a ∈ A : ma = 0 ⇐⇒ ∀a ∈ A : |⟨a⟩|
∣∣ m ⇐⇒ n1, . . . , nk | m.

Also ist AnnZ(A) = Z kgV(n1, . . . , nk).

Lemma II.7.19.

(i) Annullatoren sind Ideale.

(ii) Isomorphe Moduln haben die gleichen Annullatoren.

Beweis.

(i) Sei M ein R-Modul. Wegen 0 ∈ AnnR(M) ist AnnR(M) nichtleer. Für x, y ∈ AnnR(M) und
r ∈ R gilt (x− y)M ⊆ xM − yM = 0, rxM = r0 = 0 und xrM ⊆ xM = 0.

(ii) Sei f : M → N ein Isomorphismus von R-Moduln. Dann gilt

r ∈ AnnR(M) ⇐⇒ rM = 0 ⇐⇒ rN = rf(M) = f(rM) = 0 ⇐⇒ r ∈ AnnR(N).
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Lemma II.7.20. Für R-Moduln M,M ′, N,N ′ gilt

(i) Für jedes Idempotent e ∈ R ist EndR(Re) ∼= (eRe)o. Insbesondere ist EndR(R) ∼= Ro.

(ii) EndR(M
n) ∼= EndR(M)n×n für n ∈ N.

(iii) HomR(M,N) = 0 = HomR(N,M) =⇒ EndR(M ×N) ∼= EndR(M)× EndR(N).

(iv) HomR(M,N ×N ′) ≃Z HomR(M,N)×HomR(M,N ′).

(v) HomR(M ×M ′, N) ≃Z HomR(M,N)×HomR(M
′, N).

Beweis.

(i) Nach Aufgabe II.7 ist eRe ein Ring mit Einselement e. Offenbar ist Re ein Linksideal von R. Wir
betrachten die Abbildung

Φ: EndR(Re) → (eRe)o,

f 7→ f(e) = f(e2) = ef(e).

Wegen id(e) = e, (f + g)(e) = f(e) + g(e) und

(f ◦ g)(e) = f(g(e)) = f(g(e)e) = g(e)f(e) = f(e) ∗ g(e)

ist Φ ein Ringhomomorphismus. Aus f(e) = 0 folgt f(re) = rf(e) = 0 für alle r ∈ R. Daher ist
Φ injektiv. Für ein gegebenes x ∈ eRe ist die Abbildung fx : Re→ Re, s 7→ sx R-linear. Wegen
Φ(fx) = fx(e) = ex = x ist Φ auch surjektiv. Die letzte Behauptung ergibt sich mit e = 1.

(ii) Für i = 1, . . . , n sind die Abbildungen

πi : M
n →M, (m1, . . . ,mn) 7→ mi,

ρi : M →Mn, m 7→ (0, . . . , 0,m, 0, . . . , 0)

R-linear. Es gilt

πiρj =

{
idM falls i = j,

0 falls i ̸= j,
idMn =

n∑
i=1

ρiπi.

Wir definieren Φ: EndR(M
n) → EndR(M)n×n, f 7→ (πifρj)

n
i,j=1. Dann ist Φ(id) = (πiρj)i,j = 1n

und Φ(f + g) = Φ(f) + Φ(g) für f, g ∈ EndR(M
n). Außerdem ist

Φ(fg) = (πif id gρj)i,j =
(
πif

n∑
k=1

ρkπkgρj

)
i,j

= (πifρj)i,j(πigρj)i,j = Φ(f)Φ(g).

Daher ist Φ ein Ringhomomorphismus. Für Φ(f) = 0 ist auch

f =
( n∑
i=1

ρiπi

)
f
( n∑
j=1

ρjπj

)
=

n∑
i,j=1

ρi(πifρj)πj = 0

und Φ ist injektiv. Sei schließlich (fij)i,j ∈ EndR(M)n×n gegeben. Dann ist f :=
∑n

i,j=1 ρifijπj ∈
EndR(M

n) mit

Φ(f) =
(
πi

n∑
k,l=1

ρkfklπlρj

)
i,j

= (id fij id)i,j = (fij)i,j .

Also ist Φ surjektiv.
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(iii) Mit den Bezeichnungen aus (ii) sei Φ: EndR(M×N) → EndR(M)×EndR(N), f 7→ (π1fρ1, π2fρ2).
Man zeigt leicht, dass Φ ein Ringhomomorphismus ist. Sei Φ(f) = 0. Wegen

π1fρ2 ∈ HomR(N,M) = 0 π2fρ1 ∈ HomR(M,N) = 0

ist auch
f = (ρ1π1 + ρ2π2)f(ρ1π1 + ρ2π2) = 0

und Φ ist injektiv. Für (f1, f2) ∈ EndR(M)×EndR(N) sei f : = ρ1f1π1+ρ2f2π2 ∈ EndR(M×N).
Dann ist

Φ(f) =
(
π1(ρ1f1π1 + ρ2f2π2)ρ1, π2(ρ1f1π1 + ρ2f2π2)ρ2

)
= (f1, f2).

Daher ist Φ auch surjektiv.

(iv) Man zeigt leicht, dass die Abbildungen

HomR(M,N ×N ′) → HomR(M,N)×HomR(M,N ′), f 7→ (π1f, π2f),

HomR(M,N)×HomR(M,N ′) → HomR(M,N ×N ′), (g1, g2) 7→ ρ1g1 + ρ2g2

zueinander inverse Isomorphismen von Z-Moduln sind.

(v) Analog.
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II.8 Halbeinfache und artinsche Ringe

Bemerkung II.8.1. Wir übertragen die Endlichkeitsbedingungen für Moduln auf Ringe und werden
feststellen, dass es (im Gegensatz zu Moduln) durchaus Abhängigkeiten zwischen den Begriffen gibt.

Definition II.8.2. Ein Ring R heißt (links)noethersch (bzw. (links)artinsch, (links)halbeinfach), falls
der reguläre R-Linksmodul noethersch (bzw. artinsch, halbeinfach) ist.1

Beispiel II.8.3.

(i) Jeder Körper K ist noethersch, artinsch und halbeinfach, denn hier sind 0 und K die einzigen
Linksideale.

(ii) Jeder Hauptidealring ist noethersch, denn hier ist jeder Untermodul ein Hauptideal und daher
von nur einem Element erzeugt. Andererseits sind die Hauptidealringe Z und K[X] nicht artinsch
(siehe Beispiel II.7.5).

(iii) Der (endliche) Ring Z/4Z ist artinsch, aber nicht halbeinfach.

(iv) Sei K ein Körper, n ∈ N und R := Kn×n. Jedes Linksideal M ≤ R ist dann ein K-Vektorraum
wegen λm = (λ1n︸︷︷︸

∈R

)m ∈ M für alle m ∈ M und λ ∈ K. Aus Dimensionsgründen ist R sowohl

noethersch als auch artinsch.

(v) Sei nun Q ein Schiefkörper, n ∈ N und R := Qn×n. Die Menge der Spaltenvektoren Qn×1 ist
offenbar ein R-Modul bzgl. Matrizenmultiplikation. Sei 0 ̸= a = (a1, . . . , an)

t ∈ Qn×1 und b ∈ Qn×1

beliebig. Sei ai ̸= 0 und x := ba−1
i ei ∈ R, wobei ei := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0). Dann gilt xa = b. Dies

zeigt, dass Qn×1 einfach ist. Offenbar ist dann

R = Qn×1e1 ⊕ . . .⊕Qn×1en ≃ (Qn×1)n

halbeinfach. Nach Bemerkung II.7.9 ist außerdem jeder einfache R-Modul zu Qn×1 isomorph.

Lemma II.8.4.

(i) Ist R noethersch (bzw. artinsch), so ist jeder endlich erzeugt R-Modul noethersch (bzw. artinsch).

(ii) Ist R halbeinfach, so ist jeder R-Modul halbeinfach.

Beweis.

(i) SeiM = Rm1+ . . .+Rmk. Dann ist die Abbildung f : Rk →M , (r1, . . . , rk) 7→ r1m1+ . . .+rkmk

ein Epimorphismus. Nach Bemerkung II.7.7 und Lemma II.7.6 sind Rk und M ≃ Rk/Ker(f)
noethersch (bzw. artinsch).

1Achtung: In den meisten Büchern ist noethersch = linksnoethersch + rechtsnoethersch (vgl. Aufgabe II.39). Genauso
mit artinsch und halbeinfach.
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(ii) Wegen R =
∑

m∈M Rm genügt es zu zeigen, dass Rm halbeinfach ist. Dies folgt aus Lemma II.7.10,
denn für f : R→ Rm, r 7→ rm gilt Rm ≃ R/Ker(f).

Satz II.8.5 (Artin-Wedderburn). Für jeden Ring R sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) R ist halbeinfach.

(2) Es existieren n1, . . . , nk ∈ N und Schiefkörper Q1, . . . , Qk mit

R ∼= Qn1×n1
1 × . . .×Qnk×nk

k .

Gegebenenfalls ist k die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher R-Moduln und die Paare (ni, Qi) sind
bis auf die Reihenfolge (und Isomorphie) eindeutig bestimmt.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Sei R halbeinfach und R =
⊕

i∈IMi mit einfachen Untermoduln Mi ≤ R für i ∈ I. Dann
ist 1 = x1 + . . .+ xn mit o. B. d.A. xi ∈ Mi \ {0} für i = 1, . . . , n. Aus der Einfachheit der Mi

folgt Mi = Rxi für i = 1, . . . , n. Daher ist

R = R1 ⊆ Rx1 + . . .+Rxn =M1 ⊕ . . .⊕Mn ⊆ R.

Nach Umnummerierung gilt also R ≃ Mn1
1 ⊕ . . . ⊕Mnk

k mit Mi ̸≃ Mj für i ̸= j. Nach Schurs
Lemma ist HomR(Mi,Mj) = 0 für i ̸= j und EndR(Mi) ist ein Schiefkörper. Damit ist auch
Qi := EndR(Mi)

o ein Schiefkörper für i = 1, . . . , k. Aus Lemma II.7.20 folgt

R ∼= EndR(R)
o ∼= EndR(M

n1
1 × . . .×Mnk

k )o ∼= (EndR(M
n1
1 )× . . .× EndR(M

nk
k ))o

∼= (EndR(M1)
n1×n1 × . . .× EndR(Mk)

nk×nk)o

∼= (EndR(M1)
n1×n1)o × . . .× (EndR(Mk)

nk×nk)o.

Schließlich ist die Transpositionsabbildung (EndR(Mi)
ni×ni)o → (EndR(Mi)

o)ni×ni = Qni×ni
i ,

A 7→ At ein Ringisomorphismus, denn

(BA)t =
( n∑
k=1

bjkaki

)
i,j

=
( n∑
k=1

aki ∗ bjk
)
i,j

= At ∗At.

Also hat R die angegebene Struktur.

(2) ⇒ (1): Nach Beispiel II.8.3 sind die Ringe Ri := Qni×ni
i halbeinfach und es gilt Ri =Mi1⊕. . .⊕Mini

mit einfachen Ri-Moduln Mi1 ≃ . . . ≃Mini . Offenbar sind dann

M̃ij := 0× . . .× 0×Mij × 0× . . .× 0 (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ ni)

einfache R-Moduln mit

R =

k⊕
i=1

ni⊕
j=1

M̃ij .

Also ist auch R halbeinfach. Offenbar sind M̃i1, . . . , M̃ini auch isomorph als R-Moduln. Ande-
rerseits liegt (1n1 , . . . , 1ni−1 , 0, 1ni+1 , . . . , 1nk

) im Annullator von M̃i1, aber nicht im Annullator
von M̃j1 falls i ̸= j. Nach Lemma II.7.19 sind die R-Moduln M̃i1 und M̃j1 nicht isomorph (selbst
wenn Ri = Rj). Nach Bemerkung II.7.9 kommt jeder einfache R-Modul als Kompositionsfaktor
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von R vor. Daher ist k die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher R-Moduln. Außerdem ist ni
als Vielfachheit des Kompositionsfaktors M̃i1 eindeutig durch R bestimmt. Für

ei := (0, . . . , 0,


1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 , 0, . . . , 0) ∈ R

gilt e2i = ei und Rei = M̃i1. Nach Lemma II.7.20 ist

EndR(M̃i1) = EndR(Rei) ∼= (eiRei)
o = (0, . . . , 0,


Qi 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 , 0, . . . , 0)o ∼= Qoi .

Auf diese Weise wird auch der Isomorphietyp von Qi durch R bestimmt.

Folgerung II.8.6. Jeder halbeinfache Ring ist artinsch.

Beweis. Wie im Beweis von Satz II.8.5 ist R = M1 ⊕ . . . ⊕Mn mit einfachen Moduln M1, . . . ,Mn.
Offenbar ist dann 0 ≤M1 ≤M1 +M2 ≤ . . . ≤ R eine Kompositionsreihe des regulären R-Moduls. Nach
Satz II.7.8 ist R artinsch.

Satz II.8.7 (Wedderburn). Endliche Schiefkörper sind Körper.

Beweis (Witt). Sei R ein endlicher Schiefkörper. Dann ist das Zentrum Z := Z(R) ein kommutativer
Teilring von R. Wegen xr = rx⇔ rx−1 = x−1r ist Z sogar ein Körper. Sei q := |Z|. Offenbar ist R ein
Z-Vektorraum und daher |R| = qn für ein n ∈ N. Wir nehmen indirekt n > 1 an. Für x ∈ R ist auch der
Zentralisator CR(x) = {r ∈ R : rx = xr} ein Z-Vektorraum (nachrechnen) und es folgt |CR(x)| = qax

für ein ax ≤ n. Sei S ein Repräsentantensystem für die Konjugationsklassen der Einheitengruppe
G := R× = R \ {0}. Die Klassengleichung zeigt

qn − 1 = |G| =
∑
x∈S

|G : CG(x)| = |Z(G)|+
∑
x∈S\Z

|G : CG(x)|

= |Z×|+
∑
x∈S\Z

|R \ {0}|
|CR(x) \ {0}|

= q − 1 +
∑
x∈S\Z

qn − 1

qax − 1
.

(II.8.1)

Nach Lagrange ist qax − 1 = |CG(x)| ein Teiler von |G| = qn − 1. Nach dem euklidischen Algorithmus
existieren s, t ∈ Z mit

qggT(ax,n) = qsax+tn = (qax)s(qn)t ≡ 1 (mod qax − 1).

Aus ggT(ax, n) ≤ ax folgt ax | n für alle x ∈ R.

Für alle x ∈ R \ Z gilt ax < n. Mit den Kreisteilungspolynomen ergibt sich

Φn(q)
∣∣ ∏
d |n
d ∤ ax

Φd(q)
I.12.9
=

qn − 1

qax − 1
| qn − 1.

157

https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Witt


Aus (II.8.1) folgt nun Φn(q) | q − 1. Insbesondere ist |Φn(q)| ≤ q − 1. Für jede primitive n-te Einheits-
wurzel ζ := α+ βi mit α, β ∈ R ist α < 1 wegen n > 1. Es folgt

|q − ζ|2 = (q − α)2 + β2 = q2 − 2αq + α2 + β2

> q2 − 2q + |ζ|2 = q2 − 2q + 1 = (q − 1)2

und |q − ζ| > |q − 1| ≥ 1. Damit erhält man den Widerspruch

ζ

0 1 q

|Φn(q)| =
∏

1≤k≤n
ggT(k,n)=1

|q − ζk| > |q − 1|.

Definition II.8.8. Für einen R-Modul M sei J(M) der Durchschnitt aller maximalen Untermoduln
von M . Besitzt M keine maximalen Untermoduln, so setzt man J(M) = M . Man nennt J(M) das
(Jacobson-)Radikal von M . Außerdem sei J(R) das Radikal des regulären R-Moduls.

Beispiel II.8.9.

(i) Sei M ein halbeinfacher R-Modul und M =
⊕

i∈I Si mit einfachen Untermoduln Si ≤M (i ∈ I).
Für i ∈ I ist dann Mi :=

⊕
j∈I\{i} Sj ein maximaler Untermodul von M , denn M/Mi ≃ Si ist

einfach. Dies zeigt
J(M) ⊆

⋂
i∈I

Mi = 0.

(ii) Sei M ein artinscher R-Modul mit J(M) = 0. Dann existieren bereits endlich viele maximale
Untermoduln M1, . . . ,Mk ≤M mit M1 ∩ . . .∩Mk = 0 (anderenfalls könnte man eine absteigende
Kette konstruieren). Da der kanonische Homomorphismus

M →M/M1 × . . .×M/Mk,

m 7→ (m+M1, . . . ,m+Mk)

injektiv ist, ist M zu einem Untermodul des halbeinfachen Moduls M/M1× . . .×M/Mk isomorph.
Nach Lemma II.7.10 ist M selbst halbeinfach. Im Allgemeinen ist J(M) also der „kleinste“
Untermodul von M , sodass M/J(M) halbeinfach ist.

(iii) Für jeden Körper K und n ∈ N ist J(Kn×n) = 0 nach (i) (vgl. Aufgabe II.3).

(iv) Die maximalen Untermoduln von Z haben die Form Zp für p ∈ P. Dies zeigt J(Z) = 0. Der einzige
maximale Untermodul des Z-Moduls C4 ist C2, also J(C4) = C2.

Lemma II.8.10 (Nakayama). Sei M ein endlich erzeugter R-Modul und N ≤M mit M = N +J(M).
Dann ist M = N . Insbesondere ist J(M) < M , falls M ̸= 0.

Beweis. Sei M = Rm1 + . . .+Rmk. Nehmen wir N ̸=M an. Dann ist M := {L < M : N ≤ L} ̸= ∅.
Sei ∅ ≠ W ⊆ M total geordnet. Wie üblich ist L :=

⋃
W∈W W ≤ M . Im Fall L = M existiert ein

W ∈ W mit m1, . . . ,mk ∈W . Dann erhält man den Widerspruch M = Rm1 + . . .+Rmk ⊆W < M .
Also ist L ∈ M eine obere Schranke für W. Nach Zorn existiert daher ein maximaler Untermodul
S ≤M , der N enthält. Man erhält den Widerspruch M = N + J(M) ⊆ S < M .
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Lemma II.8.11. Sei R ̸= {0} ein Ring und sei M ein Repräsentantensystem für die Isomorphieklassen
einfacher R-Moduln. Dann gilt

J(R) =
⋂

M∈M
AnnR(M).

Insbesondere ist J(R) ein echtes Ideal von R.

Beweis. Nach Beispiel II.6.15 ist M ≠ ∅. Für 0 ̸= m ∈ M ∈ M ist die Abbildung f : R → M ,
r → rm ein Epimorphismus. Nach dem Homomorphiesatz ist R/Ker(f) ≃M einfach und Ker(f) ist
ein maximales Linksideal. Daher ist J(R) ⊆ Ker(f) und J(R)m = 0. Dies zeigt J(R) ⊆ AnnR(M) und

J(R) ⊆
⋂

M∈M
AnnR(M) =: A

Sei umgekehrt N ≤ R ein maximales Linksideal. Dann existiert ein M ∈ M mit R/N ≃ M . Nach
Lemma II.7.19 ist A ⊆ AnnR(M) = AnnR(R/N). Daher gilt

(A+N)/N ⊆ (AR+N)/N = A(R/N) = 0

und A ⊆ N . Dies zeigt A ⊆ J(R). Als Durchschnitt von Idealen ist J(R) = A ⊴ R (Lemma II.7.19).
Wegen M ̸= ∅ ist J(R) ̸= R.

Bemerkung II.8.12. Für jeden halbeinfachen R-Modul M ist J(R)M = 0 nach Lemma II.8.11. Für
r + J(R) = s+ J(R) und m ∈M gilt daher rm = (r − s+ s)m = (r − s)m+ sm = sm. Durch

(r + J(R))m := rm (r ∈ R, m ∈M)

wird M also zu einem R/J(R)-Modul (wohldefiniert). Die einfachen R-Moduln entsprechen auf diese
Weise den einfachen R/J(R)-Moduln. Also ist M auch halbeinfach als R/J(R)-Modul. Umgekehrt ist
jeder halbeinfache R/J(R)-Modul auch halbeinfach als R-Modul.

Lemma II.8.13. Sei R artinsch und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann ist R/J(R) ein halbein-
facher Ring und J(M) = J(R)M .

Beweis. Mit R ist auch der R-Modul R/J(R) artinsch. Nach dem Korrespondenzsatz gilt J(R/J(R)) = 0.
Also ist R/J(R) ein halbeinfacher R-Modul nach Beispiel II.8.9. Nach Bemerkung II.8.12 ist auch der
reguläre R/J(R)-Modul halbeinfach.

Nach Lemma II.8.4 istM artinsch mit J(M/J(M)) = 0. Nach Beispiel II.8.9 istM/J(M) halbeinfach und
J(R)(M/J(M)) = 0. Dies zeigt J(R)M ⊆ J(M). AndererseitsM/J(R)M einR/J(R)-Modul. MitR/J(R)
ist auch M/J(R)M halbeinfach (Lemma II.8.4). Es folgt J(M/J(R)M) = 0 und J(M) ⊆ J(R)M .

Bemerkung II.8.14.

(i) Ein Ring R ̸= {0} heißt einfach, falls 0 und R die einzigen Ideale von R sind. Aus Lemma II.8.11
folgt dann J(R) = 0. Leider sind nicht alle einfachen Ringe halbeinfach (Aufgabe II.48). Ist aber
R zusätzlich artinsch, so ist R nach Lemma II.8.13 halbeinfach. Nach Artin-Wedderburn ist dann
R zu einem Matrixring über einem Schiefkörper isomorph. Umgekehrt sind solche Matrixringe
stets einfach (vgl. Aufgabe II.3).
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(ii) Für I, J ⊴R ist nach Aufgabe I.37 auch

IJ =
{ n∑
i=1

xiyj : x1, . . . , xn ∈ I, y1, . . . , yn ∈ J
}

ein Ideal von R mit IJ ⊆ I ∩ J . Wir definieren I0 := R und induktiv In+1 := IIn für n ∈ N. Es
gilt dann R ⊇ I ⊇ I2 ⊇ . . .. Existiert ein n ∈ N mit In = 0, so nennt man I nilpotent .

Lemma II.8.15. Ist R artinsch, so ist J(R) nilpotent und jedes nilpotente Ideal von R liegt in J(R).

Beweis. Da der reguläre R-Modul artinsch ist, wird die Folge J := J(R) ⊇ J(R)2 ⊇ . . . stationär. Sei
also k ∈ N mit Jk = Jk+1 = . . .. Nehmen wir Jk ̸= 0. Dann ist die Menge M aller Linksideale I ≤ R
mit JkI ̸= 0 nichtleer und besitzt somit ein minimales Element I ∈ M. Insbesondere existiert ein x ∈ I
mit Jkx ̸= 0. Mit Jk ist auch Jkx ein Linksideal und es gilt

Jk(Jkx) = J2kx = Jkx ̸= 0,

d. h. Jkx ∈ M. Wegen Jkx ⊆ Rx ⊆ I folgt I = Jkx aus der Minimalität von I. Daher ist x = yx für
ein y ∈ Jk ⊆ J . Nach Aufgabe II.46 ist 1− y ∈ R× und es folgt der Widerspruch x ∈ Rx = R(1− y)x =
R(x− yx) = 0. Also ist J(R) nilpotent.

Sei umgekehrt I ⊴R nilpotent. Dann ist I := (I + J(R))/J(R) ein nilpotentes Ideal des halbeinfachen
Rings R := R/J(R). Sei R = Qn1×n1

1 × . . .×Qnk×nk
k die Artin-Wedderburn-Zerlegung. Dann ist auch

die Projektion von I auf Qni×ni
i ein nilpotentes Ideal Ii. Nach Bemerkung II.8.14 ist Qni×ni

i einfach
und es folgt Ii = 0 für i = 1, . . . , k. Dies zeigt I = 0 und I ⊆ J(R).

Satz II.8.16 (Hopkins-Levitzki). Jeder artinsche Ring ist noethersch.

Beweis. Sei R artinsch. Nach Lemma II.8.15 existiert ein k ∈ N mit J(R)k = 0. Nach Lemma II.7.6
sind die R-Moduln Ji := J(R)i−1/J(R)i für i = 1, . . . , k artinsch. Dabei gilt

J(Ji)
II.8.13
= J(R)J(R)i−1/J(R)i = 0.

Nun ist Ji halbeinfach nach Beispiel II.8.9. Aus Beispiel II.7.5 folgt, dass Ji noethersch ist. Nach
Lemma II.7.6 sind mit Jk, Jk−1, . . . , J1 auch J(R)k−1 ≃ Jk, J(R)k−2, . . . , J(R)0 = R noethersch. Also
ist R als Ring noethersch.

Bemerkung II.8.17.

(i) Für Ringe haben wir gezeigt: halbeinfach =⇒ artinsch =⇒ noethersch. Die Umkehrungen sind
jeweils falsch (Beispiel II.8.3).

(ii) Im Unterschied zu Lemma II.7.10 muss ein Teilring eines halbeinfachen Rings nicht selbst hal-
beinfach sein. Zum Beispiel ist der Ring der oberen 2 × 2-Matrizen in K2×2 nicht halbeinfach
(Aufgabe II.37).

(iii) Im Folgenden studieren wir die Struktur artinscher Ringe R. Nach Lemma II.8.4, Satz II.7.8 und
Krull-Schmidt besitzt jeder endlich erzeugte R-Modul eine Kompositionsreihe und eine „eindeutige“
Zerlegung in unzerlegbare Moduln. Nach Lemma II.8.13 und Artin-Wedderburn ist R genau dann
halbeinfach, wenn J(R) = 0.
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Definition II.8.18. Idempotente e, f eines Rings R heißen orthogonal , falls ef = fe = 0. Besitzt e ≠ 0
keine Zerlegung e = e1 + e2 mit orthogonalen Idempotenten e1, e2 ∈ R \ {0}, so nennt man e primitiv .
Man nennt e zentral-primitiv, falls e ∈ Z(R) und e primitiv in Z(R) ist.

Beispiel II.8.19.

(i) Ist e ∈ R ein Idempotent, so auch 1− e und e ist orthogonal zu 1− e, denn e(1− e) = e− e2 =
e− e = 0 = (1− e)e.

(ii) Sind e, f ∈ R orthogonale Idempotente, so ist auch e + f ein Idempotent, denn (e + f)2 =
e2 + ef + fe+ f2 = e+ f .

(iii) Ist e ∈ R ein (primitives) Idempotent und x ∈ R×, so ist auch xex−1 ein (primitives) Idempotent.

(iv) Sei Q ein Schiefkörper und R := Qn×n. Die Matrizen Ekk := (δikδjk)i,j ∈ A (δis ist das Kronecker-
Delta) mit einer Eins an Position (k, k) und sonst nur Nullen sind offenbar paarweise orthogonale
Idempotente mit

1n = E11 + . . .+ Enn.

Lemma II.8.21 wird zeigen, dass 1n zentral-primitiv und Ekk primitiv ist, denn R ist ein einfacher
Ring (Bemerkung II.8.14) und AEkk = Qn×1 ist ein einfacher R-Modul (Beispiel II.8.3).

(v) SeiK ein Körper und e ∈ Kn×n ein Idempotent. Dann ist das Minimalpolynom von e ein Teiler von
X2−X. Insbesondere ist e diagonalisierbar mit Eigenwerten 0, 1 (zum Beispiel nach der Weierstraß-
Normalform, Bemerkung II.10.7). Daher existiert x ∈ GL(n,K) mit xex−1 = E11 + . . .+ Ekk für
ein 0 ≤ k ≤ n.

Bemerkung II.8.20. Im Folgenden nennen wir ein Ideal I eines Rings R unzerlegbar, wenn es keine
Ideale I1, I2 ̸= 0 von R mit I = I1 ⊕ I2 gibt.

Lemma II.8.21. Für jedes Idempotent e eines Ring R gilt:

(i) Genau dann ist e primitiv, wenn der R-Modul Re unzerlegbar ist.

(ii) Genau dann ist e zentral-primitiv, wenn e ∈ Z(R) und das Ideal Re⊴R unzerlegbar ist.

Beweis. Sei e = e1 + e2 mit orthogonalen Idempotenten e1, e2 ∈ R \ {0}. Dann ist Re ⊆ Re1 + Re2
und Rei = Re2i = Reie ⊆ Re für i = 1, 2. Wegen ei = e2i ∈ Rei ist Rei ̸= 0. Für x ∈ Re1 ∩ Re2 gilt
x = xe1 = xe1e2 = 0. Dies zeigt R = Re1 ⊕ Re2. Sind zusätzlich e, e1, e2 ∈ Z(R), so sind Re = ReR
und Rei = ReiR Ideale.

Sei umgekehrt Re = R1 ⊕ R2 mit nicht-trivialen Linksidealen I1, I2. Dann existieren ei ∈ Ii mit
e = e1 + e2. Im Fall e1 = 0 wäre Re = Re2 ⊆ I2. Also gilt e1 ̸= 0 ̸= e2. Aus e1 ∈ Re folgt
e1 = e1e = e21 + e1e2. Die eindeutige Darstellung in der direkten Summe zeigt e21 = e1 und e1e2 = 0.
Analog ist e22 = e2 und e2e1 = 0. Also sind e1 und e2 orthogonale Idempotente und e ist nicht primitiv.
Sind I1, I2 ⊴ R und e ∈ Z(R), so gilt ae1 + ae2 = ae = ea = e1a+ e2a und es folgt aei = eia für alle
a ∈ R. Dies zeigt e1, e2 ∈ Z(R) und e ist nicht zentral-primitiv.

Satz II.8.22. Sei R ein artinscher Ring. Dann existieren paarweise orthogonale primitive Idempotente
e1, . . . , en ∈ R mit 1 = e1 + . . .+ en. Ist auch 1 = f1 + . . .+ fm eine solche Zerlegung, so ist n = m
und es existiert x ∈ R× mit ei = xfix

−1 für i = 1, . . . , n bei geeigneter Anordnung. Außerdem ist

R = Re1 ⊕ . . .⊕Ren
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eine Zerlegung in unzerlegbare Moduln.

Beweis. Nach Krull-Schmidt besitzt der reguläre R-Modul eine Zerlegung in unzerlegbare Linksideale
R = R1⊕ . . .⊕Rn. Sei ei ∈ Ri mit 1 = e1+ . . .+ en. Wie im Beweis von Lemma II.8.21 zeigt man, dass
e1, . . . , en paarweise orthogonale primitive Idempotente sind. Sei auch 1 = f1 + . . .+ fm eine solche
Zerlegung. Nach Lemma II.8.21 ist R = Rf1 ⊕ . . .⊕ Rfm eine Zerlegung in unzerlegbare R-Moduln.
Nach Krull-Schmidt ist n = m und bei geeigneter Anordnung existieren Isomorphismen γi : Ri → Rfi.
Offenbar definiert

γ : R→ R,

a1 + . . .+ an 7→ γ1(a1) + . . .+ γn(an) (ai ∈ Ri)

einen Automorphismus des regulären R-Modul. Sei x := γ(1) und y := γ−1(1). Aus xy = γ−1(x1) =
γ−1(γ(1)) = 1 = yx folgt x = y−1 ∈ R×. Wegen

e1 + . . .+ en = 1 = γ−1(x) = γ−1(xf11 + . . .+ xfn1)

= xf1γ
−1(1)︸ ︷︷ ︸

∈R1

+ . . .+ xfnγ
−1(1)︸ ︷︷ ︸

∈Rn

= xf1x
−1 + . . .+ xfnx

−1

ist ei = xfix
−1 für i = 1, . . . , n.

Bemerkung II.8.23. Ist 1 = e1+. . .+en eine Zerlegung in paarweise orthogonale primitive Idempotente,
so ist nach Satz II.8.22 jedes primitive Idempotent zu einem ei konjugiert. Allerdings können die ei
untereinander ebenfalls konjugiert sein. In Kn×n ist beispielsweise jedes primitive Idempotent zu E11

konjugiert (man konjugiere mit geeigneten Permutationsmatrizen).

Satz II.8.24 (Peirce). Sei R artinsch. Dann existieren nur endlich viele zentral-primitive Idempotente
z1, . . . , zk ∈ Z(R). Es gilt 1 = z1 + . . .+ zk und

R = Rz1 ⊕ . . .⊕Rzk,

wobei Rz1, . . . , Rzk die unzerlegbaren Ideale von R sind. Außerdem ist Rzi = ziRzi ein Ring mit
Einselement zi für i = 1, . . . , k.

Beweis. Eine Anwendung von Satz II.8.22 auf Z(R) liefert 1 = z1 + . . .+ zk mit paarweise orthogonalen
zentral-primitiven Idempotenten z1, . . . , zk ∈ Z(R). Sei umgekehrt w ∈ Z(R) ein zentral-primitives
Idempotent. Dann kann man R = Rw⊕R(1−w) zu einer Zerlegung in unzerlegbare Moduln verfeinern.
Nach Lemma II.8.21 erhält man eine entsprechende Zerlegung in paarweise orthogonale zentral-primitive
Idempotente 1 = w1 + . . .+wk mit w = w1. Nach Satz II.8.22 existiert x ∈ Z(R)× mit w = xzix

−1 = zi
für ein 1 ≤ i ≤ k (beachte: Z(R) ist kommutativ). Also sind z1, . . . , zk die einzigen zentral-primitiven
Idempotente. Nach Lemma II.8.21 ist R = Rz1 ⊕ . . .⊕Rzk die einzige Zerlegung in unzerlegbare Ideale.
Die letzte Behauptung folgt aus Aufgabe II.7.

Bemerkung II.8.25.

(i) In der Situation von Satz II.8.24 nennt man Rz1, . . . , Rzk die Blöcke von R. Außerdem nennt man
zi das Blockidempotent von Rzi. Besitzt R nur einen Block, so nennt man R eine Blockalgebra. Das
nächste Resultat führt die Bestimmung der einfachen Moduln von R auf Blockalgebren zurück.
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(ii) Ist R = Qn1×n1
1 ⊕ . . .⊕Qnk×nk

k halbeinfach mit Schiefkörpern Q1, . . . , Qk, so sind Qni×ni
i unzerleg-

bare (sogar minimale) Ideale von R. Die Peirce-Zerlegung stimmt also mit der Artin-Wedderburn-
Zerlegung überein.

(iii) Die Zerlegung 1 = z1 + . . . + zk in zentral-primitive Idempotente lässt sich zu einer Zerlegung
in paarweise orthogonale primitive Idempotente verfeinern, indem man Krull-Schmidt auf jeden
Block anwendet.

Satz II.8.26. Sei R artinsch und M ein unzerlegbarer R-Modul. Dann existiert genau ein Block B von
R mit BM ̸= 0. Gegebenenfalls ist M ein B-Modul. Umgekehrt ist jeder B-Modul auch ein R-Modul.
Dabei gilt

(i) Genau dann ist ein B-Modul M einfach (bzw. unzerlegbar), wenn M als R-Modul einfach (bzw.
unzerlegbar) ist.

(ii) Zwei B-Moduln sind genau dann isomorph, wenn sie als R-Moduln isomorph sind.

Beweis. Seien B1, . . . , Bk die Blöcke von R und e1, . . . , ek die entsprechenden Blockidempotente. Dann
gilt M = RM = B1M + . . .+BkM , wobei B1M, . . . , BkM nach Beispiel II.6.8 Untermoduln von M
sind. Seien bi ∈ Bi und m1, . . . ,mk ∈M mit b1m1 + . . .+ bkmk = 0. Dann gilt

bimi = ei(b1m1 + . . .+ bkmk) = 0

für i = 1, . . . , k. Also ist M = B1M ⊕ . . .⊕BkM . Da M unzerlegbar ist, folgt BiM ≠ 0 und BjM = 0
für ein i und alle j ̸= i. Für jeden Untermodul N ≤M gilt N = RN = BiN . Insbesondere ist M als
B-Modul einfach (bzw. unzerlegbar), wennM als R-Modul einfach (bzw. unzerlegbar) ist. Sei schließlich
f : M → N ein Isomorphismus von R-Moduln. Dann gilt

BiN = Bif(M) = f(BiM) = f(M) = N.

Also sind M und N auch als B-Moduln isomorph.

Sei umgekehrt M ein Bi-Modul. Man prüft leicht, dass M durch r ·m := reim für r ∈ R und m ∈M
zu einem R-Modul wird. Natürlich können auch die B-Untermoduln von M als R-Moduln aufgefasst
werden. Daraus folgt (i). Sei f : M → N ein Isomorphismus von B-Moduln. Für r ∈ R und m ∈M gilt
f(rm) = f(reim) = reif(m) = rf(m). Daher sind M und N auch als R-Moduln isomorph.

Bemerkung II.8.27. Die folgenden Ergebnisse gelten für beliebige Ringe R. Wir benutzen dabei,
dass jeder R-Modul M auch ein EndR(M)-Modul ist via φ ·m := φ(m) für φ ∈ EndR(M) und m ∈M
(Bemerkung II.6.11).

Lemma II.8.28. Sei S ein einfacher R-Modul und D := EndR(S). Sei T ⊆ S eine endliche Teilmenge
und L := {r ∈ R : rT = 0}. Für s ∈ S mit Ls = 0 gilt dann s ∈ DT .

Beweis. Induktion nach |T |. Im Fall T = ∅ ist L = R und s = 0 ∈ DT . Sei also t ∈ T und die
Behauptung für T ′ := T \ {t} bereits gezeigt. Sei

L′ := {r ∈ R : rT ′ = 0}.

Im Fall L′t = 0 ist L′ = L und s ∈ DT ′ ⊆ DT nach Induktion. Sei also L′t ≠ 0. Offenbar ist L′t ein
R-Untermodul von S und die Einfachheit von S liefert L′t = S. Wir betrachten f : S → S, xt 7→ xs
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mit x ∈ L′. Sind x, y ∈ L′ mit xt = yt, so ist (x− y)t = 0, also x− y ∈ L und es folgt xs = ys. Daher
ist f wohldefiniert und offenbar auch R-linear, d. h. f ∈ D. Für x ∈ L′ folgt

x(s− f(t)) = xs− xf(t) = xs− f(xt) = 0.

Also ist L′(s− f(t)) = 0 und s− f(t) ∈ DT ′ nach Induktion. Dies zeigt s ∈ DT .

Satz II.8.29 (Jacobsons Dichtheitssatz). Sei S ein einfacher R-Modul und Q := EndR(S). Sei T ⊆ S
eine endliche Teilmenge und f ∈ EndQ(S). Dann existiert ein x ∈ R mit f(t) = xt für alle t ∈ T .

Beweis. Induktion nach |T |: O.B. d.A. sei T ≠ ∅, s ∈ T und T ′ := T \ {s}. Nach Induktion existiert
x′ ∈ R mit f(t) = x′t für alle t ∈ T ′. Nehmen wir zunächst s =

∑
t∈T ′ λtt mit λt ∈ Q an. Dann gilt

f(s) =
∑
t∈T ′

λtf(t) =
∑
t∈T ′

λtx
′t =

∑
t∈T ′

λt(x
′t) = x′

∑
t∈T ′

λtt = x′s.

Sei nun s /∈ DT und L := {r ∈ R : rT ′ = 0}. Nach Lemma II.8.28 ist dann Ls ̸= 0. Wie üblich ist
Ls = S und es existiert r ∈ L mit rs = f(s)− x′s. Für x := x′ + r ∈ R und t ∈ T gilt nun

f(t) =

{
x′t = xt falls t ̸= s,

xt falls t = s.

Bemerkung II.8.30.

(i) Ist S in der Situation von Satz II.8.29 als Q-Modul endlich erzeugt, so kann man für T ein Erzeu-
gendensystem wählen. Man erhält dann R/AnnR(S) ∼= EndQ(S). Wir zeigen in Folgerung II.9.13,
dass EndQ(S) ein Matrixring über dem Schiefkörper Qo ist. Dies ist eine weitere Verallgemeinerung
von Artin-Wedderburn.

(ii) In Kapitel III.1 beschäftigen wir uns mit kommutativen noetherschen Ringen.
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II.9 Moduln über Hauptidealringen

Definition II.9.1.

(i) Eine Teilmenge S einesR-ModulsM heißt (wie in Bemerkung II.2.1) linear abhängig , falls paarweise
verschiedene s1, . . . , sn ∈ S (n ∈ N) und r1, . . . , rn ∈ R \ {0} mit

∑n
i=1 risi = 0 existieren.

Anderenfalls heißt S linear unabhängig. Man nennt M frei , falls M ein linear unabhängiges
Erzeugendensystem E besitzt. Gegebenenfalls nennt man E eine Basis von M . Ein freier Z-Modul
heißt freie abelsche Gruppe.

(ii) Für jede Familie von R-Moduln (Mi)i∈I ist das Koprodukt∐
i∈I

Mi :=
{
(mi) ∈×Mi :

∣∣{i ∈ I : mi ̸= 0}
∣∣ <∞

}
ein Untermodul von ×i∈IMi.

Bemerkung II.9.2. Ist M ein freier R-Modul mit Basis B, so gilt M =
⊕

b∈B Rb. Die Abbildung∐
b∈B

R→M,

(rb)b∈B 7→
∑
b∈B

rbb

ist dann ein Isomorphismus. Daher ist jeder freie Modul zu
∐
b∈B R isomorph für eine Menge B.

Beispiel II.9.3.

(i) Nach Satz II.2.2 ist jeder Vektorraum ein freier Modul.

(ii) Der triviale Modul 0 ist frei mit Basis ∅.

(iii) Der reguläre R-Modul ist frei mit Basis {1}. Allgemeiner ist auch Rn =
∐n
i=1R ein freier R-Modul

mit der Standardbasis (1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1).

(iv) Eine endliche abelsche Gruppe A ist nur dann frei, wenn A = 0, denn die freien Moduln
∐

Z sind
unendlich oder trivial.

Satz II.9.4. Jeder R-Modul ist zu einem Faktormodul eines freien R-Moduls isomorph.

Beweis. Sei M ein R-Modul. Dann ist die Abbildung
∐
m∈M R → M , (rm)m∈M 7→

∑
m∈M rmm ein

Epimorphismus. Die Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz.

Lemma II.9.5. Jeder endlich erzeugte freie R-Modul besitzt eine endliche Basis.
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Beweis. Sei M = Rm1 + . . .+Rmk ein endlich erzeugter freier R-Modul mit Basis B. Dann lässt sich
jedes mi als Linearkombination von nur endlich vielen b ∈ B schreiben. Daher existiert eine endliche
Teilmenge C ⊆ B mit

M = Rm1 + . . .+Rmk ⊆
⊕
c∈C

Rc ⊆M.

Also ist C eine endliche Basis von M .

Beispiel II.9.6.

(i) Der obige Beweis zeigt, dass zwei Basen B und C eines freien Moduls entweder beide endlich
oder beide unendlich sind. Im Gegensatz zu Vektorräumen kann aber |B| ≠ |C| gelten: Sei
S ≠ 0 ein beliebiger Ring, M := ×i∈N S und R := EndS(M). Offenbar ist M × M → M ,
((ai)i, (bi)i) 7→ (a1, b1, a2, b2, . . .) ein Isomorphismus von S-Moduln. Nach Lemma II.7.20 existiert
ein Z-Isomorphimus

F : R×R→ HomS(M ×M,M) ≃ R, (φ,ψ) 7→ φπ1 + ψπ2,

wobei πi : M ×M →M die i-te Projektion ist. Offenbar ist F auch R-linear. Für den regulären
R-Modul gilt also R ≃ R×R ≃ R3 ≃ . . ., d. h. R besitzt Basen von jeder endlichen Mächtigkeit.
Wir zeigen im Folgenden, dass die Situation für Schiefkörper und Hauptidealringe wesentlich
besser ist.

(ii) Mit etwas mehr Mengenlehre kann man zeigen, dass je zwei unendliche Basen eines freien Moduls
gleichmächtig sind.

Satz II.9.7. Ist R kommutativ, so sind je zwei Basen eines freien R-Moduls gleichmächtig.

Beweis. Sei M ein freier R-Modul mit Basis B. Nach Krull existiert ein maximales Ideal I ⊴R. Dann
ist IM ≤M und K := R/I ist ein Körper nach Satz I.7.12. Durch

(r + I)(m+ IM) := rm+ IM

wird der R-Modul M/IM zu einem K-Vektorraum mit Erzeugendensystem {b+ IM : b ∈ B}. Wegen
M =

⊕
b∈B Rb ist

IM ⊆
⊕
b∈B

IRb ⊆
⊕
b∈B

Ib ⊆ IM.

Für ∑
b∈B

rbb+ IM =
∑
b∈B

(rb + I)(b+ IM) = 0 ∈M/IM

mit rb ∈ R folgt also rb ∈ I für alle b ∈ B. Daher ist {b+ IM : b ∈ B} auch eine K-Basis von M/IM .
Nach Satz II.2.4 ist die Mächtigkeit von B eindeutig bestimmt.

Definition II.9.8. Sei M ein freier Modul über einem kommutativen Ring. Die Mächtigkeit einer Basis
von M bezeichnet man dann als Rang von M und schreibt dafür rkM (wohldefiniert nach Satz II.9.7).

Bemerkung II.9.9. Sei R kommutativ und M ein freier R-Modul mit Rang n <∞. Dann ist jedes
Erzeugendensystem von M mit n Elementen bereits eine Basis (Satz II.11.5). Andererseits ist nicht
jede linear unabhängige Teilmenge von M mit n Elementen ein Erzeugendensystem. Zum Beispiel ist
2 ∈ Z linear unabhängig im regulären Z-Modul.

166



Satz II.9.10. Ein Ring R ̸= {0} ist genau dann ein Schiefkörper, wenn jeder R-Modul frei ist.

Beweis. Sei R ein Schiefkörper. Nach Artin-Wedderburn ist R halbeinfach. Nach Lemma II.8.4 ist auch
jeder R-Modul M halbeinfach. Sei also M =

⊕
i∈IMi mit einfachen R-Moduln Mi ≤M (i ∈ I). Für

0 ̸= mi ∈Mi gilt dann Mi = Rmi. Seien r1, . . . , rn ∈ R mit

n∑
i=1

rimi = 0.

Dann ist r1m1 = . . . = rnmn = 0. Im Fall ri ∈ R \ {0} = R× wäre mi = r−1
i rimi = 0. Also ist

r1 = . . . = rn = 0 und {mi : i ∈ I} ist eine Basis von M .

Sei umgekehrt jeder R-Modul frei. Nach Beispiel II.6.15 existiert ein einfacher R-Modul M . Da M
frei ist, gilt M ≃

∐
b∈B R für eine Basis B von M . Die Einfachheit von M zeigt |B| = 1 und M ≃ R.

Insbesondere ist der reguläre R-Modul einfach. Für jedes x ∈ R \ {0} gilt daher Rx = R, d. h. jedes von
Null verschiedene Element ist linksinvertierbar. Also ist R \ {0} eine Gruppe und es folgt R \ {0} = R×.
Somit ist R ein Schiefkörper.

Satz II.9.11. Sei R ein Schiefkörper und M ein R-Modul. Dann gilt

(i) (Basisergänzungssatz ) Sei E ⊆M ein Erzeugendensystem von M und U ⊆ E eine linear unab-
hängige Teilmenge. Dann besitzt M eine Basis B mit U ⊆ B ⊆ E.

(ii) (Austauschsatz ) Für jede endliche linear unabhängige Teilmenge U ⊆M und jedes Erzeugenden-
system E von M gilt |U | ≤ |E|.

(iii) Je zwei Basen von M haben die gleiche Mächtigkeit.

Beweis.

(i) Wir argumentieren wie in Satz II.2.2. Sei M die Menge aller linear unabhängigen Teilmengen
S ⊆ M mit U ⊆ S ⊆ E. Wegen U ∈ M ist M nichtleer und durch ⊆ geordnet. Für eine total
geordnete Teilmenge ∅ ≠ N ⊆ M ist

⋃
N∈N N ∈ M eine obere Schranke von N (dafür benötigt

man noch nicht, dass R ein Schiefkörper ist). Nach Zorn besitzt M ein maximales Element B.
Für e ∈ E \B ist B ∪ {e} linear abhängig. Also existieren rb ∈ R (b ∈ B) und re ∈ R \ {0} = R×

mit ree+
∑

b∈B rbb = 0. Dies liefert e = −r−1
e

∑
b∈B rbb ∈ ⟨B⟩. Daher ist M = ⟨E⟩ ⊆ ⟨B⟩ ⊆ M

und B ist eine Basis von M .

(ii) Sei U = {u1, . . . , un} und o. B. d.A. E = {e1, . . . , em} (im Fall |E| = ∞ ist nichts zu tun). Da U
linear unabhängig ist, gilt 0 ̸= u1 =

∑m
i=1 λiei, wobei nicht alle λ1, . . . , λm ∈ R verschwinden. Sei

also o. B. d.A. λ1 ∈ R \ {0} = R× und daher

e1 = λ−1
1 u1 −

m∑
i=2

λ−1
1 λiei ∈ ⟨u1, e2, . . . , em⟩.

Folglich ist auch {u1, e2, . . . , em} ein Erzeugendensystem mit m Elementen. Wegen u2 /∈ ⟨u1⟩ kann
man u2 auf die gleiche Weise gegen ein ei, sagen wir e2, austauschen. Wiederholt man diesen
Prozess, so erhält man schließlich das Erzeugendensystem {u1, . . . , un, en+1, . . . , em}. Insbesondere
ist |U | = n ≤ m = |E|.
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(iii) Hier argumentieren wir wie in Satz II.2.4. Seien B und C Basen von M . Für jedes b ∈ B existiert
eine endliche Teilmenge Cb ⊆ C mit c ∈

∑
c∈Cb

Rc. Also ist

M =
∑
b∈B

Rb =
∑
b∈B

∑
c∈Cb

Rc.

Da C ein minimales Erzeugendensystem von M ist, folgt C =
⋃
b∈B Cb. Sei B1 ⊆ B eine endliche

Teilmenge und C1 :=
⋃
b∈B1

Cb. Dann ist B1 eine linear unabhängige Teilmenge im Modul ⟨C1⟩
und (ii) zeigt |B1| ≤ |C1|. Nach dem Heiratssatz existieren paarweise verschiedene cb ∈ Cb für
b ∈ B. Die Abbildung B → C, b 7→ cb ist also injektiv. Aus Symmetriegründen muss es auch eine
injektive Abbildung C → B geben und die Behauptung folgt aus Cantor-Bernstein.

Bemerkung II.9.12. Ist R ⊆ S eine Erweiterung von Schiefkörpern, so kann man S sowohl als freien
R-Linksmodul als auch als freien R-Rechtsmodul auffassen. Selbst in dieser speziellen Situation müssen
die entsprechenden Dimensionen nicht gleich sein. Es ist sogar möglich, dass eine Dimension endlich
und die andere unendlich ist.1

Folgerung II.9.13. Sei R ein Ring und S ein einfacher R-Modul, der über dem Schiefkörper Q :=
EndR(S) Dimension d <∞ hat. Dann gilt R/AnnR(S) ∼= (Qo)d×d.

Beweis. Es gilt

R/AnnR(S)
II.8.30∼= EndQ(S) ∼= EndQ(Q

d)
II.7.20∼= EndQ(Q)d×d

II.7.20∼= (Qo)d×d.

Bemerkung II.9.14. Sei R ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper Q und n ∈ N. Man kann dann
Rn×n als Teilring von Qn×n auffassen. Daher gelten die gewohnten Rechenregeln für Determinanten
auch in Rn×n. Die Leibniz-Formel für A = (aij) ∈ Rn×n zeigt

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)
n∏
i=1

aiσ(i) ∈ R.

Wir definieren GL(n,R) := (Rn×n)×.

Lemma II.9.15. Für jeden Integritätsbereich R und n ∈ N gilt GL(n,R) = {A ∈ Rn×n : detA ∈ R×}.

Beweis. Für A ∈ GL(n,R) gilt det(A) det(A−1) = det(AA−1) = det(1n) = 1 = det(A−1) det(A) und
es folgt detA ∈ R×. Sei umgekehrt A ∈ Rn×n mit detA ∈ R×. In der linearen Algebra konstruiert man
die zu A komplementäre Matrix

Ã :=
(
(−1)i+j detAji

)
i,j
,

wobei Aij aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. Insbesondere ist Ã ∈ Rn×n.
Über dem Quotientenkörper von R gilt A−1 = det(A)−1Ã ∈ Rn×n. Daher ist A ∈ GL(n,R).

Beispiel II.9.16. Nach Lemma II.9.15 gilt

GL(n,Z) = {A ∈ Zn×n : detA = ±1},
GL(n,K[X]) = {A ∈ K[X]n×n : detA ∈ K×}.

1Siehe Abschnitt 5.9 in [P. M. Cohn, Skew fields, Cambridge University Press, Cambridge, 1997]
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Definition II.9.17. Sei R ein Integritätsbereich und n,m ∈ N. Matrizen A,B ∈ Rn×m heißen
äquivalent , falls S ∈ GL(n,R) und T ∈ GL(m,R) mit A = SBT existieren. Gegebenenfalls schreiben
wir A ∼ B.

Bemerkung II.9.18. Die Äquivalenz von Matrizen ist eine Äquivalenzrelation. Ist R ein Körper, so
sind zwei Matrizen (vom gleichen Format) genau dann äquivalent, wenn sie den gleichen Rang haben
(Gauß-Elimination).

Satz II.9.19 (Smith-Normalform). Sei R ein Hauptidealring und A ∈ Rn×m. Dann ist A äquivalent
zu einer Matrix der Form d1 0

d2

0
. . .


mit d1 | d2 | . . .. Dabei sind d1, d2, . . . bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt.

Beweis.
Existenz: Im Folgenden fixieren wir ein Repräsentantensystem für die Klassen assoziierter Primelemente
von R (Bemerkung II.5.14). Für a ∈ R \ {0} sei π(a) die Anzahl der Primfaktoren von a gezählt mit
Vielfachheiten (π(a) = 0 ⇔ a ∈ R×). Zusätzlich sei π(0) := ∞. Sei

Π(A) := min{π(aij) : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m},

wobei A = (aij)i,j . Ist Π(A) = ∞, so ist A = 0 und wir sind fertig. Sei also Π(A) < ∞. Offenbar
sind Permutationsmatrizen über R invertierbar (die Inverse ist die Permutationsmatrix der inverse
Permutation). Durch Multiplikation mit Permutationsmatrizen von links und rechts kann man Zeilen und
Spalten von A permutieren ohne die Äquivalenzklasse zu verlassen. Wir können daher Π(A) = π(a11)
annehmen. Im Fall a11 ∤ a12 existieren nach Bézout Elemente x, y ∈ R mit d := ggT(a11, a12) =
a11x+ a12y. Dann ist

M :=

x −a12
d 0

y a11
d 0

0 0 1m−2

 ∈ GL(m,R)

und der erste Eintrag von AM ist d. Indem wir A durch AM ersetzen, erreichen wir Π(A) ≤ π(d) <
π(a11). Wegen Π(A) ≥ 0 lässt sich dieser Prozess nur endlich oft wiederholen. Am Ende ist a11 | a12.
Analog geht man für die anderen Einträge in der ersten Zeile (und ersten Spalte) vor. Dann ist a11 | a1i
und a11 | ai1 für alle i. Durch Multiplikation von links und rechts mit (invertierbaren) Elementarmatrizen
der Form 

1 0 0 · · · 0
0 1 0 λ 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1


überführt man A in die Form 

a11 0 · · · 0
0 ∗ · · · ∗
...

...
...

0 ∗ · · · ∗


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ohne die Äquivalenzklasse zu verlassen. Gilt nun a11 ∤ aij für gewisse i, j ≥ 2, so addiere man die i-te
Zeile zur ersten (mittels Elementarmatrizenmultiplikation) und fange von vorn an. Dabei nimmt Π(A)
weiter ab. Nach endlich vielen Schritten gilt somit a11 | aij für alle i, j. Man wende nun das Verfahren
auf die Matrix A′ := (aij)i,j≥2 an. Die obigen Elementarumformungen werden die Eigenschaft a11 | aij
stets erhalten. Am Ende erhält man eine äquivalente Matrix in der gewünschten Form.

Eindeutigkeit: Sei Dk(A) das von allen k × k-Unterdeterminanten von A erzeugte Ideal in R. Sei
T ∈ GL(m,R). Die Spalten von AT sind dann R-Linearkombinationen der Spalten von A. Dies gilt
auch für k × k-Untermatrizen. Aus der Multilinearität der Determinante ergibt sich

Dk(A) ⊇ Dk(AT ) ⊇ Dk(ATT
−1) = Dk(A).

Analog gilt Dk(A) = Dk(SA) für S ∈ GL(n,R). Dies zeigt Dk(A) = Dk(diag(d1, . . .))) = (d1 . . . dk).
Also sind d1, d1d2, . . . bis auf Assoziiertheit eindeutig durch A bestimmt. Daraus folgt die Eindeutigkeit
von d1, d2, . . . bis auf Assoziiertheit.

Definition II.9.20. Die Elemente d1, d2, . . . in Satz II.9.19 heißen Elementarteiler von A. Für R = Z
(oder K[X]) kann man die Smith-Normalform vollständig eindeutig machen, indem man di ≥ 0 (bzw.
di normiert) wählt.

Folgerung II.9.21. Matrizen vom gleichen Format sind genau dann äquivalent, wenn sie die gleichen
Elementarteiler (bis auf Assoziiertheit) besitzen.

Beweis. Folgt aus der Eindeutigkeit der Smith-Normalform.

Beispiel II.9.22. Die Smith-Normalform ist nützlich um ganzzahlige lineare Gleichungssysteme zu
lösen: Wir suchen alle x ∈ Z3 mit

Ax :=

21 −5 26
3 −1 4
−8 2 −10

x =

 47
7

−18

 =: b. (II.9.1)

Der Algorithmus im Beweis von Satz II.9.19 (mit R = Z) ergibt:21 −5 26
3 −1 4
−8 2 −10

 ∼

−1 3 4
−5 21 26
2 −8 −10

 ∼

 1 0 0
5 6 6
−2 −2 −2


∼

1 0 0
0 6 6
0 −2 −2

 ∼

1 0 0
0 2 2
0 6 6

 ∼

1 0 0
0 2 0
0 0 0

 =: D.

Für

S :=

−5 −8 −2
−1 −1 0
2 3 1

 ∈ GL(3,Z), T :=

−1 1 −2
−1 0 −1
2 −2 3

 ∈ GL(3,Z)

gilt SDT = A. Daher ist (II.9.1) äquivalent zu

Dy = S−1b =

−3
−4
0


mit y := Tx. Dies zeigt y = (−3,−2, a) mit a ∈ Z. Also ist x = T−1y = (a− 4, 5− a, 6− a) für a ∈ Z.
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Bemerkung II.9.23. Der nächste Satz liefert eine ganzzahlige Version der (eindeutigen) Zeilenstufen-
form einer reellen Matrix.2

Satz II.9.24 (Hermite-Normalform). Für jede Matrix A ∈ Zn×m existiert genau eine nicht-negative
Matrix H ∈ Zn×m mit folgenden Eigenschaften:

(i) H = SA für ein S ∈ GL(n,Z).

(ii) Jede von 0 verschiedene Zeile von H „beginnt“ mit einem positiven Eintrag, den man Pivot nennt.

(iii) Der Pivot einer Zeile steht links des Pivots der folgenden Zeile (sofern vorhanden).

(iv) Die Einträge oberhalb eines Pivots in der gleichen Spalte sind kleiner als der Pivot.

(v) Nullzeilen befinden sich am unteren Ende von H. Insbesondere ist H eine obere Dreiecksmatrix.

Beweis. Der folgende Algorithmus überführt A in einer Matrix H mit den gewünschten Eigenschaften.
Wir durchlaufen die Spalten von A von links nach rechts. O. B. d. A. sei die erste Spalte von 0 verschieden.
Durch Multiplikation mit einer Permutationsmatrix von links kann man erreichen, dass der erste Eintrag
a11 nicht 0 ist. Indem man notfalls mit 1n − 2E11 multipliziert, kann man a11 > 0 annehmen. Durch
Multiplikation mit einer Elementarmatrix (in GL(n,Z)) kann man wie im Beweis der Smith-Normalform
a11 durch ggT(a11, a21) ersetzen. Anschließend ersetzt man a11 durch ggT(a11, a31) usw. Am Ende ist
a11 = ggT(a11, . . . , an1). Mit Elementarmatrizen kann man danach a21 = . . . = an1 = 0 realisieren.

In der zweiten Spalte können wir analog a32 = . . . = an2 = 0 erreichen. Im Fall a22 = 0 gehen wir
zur dritten Spalte über. Anderenfalls sei o. B. d.A. a22 > 0. Im Fall a12 < 0 oder a12 > a22 addieren
bzw. subtrahieren wir a22 von a12 durch Multiplikation mit einer Elementarmatrix (dabei wird die
erste Spalte von A nicht verändert). Indem man diese Schritt genügend oft wiederholt, erhält man
0 ≤ a12 < a22. Hat man alle Spalten auf diese Weise durchlaufen, so hat A (bzw. H) die gewünschten
Eigenschaften.

Für die Eindeutigkeit von H können wir annehmen, dass A selbst die Eigenschaften von H erfüllt. Sei
ai (bzw. si) die i-te Spalte von A (bzw. S). Dann ist hi = Sai die i-te Spalte von H. Sei e1, . . . , em die
Standardbasis von Zm. Sei ai ∈ ⟨et1, . . . , etk⟩. Wir zeigen ai = hi und sk = etk durch Induktion nach k.
Im Fall k = 0 ist ai = 0 und hi = Sai = 0. Sei nun die Behauptung bis k− 1 bereits bewiesen. Die erste
Spalte (von links) von A, die nicht in ⟨et1, . . . , etk−1⟩ liegt, hat die Form ai = (a1i, . . . , aki, 0, . . . , 0)

t mit
dem Pivot aki > 0. Nach Induktionsvoraussetzung gilt hji = aji + sjkaki für j < k und hki = skkaki.
Da S invertierbar ist, gilt skk ̸= 0 und hki ≠ 0. Daher muss hki > 0 ein Pivot von H sein. Es folgt
sjkaki = hji = 0 und sji = 0 für j > k. Aus det(S) = 1 ergibt sich skk = 1 und hki = aki. Für j < k gilt

0 ≤ hji = aji + sjkaki < hki = aki.

Aus 0 ≤ aji < aki folgt sjk = 0 und sk = ek. Außerdem ist ai = hi wie behauptet.

Beispiel II.9.25. Man kann die Hermite-Normalform benutzen, um eine kanonische Basis einer freien
abelschen Gruppen zu konstruieren. Für A := ⟨(0, 2, 6), (3, 3, 0), (2, 2, 1)⟩ berechnen wir:0 2 6

3 3 0
2 2 1

 →

1 1 −1
0 2 6
2 2 1

 →

1 1 −1
0 2 6
0 0 3

 →

1 1 2
0 2 0
0 0 3

 .

Also ist (1, 1, 2), (0, 2, 0), (0, 0, 3) eine Basis von A. Im Folgenden konstruieren wir Basen von Untermo-
duln bzgl. einer gegebenen Basis des Moduls.

2Siehe Vorlesungsskript Lineare Algebra
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Satz II.9.26. Sei R ein Hauptidealring und M ein freier R-Modul mit n := rkM < ∞. Jeder
Untermodul N ≤M ist dann frei mit m := rkN ≤ n. Außerdem existiert eine Basis b1, . . . , bn von M
und Elemente d1, . . . , dm ∈ R mit d1 | d2 | . . . | dm, sodass d1b1, . . . , dmbm eine Basis von N ist. Dabei
sind d1, . . . , dm bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt.

Beweis.
Existenz: Sei a1, . . . , an zunächst irgendeine Basis von M . Nach Beispiel II.8.3 ist R noethersch und
daher auch M nach Lemma II.8.4. Insbesondere ist N endlich erzeugt, sagen wir durch c1, . . . , ck.
Wir schreiben ci =

∑n
j=1 xijaj mit xij ∈ R für i = 1, . . . , k und setzen A := (xij)i,j ∈ Rk×n. Nach

Satz II.9.19 existieren S = (sij)i,j ∈ GL(k,R) und T = (tij)i,j ∈ GL(n,R) mit A = S diag(d1, d2, . . .)T
und d1 | d2 | . . .. Sei bi :=

∑n
j=1 tijaj ∈M für i = 1, . . . , n. Wie in der linearen Algebra zeigt man, dass

auch b1, . . . , bn eine Basis von M ist (Stichwort: Basistransformation). Wegen

ci =

n∑
j=1

xijaj =

n∑
j=1

k∑
l=1

sildltljaj =

k∑
l=1

sildlbl

ist {d1b1, . . . , dkbk} ein Erzeugendensystem von N . Aus der linearen Unabhängigkeit von b1, . . . , bn
folgt dibi = 0 ⇔ di = 0. Wegen d1 | d2 | . . . | dk befinden sich die Nullen in der Folge d1, . . . , dk
am Ende. Durch Streichen dieser Elemente erhält man das Erzeugendensystem d1b1, . . . , dmbm von
N . Seien r1, . . . , rm ∈ R mit r1d1b1 + . . .+ rmdmbm = 0. Da b1, . . . , bm linear unabhängig sind, folgt
r1d1 = . . . = rmdm = 0. Da R ein Integritätsbereich ist, gilt r1 = . . . = rm = 0. Also ist d1b1, . . . , dmbm
tatsächlich eine Basis von N .

Eindeutigkeit: Sei b′1, . . . , b′n eine weitere Basis von M und d′1 | d′2 | . . . | d′m, sodass d′1b′1, . . . , d′mb′m
eine Basis von N ist (beachte Satz II.9.7). Dann existieren xij , yij ∈ R mit b′i =

∑n
j=1 xijbj und d

′
ib

′
i =∑m

j=1 yijdjbj für alle i. Da man bi umgekehrt auch durch b′j ausdrücken kann, ist X := (xij) ∈ GL(n,R)
und analog Y := (yij) ∈ GL(m,R). Ein Koeffizientenvergleich zeigt d′ixij = yijdj . Daher ist

diag(d′1, . . . , d
′
m)X = Y diag(d1, . . . , dm).

Also sind diag(d1, . . . , dm) und diag(d′1, . . . , d
′
m) äquivalent und die Behauptung folgt aus Folge-

rung II.9.21.

Bemerkung II.9.27.

(i) Mit Zorns Lemma lässt sich zeigen, dass der erste Teil von Satz II.9.26 auch im Fall n = ∞ gilt
(siehe Satz A.12.1).

(ii) Satz II.9.26 wird falsch, wenn R kein Hauptidealring ist: Jedes Ideal I von R ist ein Untermodul
des (freien) regulären R-Moduls. Ist I kein Hauptideal, so muss eine Basis von I mindestens zwei
Elemente besitzen. Andererseits sind je zwei Elemente x, y ∈ I linear abhängig über R wegen
yx+ (−x)y = 0. Daher können nur Hauptideale frei sein.

Definition II.9.28. Sei R ̸= {0} ein Integritätsbereich und M ein R-Modul. Dann nennt man

T(M) := {m ∈M : ∃r ∈ R \ {0} : rm = 0}

den Torsionsmodul von M . Im Fall T(M) = 0 heißt M torsionsfrei .

Bemerkung II.9.29. Sicher ist 0 ∈ T(M). Für x, y ∈ T(M) existieren r, s ∈ R \ {0} mit rx = sy = 0.
Da R ein Integritätsbereich ist, gilt rs ≠ 0 und rs(x− y) = s(rx)− r(sy) = 0. Dies zeigt x− y ∈ T(M).
Für t ∈ R ist ebenso r(tx) = t(rx) = 0 und tx ∈ T(M). Daher ist T(M) ≤M .
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Satz II.9.30. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt:

(i) M = T(M)⊕ F für einen freien R-Modul F , dessen Rang eindeutig bestimmt ist.

(ii) T(M) ≃ R/(d1)× . . .×R/(dn) mit eindeutig bestimmten Idealen R ≠ (d1) ⊇ (d2) ⊇ . . . ⊇ (dn) ̸=
(0).

(iii) Es existieren Primelemente p1, . . . , pk ∈ R und a1, . . . , ak ∈ N mit

T(M) ≃ R/(pa11 )× . . .×R/(pakk ).

Dabei sind die Ideale (pa11 ), . . . , (pakk ) bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei m1, . . . ,ms ein Erzeugendensystem von M und L der Kern des Epimorphismus Rs →M ,
(r1, . . . , rs) 7→

∑s
i=1 rimi. Nach Satz II.9.26 existiert eine Basis b1, . . . , bs von Rs und d1, . . . , dn ∈ R\{0}

mit d1 | . . . | dn, sodass d1b1, . . . , dnbn eine Basis von L ist. Der Epimorphismus

Rs → R/(d1)× . . .×R/(dn)×Rs−n,
s∑
i=1

ribi 7→ (r1 + (d1), . . . , rn + (dn), rn+1, . . . , rs)

hat dann ebenfalls Kern L. Der Homomorphiesatz liefert

M ≃ Rs/L ≃ R/(d1)× . . .×R/(dn)×Rs−n.

Für di ∈ R× gilt R/(di) = 0. Indem wir diese Elemente streichen, erreichen wir R ̸= (d1) ⊇ (d2) ⊇
. . . ⊇ (dn) ̸= (0). Wir identifizieren nun M mit R/(d1) × . . . × R/(dn) × Rs−n. Offenbar ist dann
T(M) = R/(d1)× . . .×R/(dn) und wir können F = Rs−n wählen. Nach Satz II.9.7 ist der Rang von
F ≃M/T(M) eindeutig bestimmt. Im Folgenden können wir daher M = T(M) annehmen.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit in (ii) beobachten wir zunächst

AnnR(M) = (dn) =: I.

Insbesondere ist (dn) eindeutig bestimmt. Sei also n ≥ 2. Nach dem zweiten Isomorphiesatz für Ringe
ist R := R/I ebenfalls ein Hauptidealring. Durch

(r + I)m := rm (r ∈ R, m ∈M)

wird M zu einem R-Modul (wohldefiniert), den wir mit M bezeichnen. Nach (i) gilt

M = T(M)⊕ F = R/(d1)× . . .×R/(dl)×R
n−l ≃ R/((d1)/I)× . . .×R/((dl)/I)×R

n−l
,

wobei (dl) ⊋ (dl+1) = (dl+2) = . . . = (dn). Dabei ist rkF = n− l eindeutig bestimmt. Durch Induktion
nach n sind (d1)/I, . . . , (dl)/I eindeutig bestimmt. Sicher sind dann auch (d1), . . . , (dn) eindeutig
bestimmt.

In (iii) können wir M = R/(d) annehmen. Sei d = pa11 . . . pakk die Primfaktorzerlegung von d (Bemer-
kung II.5.14). Für i ≠ j gilt (paii ) + (p

aj
j ) = (ggT(paii , p

aj
j )) = R. Der chinesische Restsatz für Ringe

(Satz I.7.30) liefert einen Isomorphismus

M = R/(d) ∼= R/(pa11 )× . . .×R/(pakk ),

der auch ein Isomorphismus von R-Moduln ist. Da man die Elemente d1, . . . , dn in (ii) aus den Primele-
menten in (iii) bis auf Assoziiertheit zurückgewinnen kann (vgl. Aufgabe I.29), sind diese Primelemente
bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutig bestimmt. Daher sind die Ideale (pa11 ), . . . , (pakk ) bis auf
die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

173



Bemerkung II.9.31.

(i) Nach Satz II.9.30 sind endlich erzeugte Moduln über Hauptidealringen genau dann frei, wenn sie
torsionsfrei sind. Für unendlich erzeugte Moduln ist dies falsch (Aufgabe II.52).

(ii) Im Spezialfall R = Z nennt man Satz II.9.30 den Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen
(vgl. Satz I.5.9 und Aufgabe I.29). Zum Beispiel ist

C2 × C6 × C60 × Z5 ∼= C2
2 × C2

3 × C4 × C5 × Z5.

Satz II.9.32. Sei A eine freie abelsche Gruppe mit Basis a1, . . . , an. Sei B = ⟨b1, . . . , bm⟩ ≤ A
und bi =

∑n
j=1 xijaj für i = 1, . . . ,m und xij ∈ Z. Genau dann ist A/B endlich, wenn die Matrix

M := (xij)i,j ∈ Zm×n Rang n hat. Gegebenenfalls ist |A/B| = detM falls m = n.

Beweis. Nach einem Basiswechsel wie in Satz II.9.26 können wir annehmen, dass d1a1, . . . , dkak
eine Basis von B ist für gewisse d1, . . . , dk ∈ R \ {0}. Dabei gilt k ≤ m und M ist zu D :=
diag(d1, . . . , dk, 0, . . . , 0) äquivalent. Insbesondere habenM undD den gleichen Rang. Wie in Satz II.9.30
gilt

A/B = Z/d1Z× . . .× Z/dkZ× Zn−k.

Dies zeigt
|A/B| <∞ ⇐⇒ k = n ⇐⇒ rkD = n ⇐⇒ rkM = n.

Gegebenenfalls ist |A/B| = |d1 . . . dn| = | detD| = | detM | nach Beispiel II.9.16.
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II.10 Frobenius-Normalform

Bemerkung II.10.1. Im Folgenden sei K ein Körper und n ∈ N. Wir wenden die Ergebnisse des
letzten Kapitels auf den Hauptidealring K[X] an, um eine Normalform von Matrizen zu konstruieren.

Definition II.10.2.

• Matrizen A,B ∈ Kn×n heißen ähnlich, falls ein S ∈ GL(n,K) mit A = SBS−1 existiert (lineare
Algebra).

• Für α = Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a0 ∈ K[X] \K nennt man

Bα :=


0 −a0

1
. . .

...
. . . 0 −an−2

0 1 −an−1

 ∈ Kn×n

die Begleitmatrix von α.

Beispiel II.10.3. Die Begleitmatrix von Xn ist der n× n-Jordanblock zum Eigenwert 0.

Lemma II.10.4. Jedes α ∈ K[X] \K ist das charakteristische Polynom von Bα.

Beweis. Sei α := Xn+an−1X
n−1+ . . .+a0. Im Fall n = 1 ist X+a0 = α das charakteristische Polynom.

Sei nun n ≥ 2 und die Behauptung für n− 1 bereits bewiesen. Wir entwickeln die det(X1m −Bα) nach
der ersten Zeile

det(X1m −Bα) = X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X a1

−1
. . .

...
. . . X an−2

0 −1 X + an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)n−1a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 X 0

. . .
. . .

. . . X
0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= X(Xn−1 + an−1X

n−2 + . . .+ a1) + a0 = α.

Bemerkung II.10.5 (Wiederholung Lineare Algebra 2). Sei A ∈ Kn×n. Man zeigt leicht, dass die
Abbildung

FA : K[X] → Kn×n,

α =

∞∑
k=0

akX
k 7→ α(A) :=

∞∑
k=0

akA
k

ein Ringhomomorphismus ist. Wegen dimK K
n×n = n2 < ∞ = dimK K[X] ist FA nie injektiv. Da

K[X] ein Hauptidealring ist, existiert genau ein normiertes Polynom µA ∈ K[X] mit Ker(FA) = (µA).
Man nennt µA das Minimalpolynom von A. Im Gegensatz zu Minimalpolynomen algebraischer Elemente
ist µA oft reduzibel, denn Kn×n besitzt Nullteiler.
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Satz II.10.6 (Frobenius-Normalform). Für jedes A ∈ Kn×n existieren eindeutig bestimmte normierte
Polynome α1, . . . , αk ∈ K[X] \K mit α1 | . . . | αk, sodass A zuBα1 0

. . .

0 Bαk


ähnlich ist.

Beweis. Sei R := K[X]. Durch den Einsetzungshomomorphismus FA wird der Kn×n-Modul V := Kn×1

zu einem R-Modul mit αv = α(A)v für α ∈ R und v ∈ V (Beispiel II.6.4(vii)). Wegen dimK V = n
ist V als R-Modul endlich erzeugt. Für das Minimalpolynom µ von A gilt µV = µ(A)V = 0V = 0.
Insbesondere ist V = T(V ). Nach Satz II.9.30 existieren normierte Polynome α1, . . . , αk ∈ R \K mit
α1 | . . . | αk und V ≃ R/(α1)× . . .× R/(αk). Wir identifizieren daher V mit R/(α1)× . . .× R/(αk).
Sei 1 ≤ i ≤ k fest und αi = Xdi + adi−1X

di−1 + . . .+ a0. Für j = 0, . . . , di − 1 sei

bij := (0, . . . , 0, Xj + (αi), 0, . . . , 0) ∈ V.

Dann ist B := {bij : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ di} eine K-Basis von V und es gilt

Abij = Xbij = X(0, . . . , 0, Xj + (αi), 0, . . . , 0) = (0, . . . , 0, Xj+1 + (αi), 0, . . . , 0)

=

{
bi,j+1 falls j < di − 1,

−a0bi,0 − . . .− adi−1bi,di−1 falls j = di − 1.

Also hat A bzgl. B die angegebene Form.

Seien nun auch β1, . . . , βl ∈ R \K normiert mit β1 | . . . | βl, sodass A zuBβ1 0
. . .

0 Bβl


ähnlich ist. Indem man eine geeignete K-Basis wählt, erhält man eine entsprechende Zerlegung V =
V1 ⊕ . . .⊕ Vl. Wegen XVi = AVi ⊆ Vi sind V1, . . . , Vl dabei R-Untermoduln von V . Sei 1 ≤ i ≤ l fest
und βi = Xei + bei−1X

ei−1 + . . .+ b0. Dann besitzt Vi eine Basis ci1, . . . , ci,ei mit

Acij =

{
ci,j+1 falls j < ei − 1,

−b0ci,0 − . . .− bei−1ci,ei−1 falls i = ei − 1.

Man erhält einen Isomorphismus von Vektorräumen f : Vi → R/(βi) mit f(cij) = Xj + (βi) für
j = 0, . . . , ei − 1. Wegen f(Xcij) = f(Acij) = Xf(cij) ist f auch R-linear. Dies zeigt Vi ≃ R/(βi) und

V ≃ R/(β1)× . . .×R/(βl).

Aus Satz II.9.30 folgt k = l und (αi) = (βi) für i = 1, . . . , k. Da alle αi und βi normiert sind, gilt sogar
αi = βi für i = 1, . . . , k.

Bemerkung II.10.7.

(i) Man kann Satz II.10.6 auch mit linearer Algebra (d. h. ohne Moduln) beweisen.1

1Siehe Vorlesungsskript Lineare Algebra.
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(ii) Im Gegensatz zur Jordanschen Normalform existiert die Frobenius-Normalform über beliebi-
gen Körpern und verändert sich auch nicht, wenn man den Körper „vergrößert“ (wegen der
Eindeutigkeit). Außerdem sind die Matrixblöcke bei der Frobenius-Normalform eindeutig sortiert.

(iii) Die Zerlegung V ≃ R/(α1) × . . . × R/(αk) im obigen Beweis zeigt AnnK[X](V ) = (αk). Also
ist αk(A) = 0 mit degαk minimal, d. h. αk ist das Minimalpolynom von A und auch von Bαk

.
Insbesondere hat die Frobenius-Normalform nur dann Diagonalgestalt, wenn A eine Skalarmatrix
ist, d. h. A ∈ K1n. Nach Lemma II.10.4 ist χ := α1 . . . αk das charakteristische Polynom von A.
Damit erhält man den Satz von Cayley-Hamilton aus der linearen Algebra: χ(A) = 0.

(iv) Hat das charakteristische Polynom χ von A ∈ Kn×n paarweise verschiedene Nullstellen in einem
Zerfällungskörper, so ist Bχ die Frobenius-Normalform von A.

(v) Benutzt man Teil (iii) anstatt (ii) in Satz II.9.30, so erhält man die Weierstraß-Normalform von
A: Bρa11 0

. . .

0 Bρass


mit irreduziblen Polynomen ρ1, . . . , ρs ∈ K[X] und a1, . . . , as ∈ N. Dabei sind die Potenzen
ρa11 , . . . , ρ

as
s bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt (sie entstehen aus der Primfaktorzerlegung

von α1, . . . , αk und hängen daher von K ab). Ist A diagonalisierbar über K, so zerfällt das
Minimalpolynom αk in paarweise verschiedene Linearfaktoren (lineare Algebra). Gegebenenfalls
ist deg(ρa11 ) = . . . = deg(ρass ) = 1, d. h. die Weierstraß-Normalform hat Diagonalgestalt.

Beispiel II.10.8. Die Matrix

A :=

 7 −1 −3
30 −4 −15
0 0 1

 ∈ Q3×3

hat charakteristisches Polynom ((X−7)(X+4)+30)(X−1) = (X2−3X+2)(X−1) = (X−1)2(X−2).
Wegen

(A− 12)(A− 2 · 12) =

 6 −1 −3
30 −5 −15
0 0 0

 5 −1 −3
30 −6 −15
0 0 −1

 = 0

ist µ = (X − 1)(X − 2) das Minimalpolynom von A. Also ist

(
BX−1 0
0 Bµ

)
=

1 0 0
0 0 −2
0 1 3


die Frobenius-Normalform von A. Die Weierstraß-Normalform ist hingegen diag(1, 1, 2). Der folgende
Beweis zeigt, dass man die Frobenius-Normalform jeder Matrix A ∈ Kn×n über die Smith-Normalform
von X1n −A ∈ K[X]n×n berechnen kann.

Satz II.10.9. Für A,B ∈ Kn×n sind äquivalent:

(1) A und B sind ähnlich.

(2) A und B haben die gleiche Frobenius-Normalform.

(3) X1n −A und X1n −B sind äquivalent in K[X]n×n.
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Beweis. Die Äquivalenz von (1) und (2) folgt aus der Eindeutigkeit der Frobenius-Normalform. Für die
Äquivalenz zu (3) analysieren wir wie die Polynome α1, . . . , αk in Satz II.10.6 entstehen. Wie dort sei
R := K[X]. Sei e1, . . . , en die Standardbasis von V = Kn×1 als K-Vektorraum. Dann ist

F : Rn → V,

(γ1, . . . , γn) 7→
n∑
i=1

γi(A)ei

ein Epimorphismus von R-Moduln. Wegen K ⊆ R ist F auch K-linear. Insbesondere ist Ker(F ) ein
K-Vektorraum. Sei Ã := X1n −A = (αij)i,j ∈ Rn×n. Für i = 1, . . . , n gilt

n∑
j=1

αji(A)ej = (A− aii1n)ei −
∑
j ̸=i

ajiej = Aei −

a1i...
ani

 = 0.

Daher liegen die Spalten α̃1, . . . , α̃n von Ã im Ker(F ). Es folgt L :=
∑n

i=1Rα̃i ⊆ Ker(F ). Wir zeigen,
dass Gleichheit gilt. Wie im Beweis von Satz II.9.26 drückt man α̃1, . . . , α̃n durch die Standardbasis
von Rn aus. Dabei erhält man gerade die Koeffizientenmatrix Ã. Nun überführt man Ã in die Smith-
Normalform β1 0

. . .

0 βn


mit β1, . . . , βn ∈ R und β1 | . . . | βn. Wie im Beweis von Satz II.9.30 ist dann

Rn/L ≃ R/(β1)× . . .×R/(βn).

Da det Ã das charakteristische Polynom von A ist, gilt

n = deg(det Ã) = deg(β1 . . . βn) = deg(β1) + . . .+ deg(βn)

= dimK(R/(β1)) + . . .+ dimK(R/(βn)) = dimK(Rn/L)

≥ dimK(Rn/Ker(F )) = dimK V = n.

Dies zeigt schließlich L = Ker(F ) und

V ≃ Rn/L ≃ R/(β1)× . . .×R/(βn).

Wegen T(V ) = V sind β1, . . . , βn ∈ R \ {0}. Nach Normierung gilt dann β1 = . . . = βn−k = 1 und
βn−k+i = αi für i = 1, . . . , k mit den αi aus Satz II.10.6. Die Frobenius-Normalform von A bestimmt
daher die Smith-Normalform von Ã = X1n −A und umgekehrt. Die Äquivalenz von (2) und (3) folgt
nun aus Folgerung II.9.21.

Folgerung II.10.10. Jede Matrix A ∈ Kn×n ist zu At ähnlich.

Beweis. Sei D die Smith-Normalform von X1n −A und S, T ∈ GL(n,K[X]) mit D = S(X1n −A)T .
Dann ist

T t(X1n −At)St = Dt = D = S(X1n −A)T.

Also sind X1n −A und X1n −At äquivalent und die Behauptung folgt aus Satz II.10.9.2

2Siehe auch Aufgabe II.56
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Bemerkung II.10.11. Die Frobenius-Normalform findet Anwendung in der Galois-Theorie: Nach
Artin besitzt jede Galois-Erweiterung K ⊆ L eine Potenzbasis 1, x, . . . , xd für ein x ∈ L. Die Elemente
σ(x) mit σ ∈ G := Gal(L|K) sind dann paarweise verschieden, aber nicht unbedingt linear unabhängig
über K. Wir zeigen, dass stets eine Normalbasis der Form {σ(y) : σ ∈ G} mit y ∈ L existiert. Damit
vereinfacht sich die Berechnung von Zwischenkörpern, denn für H ≤ G ist{ ∑

τ∈Hσ
τ(y) : σ ∈ R

}

eine K-Basis von LH , wobei R ein Repräsentantensystem für die Rechtsnebenklassen von H in G ist
(beachte |LH : K| = |G : H| = |R|). Dies findet zum Beispiel in der Kryptographie Anwendung.

Satz II.10.12 (Satz von der Normalbasis). Für jede Galois-Erweiterung K ⊆ L existiert ein a ∈ L,
sodass {Γ(a) : Γ ∈ Gal(L|K)} eine K-Basis von L ist.

Beweis. Sei n := |L : K| und G := Gal(L|K).

Fall 1: |K| <∞.
Sei p := charK. Nach Satz I.11.14 ist Fp ⊆ L eine Galois-Erweiterung und G ≤ Gal(L|Fp) ist zyklisch.
Sei G = ⟨Γ⟩. Dann ist Γ ∈ EndK(L) und nach Dedekind sind die Potenzen 1,Γ, . . . ,Γn−1 linear
unabhängig über K. Andererseits ist Γn − 1 = 0 in EndK(L). Also ist Xn − 1 das Minimalpolynom
von Γ. Die Frobenius-Normalform von Γ ist daher

BXn−1 =


0 1

1
. . . 0
. . .

. . .
...

0 1 0

 .

Insbesondere besitzt L eine K-Basis der Form {Γi(a) : i = 0, . . . , n− 1} = {Γ(a) : Γ ∈ G}.

Fall 2: |K| = ∞.
Nach Artin existiert ein x ∈ L mit L = K(x), sodass das Minimalpolynom µ ∈ K[X] von x paarweise
verschiedene Nullstellen x = x1, . . . , xn ∈ L hat. Sei G = {Γ1,Γ2, . . . ,Γn}mit Γi(x) = xi für i = 1, . . . , n.
Sei

φ :=

n∏
j=2

X − xj
x− xj

∈ L[X].

Für das Lagrange-Polynom

α :=
n∑
i=1

Γi(φ) =
n∑
i=1

∏
j ̸=i

X − xj
xi − xj

∈ L[X]

gilt α(xk) = 1 für k = 1, . . . , n. Nach Beispiel I.8.30 ist α = 1. Es folgt

Γi(φ)Γj(φ) ≡

{
0 (mod µ) falls i ̸= j.∑n

k=1 Γi(φ)Γk(φ) = Γi(φ) (mod µ) falls i = j.
(II.10.1)
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Wir betrachten nun die Matrix M := (ΓiΓj(φ))
n
i,j=1 ∈ L[X]n×n. Es gilt

M tM =
( n∑
k=1

ΓkΓi(φ)ΓkΓj(φ)
)
i,j

=
( n∑
k=1

Γk(Γi(φ)Γj(φ))
)
i,j

(II.10.1)
≡

(
δij

n∑
k=1

Γk(Γi(φ))
)
i,j

≡
(
δi,j

n∑
k=1

Γk(φ)
)
i,j

≡ 1n (mod µ).

Insbesondere ist (detM)2 = det(M tM) ≡ 1 (mod µ) und γ := detM ∈ K[X] \ {0}. Da γ nur endlich
viele Nullstellen besitzt (Satz I.8.29), aber K unendlich groß ist, existiert ein y ∈ K mit γ(y) ̸= 0. Sei
schließlich a := φ(y) und A := (ΓiΓj(a))i,j ∈ Ln×n. Dann ist

detA = det(ΓiΓj(φ)(y)) = γ(y) ̸= 0.

Sei
∑n

j=1 λjΓj(a) = 0 mit λ1, . . . , λn ∈ K. Wendet man Γi auf beiden Seiten an, so folgt
∑

j λjΓiΓj(a) =
0, d. h. (λ1, . . . , λn) ist Lösung des linearen Gleichungssystems Az = 0. Aus detA ̸= 0 folgt λ1 = . . . =
λn = 0. Also ist {Γ1(a), . . . ,Γn(a)} linear unabhängig und damit eine K-Basis von L.

Beispiel II.10.13.

(i) Offenbar ist 1 +
√
2, 1−

√
2 eine Normalbasis von Q(

√
2) über Q. Dagegen sind 1,

√
2 oder

√
2,

−
√
2 keine Normalbasen.

(ii) Wir wissen bereits, dass 1,
√
2,
√
3,
√
6 eine Q-Basis von L := Q(

√
2,
√
3) ist (Beispiel I.10.12).

Daraus folgt leicht, dass die vier Elemente (1±
√
2)(1±

√
3) eine Normalbasis von L bilden.
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II.11 Primidealzerlegung in Dedekindringen

Bemerkung II.11.1. In diesem Kapitel verallgemeinern wir algebraische Körpererweiterungen auf
kommutative Ringe. Anschließend entwickeln wir eine Alternative der Primfaktorzerlegung in nicht-
faktoriellen Ringen.

Definition II.11.2. Sei S ein kommutativer Ring mit Teilring R.

• Ein Element x ∈ S heißt ganz über R, falls ein normiertes Polynom α ∈ R[X] mit α(x) = 0
existiert. Sind alle x ∈ S ganz über R, so nennt man R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung .

• Für eine Teilmenge T ⊆ S sei R[T ] der Durchschnitt aller Teilringe von S, die R und T enthalten.
Wie immer ist dann R[T ] der „kleinste“ Teilring, der R und T enthält. Außerdem ist R[T ] das
Bild des Einsetzungshomomorphismus R[Xt : t ∈ T ] → S (vgl. Bemerkung II.3.14). Insbesondere
ist R[t] := R[{t}] =

∑∞
n=0Rt

n.

Beispiel II.11.3.

(i) Jedes x ∈ R ist ganz über R als Nullstelle von X − x.

(ii) Ist R ein Körper, so ist x ∈ S genau dann ganz, wenn x algebraisch über R ist, denn das
Minimalpolynom von x ist stets normiert.

(iii) Für R = Z und S = C nennt man die ganzen Elemente auch ganz-algebraische Zahlen. Beispielswei-
se sind i und 3

√
2 ganz-algebraisch. Nach Bemerkung I.8.53 sind alle rationalen ganz-algebraischen

Zahlen bereits ganzzahlig.

Bemerkung II.11.4. Wir hatten in Bemerkung II.9.14 bereits gesehen, dass die Regeln für Determi-
nanten aus der linearen Algebra auch in beliebigen Integritätsbereichen gelten (durch Einbettung in
den Quotientenkörper). Sei nun R ein beliebiger kommutativer Ring. Dann ist der Polynomring

R̂ := Z[Xr : r ∈ R]

ein Integritätsbereich und der Einsetzungshomomorphismus F : R̂→ R, Xr 7→ r ist surjektiv. Kompo-
nentenweise setzt sich F zu einem Ringepimorphismus F : R̂n×n → Rn×n fort. Damit übertragen sich
die Rechenregeln von R̂n×n nach Rn×n. Sei beispielsweise A ∈ Rn×n und Â ∈ R̂n×n ein Urbild von A
unter F . Sei C ∈ R̂n×n die zu Â komplementäre Matrix und Ã := F (C). Dann gilt

ÃA = F (C)F (Â) = F (CÂ) = F (det(Â)1n) = det(F (Â))1n = det(A)1n.

Als erste Anwendung beweisen wir einen Satz über Basen in freien Moduln.

Satz II.11.5. Sei ein R kommutativer Ring und M ein freier R-Modul mit Rang n < ∞. Dann ist
jedes Erzeugendensystem von M mit n Elementen eine Basis von M .
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Beweis. O.B. d.A. sei M = Rn und E ⊆M ein Erzeugendensystem mit |E| = n. Wir müssen zeigen,
dass E linear unabhängig ist. Sei A ∈ Rn×n die Matrix, deren Spalten aus E gebildet werden. Da E
ein Erzeugendensystem ist, existiert ein B ∈ Rn×n mit AB = 1n. Anwendung der Determinante liefert
det(A) ∈ R×. Für die zu A komplementäre Matrix Ã gilt det(A)−1ÃA = 1n. Für v ∈ Rn \ {0} gilt
daher Av ̸= 0. Die Behauptung folgt.

Lemma II.11.6. Für jeden kommutativen Ring S mit Teilring R und x ∈ S sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(1) x ist ganz über R.

(2) R[x] ist ein endlich erzeugter R-Modul.

(3) Es existiert ein endlich erzeugter R-Untermodul M von S mit 1 ∈M und xM ⊆M .

Beweis.

(1) ⇒ (2): Nach Voraussetzung existieren n ∈ N und a0, . . . , an−1 ∈ R mit xn+an−1x
n−1+ . . .+a0 = 0.

Insbesondere ist

xn = −an−1x
n−1 − . . .− a0 ∈ R+Rx+ . . .+Rxn−1 =:M,

xn+1 = −an−1x
n − . . .− a0x ∈M,

...

Dies zeigt R[x] =
∑∞

k=0Rx
k =M .

(2) ⇒ (3): Wähle M := R[x].

(3) ⇒ (1): Sei M = Rs1 + . . .+Rsn mit s1, . . . , sn ∈ S \ {0}. Wegen xM ⊆M existieren aij ∈ R mit
xsi =

∑n
j=1 aijsj für i = 1, . . . , n. Für A := (aij)i,j ∈ Rn×n und v := (s1, . . . , sn) ∈ Sn gilt

Av =
( n∑
j=1

aijsj

)n
i=1

= xv.

Sei B := x1n − A ∈ Sn×n und B̃ ∈ Sn×n mit B̃B = det(B)1n wie in Bemerkung II.11.4. Dann
ist det(B)v = B̃Bv = B̃0 = 0, also det(B)si = 0 für i = 1, . . . , n. Wegen 1 ∈ M ist daher auch
det(B) = det(B)1 = 0. Schließlich ist det(B) = det(x1n −A) ein normiertes Polynom in x (vom
Grad n) mit Koeffizienten in R. Also ist x ganz über R.

Beispiel II.11.7. Sei R ⊆ S eine Ringerweiterung, sodass S als R-Modul endlich erzeugt ist. Dann ist
R ⊆ S ganz nach Lemma II.11.6 mit M = S.

Satz II.11.8. Sei S ein kommutativer Ring mit Teilring R. Dann bilden die über R ganzen Elemente
in S einen Teilring T von S mit R ⊆ T . Außerdem liegt jedes über T ganze Element von S bereits in T .

Beweis. Nach Beispiel II.11.3 ist R ⊆ T . Seien nun a, b ∈ T . Nach Lemma II.11.6 existieren endlich
erzeugte R-Moduln M,N ⊆ S mit 1 ∈ M ∩ N , aM ⊆ M und bN ⊆ N . Wir schreiben M =
Rx1+ . . .+Rxm und N = Ry1+ . . .+Ryn. Dann ist auch L :=MN =

∑
i,j Rxiyj ein endlich erzeugter

R-Modul mit 1 ∈ L, (a − b)L ⊆ aMN + bNM ⊆ MN = L und abL ⊆ aMbN ⊆ MN = L. Nach
Lemma II.11.6 folgt a− b, ab ∈ T und T ist ein Teilring von S.
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Sei nun x ∈ S ganz über T . Dann existieren a0, . . . , an−1 ∈ T mit xn + an−1x
n−1 + . . . + a0 = 0.

Folglich ist x auch über R[a0, . . . , an−1] ganz. Nach Lemma II.11.6 existieren k0, . . . , kn ∈ N mit
R[a0] = R+Ra0 + . . .+Rak00 , R[a0, a1] = R[a0] +R[a0]a1 + . . .+R[a0]a

k1
1 , . . . ,

R[a0, . . . , an−1, x] =

k0∑
i0=0

. . .

kn∑
in=0

Rai00 . . . a
in−1

n−1 x
in .

Daher ist M := R[a0, . . . , an−1, x] ein endlich erzeugter R-Modul mit 1 ∈ M und xM ⊆ M . Nach
Lemma II.11.6 ist x ganz über R, d. h. x ∈ T .

Definition II.11.9. In der Situation von Satz II.11.8 nennt man T den ganzen Abschluss von R in S.
Im Fall T = R nennt man R ganz-abgeschlossen in S. Ein Integritätsbereich R heißt ganz-abgeschlossen,
wenn er in seinem Quotientenkörper ganz-abgeschlossen ist.

Beispiel II.11.10. Nach Beispiel II.11.3 ist Z ganz-abgeschlossen. Wir verallgemeinern dies.

Satz II.11.11. Jeder faktorielle Ring ist ganz-abgeschlossen.

Beweis. Sei R faktoriell mit Quotientenkörper Q. Sei x ∈ Q ganz über R. Dann existieren teilerfremde
a, b ∈ R mit x = a

b . Außerdem existieren a0, . . . , an−1 ∈ R mit xn + an−1x
n−1 + . . . + a0 = 0.

Multiplikation mit bn ergibt
an + an−1ba

n−1 + . . .+ a0b
n = 0.

Dies zeigt b | an. Wegen ggT(a, b) = 1 ist b ∈ R× und x = ab−1 ∈ R.

Bemerkung II.11.12. Der ganze Abschluss von Z in einem Zahlkörper K heißt Ganzheitsring1 von K
und wird meist mit ZK notiert. Jeder quadratische Zahlkörper K hat bekanntlich die Form K = Q(

√
d)

mit d ∈ Q (siehe Beweis von Satz I.12.23). Wegen Q(
√
d) = Q(e2

√
d) = Q(

√
de) für e ∈ Z können wir

annehmen, dass d eine quadratfreie ganze Zahl ist und 0 ̸= d ̸= 1.

Satz II.11.13. Sei d ∈ Z \ {0, 1} quadratfrei und K = Q(
√
d). Dann gilt

ZK =

{
Z
[
1+

√
d

2

]
= Z+ Z1+

√
d

2 falls d ≡ 1 (mod 4),

Z[
√
d] = Z+ Z

√
d sonst.

Beweis. Da
√
d als Nullstelle von X2 − d ganz-algebraisch ist, gilt in jedem Fall Z[

√
d] ⊆ ZK nach

Satz II.11.8. Im Fall d ≡ 1 (mod 4) ist X2 −X + 1−d
4 ∈ Z[X] mit Nullstelle ω := 1+

√
d

2 . Dann ist also
auch Z[ω] ⊆ ZK .

Sei nun umgekehrt x ∈ ZK . Dann existieren a, b ∈ Q mit x = a + b
√
d. Sei σ ∈ Gal(K|Q) mit

σ(
√
d) = −

√
d. Mit x ist auch σ(x) ganz-algebraisch (Nullstelle desselben ganzzahligen Polynoms).

Daher ist x+ σ(x) = 2a ∈ Q ganz-algebraisch, also 2a ∈ Z. Analog ist xσ(x) = a2 − b2d ∈ Q∩ZK = Z.
Wegen (2b)2d = (2a)2− 4(a2− b2d) ∈ Z ist auch 2b ∈ Z, denn d ist quadratfrei. Für ã := 2a und b̃ := 2b
gilt

ã2 − b̃2d

4
= a2 − b2d ∈ Z.

1oder Maximalordnung
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Dies zeigt ã2 ≡ b̃2d (mod 4), wobei d ̸≡ 0 (mod 4). Daher ist ã genau dann gerade, wenn b̃ gerade ist.
Gegebenenfalls ist x = a+ b

√
d ∈ Z[

√
d]. Im Fall ã ≡ b̃ ≡ 1 (mod 2) gilt 1 ≡ ã2 ≡ b̃2d ≡ d (mod 4).

Dann ist

x =
ã+ b̃

√
d

2
=
ã− b̃

2
+ b̃

1 +
√
d

2
∈ Z[ω].

Bemerkung II.11.14.

(i) Wir hatten in Beispiel II.5.31 und Aufgabe II.29 bereits gesehen, dass die Ganzheitsringe von
K := Q(

√
d) für d ∈ {−3,−2,−1, 2, 3} euklidisch sind, aber für d = −5 nicht. Man vermutet,

dass ZK für unendlich viele positive d euklidisch ist. Für negative d ist ZK aber nur genau
dann euklidisch, wenn −d ∈ {1, 2, 3, 7, 11} (ohne Beweis). Allgemeiner hat Heegner gezeigt, dass
ZK für negative d genau dann ein Hauptidealring ist, falls −d ∈ {1, 2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163}
(Heegner-Zahlen). Damit lässt sich begründen, warum

eπ
√
163 = 262537412640768743,99999999999925 . . .

fast eine ganze Zahl ist (ohne Beweis).

(ii) Die Ganzheitsringe von K := Q(
√
−2) und L := Q(

√
−7) sind nach (i) euklidisch. Seien PK und

PL Repräsentantensysteme für die nicht-assoziierten Primelemente in ZK bzw. ZL. Man zeigt
leicht Z×

K = {±1} = Z×
L . Daher ist die Abbildung K× → L×, ±

∏
p∈PK

pap 7→ ±
∏
p∈PL

pap ein
Isomorphismus. Offenbar gilt auch (K,+) ∼= Q2 ∼= (L,+). Nach Aufgabe I.67 ist andererseits
K ̸∼= L.

Satz II.11.15. Sei R ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper Q. Sei Q ⊆ K eine endliche
Körpererweiterung und S der ganze Abschluss von R in K. Für jedes x ∈ K existiert dann ein
r ∈ R \ {0} mit rx ∈ S. Insbesondere ist K zum Quotientenkörper von S isomorph.

Beweis. Sei µ = Xn + an−1X
n−1 + . . . + a0 ∈ Q[X] das Minimalpolynom von x über Q. Dann

existiert ein r ∈ R \ {0} mit rai ∈ R für i = 0, . . . , n− 1. Folglich ist rx als Nullstelle des normierten
Polynoms Xn + an−1rX

n−1 + . . .+ a0r
n ∈ R[X] ganz über R. Also ist rx ∈ S. Nach der universellen

Eigenschaft des Quotientenkörpers (Aufgabe I.40) lässt sich die Inklusionsabbildung S ↪→ K zu einem
Körperhomomorphismus σ : Q(S) → K fortsetzen. Mit den obigen Bezeichnungen ist dann σ(rx/r) = x.
Also ist σ surjektiv und damit ein Isomorphismus.

Satz II.11.16. Der Ganzheitsring eines Zahlkörpers K ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang |K : Q|.

Beweis. Sei x ∈ K ein primitives Element (K = Q(x)). Nach Satz II.11.15 (mit R = Z) existiert ein
a ∈ Z \ {0} mit ax ∈ ZK . Wegen Q(x) = Q(ax) können wir x ∈ ZK annehmen. Sei α ∈ Z[X] normiert
mit Nullstelle x. Dann ist das Minimalpolynom µ ∈ Q[X] ein Teiler von α. Aus Folgerung I.8.51
folgt µ ∈ Z[X]. Daher sind alle Nullstellen x = x0, . . . , xn−1 von µ in einem Zerfällungskörper ganz-
algebraisch. Wegen |K : Q| = |Q(x) : Q| = deg µ = n ist 1, x, . . . , xn−1 eine Q-Basis von K. Für z ∈ ZK
existieren daher a0, . . . , an−1 ∈ Q mit

z = a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1.

Sei Gal(µ) = {σ0, . . . , σn−1} mit σi(x) = xi für i = 0, . . . , n− 1. Mit z ist dann auch zi := σi(z) = a0 +
a1xi+. . .+an−1x

n−1
i ganz-algebraisch (Nullstelle desselben Polynoms). Dies liefert ein Gleichungssystem

184



Av = w, wobei A := (xji )
n−1
i,j=0 ∈ Zn×nK , v := (a0, . . . , an−1) ∈ Qn und w := (z0, . . . , zn−1) ∈ ZnK . Da A

eine Vandermonde-Matrix ist, gilt

d := detA =
∏
i<j

(xj − xi) ∈ ZK \ {0}

(lineare Algebra). Außerdem ist d2 = Dµ ∈ Q (Diskriminante). Multiplikation mit der komplementären
Matrix Ã ∈ Zn×nK ergibt dv = ÃAv = Ãw und

d2v = dÃw ∈ Qn ∩ ZnK = Zn.

Dies zeigt

z = a0 + . . .+ an−1x
n−1 ∈ Z

1

d2
+ Z

x

d2
+ . . .+ Z

xn−1

d2
=:M.

Offenbar ist M eine freie abelsche Gruppe mit Basis 1/d2, . . . , xn−1/d2. Nach Satz II.9.26 ist auch ZK
eine freie abelsche Gruppe vom Rang höchstens n. Umgekehrt enthält ZK die freie abelsche Gruppe
Z[x] vom Rang n. Daher hat auch ZK Rang n = |K : Q|.

Bemerkung II.11.17. Eine Z-Basis von ZK für einen Zahlkörper K nennt man Ganzheitsbasis von K.
Für quadratische Zahlkörper haben wir in Satz II.11.13 Ganzheitsbasen bestimmt (1,

√
d bzw. 1, 1+

√
d

2 ).
Für den n-ten Kreisteilungskörper Qn ist 1, ζ, . . . , ζφ(n)−1 eine Ganzheitsbasis, wobei ζ eine primitive
n-te Einheitswurzel ist (Satz A.3.17). Im Allgemeinen besitzt aber nicht jeder Ganzheitsring eine Basis
bestehend aus Potenzen eines Elements (d. h. es gibt keine primitiven Elemente für Ganzheitsringe).

Satz II.11.18. Sei R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung und P ⊊ Q Primideale in S. Dann sind
P ∩R ⊊ Q ∩R Primideale in R.

Beweis. Offensichtlich sind P ∩R und Q∩R Primideale in R. Nehmen wir Q∩R ⊆ P an. Sei x ∈ Q\P .
Da x über R ganz ist, existieren a0, . . . , an−1 ∈ R mit xn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 = 0. Im Fall
ai ∈ P für alle i wäre xn ∈ P und daher auch x ∈ P . Also existiert ein i ∈ {0, . . . , n− 1} mit ai /∈ P
und a0, . . . , ai−1 ∈ P . Dann ist

xi(xn−i + . . .+ ai) = −(ai−1x
i−1 + . . .+ a1x+ a0) ∈ P

und xn−i + . . .+ ai ∈ P ⊆ Q. Wegen xn−i + . . .+ ai+1x ∈ Q folgt der Widerspruch ai ∈ Q ∩ R ⊆ P .
Also ist P ∩R ⊊ Q ∩R.

Definition II.11.19. Sei R ein Integritätsbereich mit Quotientenkörper Q(R). Ein gebrochenes Ideal
von R ist ein R-Untermodul I ̸= 0 von Q(R) mit rI ⊆ R für ein r ∈ R \ {0}.

Beispiel II.11.20. Offenbar ist jedes nicht-triviale Ideal von R ein gebrochenes Ideal. Andererseits ist
Z1

2 ein gebrochenes Ideal von Z, aber kein Ideal. Für gebrochene Ideale I, J definiert man IJ (wie bei
Idealen) als R-Spann von {xy : x ∈ I, y ∈ J}.

Lemma II.11.21. Für jeden Integritätsbereich R gilt:

(i) Jeder nicht-triviale endlich erzeugte R-Untermodul von Q(R) ist ein gebrochenes Ideal. Insbesondere
ist Rx für x ∈ Q(R)× ein gebrochenes Hauptideal.

(ii) Sind I und J gebrochene Ideale von R, so auch I + J , IJ und I ∩ J .
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(iii) Für jedes gebrochene Ideal I von R ist auch I−1 := {x ∈ Q(R) : xI ⊆ R} ein gebrochenes Ideal
von R.

(iv) Sind I, J gebrochene Ideale mit IJ = R, so ist J = I−1.

Beweis.

(i) Sei I = R r1
s1

+ . . .+R rn
sn

⊆ Q(R) mit r1, . . . , rn, s1, . . . , sn ∈ R. Dann ist (s1 . . . sn)I ⊆ R.

(ii) Nach Definition sind IJ ⊆ I ∩ J ⊆ I + J nicht-triviale R-Moduln. Sei r, s ∈ R mit rI, sI ⊆ R.
Dann ist rsIJ ⊆ rs(I ∩ J) ⊆ rs(I + J) ⊆ s(rI) + r(sI) ⊆ R.

(iii) Sei r ∈ R \ {0} mit rI ⊆ R. Dann ist r ∈ I−1 ̸= 0. Offenbar ist I−1 ein R-Modul und xI−1 ⊆ R
für x ∈ I \ {0}.

(iv) Offenbar ist J ⊆ I−1 = I−1IJ ⊆ J .

Definition II.11.22. Ein ganz-abgeschlossener, noetherscher Integritätsbereich R heißt Dedekindring ,
falls jedes nicht-triviale Primideal von R maximal ist.

Satz II.11.23. Jeder Hauptidealring ist ein Dedekindring.

Beweis. Nach Satz II.5.19 ist jeder Hauptidealring R faktoriell und daher ganz-abgeschlossen nach
Satz II.11.11. Offensichtlich istR auch noethersch. Nach Lemma II.5.18 sind die nicht-trivialen Primideale
maximal.

Beispiel II.11.24. Nicht jeder faktorielle Ring ist ein Dedekindring. Zum Beispiel ist das Primideal
(X) in Z[X] nicht maximal. Wir zeigen in Folgerung II.11.37 aber, dass Dedekindringe nicht weit von
Hauptidealringen entfernt sind.

Satz II.11.25. Der Ganzheitsring ZK jedes Zahlkörpers K ist ein Dedekindring.

Beweis. Nach Satz II.11.15 mit R = Z ist ZK ein ganz-abgeschlossener Integritätsbereich mit Q(ZK) =
K. Nach Satz II.11.16 ist ZK eine freie abelsche Gruppe mit Rang |K : Q| < ∞. Nach Satz II.9.26
ist jedes Ideal (sogar jede Untergruppe) von ZK endlich erzeugt als Z-Modul und daher auch als
R-Modul. Somit ist R noethersch. Seien P,Q⊴ZK Primideale mit (0) ⊊ P ⊆ Q. Nach Satz II.11.18 sind
(0) ⊊ P ∩ Z ⊆ Q ∩ Z Primideal in Z. Dies zeigt P ∩ Z = Q ∩ Z und P = Q. Also ist jedes nicht-triviale
Primideal von ZK maximal.

Definition II.11.26. Ein gebrochenes Ideal I von R heißt invertierbar , falls II−1 = R.

Lemma II.11.27. Sei R ein Dedekindring und 0 ̸= I ◁R. Dann existieren Primideale P1, . . . , Pn ⊴R
mit P1 . . . Pn ⊆ I ⊆ P1 ∩ . . . ∩ Pn.

Beweis. Sei I ◁R ein maximales Gegenbeispiel (existiert, da R noethersch). Dann ist I kein Primideal.
Also existieren J1, J2 ⊴R mit J1J2 ⊆ I, aber J1, J2 ⊈ I. Wegen

(I + J1)(I + J2) ⊆ I + J1J2 = I ⊆ (I + J1) ∩ (I + J2)

ist I + J1 ≠ R ≠ I + J2. Folglich gilt die Aussage für I + J1 und I + J1 und damit auch für I.
Widerspruch.
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Lemma II.11.28. In jedem Dedekindring sind die nicht-trivialen Primideale invertierbar.

Beweis. Sei 0 ̸= P ⊴R ein Primideal und a ∈ P \ {0}. Nach Lemma II.11.27 existieren nicht-triviale
Primideale P1, . . . , Pn ⊴R mit P1 . . . Pn ⊆ (a) ⊆ P . Dabei sei n minimal gewählt. Aus der Primideal-
eigenschaft folgt Pi ⊆ P für ein i ∈ {1, . . . , n}; o. B. d.A. i = 1. Da jedes nicht-triviale Primideal
maximal in R ist, gilt P = P1. Wegen P2 . . . Pn ⊈ (a) existiert ein b ∈ P2 . . . Pn \ (a) (im Fall n = 1
sei b ∈ R \ (a)). Dann ist Pb = P1b ⊆ P1 . . . Pn ⊆ (a) und a−1bP ⊆ R, also x := a−1b ∈ P−1. Im Fall
x ∈ R wäre b ∈ x(a) ⊆ (a).

Wegen P ⊆ R ist 1 ∈ P−1 und P ⊆ PP−1 ⊴R. Da P maximal ist, können wir PP−1 = P annehmen.
Es folgt PP−n = P und axn ∈ P ⊆ R für n ≥ 0. Also ist aR[x]⊴R. Da R noethersch ist, existieren
a1, . . . , ak ∈ R mit aR[x] = Ra1 + . . . + Rak. Dann ist auch R[x] = Ra1

a + . . . + Ran
a ein endlich

erzeugter R-Modul. Nach Lemma II.11.6 ist x ganz über R und man erhält den Widerspruch x ∈ R, da
R ganz-abgeschlossen ist.

Satz II.11.29 (Primidealzerlegung). Jedes nicht-triviale Ideal eines Dedekindrings ist ein Produkt von
(bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmten Primidealen.

Beweis. Sei R ein Dedekindring und 0 ̸= I ⊴R. Im Fall I = R ist I das leere Produkt von Primidealen.
Sei also I ̸= R. Nach Lemma II.11.27 gibt es nicht-triviale Primideale P1, . . . , Pn mit P1 . . . Pn ⊆ I. Sei
n minimal. Im Fall n = 1 ist I = P1, da P1 maximal ist. Sei also n ≥ 2. Sei M ein maximales Ideal mit
I ⊆M . Wie üblich ist Pi ⊆M für ein i ∈ {1, . . . , n}; sagen wir i = 1. Dann gilt sogar P1 =M und

P2 . . . Pn =M−1P1 . . . Pn ⊆M−1I ⊆M−1M = R

nach Lemma II.11.28. Mit Induktion nach n ist M−1I ein Produkt von Primidealen, also auch
M(M−1I) = I.

Sei nun P1 . . . Pn = Q1 . . . Qm mit nicht-trivialen Primidealen P1, . . . , Pn, Q1, . . . , Qm ⊴ R. Dann ist
Q1 . . . Qm ⊆ P1 also Qi ⊆ P1 für ein i ∈ {1, . . . ,m}. O. B. d.A. sei i = 1. Aus der Maximalität von Q1

folgt Q1 = P1 und Q2 . . . Qm = Q−1
1 Q1 . . . Qm = P−1

1 P1 . . . Pn = P2 . . . Pn nach Lemma II.11.28. Die
Behauptung folgt nun mit Induktion nach n.

Bemerkung II.11.30.

(i) Als Primideal ist auch (0) ein Produkt von Primidealen, wobei die Faktoren allerdings nicht mehr
eindeutig bestimmt sind, denn (0)2 = (0).

(ii) Der Beweis von Satz II.11.29 zeigt, dass ein Primideal P genau dann in der Zerlegung von I ⊴R
vorkommt, wenn I ⊆ P .

Beispiel II.11.31. Wir hatten in Beispiel II.5.9 gesehen, dass R := Z[
√
−5] nicht faktoriell ist, denn

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5),

sind zwei verschiedene „Primfaktorzerlegungen“. Andererseits ist R nach Satz II.11.13 der Ganzheitsring
des Zahlkörper Q(

√
−5) und daher ein Dedekindring nach Satz II.11.25. Sei P := (2, 1 +

√
−5)⊴R. Im

Fall 1 ∈ P existieren a, b, c, d ∈ Z mit

1 = 2(a+ b
√
−5) + (1 +

√
−5)(c+ d

√
−5) = 2a+ c− 5d+ (2b+ c+ d)

√
−5.
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Dann wäre
1 = 2a+ c− 5d ≡ c+ d ≡ 2b+ c+ d ≡ 0 (mod 2).

Also ist P ◁R und R/P ∼= F2. Folglich ist P ein maximales Ideal und ein Primideal. Wegen

2 = 2(1 +
√
−5)− 22 − (1 +

√
−5)2 ∈ P 2

(1 +
√
−5)2 = 2(−2 +

√
−5) ∈ (2)

ist (2) = P 2. Analog zeigt man (3) = QQ mit den Primidealen Q := (3, 1+
√
−5) und Q := (3, 1−

√
−5)

von R. Insgesamt ist (6) = P 2QQ die eindeutige Primidealzerlegung von (6) in R. Im Folgenden
untersuchen wir solche Zerlegungen systematisch.

Satz II.11.32. Die gebrochenen Ideale eines Dedekindrings R bilden eine freie abelsche Gruppe IR bzgl.
Multiplikation mit Einselement R. Die gebrochenen Hauptideale bilden einen Normalteiler HR ⊴ IR.

Beweis. Sei I ein gebrochenes Ideal von R und rI ⊆ R für ein r ∈ R \ {0}. Dann ist rI, rR⊴R. Nach
Satz II.11.29 existieren Primideale P1, . . . , Pn, Q1, . . . , Qm mit rI = P1 . . . Pn und rR = Q1 . . . Qm. Aus
(rR)(r−1R) = R = Q1 . . . QmQ

−1
1 . . . Q−1

m folgt r−1R = Q−1
1 . . . Q−1

m nach Lemma II.11.21(iv). Dies
zeigt

I = (rI)(r−1R) = P1 . . . PnQ
−1
1 . . . Q−1

m

und I−1 = P−1
1 . . . P−1

n Q1 . . . Qm. Folglich ist jedes gebrochene Ideal invertierbar und die abelsche
Gruppe IR wird von den Primidealen erzeugt. Die Eindeutigkeit in Satz II.11.29 zeigt, dass die Primideale
sogar eine Basis von IR bilden. Offenbar ist HR ≤ IR. Da IR abelsch ist, gilt auch HR ⊴ IR.

Definition II.11.33. Man nennt IR die Idealgruppe und IR/HR die Klassengruppe von R. Außerdem
ist |IR/HR| die Klassenzahl von R.

Bemerkung II.11.34.

(i) Die Dedekindringe mit Klassenzahl 1 sind offenbar genau die Hauptidealringe. Die Klassenzahl
misst also wie weit ein Dedekindring von einem Hauptidealring entfernt ist. Man kann zeigen, dass
Z[
√
−5] Klassenzahl 2 hat. Allgemeiner haben die Ganzheitsringe von Zahlkörpern stets endliche

Klassenzahl (ohne Beweis).

(ii) Im Folgenden fassen wir die eindeutige Faktorisierung eines gebrochenen Ideals I in der Form I =∏n
i=1 P

ai
i zusammen, wobei P1, . . . , Pn paarweise verschiedene Primideale sind und a1, . . . , an ∈

Z \ {0}.

(iii) Der nächste Satz zeigt, dass jede der Voraussetzungen eines Dedekindrings tatsächlich notwendig
ist für die Existenz einer Primidealzerlegung.

Satz II.11.35. Ein Integritätsbereich ist genau dann ein Dedekindring, wenn jedes gebrochene Ideal
invertierbar ist.

Beweis. Nach Satz II.11.32 erfüllt jeder Dedekindring die angegebene Bedingung. Sei umgekehrt R
ein Integritätsbereich, in dem jedes gebrochene Ideal invertierbar ist. Sei 0 ̸= I ⊴R. Dann existieren
a1, . . . , an ∈ I und b1, . . . , bn ∈ I−1 mit 1 = a1b1+. . .+anbn. Für x ∈ I gilt x = (xb1)a1+. . .+(xbn)an ∈
Ra1 + . . .+Ran. Also ist I = (a1, . . . , an) und R ist noethersch.
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Sei nun {0 ̸= P ⊴R ein Primideal und M ⊴R maximal mit P ⊆M . Wegen M−1P ⊆M−1M = R ist
M−1P ⊴R. Aus M(M−1P ) = RP = P folgt M = P oder M−1P ⊆ P . Im zweiten Fall erhält man den
Widerspruch R =MM−1PP−1 ⊆MPP−1 ⊆M . Daher ist jedes nicht-triviale Primideal maximal.

Sei schließlich x ∈ Q(R)× ganz über R. Dann ist R[x] ̸= 0 endlich erzeugt, also ein gebrochenes Ideal
nach Lemma II.11.21. Nach Voraussetzung ist x ∈ R[x] = R[x]R[x]R[x]−1 = R[x]R[x]−1 = R. Also ist
R ganz-abgeschlossen und somit ein Dedekindring.

Satz II.11.36. Sei R ein Dedekindring und I =
∏n
i=1 P

ai
i und J =

∏n
i=1 P

bi
i Primidealzerlegungen mit

a1, b1, . . . , an, bn ∈ N0. Dann gilt

I + J =
n∏
i=1

P
min{ai,bi}
i .

Insbesondere ist

(i) I ⊆ J ⇐⇒ ∀i : ai ≥ bi.

(ii) I + J = R ⇐⇒ ∀i : aibi = 0.

Beweis. Sei ci := min{ai, bi} für i = 1, . . . , n. Da
∏
P cii ein Faktor in

∏
P aii ist, gilt I ⊆

∏
P cii und

analog J ⊆
∏
P cii . Da das Produkt ein Ideal ist, folgt I+J ⊆

∏
P cii . Angenommen es gilt I+J ⊆ P ci+1

i

für ein i. O.B. d.A. sei ai = ci. Aus I ⊆ I + J ⊆ P ci+1
i folgt

∏
j ̸=i P

aj
j ⊆ Pi. Dies widerspricht der

Primidealeigenschaft. Daher ist
∏
P cii die Primidealzerlegung von I + J . Die letzten beiden Aussagen

folgen unmittelbar.

Folgerung II.11.37. Sei R ein Dedekindring und 0 ̸= x ∈ I ⊴R. Dann existiert y ∈ I mit I = (x, y).

Beweis. Seien I =
∏n
i=1 P

ai
i und (x) =

∏n
i=1 P

bi
i die Primidealzerlegungen von I und (x). Wegen

(x) ⊆ I gilt ai ≤ bi für i = 1, . . . , n. Seien xi ∈ P aii \ P ai+1
i . Nach Satz II.11.36 gilt P ai+1

i + P
aj+1
j = R

für i ≠ j. Nach dem chinesischen Restsatz I.7.30 existiert y ∈ R mit y ≡ xi (mod P ai+1
i ) für i = 1, . . . , n.

Dann gilt y ∈ P aii \ P ai+1
i , d. h. ai ist der Exponent von Pi in der Primidealzerlegung von (y). Mit

Satz II.11.36 folgt I = (x) + (y) = (x, y).

Lemma II.11.38. Seien R ⊆ S Dedekindringe und S ganz über R. Für I ◁ R ist SI ◁ S und für
0 ̸= J ⊴ S ist 0 ̸= J ∩R⊴R.

Beweis. Wir fassen R, S und Q(R) als Teilringe von Q(S) auf. Da R ganz-abgeschlossen ist, gilt
S ∩ Q(R) = R. Sicher ist SI ⊴ S und es genügt SI ̸= S zu zeigen. Dafür können wir annehmen,
dass I maximal ist. Für x ∈ I \ I2 gilt Rx = II ′, wobei I ′ ⊴R ein Produkt von Primidealen ̸= I ist.
Insbesondere gilt I + I ′ = R nach Satz II.11.36. Sei 1 = y + a mit y ∈ I und a ∈ I ′. Dann ist a /∈ I und
aI ⊆ II ′ = Rx. Im Fall SI = S wäre aS = aIS ⊆ xS und a = xz mit z = a

x ∈ S ∩ Q(R) = R, d. h.
a ∈ I. Widerspruch.

Sicher ist J ∩ R ⊴ R und es genügt J ∩ R ̸= 0 zu zeigen. Sei x ∈ J \ {0}. Da S ganz über R
ist, existieren a0, . . . , an ∈ R mit xn+1 + anx

n + . . . + a0 = 0. O.B. d.A. sei a0 ̸= 0. Dann ist
a0 = −xn+1 − anx

n − . . .− a1x ∈ J ∩R.
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Definition II.11.39. Sei K ein Zahlkörper und P ⊴ ZK ein nicht-triviales Primideal. Lemma II.11.38
mit R = Z zeigt P ∩ Z = (p) für eine Primzahl p ∈ N.

• Der Exponent ep(P ) von P in der Primidealzerlegung von ZKp heißt Verzweigungsindex von P
bzgl. p.

• Wegen Fp = Z/pZ ∼= (Z + P )/P ⊆ ZK/P kann man ZK/P als Körpererweiterung von Fp
ansehen. Man nennt fp(P ) := |ZK/P : Fp| den Trägheitsgrad von P bzgl. p. Nach Satz II.11.16
ist fp(P ) <∞, d. h. ZK/P ∼= Fpfp(P ) .

Satz II.11.40 (Fundamentalgleichung). Sei K ein Zahlkörper und p ∈ N eine Primzahl. Seien
P1, . . . , Pn die Primideale von ZK , die p enthalten. Dann gilt

|K : Q| =
n∑
i=1

ep(Pi)fp(Pi).

Beweis. Sei d := |K : Q|. Nach Satz II.11.16 ist ZK eine freie abelsche Gruppe mit Basis b1, . . . , bd.
Offenbar ist pb1, . . . , pbd eine Basis von ZKp. Dies zeigt |ZK/ZKp| = pd (Satz II.9.32). Sei ei := ep(Pi)
und fi := fp(Pi) für i = 1, . . . , n. Für i ≠ j gilt P eii +P

ej
j = ZK nach Satz II.11.36. Mit dem chinesischen

Restsatz folgt
ZK/ZKp = ZK/P e11 . . . P enn

∼= (ZK/P e11 )× . . .× (ZK/P enn ).

Es genügt daher |ZK/P eii | = peifi für i = 1, . . . , n zu beweisen. Wir zeigen genauer |P ki /P
k+1
i | = pfi für

k ∈ N0. Für a ∈ P ki \ P k+1
i ist die Abbildung

φ : ZK → P ki /P
k+1
i ,

x 7→ xa+ P k+1
i

ein Homomorphismus vom ZK-Moduln mit Pi ⊆ Ker(φ). Wegen a /∈ P k+1
i ist Ker(φ) ◁ ZK . Die

Maximalität von Pi zeigt Ker(φ) = Pi. Sei φ(ZK) = Q/P k+1
i mit Q = ZKa + P k+1

i ⊴ ZK . Wegen
P k+1
i ⊊ Q ist Pi das einzige Primideal, das Q enthält. Die eindeutige Primidealzerlegung liefert Q = P ki ,

d. h. φ ist surjektiv. Dies zeigt

|P ki /P k+1
i | = |φ(ZK)| = |ZK/Ker(φ)| = |ZK/Pi| = pfi

wie behauptet.

Satz II.11.41. Sei p ∈ P, Q ⊆ K eine Galois-Erweiterung und P ⊴ZK ein Primideal mit p ∈ P . Dann
ist {α(P ) : α ∈ Gal(K|Q)} die Menge der Primideale von ZK , die p enthalten. Insbesondere hängen
ep(P ) und fp(P ) nicht von der Wahl von P ab. Außerdem ist ep(P )fp(P ) ein Teiler von |K : Q|.

Beweis. Für σ ∈ G := Gal(K|Q) und x ∈ ZK ist auch σ(x) ∈ ZK (gleiches Minimalpolynom). Das
gleiche Argument mit σ−1 liefert σ(ZK) ⊆ ZK = σ(σ−1(ZK)) ⊆ σ(ZK), d. h. σ ist ein Ringautomorphis-
mus von ZK . Mit P ist auch σ(P ) ein Primideal mit p = σ(p) ∈ σ(P ). Angenommen es existiert ein
Primideal Q⊴ ZK mit p ∈ Q außerhalb der Bahn von P unter G. Nach dem chinesischen Restsatz für
Ringe existiert x ∈ P mit x ≡ 1 (mod σ(Q)) für alle σ ∈ G. Dann ist einerseits∏

σ∈G
σ(x) ∈ P ∩Q = P ∩ ZK ∩Q = P ∩ Z = (p)
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und andererseits ∏
σ∈G

σ(x) ∈ (1 +Q)|G| ∩ Z ⊆ (1 +Q) ∩ Z = 1 + (p).

Dieser Widerspruch zeigt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung ergibt sich, indem man σ ∈ G
auf die Primidealzerlegung von ZKp anwendet. Die letzte Behauptung folgt aus Satz II.11.40.

Bemerkung II.11.42. In der Situation von Satz II.11.41 nennt man p

• träge, falls fp(P ) = |K : Q| (dann ist p ein Primelement in ZK).

• verzweigt , falls ep(P ) > 1.

• zerlegt , falls ep(P ) = fp(P ) = 1.

(vgl. Beispiel II.5.33).

Satz II.11.43. Sei Q ⊆ K eine Galois-Erweiterung mit primitivem Element x ∈ ZK . Sei µ das
Minimalpolynom von x. Dann ist jede verzweigte Primzahl ein Teiler der Diskriminante Dµ. Insbesondere
existieren nur endlich viele verzweigte Primzahlen bzgl. K.

Beweis. Sei p ∈ P kein Teiler von Dµ und P ⊴ ZK ein Primideal mit p ∈ P . Sei G := Gal(K|Q) und
GP := {σ ∈ G : σ(P ) = P} der Stabilisator von P . Nach Satz II.11.41 und Satz I.4.7 gilt

|G| = |K : Q| = |G : GP |ep(P )fp(P )

und |GP | = ep(P )fp(P ). Da x ganz ist, gilt µ ∈ Z[X] und µ = (X−x1) . . . (X−xn) mit x1, . . . , xn ∈ ZK .
Die Reduktion µ ∈ Fp[X] zerfällt inK := ZK/P in der Form µ = (X−x1) . . . (X−xn), wobei xi := xi+P .
Nach Voraussetzung ist Dµ = Dµ ̸= 0. Daher sind x1, . . . xn paarweise verschieden. Wie im Beweis
von Satz II.11.41 gilt g(ZK) = ZK für alle g ∈ G. Für g ∈ GP ist K → K, λ + P 7→ g(λ) + P
ein Körperautomorphismus. Dies liefert einen Homomorphismus φ : GP → Gal(K|Fp). Da G treu auf
{x1, . . . , xn} operiert, ist auch die Operation von GP auf {x1, . . . , xn} treu. Insbesondere ist φ injektiv
und

ep(P )fp(P ) = |GP | ≤ |Gal(K|Fp)| = |K : Fp| = fp(P ). (II.11.1)

Es folgt ep(P ) = 1 und p ist unverzweigt.

Satz II.11.44 (Dedekind). Sei α ∈ Z[X] und p ∈ P kein Teiler von Dα. Der führende Koeffizient
von α sei nicht durch p teilbar. Die Reduktion α ∈ Fp[X] sei ein Produkt von irreduziblen Polynomen
mit Graden d1, . . . , dk. Dann besitzt Gal(α) ein Element vom Zyklentyp (d1, . . . , dk) bzgl. der Operation
auf den Nullstellen von α.

Beweis. Sei K ein Zerfällungskörper von α und G := Gal(α) = Gal(K|Q). Sei P ⊴ ZK ein Primideal
mit p ∈ P . Wir argumentieren wie im Beweis von Satz II.11.43 (die Irreduzibilität von α ist nicht
erforderlich). Die Voraussetzung an den führenden Koeffizienten von α garantiert degα = degα. Wegen
p ∤ Dα und (II.11.1) ist φ : GP → G := Gal(K|Fp) ein Isomorphismus. Nach Satz I.11.14 ist G = ⟨F ⟩
zyklisch, wobei F der Frobenius-Automorphismus ist. Sei α = α1 . . . αk mit dk = degαi für i = 1, . . . , k.
Da die Nullstellen von α paarweise verschiedenen sind, gilt αi ≠ αj für i ̸= j. Da αi irreduzibel ist,
muss F die Nullstellen von αi transitiv permutieren. Also hat F den Zyklentyp (d1, . . . , dk) auf den
Nullstellen von α. Man wähle nun φ−1(F ) ∈ G.
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Bemerkung II.11.45. Der im Beweis von Satz II.11.44 konstruierte Galois-Automorphismus γ :=
φ−1(F ) erfüllt γ(x) ≡ F (x) ≡ xp (mod P ) für alle x ∈ ZK und heißt daher Frobenius-Element
von K bzgl. P . Da die p enthaltenden Primideale von ZK unter G konjugiert sind, bestimmt jede
unverzweigte Primzahl p genau eine Konjugationsklasse von Frobenius-Elementen. Nach dem tiefliegende
Dichtheitssatz von Tschebotarjow verteilen sich die unverzweigten Primzahlen „gleichmäßig“ auf die
Konjugationsklassen von G: Für g ∈ G beträgt der Anteil der Primzahlen, deren Frobenius-Element
zu g konjugiert ist, genau 1

|CG(g)| . Insbesondere findet man für jeden Zyklentyp von Elementen von G
unendlich viele entsprechende Primzahlen. Der Anteil der zerlegten Primzahlen (d. h. das Frobenius-
Element ist 1) beträgt 1

|G| =
1

|K:Q| .

Beispiel II.11.46.

(i) Sei n ∈ N, K = Qn und ζ ∈ K eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist G := Gal(K|Q) ∼=
(Z/nZ)× abelsch. Nach Bemerkung A.3.18 stimmen die Primteiler von n und DΦn überein. Sei
also p ∈ P mit p ∤ n und P ⊴ ZK ein Primideal mit p ∈ P . Sei σ ∈ GP mit σ(ζ) = ζa. Nach
Satz A.3.17 gilt ZK = Z[ζ]. Daher ist σ genau dann das Frobenius-Element bzgl. P , wenn ζa ≡ ζp

(mod P ) gilt. Wegen DΦn
= DΦn ̸= 0 sind die primitiven Einheitswurzeln modulo P paarweise

verschieden. Es gilt also

ζa ≡ ζp (mod P ) ⇐⇒ ζa = ζp ⇐⇒ p ≡ a (mod n).

Nach dem Dichtheitssatz ist der Anteil der Primzahlen p ∈ a+ nZ genau 1
φ(n) . Insbesondere gibt

es unendlich viele solche Primzahlen für jedes a+ nZ ∈ (Z/nZ)×, d. h. Dirichlets Primzahlsatz
gilt.

(ii) Es gibt eine einfache Methode zur Konstruktion von Galoisgruppen mit vorgegebenen Zyklentypen.
Für p ∈ P und d ∈ N gibt es φ(pd − 1) Erzeuger der zyklischen Gruppe F×

pd
. Das Minimalpolynom

jedes Erzeugers über Fp ist irreduzibel vom Grad d. Je d solche Erzeuger bestimmen also ein
irreduzibles Polynom in Fp[X] vom Grad d. Da φ(pd − 1)/d mit p gegen unendlich strebt, findet
man für genügend große p beliebig viele paarweise verschiedene irreduzible Polynome vom Grad d
(vgl. Aufgabe I.61).

Sei nun (d1, . . . , dk) eine Partition von n ∈ N, d. h. d1 + . . .+ dk = n. Dann existiert für „große“ p
ein normiertes Polynom βp ∈ Fp[X] vom Grad n mit paarweise verschiedenen Primfaktoren mit
den Graden d1, . . . , dk. Ist eine weitere Partition (e1, . . . , el) von n gegeben, so findet man eine
Primzahl q ≠ p und βq ∈ Fq[X] normiert mit paarweise verschiedenen Primfaktoren mit Graden
e1, . . . , el. Auf die gleiche Weise kann man beliebig viele weitere Zyklentypen hinzunehmen. Nach
dem chinesischen Restsatz existiert α ∈ Z[X] mit α ≡ βp (mod p) und α ≡ βq (mod q). Da βp
und βq normiert vom Grad n sind, kann man auch α normiert vom Grad n wählen. Da βp und βq
paarweise verschiedene Nullstellen haben, ist Dα weder durch p noch durch q teilbar. Satz II.11.44
liefert Elemente in Gal(α) mit Zyklentyp (d1, . . . , dk) und (e1, . . . , el).

(iii) Sei α ∈ Z[X] normiert vom Grad n und p ∈ P zerlegt bzgl. des Zerfällungskörpers von α. Dann
zerfällt die Reduktion α ∈ Fp[X] in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Insbesondere ist p ≥ n.

Lemma II.11.47. Sei G ≤ Sn eine transitive Permutationsgruppe, die eine Transposition enthält. Ist
n ∈ P oder besitzt G einen (n− 1)-Zyklus, so ist G = Sn.

Beweis.

(i) Sei zuerst n ∈ P. Dann existiert ein n-Zyklus σ ∈ G. O. B. d. A. sei (1, 2) ∈ G. Indem man σ durch
eine geeignete Potenz ersetzt, kann man σ = (1, 2, a3, . . . , an) annehmen. Nach Konjugation ist
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σ = (1, 2, . . . , n). Nun erhält man σ(1, 2)σ−1 = (2, 3) ∈ G, (3, 4) ∈ G usw. Bekanntlich wird Sn
von diesen Transpositionen erzeugt.

(ii) Sei n beliebig und σ ∈ G ein (n− 1)-Zyklus. O.B. d.A. sei σ = (2, . . . , n) ∈ G. Sei τ := (a, b) ∈
G eine Transposition. Da G transitiv ist, existiert ρ ∈ G mit ρ(a) = 1. Indem wir τ durch
ρτρ−1 = (ρ(a), ρ(b)) ersetzen, können wir a = 1 annehmen. Konjugation von τ mit den Potenzen
von σ liefert die Transpositionen (1, 2), (1, 3), . . . , (1, n) ∈ G. Bekanntlich wird Sn von diesen
Transpositionen erzeugt.

Satz II.11.48 (Hilbert). Für jedes n ∈ N existiert ein Polynom α ∈ Q[X] mit Galoisgruppe Sn.

Beweis. O.B. d.A. sei n ≥ 2. Nach Beispiel II.11.46 existiert ein normiertes Polynom α ∈ Z[X], sodass
G := Gal(α) Zyklen der Länge 2, n− 1 und n besitzt. Insbesondere operiert G transitiv auf der Menge
der Nullstellen von α. Aus Lemma II.11.47 folgt G ∼= Sn.

Beispiel II.11.49 (Schur). Sei p ≥ 5 eine Primzahl und

α = X3(X − 2)(X − 4) . . . (X − 2p+ 6)− 2 ∈ Z[X].

Nach dem Eisenstein-Kriterium für p = 2 ist α irreduzibel. Daher ist Gal(α) transitiv. Wegen

α(0) < 0, α(1) > 0, α(3) < 0, . . . α(2p− 5) > 0

hat α mindestens p− 2 reelle Nullstellen. Wegen α(x) < 0 für x ≤ 0 besitzt α keine negativen reellen
Nullstellen. Wären alle Nullstellen x1, . . . , xp von α reell (und positiv), so wäre σp−1(x1, . . . , xp) > 0
der Koeffizient von X in α. Dieser Widerspruch zeigt, dass α genau zwei nicht-reelle Nullstellen besitzt.
Die komplexe Konjugation liefert eine Transposition in Gal(α). Nach Lemma II.11.47 ist Gal(α) ∼= Sp.
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II.12 Endlich-dimensionale Algebren

Bemerkung II.12.1. Viele der bisher betrachteten Ringe besitzen auch eine Vektorraumstruktur (z. B.
K[X] oder Kn×n). Mit Methoden der linearen Algebra werden wir frühere Strukturaussagen verbessern.

Definition II.12.2. Eine Algebra über einem Körper K (kurz eine K-Algebra) ist ein Ring A und
zugleich ein K-Vektorraum, sodass die Skalarmultiplikation und die Ringmultiplikation kompatibel
sind, d. h. es gilt

λ(ab) = (λa)b = a(λb)

für alle λ ∈ K und a, b ∈ A. Man nennt A endlich-dimensional, falls dimK A <∞. Eine Algebra, die
als Ring ein Schiefkörper ist, bezeichnet man als Divisionsalgebra.

Bemerkung II.12.3.

(i) Eine Unteralgebra einer K-Algebra A ist ein Teilring von A, der zugleich ein K-Vektorraum ist.
Man kann K mit dem Teilring K1A von A identifizieren.

(ii) Wenn nichts anderes gesagt wird, nehmen wir im Folgenden stets an, dass A eine endlich-
dimensionale K-Algebra ist und dass jeder A-Modul M endlich erzeugt ist. Durch

λm := (λ1A)m (λ ∈ K, m ∈M)

wirdM zu einem K-Vektorraum. Sei b1, . . . , bs ∈ A eine K-Basis von A undM = Am1+ . . .+Amt

mit m1, . . . ,mt ∈M . Dann ist

M =
s∑
i=1

t∑
j=1

Kbimj ,

d. h. {bimj : 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t} ist ein Erzeugendensystem von M als K-Vektorraum.
Insbesondere ist dimKM <∞. Da auch alle Untermoduln von M Untervektorräume sind, ist M
noethersch und artinsch. Die Wahl M = A zeigt, dass auch A artinsch (und noethersch) ist. Wir
können daher die Sätze aus Kapitel II.8 anwenden. Insbesondere besitzt A eine Peirce-Zerlegung
in Blöcke, die selbst Algebren sind (da Ideale).

(iii) Sei f : M → N ein Homomorphismus von A-Moduln. Wegen

f(λm) = f((λ1A)m) = (λ1A)f(m) = λf(m)

für λ ∈ K und m ∈ M ist f auch K-linear. Es gilt also HomA(M,N) ⊆ HomK(M,N) und
EndA(M) ⊆ EndK(M). Für f ∈ EndA(M) und λ ∈ K gilt λf := (λ1A)f ∈ EndA(M). Auf diese
Weise wird EndA(M) zu einer K-Algebra. Nach Schurs Lemma ist EndA(M) eine Divisionsalgebra,
falls M einfach ist.

(iv) Ein Homomorphismus vonK-Algebren A und B ist ein Ringhomomorphismus A→ B, der zugleich
K-linear ist. Wie üblich definiert man Epi-, Mono-, Iso- und Automorphismen von Algebren.
Der Homomorphiesatz, die Isomorphiesätze und der chinesische Restsatz gelten dann auch für
Algebren (alle Abbildungen sind K-linear).
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(v) Ist A eine halbeinfache Algebra, so existieren Divisionsalgebren D1, . . . , Dk mit A ∼= Dd1×d1
1 ×

. . .×Ddk×dk
k . Da die im Beweis von Artin-Wedderburn benutzen Abbildungen alle K-linear sind,

handelt es sich dabei um einen Isomorphismus von Algebren. Außerdem ist di die Vielfachheit des
einfachen A-Moduls Mi := Ddi×1

i als Kompositionsfaktor des regulären Moduls. Gleichzeitig ist di
die Dimension von Mi über EndA(Mi) ∼= Do

i .

(vi) Sei e1, . . . , en eine K-Basis einer Algebra A. Dann existieren λijk ∈ K mit eiej =
∑n

k=1 λijkek.
Offenbar ist der Isomorphietyp von A durch die λijk eindeutig bestimmt. Man nennt die λijk die
Strukturkonstanten von A (bzgl. einer Basis).

Beispiel II.12.4.

(i) Für jeden Körper K und n ∈ N ist Kn×n eine endlich-dimensionale K-Algebra. Dagegen sind
K[X] und K[[X]] (Aufgabe II.30) unendlich-dimensionale K-Algebren.

(ii) Für jede K-Algebra A ist auch Z(A) eine K-Algebra.

(iii) Sind A1, . . . , An Algebren über K, so auch das direkte Produkt A1 × . . .×An.

(iv) Ist K ⊆ L eine Körpererweiterung, so ist L eine K-Algebra.

(v) Jeder Schiefkörper Q ist eine Z(Q)-Algebra.

Lemma II.12.5. Für jede Algebra A und n ∈ N gilt:

(i) Z(An×n) = Z(A)1n ∼= Z(A).

(ii) J(An×n) = J(A)n×n.

Beweis.

(i) Sicher ist Z(A)1n ⊆ Z(An×n). Sei umgekehrt M = (aij) ∈ Z(An×n). Für s ≠ t sei Est := (δisδjt)i,j
die Matrix mit einer 1 an Position (s, t) und sonst nur Nullen. Dann ist

(δjtais)i,j =
( n∑
k=1

aikδksδjt

)
i,j

=MEst = EstM =
( n∑
k=1

δisδktakj

)
i,j

= (δisatj)i,j

und es folgt M ∈ A1n. Sicher ist auch M ∈ Z(A1n) = Z(A)1n.

(ii) Sei J := J(A). Eine Induktion nach k zeigt (Jn×n)k ⊆ (Jk)n×n. Da J nach Lemma II.8.15 nilpotent
ist, ist auch Jn×n nilpotent. Dies zeigt Jn×n ⊆ J(An×n). Sei umgekehrt a = (aij)ij ∈ J(An×n)
und Est = (δisδjt) ∈ An×n. Sei I ⊴A das von ast erzeugte Ideal. Dann ist

IE11 ⊆ (E1saEt1) ⊆ J(An×n).

Da J(An×n) nilpotent ist, muss auch I nilpotent sein. Dies zeigt ast ∈ I ⊆ J und J(An×n) ⊆
Jn×n.

Lemma II.12.6. Jede Divisionsalgebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K ist zu K
isomorph.
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Beweis. Sei D eine K-Divisionsalgebra und x ∈ D. Dann sind die Potenzen 1D, x, x
2, . . . linear abhängig

über K. Daher existiert ein normiertes α ∈ K[X] \K mit α(x) = 0. Da K algebraisch abgeschlossen
ist, zerfällt α in Linearfaktoren, etwa α = (X − λ11D) . . . (X − λn1D) mit λ1, . . . , λn ∈ K. Als
Divisionsalgebra besitzt D keine Nullteiler. Aus α(x) = 0 folgt also x− λi1D = 0 für ein i ∈ {1, . . . , n}.
Daher ist x = λi1D und D = K1D ∼= K.

Bemerkung II.12.7. Frobenius hat gezeigt, dass R, C und H (Aufgabe I.50) die einzigen endlich-
dimensionalen Divisionsalgebren über R sind (siehe Satz III.7.27).

Definition II.12.8. Ein Ring R heißt lokal , wenn R nur ein maximales Linksideal besitzt.

Beispiel II.12.9.

(i) Jeder Schiefkörper ist ein lokaler Ring mit maximalem Linksideal 0.

(ii) Sei R ein Dedekindring mit nicht-trivialem Primideal P . Dann ist R/Pn für alle n ∈ N lokal
mit maximalem (Links)ideal P/Pn. Insbesondere erhält man die lokalen Ringe K[X]/(Xn) und
Z/2nZ.

(iii) Der Ring der formalen Potenzreihen K[[X]] (Aufgabe II.30) ist lokal mit maximalem Ideal (X),
denn K[[X]]× = K[[X]] \ (X).

(iv) Sei R ein lokaler Hauptidealring (z. B. K[[X]]). Dann sind die Potenzen von J(R) die einzigen
echten Ideale von R. Man spricht dann von einem diskreten Bewertungsring (siehe Kapitel III.10).

Lemma II.12.10 (Heben von Einheiten/Idempotenten). Sei R ein Ring und I ⊴R nilpotent. Dann
gilt:

(i) Aus e+ I ∈ (R/I)× folgt e ∈ R×.

(ii) Für jedes Idempotent e ∈ R/I existiert ein Idempotent e ∈ R mit e+ I = e.

Beweis (Koh).

(i) Sei f ∈ R mit ef ≡ 1 (mod I) und x := 1− ef ∈ I. Da I nilpotent ist, existiert ein n ∈ N mit
xn = 0. Dies zeigt

e · f
n−1∑
k=0

xk = (1− x)

n−1∑
k=0

xk = 1− xn = 1.

Eine analoge Rechnung mit 1− fe ergibt e ∈ R×.

(ii) Sei a ∈ R beliebig mit a+ I = e. Dann ist (1− a)a = a− a2 ∈ I. Da I nilpotent ist, existiert ein
n ∈ N mit (1− a)nan = ((1− a)a)n = 0. Sei

e :=
n∑
i=0

(
2n

i

)
(1− a)ia2n−i, f :=

2n∑
i=n+1

(
2n

i

)
(1− a)ia2n−i.

Dann gilt

e+ f =

2n∑
i=0

(
2n

i

)
(1− a)ia2n−i = ((1− a) + a)2n = 1.

Wegen a2n−i(1− a)j = 0 für 0 ≤ i ≤ n und n+ 1 ≤ j ≤ 2n gilt ef = 0. Dies zeigt e = e(e+ f) =
e2 + ef = e2 und e ≡ a2n ≡ a (mod I).
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Satz II.12.11. Für jede Algebra A sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) A ist lokal.

(2) A/J(A) ist eine Divisionsalgebra.

(3) Jedes Element in A ist invertierbar oder nilpotent.

(4) 0 und 1 sind die einzigen Idempotente von A.

(5) Der reguläre A-Modul ist unzerlegbar.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Offenbar ist J(A) das einzige maximale Linksideal. Insbesondere ist A/J(A) eine einfache
Algebra, also von der Form A/J(A) = Dn×n für eine Divisionsalgebra D. Im Fall n > 1 wäre
Dn×1 ein echtes Linksideal in A/J(A). Nach dem Korrespondenzsatz ist dies ausgeschlossen.

(2) ⇒ (3): Nach Lemma II.8.15 ist J(A) nilpotent und besteht daher nur aus nilpotenten Elementen. Sei
a ∈ A \ J(A). Nach Voraussetzung existiert b ∈ A mit ab ≡ 1 (mod J(A)) und c := 1− ab ∈ J(A).
Dann existiert ein n ∈ N mit cn = 0. Dies zeigt

a · b
n−1∑
k=0

ck = (1− c)
n−1∑
k=0

ck = 1.

Eine analoge Rechnung mit 1− ba ergibt a ∈ A×.

(3) ⇒ (4): Sei e = e2 ∈ A. Im Fall e ∈ A× ist e = 1. Anderenfalls ist en = 0 für ein n ∈ N. Dann folgt
e = e2 = . . . = en = 0.

(4) ⇔ (5): Folgt aus A ∼= EndA(A)
o (Lemma II.7.20) und Satz II.8.22.

(4) ⇒ (1): Nach Lemma II.12.10 besitzt die halbeinfache Algebra A/J(A) (Lemma II.8.13) nur die
Idempotente 0 und 1. Jede Komponente Dn×n in der Artin-Wedderburn-Zerlegung von A/J(A)
liefert aber (mindestens) n Idempotente E11, . . . , Enn nach Beispiel II.8.19. Daher muss A/J(A)
selbst eine Divisionsalgebra sein.

Bemerkung II.12.12.

(i) Eine einfache lokale Algebra ist eine Divisionsalgebra.

(ii) Ein A-Modul M ist genau dann unzerlegbar, wenn EndA(M) lokal ist (Satz II.8.22).

Satz II.12.13. Für jeden Ring R und jeden R-Modul P sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) P ist ein direkter Summand eines freien R-Moduls.

(2) Für jeden Homomorphismus f : P → M und jeden Epimorphismus
g : N →M existiert ein Homomorphismus h : P → N mit g ◦ h = f .

(3) Für jeden Epimorphismus g : M → P existiert ein Untermodul N ≤ M
mit M = Ker(g)⊕N .

P

MN

f

g

h

Gegebenenfalls nennt man P projektiv.
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Beweis.

(1) ⇒ (2): Sei F ein freier R-Modul mit Basis B und F = P ⊕Q. Sei π : F → P die Projektion. Für
b ∈ B existiert xb ∈ N mit g(xb) = f(π(b)), da g surjektiv ist. Wir definieren h : F → N durch
h(b) := xb. Für x =

∑
b∈B λbb ∈ P mit λb ∈ A gilt

g(h(x)) =
∑
b∈B

λbg(h(b)) =
∑
b∈B

λbg(xb) =
∑
b∈B

λbf(π(b)) = f
(
π
(∑
b∈B

λbb
))

= f(π(x)) = f(x).

(2) ⇒ (3): Für f = idP existiert h : P → M mit g ◦ h = f . Sei N := h(P ) ≤ M . Für m ∈ M und
x := h(g(m)) ∈ N gilt g(m) = f(g(m)) = g(x) und m− x ∈ Ker(g). Dies zeigt M = Ker(g) +N .
Für h(x) ∈ Ker(g) ∩N gilt x = f(x) = g(h(x)) = 0 und h(x) = 0. Also ist M = Ker(g)⊕N .

(3) ⇒ (1): Nach Satz II.9.4 existiert ein freier Modul F und ein Epimorphismus g : F → P . Nach
Voraussetzung ist F = Ker(g)⊕N mit N ≃ F/Ker(g) ≃ g(F ) = P .

Beispiel II.12.14.

(i) Jeder freie A-Modul ist projektiv. Ist umgekehrt jeder projektive Modul frei, so ist der reguläre
Modul unzerlegbar und A ist lokal nach Satz II.12.11. Kaplansky hat bewiesen, dass in einer lokalen
Algebra jeder projektive Modul frei ist (für endlich-dimensionale Moduln folgt dies aus Krull-
Schmidt). Quillen hat bewiesen, dass jeder endlich erzeugte projektive Modul über K[X1, . . . , Xn]
(für einen Körper K) frei ist.

(ii) Sind P und Q projektiv, so auch P ×Q, denn ist P (bzw. Q) ein direkter Summand des freien
Moduls FP (bzw. FQ), so ist P ×Q ein direkter Summand des freien Moduls FP ×FQ. Allgemeiner
ist das Koprodukt von projektiven Moduln projektiv.

(iii) Ist A halbeinfach, so ist jeder einfache Modul projektiv. Nach Lemma II.8.13 und (ii) sind sogar
alle A-Moduln projektiv.

(iv) Jeder direkte Summand eines projektiven Moduls ist projektiv. Eine besondere Rolle spielen daher
die projektiven, unzerlegbaren (kurz projektiv-unzerlegbaren) Moduln.

Lemma II.12.15 (Schanuel). Seien P1 und P2 projektive A-Moduln. Sei Ui ≤ Pi mit P1/U1 ≃ P2/U2.
Dann gilt U1 × P2 ≃ U2 × P1.

Beweis. Sei φ : P1/U1 → P2/U2 ein Isomorphismus.

M :=
{
(x, y) ∈ P1 × P2 : φ(x+ U1) = y + U2

}
≤ P1 × P2.

Die Projektionen πi : M → Pi sind offenbar surjektiv. Da Pi projektiv ist, folgt M = Ker(π1)⊕N1 =
Ker(π2)⊕N2 mit Ni ≃M/Ker(πi) ≃ Pi, Ker(π1) = {0} ×U2 ≃ U2 und Ker(π2) = U1 × {0} ≃ U1.

Satz II.12.16. Für jede Algebra A gilt:

(i) Die projektiv-unzerlegbaren Moduln P sind die unzerlegbaren Summanden des regulären A-Modul.
Insbesondere wird P von einem Element erzeugt.

(ii) Die Abbildung P 7→ P/J(P ) induziert eine Bijektion zwischen der Menge der Isomorphieklassen
projektiv-unzerlegbarer A-Moduln und der Menge der Isomorphieklassen einfacher A-Moduln.
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Beweis.

(ii) Wir beweisen die Aussage zunächst nur für endlich erzeugte projektiv-unzerlegbare Moduln P .
Sei P := P/J(P ). Für f ∈ EndA(P ) gilt

f(J(P ))
II.8.13
= f(J(R)P ) = J(R)f(P ) ⊆ J(R)P ⊆ J(P ).

Man erhält eine wohldefinierte Abbildung f ∈ EndA(P ) mit f(x + J(P )) := f(x) + J(P ) für
x ∈ P .

Sei umgekehrt φ ∈ EndA(P ) gegeben. Dann ist f : P → P , x 7→ φ(x+J(P )) ein Homomorphismus
und g : P → P , x 7→ x+ J(P ) ein Epimorphismus von A-Moduln. Nach Satz II.12.13 existiert
h ∈ EndA(P ) mit g ◦ h = f . Dies zeigt h = φ. Also ist EndA(P ) → EndA(P ), f 7→ f ein
Epimorphismus von Algebren. Nach Bemerkung II.12.12 ist EndA(P ) lokal. Ist f invertierbar
(bzw. nilpotent), so auch f . Satz II.12.11 zeigt, dass EndA(P ) lokal ist, d. h. P ist unzerlegbar.
Andererseits ist P halbeinfach nach Beispiel II.8.9. Insgesamt ist P einfach.

Sind P und Q isomorphe projektiv-unzerlegbare Moduln, so ist sicher P ≃ Q. Sei umgekehrt
φ : P → Q ein Isomorphismus. Für den Homomorphismus f : P → Q, x 7→ φ(x+ J(P )) existiert
nach Satz II.12.13 ein Homomorphismus h : P → Q mit

h(x) + J(Q) = f(x) = φ(x+ J(P ))

für alle x ∈ P . Dies zeigt h(P ) + J(Q) = Q. Aus Nakayamas Lemma folgt h(P ) = Q. Nach
Satz II.12.13 existiert N ≤ P mit P = Ker(h)⊕N . Da P unzerlegbar ist, muss Ker(h) = 0 gelten.
Also ist h : P → Q ein Isomorphismus.

Sei schließlich S ein beliebiger einfacher A-Modul und s ∈ S \ {0}. Sei A = P1 ⊕ . . . ⊕ Pk eine
Zerlegung in projektiv-unzerlegbare Moduln. Wie üblich existiert ein Epimorphismus f : A→ S.
Sei f(Pi) ̸= 0. Da S einfach ist, gilt Pi/Ker(f) ≃ f(Pi) = S. Insbesondere ist Ker(f) ein maximaler
Untermodul von Pi und J(Pi) ≤ Ker(Pi). Nach dem ersten Teil des Beweises ist Pi/J(Pi) einfach
und es folgt J(Pi) = Ker(f). Insgesamt ist S ≃ Pi/J(Pi).

(i) Sei P ein projektiv-unzerlegbarer A-Modul (nicht unbedingt endlich-erzeugt). Da J(A) nilpotent
ist, gilt J(A)P < P und P/J(A)P ist halbeinfach. Also existiert ein maximaler Untermodul
M < P . Nach dem ersten Teil des Beweises existiert ein unzerlegbarer Summand Q von A und ein
Isomorphismus φ : Q/J(Q) ≃ P/M . Aus der Projektivität von P erhält einen Homomorphismus
f : P → Q mit φ(f(x) + J(Q)) = x + M für x ∈ P . Nach Nakayama ist f surjektiv. Die
Projektivität von Q hingegen zeigt P = Ker(f)⊕N . Da P unzerlegbar ist, muss Ker(f) = 0 und
P ≃ Q gelten. Damit ist der Beweis von (ii) abgeschlossen. Da Q/J(Q) einfach ist, existiert ein
x ∈ Q mit Rx+ J(Q) = Q. Nach Nakayama gilt bereits Q = Rx.

Satz II.12.17. Sei K algebraisch abgeschlossen und P ein projektiv-unzerlegbarer A-Modul. Dann ist
dimK(P/J(P )) die Vielfachheit von P in der Krull-Schmidt-Zerlegung des regulären A-Moduls.

Beweis. Sei A = P1⊕ . . .⊕Pn eine Zerlegung in projektiv-unzerlegbare A-Moduln. Nach Satz II.12.16 ist
Pi := Pi/J(Pi) ein einfacher A-Modul und ein einfacher A/J(A)-Modul (Bemerkung II.8.12). Andererseits
ist A/J(A) ≃ P1 ⊕ . . .⊕ Pn halbeinfach. Da K algebraisch abgeschlossen ist, gilt EndA(Pi) ∼= K. Nach
Bemerkung II.12.3 ist dimK Pi die Vielfachheit von Pi als Kompositionsfaktor von A/J(A). Satz II.12.16
liefert

dimP =
∣∣{1 ≤ i ≤ n : Pi ≃ P}

∣∣ = ∣∣{1 ≤ i ≤ n : Pi ≃ P}
∣∣.
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Lemma II.12.18. Sei P ein projektiv-unzerlegbarer A-Modul, E := EndA(P )o und S := P/J(P ). Für
einen beliebigen A-Modul M gilt:

(i) E/J(E) ∼= EndA(S)
o =: D.

(ii) Durch f · φ := φ ◦ f für f ∈ E und φ ∈ HomA(P,M) wird HomA(P,M) zu einem E-Modul.

(iii) Die Vielfachheit von S als Kompositionsfaktor von M ist dimK HomA(P,M)/ dimK D.

Beweis.

(i) Da P unzerlegbar ist, ist E lokal. Da J(P ) der einzige maximale Untermodul von P ist, gilt
f(J(P )) ⊆ J(P ) für alle f ∈ E. Insbesondere ist f ∈ D mit f(x + J(E)) = f(x) + J(P ) für
x ∈ P wohldefiniert. Da P projektiv ist, existiert umgekehrt für alle φ ∈ D ein f ∈ E mit
f = φ (siehe Beweis von Satz II.12.16). Folglich ist E → D, f 7→ f ein Epimorphismus mit Kern
J(E) = HomA(P, J(P )).

(ii) Für f, g ∈ E gilt (fg)φ = φ ◦ (g ◦ f) = f(gφ). Die anderen Axiome sind offensichtlich.

(iii) Sei 0 =M0 < . . . < Mk =M eine Kompositionsreihe von M . Dann ist

0 = HomA(P,M0) ≤ . . . ≤ HomA(P,Mk) = HomA(P,M)

eine Folge vonE-Moduln nach (ii). Für i ≥ 1 hat der kanonische HomomorphismusHomA(P,Mi) →
HomA(P,Mi/Mi−1) Kern HomA(P,Mi−1). Da Mi/Mi−1 einfach ist, gilt HomA(P,Mi/Mi−1) = 0
falls Mi/Mi−1 ̸≃ S nach Satz II.12.16. Ggf. ist HomA(P,Mi) = HomA(P,Mi−1). Sei nun
Mi/Mi−1 ≃ S und f, g ∈ HomA(P, S)\{0}. Da P projektiv ist, existiert f̂ ∈ E mit f̂(x)+J(P ) =
f(x) für alle x ∈ P (vgl. Beweis von Satz II.12.16). Da J(P ) der einzige maximale Untermodul
von P ist, gilt f̂(P ) = P und f̂ ∈ E×. Analog existiert ĝ ∈ E mit ĝ(x) + J(P ) = g(x). Schließlich
gilt

ĝf̂−1 · f = f ◦ f̂−1 ◦ ĝ = g.

Dies zeigt, dass HomA(P, S) ein einfacher E-Modul ist. Da E lokal ist, gilt HomA(P, S) ≃ E/J(E).
Aus (i) folgt dimK HomA(P, S) = dimK D. Die Existenz des kanonischen Epimorphismus P → S
liefert HomA(P,Mi)/HomA(P,Mi−1) ≃ HomA(P, S). Die Vielfachheit von S als Kompositionsfak-
tor von M ist daher die Anzahl der einfachen Faktoren von HomA(P,M0) ≤ . . . ≤ HomA(P,M).
Da alle anderen Faktoren trivial sind, ergibt sich die Behauptung.

Definition II.12.19. Seien P1, . . . , Pk die projektiv-unzerlegbaren A-Moduln bis auf Isomorphie.

• Man nennt Ab := EndA(P1 × . . .× Pk)
o die Basisalgebra von A. Im Fall A ∼= Ab nennt man A

eine Basisalgebra.1

• Sei cij die Vielfachheit von Pi/J(Pi) als Kompositionsfaktor von Pj . Man nennt C(A) := (cij)i,j ∈
Nk×k0 die Cartan-Matrix von A.

Satz II.12.20. Seien e1, . . . , ek ∈ A paarweise orthogonale primitive Idempotente, sodass Ae1, . . . , Aek
die Isomorphieklassen projektiv-unzerlegbarer A-Moduln repräsentieren.

(i) Für e := e1 + . . .+ ek gilt Ab ∼= eAe.

(ii) Sei Di := EndA(Aei/J(Aei)) und C(A) = (cij). Dann gilt cij dimK Di = dimK eiAej.

1englisch basic algebra.
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Beweis.

(i) Wegen Ae = Ae1 ⊕ . . .⊕Aek folgt die Behauptung aus Lemma II.7.20.

(ii) Wie in Lemma II.7.20 zeigt man, dass

HomA(Aei, Aej) → eiAej ,

φ 7→ φ(ei) = φ(e2i ) = eiφ(ei)

ein Vektorraumisomorphismus ist. Daher folgt die Behauptung aus Lemma II.12.18.

Bemerkung II.12.21.

(i) In der Situation von Satz II.12.20 nennt man e = e1 + . . .+ ek ein Basisidempotent für A (nicht
eindeutig bestimmt).

(ii) Die nächsten Sätze zeigen, dass man viele Fragen über die Modulstruktur von A durch die
„kleinere“ Basisalgebra beantworten kann. Es genügt oft nur die Basisalgebren der Blöcke von A
heranzuziehen (Satz II.12.29).

(iii) Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt Di = K und cij = dimK eiAej . Aus Ab =
⊕k

i,j=1 eiAej

folgt dann dimAb =
∑k

i,j=1 cij .

Beispiel II.12.22.

(i) Ist A halbeinfach, so sind die projektiv-unzerlegbaren Moduln P1, . . . , Pk genau die einfachen A-
Moduln (bis auf Isomorphie) und man erhält C(A) = 1k und Ab ∼= EndA(P1)

o× . . .×EndA(Pk)
o =

D1 × . . .×Dk mit Divisionsalgebren D1, . . . , Dk (Lemma II.7.20). Insbesondere gilt (Dn×n)b ∼= D
für jede Divisionsalgebra D.

(ii) Sei A/J(A) eine direkte Summe von Divisionsalgebren. Nach Bemerkung II.12.3 tritt dann jeder
projektiv-unzerlegbare Modul mit Vielfachheit 1 im regulären A-Modul auf. Dies zeigt

Ab = EndA(P1 × . . .× Pk)
o ∼= EndA(A)

o ∼= A.

Insbesondere sind alle kommutativen Algebren Basisalgebren.

(iii) Sei A ⊆ Kn×n die Algebra der oberen Dreiecksmatrizen. Die strikten oberen Dreiecksmatrizen
(d. h. Nullen auf der Hauptdiagonale) bilden offenbar ein nilpotentes Ideal J ⊴A mit A/J ∼= Kn.
Dies zeigt J = J(A). Aus (ii) folgt A ∼= Ab. Für die primitiven Idempotente kann man ei := Eii =
(δsiδti)st ∈ A wählen. Dann gilt eiAej = KEij falls i ≤ j und eiAej = 0 sonst. Dies zeigt

C(A) =

1 · · · 1
. . .

...
0 1

 .

Lemma II.12.23. Für jedes Idempotent e einer Algebra A gilt J(eAe) = eJ(A)e.

Beweis. Da J(A) nilpotent ist, ist eJ(A)e ⊆ J(A) ein nilpotentes Ideal von eAe. Nach Lemma II.8.15
folgt eJ(A)e ⊆ J(eAe) =: J . Umgekehrt ist auch J nilpotent, sagen wir Jn = 0. Dann gilt AJA⊴A mit

(AJA)n+1 = A(JeAe)nJA = AJn+1A = 0.

Dies zeigt AJA ⊆ J(A) und J ⊆ eAeJeAe ⊆ eJ(A)e.
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Satz II.12.24. Für jede Algebra A gilt C(A) = C(Ab) bei geeigneter Anordnung. Insbesondere haben A
und Ab gleich viele einfache Moduln bis auf Isomorphie. Ist K algebraisch abgeschlossen, so hat jeder
einfache Ab-Modul Dimension 1.

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Satz II.12.20 gilt

Ab = eAe = eAe1 ⊕ . . .⊕ eAek = Abe1 ⊕ . . .⊕Abek

mit Ei := EndAb(Abei)
o ∼= eiA

bei = eiAei ∼= EndA(Aei)
o. Nach Bemerkung II.12.3 und Lemma II.12.18

ist A := A/J(A) ∼= Dn1×n1
1 × . . . × Dnk×nk

k mit Divisionsalgebren Di
∼= Ei/J(Ei). O.B. d.A. sei

ei := ei + J(A) = (0, . . . , E11, . . . , 0), wobei E11 = (δi1δj1)ij ∈ Dni×ni . Nach Lemma II.12.23 gilt

Ab/J(Ab) = eAe/eJ(A)e = eAe ∼= D1 × . . .×Dk.

Daher sind Abe1, . . . , A
bek genau die projektiv-unzerlegbaren Ab-Moduln bis auf Isomorphie. Aus

Lemma II.12.18 folgt

C(A) =
(dimK HomA(Aei, Aej)

dimK Di

)
ij
=

(dimK eiAej
dimK Di

)
ij
=

(dimK eiA
bej

dimK Di

)
ij
= C(Ab).

Ist K algebraisch abgeschlossen, so gilt D1 = . . . = Dk = K und die letzte Behauptung folgt aus
Bemerkung II.12.3.

Satz II.12.25. Für jede Algebra A existiert ein n ∈ N mit A ∼= e(Ab)n×ne, wobei e ein Idempotent von
(Ab)n×n ist.

Beweis. Seien wie bisher P1, . . . , Pk die projektiv-unzerlegbaren A-Moduln bis auf Isomorphie. Sei
P := P1 × . . .× Pk. Sei n die maximale Vielfachheit eines Pi im regulären A-Modul. Dann ist A ein
direkter Summand von Pn, etwa Pn = A ⊕ Q. Sei φ ∈ EndA(P

n) die Projektion auf A. Dann ist
φEndA(P

n)φ → EndA(A), φfφ 7→ φfφA ein Isomorphismus von Algebren. Unter dem bekannten
Isomorphismus

EndA(P
n)o ∼= (EndA(P )

n×n)o ∼= (EndA(P )
o)n×n = (Ab)n×n

(vgl. Beweis von Artin-Wedderburn und Lemma II.7.20) wird φ auf ein Idempotent e ∈ (Ab)n×n

abgebildet. Es gilt nun A ∼= EndA(A)
o ∼= e(Ab)n×ne.

Lemma II.12.26. Für Algebren A,B und n,m ∈ N gilt

(A×B)n×n ∼= An×n ×Bn×n (An×n)m×m ∼= Anm×nm.

Beweis. Offenbar ist die Abbildung

(A×B)n×n → An×n ×Bn×n,

(aij , bij)ij 7→
(
(aij)ij , (bij)ij

)
ein Isomorphismus. Den zweiten Isomorphismus erhält man, indem Matrizen in Anm×nm in n×n-Blöcke
aufteilt (es besteht also nur ein formaler Unterschied zwischen den Algebren).

Satz II.12.27. Für jede Algebra A mit Basisidempotent e gilt Z(Ab) ∼= Z(eAe) = eZ(A)e ∼= Z(A).
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Beweis. Offenbar ist
Γ: Z(A) → Z(eAe) ∼= Z(Ab), z 7→ ez = eze

ein Ringhomomorphismus. Sei e = e1 + . . .+ ek mit primitiven Idempotenten e1, . . . , ek. Wir können
1 = e+ (1− e) zu einer Zerlegung 1 = e1 + . . .+ en in primitive Idempotente verfeinern. Sei z ∈ Z(A)
mit ez = 0. Für jedes i ≤ n existiert ein j ≤ k mit Aej ≃ Aei. Nach Satz II.8.22 existiert ein x ∈ A×

mit xejx−1 = ei. Es folgt

eiz = xejx
−1z = xejzx

−1 = xejezx
−1 = 0.

Insgesamt ist z = (e1 + . . .+ en)z = 0. Daher ist Γ injektiv und dimZ(A) ≤ dimZ(Ab).

Sei nun A ∼= f(Ab)m×mf für ein Idempotent f ∈ (Ab)m×m =: Â wie in Satz II.12.25. Wir zerlegen
f = f1 + . . .+ fl in paarweise orthogonale primitive Idempotente. Sei Ab/J(Ab) ∼= D1 × . . .×Dk. Nach
Lemma II.12.5 und Lemma II.12.26 gilt

Â/J(Â) = Â/J(Ab)m×m ∼= (Ab/J(Ab))m×m ∼= Dm×m
1 × . . .×Dm×m

k .

Insbesondere hat Â genauso viele einfache Moduln wir A. Folglich ist jeder projektiv-unzerlegbare
Â-Modul zu einem Âfi isomorph sein (anderenfalls hätte A ∼= fÂf weniger einfache Moduln, vgl.
Beweis von Satz II.12.24). Wir können jetzt das Argument aus dem ersten Teil des Beweises auf Â
anwenden und erhalten dimZ(Ab)

II.12.5
= dimZ(Â) ≤ dimZ(A). Also ist Γ ein Isomorphismus.

Bemerkung II.12.28.

(i) Für ein beliebiges Idempotent e ∈ A gilt nicht unbedingt Z(eAe) = eZ(A)e (Aufgabe II.64).

(ii) Im Folgenden bezeichnen wir eine n× n-Matrix M = (mij) als unzerlegbar, falls keine nichtleere
Teilmenge I ⊊ {1, . . . , n} mit aij = 0 = aji für alle i ∈ I und j /∈ I existiert.

Satz II.12.29. Sei A = B1 ⊕ . . .⊕Bs die Peirce-Zerlegung der Algebra A. Dann gilt

C(A) =

C(B1) 0
. . .

0 C(Bs)


bei geeigneter Anordnung. Außerdem sind die Matrizen C(Bi) unzerlegbar.

Beweis. Sei 1 = z1+ . . .+ zs die Zerlegung in zentral primitive Idempotente mit Bi = Azi. Wir zerlegen
zi = ei1 + . . .+ eiki in paarweise orthogonale primitive Idempotente. Dann gilt

HomBi(Bieij , Bieik) ≃K eijBieik = eijAeik ≃K HomA(Aeij , Aeik)

und EndBi(Bieij)
o ∼= EndA(Aeij). Nach Lemma II.12.18 stimmen die Einträge von C(Bi) mit den

entsprechenden Einträgen aus C(A) überein. Sei nun i ̸= j. Dann gilt

eisAejt = zieisAejtzj = eisAejtzizj = 0.

Die Blockdiagonalgestalt von C(A) folgt aus Satz II.12.20.

Nehmen wir nun an C(Bi) sei zerlegbar. O.B. d.A. sei i = 1 und ∅ ≠ I ⊊ {1, . . . , k1} mit e1iAe1j =
0 = e1jAe1i für alle i ∈ I und j /∈ I. Sei e :=

∑
i∈I e1i und a ∈ A. Dann gilt

ea = ez1a
s∑
i=1

zi = eaz1 =
∑
i∈I

e1ia
k∑
j=1

e1j = eae = . . . = ae
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und a ∈ Z(A). Die Zerlegung z1 = e+ (z1 − e) widerspricht der Primitivität von z1 in Z(A). Also ist
C(Bi) unzerlegbar.

Bemerkung II.12.30. Die nicht-negativen, unzerlegbaren Cartan-Matrizen C = C(Bi) in Satz II.12.29
erfüllen die Voraussetzungen des Satzes von Perron-Frobenius: Der Spektralradius

ρ(C) := max
{
|λ| : λ ∈ C Eigenwert von C

}
ist ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit 1 und der entsprechende Eigenraum wird von einem
Vektor mit positiven Einträgen aufgespannt. Dieser Satz hat für Algebren jedoch noch keine Anwendung
erfahren.

Folgerung II.12.31. Zwei einfache A-Moduln S, T gehören genau dann zum gleichen Block, wenn
projektiv-unzerlegbare A-Moduln P1, . . . , Pk mit folgenden Eigenschaften existieren:

(i) S ≃ P1/J(P1) und T ≃ Pk/J(Pk).

(ii) Für i = 1, . . . , k − 1 haben Pi und Pi+1 einen gemeinsamen Kompositionsfaktor.

Beweis. Nehmen wir an P1, . . . , Pk existieren und S gehört zum Block B. Wegen S ≃ P1/J(P1)
gehört auch P1 zu B. Induktiv sei bereits gezeigt, dass Pi zu B gehört. Sei Si ein gemeinsamer
Kompositionsfaktor von Pi und Pi+1. Dann ist der Eintrag in C(A) bzgl. Si und Pi ungleich 0. Aus
Satz II.12.29 folgt, dass Si zu B gehört. Aus dem gleichen Grund gehört auch Pi+1 zu B. Auf diese
Weise folgt schließlich, dass T zu B gehört.

Nehmen wir umgekehrt an, dass S und T zu B gehören. Seien P1, . . . , Pn die projektiv-unzerlegbaren
B-Moduln mit S ≃ P1/J(P1) und T ≃ Pn/J(Pn). Sei Γ der Graph mit Ecken P1, . . . , Pn, sodass Pi und
Pj genau dann mit einer Kante verbunden sind, falls sie einen gemeinsamen Kompositionsfaktor haben.
Sei {Pi : i ∈ I} die Zusammenhangskomponente von P1. Für C(B) = (cij) gilt nun cij = 0 = cji für alle
i ∈ I und j /∈ I. Aus Satz II.12.29 folgt I = {1, . . . , n}. Insbesondere sind P1 und Pn verbunden.

Definition II.12.32. Für eine K-Algebra A sei γ(A) := K{ab− ba : a, b ∈ A} der Kommutatorraum
von A.

Bemerkung II.12.33. Achtung: γ(A) ist weder ein Ideal noch ein Teilring von A.

Lemma II.12.34.

(i) Für K-Algebren A,B gilt γ(A×B) = γ(A)× γ(B).

(ii) Für jede K-Algebra A und I ⊴A gilt γ(A/I) = (γ(A) + I)/I.

(iii) Für n ∈ N gilt γ(Kn×n) = {M ∈ Kn×n : trM = 0}. Insbesondere ist dimK(Kn×n/γ(Kn×n)) = 1.

Beweis.

(i) Für a1, a2 ∈ A und b1, b2 ∈ B gilt

(a1, b1)(a2, b2)− (a2, b2)(a1, b1) = (a1a2 − a2a1, b1b2 − b2b1) ∈ γ(A)× γ(B).

(ii) Für a, b ∈ A ist (a+ I)(b+ I)− (b+ I)(a+ I) = ab− ba+ I ∈ γ(A) + I.
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(iii) Für a, b ∈ Kn×n gilt bekanntlich tr(ab− ba) = tr(ab)− tr(ba) = 0, d. h. γ(Kn×n) ⊆ Ker(tr). Sei
wie üblich Est = (δisδjt)i,j ∈ Kn×n. Für s ̸= t gilt

Est = Es1E1t − E1tEs1 ∈ γ(Kn×n),

Ess − Ett = EstEts − EtsEst ∈ γ(Kn×n).

Offenbar bilden die Matrizen Est (s ≠ t) und E11−Ess (2 ≤ s ≤ n) eine Basis von Ker(tr). Daher
gilt Ker(tr) ⊆ γ(Kn×n). Die zweite Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz für tr.
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II.13 Symmetrische Algebren und
Gruppenalgebren

Bemerkung II.13.1. Wir geben eine Einführung in die Theorie der symmetrischen Algebren mit dem
Ziel den Satz von Wedderburn-Malcev zu beweisen. Anschließend ordnen wir jeder endlichen Gruppe
eine symmetrische Algebra zu und untersuchen ihre Eigenschaften. Wie im letzten Kapitel ist A stets
eine endlich-dimensionale K-Algebra.

Definition II.13.2. Wir nennen A symmetrisch, falls eine Bilinearform β : A×A→ K mit folgenden
Eigenschaften existiert:

• ∀a, b ∈ A : β(a, b) = β(b, a) (symmetrisch),

• ∀a, b, c ∈ A : β(ab, c) = β(a, bc) (assoziativ),

• ∀a ∈ A \ {0} : β(a,A) ̸= 0 (nicht-ausgeartet).

Beispiel II.13.3.

(i) Sind A1, . . . , An symmetrische Algebren mit Bilinearformen β1, . . . , βn, so ist A := A1 × . . .×An
symmetrisch bzgl.

β(a1 . . . an, b1 . . . bn) := β1(a1, b1) + . . .+ βn(an, bn)

für (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ A.

(ii) Sei A symmetrisch mit Bilinearform β und e ∈ A ein Idempotent. Dann ist die Einschränkung β′

von β auf eAe× eAe offenbar eine symmetrische, assoziative Bilinearform. Für jedes a ∈ eAe \ {0}
existiert ein b ∈ A mit β(a, b) ̸= 0. Es folgt

0 ̸= β(ae, b) = β(a, eb) = β(eb, ea) = β(ebe, a).

Also ist β′ nicht-ausgeartet und eAe ist symmetrisch. Insbesondere ist jeder Block von A symme-
trisch.

(iii) Sei A = Kn×n und β(a, b) := tr(ab) für a, b ∈ A. Offenbar ist β eine symmetrische, assoziative
Bilinearform. Für a = (aij) mit ast ̸= 0 gilt tr(Etsa) = ast. Daher ist β nicht-ausgeartet und
A ist symmetrisch. Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist nach Artin-Wedderburn und (i) jede
halbeinfache K-Algebra symmetrisch. Dies gilt sogar für jeden Körper K (siehe Satz III.7.31).

(iv) SeiK ⊆ L eine endliche Körpererweiterung. Offenbar existiert eineK-lineare Abbildung λ : L→ K
mit λ(1) = 1. Man zeigt leicht, dass β : L×L→ K, (x, y) 7→ λ(xy) eine symmetrische, assoziative,
nicht-ausgeartete Bilinearform definiert. Also ist L eine symmetrische K-Algebra.

(v) Der nächste Satz zeigt, dass die Algebra A ⊆ Kn×n der oberen Dreiecksmatrizen für n ≥ 2 nicht
symmetrisch ist (Beispiel II.12.22).
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Satz II.13.4. Sei K algebraisch abgeschlossen und A symmetrisch. Dann ist die Cartanmatrix von A
symmetrisch.

Beweis. Sei A symmetrisch bzgl. der Bilinearform β. Seien e, f ∈ A Idempotente und a ∈ eAf \ {0}.
Da β nicht-ausgeartet ist, existiert ein b ∈ A mit β(a, b) ̸= 0. Es folgt

0 ̸= β(af, b) = β(a, fb) = β(fb, ea) = β(fbe, a).

Daher ist die lineare Abbildung eAf → HomK(fAe,K), a 7→ β(a, .) injektiv und dim eAf ≤ dim fAe.
Aus Symmetriegründen gilt dim eAf = dim fAe. Die Behauptung folgt aus Bemerkung II.12.21.

Bemerkung II.13.5. Sei A eine symmetrische Algebra mit Bilinearform β.

(i) Für a ∈ A ist βa : A → K, b 7→ β(a, b) ein Element des Dualraums A∗ := Hom(A,K). Da β
nicht-ausgeartet ist und dimA = dimA∗ (lineare Algebra), ist A→ A∗, a 7→ βa ein Isomorphismus.

(ii) Für eine K-Basis e1, . . . , en von A existiert bekanntlich eine duale Basis f1, . . . , fn ∈ A bzgl. β,
d. h. es gilt β(ei, fj) = δij für 1 ≤ i, j ≤ n (lineare Algebra; die Assoziativität von β wird dafür
nicht gebraucht). Für a =

∑n
i=1 aiei ∈ A gilt β(a, fi) = ai und

a =
n∑
i=1

β(a, fi)ei =
n∑
i=1

β(fi, a)ei =
n∑
i=1

β(ei, a)fi =
n∑
i=1

β(a, ei)fi. (II.13.1)

Wir betrachten die lineare Abbildung Γ: A → A, a 7→
∑n

i=1 eiafi. Für jedes weitere Paar von
dualen Basen (e′i), (f

′
i) von A gilt

n∑
i=1

e′iaf
′
i =

n∑
i=1

( n∑
j=1

β(e′i, fj)ej

)
af ′i =

n∑
j=1

eja

n∑
i=1

β(e′i, fj)f
′
i =

n∑
j=1

ejafj .

Also hängt Γ nicht von der Wahl der Basen ab (aber von β). Für b ∈ A gilt

Γ(a)b =
n∑
i=1

eia
n∑
j=1

β(fib, ej)fj =
n∑
j=1

n∑
i=1

β(fi, bej)eiafj =
n∑
j=1

bejafj = bΓ(a).

Es folgt Γ: A→ Z(A). Für z ∈ Z(A) gilt zΓ(a) = Γ(za). Daher ist Γ(A)⊴ Z(A).

Angenommen A ist auch symmetrisch bzgl. einer Bilinearform β′. Nach (i) existiert ein x ∈ A mit
β(1, a) = β′(x, a) für alle a ∈ A. Wegen

β′(xa− ax, b) = β′(x, ab)− β′(x, ba) = β(a, b)− β(b, a) = 0

für alle a, b ∈ A ist x ∈ Z(A). Außerdem ist β′(xei, fj) = β′(x, eifj) = β(1, eifj) = β(ei, fj), d. h.
(xei) und (fi) sind zueinander dualer Basen bzgl. β′. Dies zeigt Γ′(a) :=

∑n
i=1 xeiafi = Γ(xa) und

Γ′(A) ⊆ Γ(A). Aus Symmetriegründen gilt Γ′(A) = Γ(A), d. h. Γ(A) hängt nicht von der Wahl
von β ab.

Definition II.13.6. In der Situation von Bemerkung II.13.5 nennt man Γ(A) das Higman-Ideal von
Z(A) (oder projektives Zentrum von A). Eine symmetrische Algebra A heißt stark-symmetrisch, falls
Γ(A) = Z(A) gilt.

Satz II.13.7. Für jede symmetrische Algebra A gilt J(A)Γ(A) = 0. Insbesondere ist jede stark-
symmetrische Algebra halbeinfach.

207



Beweis. Sei A symmetrisch bzgl. β. Sei l ≥ 1 mit J(A)l = 0. Wir wählen eine K-Basis von J(A)l−1 und
ergänzen zu einer Basis von J(A)l−2. Diese ergänzen wir weiter zu einer Basis von J(A)l−3 usw. Am
Ende erhält man eine Basis e1, . . . , en von A = J(A)0. Sei f1, . . . , fn die zugehörige duale Basis bzgl. β.
Sei x ∈ J(A) und 1 ≤ i ≤ n fest. Dann gilt ei ∈ J(A)k \ J(A)k+1 für ein k ≥ 0. Für alle a, b ∈ A lässt
sich axeib ∈ J(A)k+1 als Linearkombination von ej mit j < i schreiben. Es folgt

β(xeibfi, a) = β(axeib, fi) = 0

und xeibfi = 0 für i = 1, . . . , n. Dies zeigt xΓ(b) = 0 für alle x ∈ J(A) und b ∈ A. Ist A stark-
symmetrisch, so gilt J(A) = J(A)Z(A) = J(A)Γ(A) = 0.

Bemerkung II.13.8. Jede halbeinfache Algebra ist symmetrisch (Satz III.7.31), aber nicht jede
symmetrische Algebra ist halbeinfach (Bemerkung II.13.20).

Lemma II.13.9. Sei K ⊆ L eine endliche, separable Körpererweiterung. Dann ist L eine stark-
symmetrische K-Algebra.

Beweis. Nach Satz II.3.21 ist β : L × L → K, (a, b) 7→ SLK(ab) eine symmetrische, assoziative, nicht-
ausgeartete Bilinearform. Nach dem Satz vom primitiven Element besitzt L eine Basis der Form
1, x, . . . , xn−1 mit x ∈ L. Sei

µ = (X − x)ρ =
d∏
i=1

(X − xi) ∈ K[X]

das Minimalpolynom von x und ρ := Xn−1 + rn−1 + . . .+ r0 ∈ L[X]. Sei

αk := Xk −
d∑
i=1

µ

X − xi

xki
µ′(xi)

∈ K[X]

für 1 ≤ k ≤ n− 1 (beachte µ′(xi) =
∏
j ̸=i(xi − xj) ̸= 0). Offenbar hat αk die Nullstellen x1, . . . , xn und

degαk ≤ n− 1. Dies zeigt

SLK

(
ρ
xk

µ′(x)

)
=

d∑
i=1

µ

X − xi

xki
µ′(xi)

= Xk.

Für den Koeffizienten von X l auf der linken Seite gilt daher

SLK

(
rl

xk

µ′(x)

)
= δkl

für 1 ≤ k, l ≤ n. Also sind 1, x, . . . , xn−1 und r0
µ′(x) , . . .

rn−1

µ′(x) zueinander duale Basen bzgl. β mit

Γ(1) =
n−1∑
i=0

rix
i

µ′(x)
=
ρ(x)

ρ(x)
= 1.

Beispiel II.13.10.

(i) Wir betrachten L := F2(X) als 2-dimensionale halbeinfache Algebra über K := F2(X
2) mit Basis

{1, X}. Sei λ(a+ bX) = a für a, b ∈ K. Dann ist A symmetrisch bzgl. β(x, y) = λ(xy) für x, y ∈ L.
Außerdem ist {1, X−1} dual zu {1, X} und Γ(x) = x+XxX−1 = 0 für alle x ∈ L. Daher ist L
nicht stark-symmetrisch.
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(ii) Sei A stark-symmetrisch bzgl. β und B := An×n. Für x, y ∈ B definiert β̂(x, y) := β(tr(xy), 1)
eine assoziative Bilinearform auf B. Wegen

β̂(x, y) = β
( n∑
i,j=1

xijyji, 1
)
=

n∑
i,j=1

β(xij , yji) =
n∑

i,j=1

β(yji, xij) = β̂(y, x)

ist β̂ symmetrisch. Sei xij ̸= 0. Dann existiert ein a ∈ A mit β(xij , a) ̸= 0. Es folgt β̂(x,Ejia) =
β(tr(xEjia), 1) = β(xij , a) ̸= 0. Daher ist β̂ nicht-ausgeartet und B ist symmetrisch. Seien
(e1, . . . , ed) und (f1, . . . , fd) zueinander duale Basen von A bzgl. β. Dann sind (eiEst : 1 ≤ i ≤
d, 1 ≤ s, t ≤ n) und (fiEts) zueinander duale Basen bzgl. β̂, denn

β̂(eiEst, fi′Et′s′) = β(eifi′ tr(EstEt′s′), 1) = δtt′β(eifi′ tr(Ess′), 1)

= δss′δtt′β(ei, fi′) = δii′δss′δtt′ .

Für a ∈ A gilt

Γ̂(aE11) =

d∑
i=1

n∑
s,t=1

eiafiEstE11Ets =

d∑
i=1

n∑
s=1

eiafiEss = Γ(a)1n.

Also ist B stark-symmetrisch.

(iii) Seien A1, . . . , An stark-symmetrische Algebren und (eik)
ni
k=1, (fik)

ni
k=1 ein Paar dualer Basen von

Ai. Dann ist
n⋃
i=1

{
(0, . . . , eik, . . . , 0) : 1 ≤ k ≤ ni

}
,

n⋃
i=1

{
(0, . . . , fik, . . . , 0) : 1 ≤ k ≤ ni

}
ein Paar dualer Basen von A := A1 × . . . × An. Sei Γi : Ai → Z(Ai) die Abbildung aus Be-
merkung II.13.5. Dann ist Γ: A → Z(A), (a1, . . . , an) 7→ (Γ1(a1), . . . ,Γ(an)) die entsprechende
Abbildung für A. Folglich ist A1 × . . .×An stark-symmetrisch.

(iv) Sei K endlich oder algebraisch abgeschlossen und A eine halbeinfache K-Algebra. Nach Artin-
Wedderburn, Lemma II.12.6, Satz II.8.7, Beispiel II.3.3, (ii) und (iii) ist A stark-symmetrisch.

Lemma II.13.11. Sei S eine stark-symmetrische Algebra. Sei I ⊴A mit I2 = 0 und φ : S → A/I ein
Homomorphismus von Algebren. Dann existiert ein Homomorphismus φ̂ : S → A mit φ̂(s) + I = φ(s)
für alle s ∈ S. Ist auch ψ̂ : S → A ein Homomorphismus mit ψ̂(s) + I = φ(s) für s ∈ S, so existiert ein
x ∈ J(A) mit φ̂(s) = (1 + x)ψ̂(s)(1 + x)−1 für alle s ∈ S.

Beweis. Sei s, t, u ∈ S. Offenbar existiert eine K-lineare Abbildung φ0 : S → A mit φ0(1) = 1 und
φ0(s)+I = φ(s) für alle s ∈ S. Wir definieren die bilineare Abbildung τ(s, t) := φ0(st)−φ0(s)φ0(t) ∈ I.
Dann gilt

τ(st, u)− φ0(s)τ(t, u) = φ0(stu)− φ0(st)φ0(u)− φ0(s)φ0(tu) + φ0(s)φ0(t)φ0(u)

= τ(s, tu)− τ(s, t)φ0(u).
(II.13.2)

Nach Voraussetzung ist S stark-symmetrisch bzgl. einer Bilinearform β und es existiert ein Paar dualer
Basen (e1, . . . , en), (f1, . . . , fn) bzgl. β. Außerdem existiert ein c ∈ S mit Γ(c) =

∑n
i=1 eicfi = 1. Wir

definieren

φ̂(s) := φ0(s) +

n∑
i=1

τ(s, eic)φ0(fi) ≡ φ0(s) (mod I).
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Offenbar ist φ0 linear und φ̂(1) = φ0(1) = 1. Man berechnet

φ̂(st)− φ̂(s)φ̂(t) = φ0(st)− φ0(s)φ0(t) +
n∑
i=1

(
τ(st, eic)− φ0(s)τ(t, eic)

)
φ0(fi)

−
n∑
i=1

∈I︷ ︸︸ ︷
τ(s, eic)

≡φ0(fit) (mod I)︷ ︸︸ ︷
φ0(fi)φ0(t)

(II.13.2)
= τ(s, t) +

n∑
i=1

τ(s, teic)φ0(fi)−
n∑
i=1

τ(s, t)φ0(eic)φ0(fi)−
n∑
i=1

τ(s, eic)φ0(fit)

(II.13.1)
= τ(s, t) +

n∑
i,j=1

τ
(
s, β(fj , tei)ejc

)
φ0(fi)−

n∑
i=1

τ(s, t)φ0(eicfi)

−
n∑

i,j=1

τ(s, eic)φ0

(
β(fit, ej)fj

)
i↔j
= τ(s, t)− τ(s, t)φ0(1).

Also ist φ̂ : S → A ein Homomorphismus von Algebren, der auf A/I mit φ übereinstimmt.

Für die zweite Aussage seien φ̂, ψ̂ : S → A Homomorphismen mit η(s) := φ̂(s)− ψ̂(s) ∈ I. Offenbar ist
η linear und

η(st) = φ̂(s)
(
φ̂(t)− ψ̂(t)

)
+
(
φ̂(s)− ψ̂(s)

)
ψ̂(t) = φ̂(s)η(t) + η(s)ψ̂(t). (II.13.3)

Wir definieren

x :=
n∑
i=1

φ̂(eic)η(fi) ∈ I

und a := 1− x ∈ A. Wegen (1− x)(1 + x) = 1− x2 = 1 gilt a ∈ A×. Man berechnet

φ̂(s)x− xψ̂(s) =

n∑
i=1

φ̂(seic)η(fi)−
n∑
i=1

φ̂(eic)η(fi)ψ̂(s)

(II.13.3)
=

n∑
i,j=1

φ̂
(
β(fj , sei)ejc

)
η(fi)−

n∑
i=1

η(eicfi)ψ̂(s) +

n∑
i=1

η(eic)ψ̂(fis)

=

n∑
i,j=1

φ̂(ejc)η
(
β(fjs, ei)fi

)
− η(1)ψ̂(s) +

n∑
i=1

η(eic)ψ̂(fis)

=
n∑
j=1

φ̂(ejc)η(fjs) +
n∑
i=1

η(eic)ψ̂(fis)
(II.13.3)

=
n∑
i=1

η(eicfis) = η(s) = φ̂(s)− ψ̂(s).

Dies zeigt aψ̂(s) = φ̂(s)a für alle s ∈ S.

Satz II.13.12 (Wedderburn-Malcev). Sei A/J(A) stark-symmetrisch. Dann existiert eine halbein-
fache Unteralgebra B ⊆ A mit A = B ⊕ J(A). Ist auch B′ eine Unteralgebra mit A = B′ ⊕ J(A), so
existiert ein x ∈ J(A) mit B = (1 + x)B′(1 + x)−1.

Beweis. Induktion nach dimA. Sei J := J(A).

210

https://de.wikipedia.org/wiki/Anatoli_Iwanowitsch_Malzew


Existenz: Nehmen wir zunächst J2 ≠ 0 an. Nach Induktion existiert eine Unteralgebra B/J2 ⊆ A/J2

mit A/J2 = B/J2 + J/J2. Wegen B/J2 ∼= (A/J2)/(J/J2) ∼= A/J ist B/J2 halbeinfach. Insbesondere
ist J(B) ⊆ J2. Da J2 ⊴ B nilpotent ist, gilt J(B) = J2. Erneute Induktion liefert eine Unteralgebra
B1 ⊆ B mit B = B1 ⊕ J2. Insgesamt ist A = B + J = B1 + J und B1 ∩ J ⊆ J(B1) = 0. Wir können
also J2 = 0 annehmen. Wir wenden Lemma II.13.11 auf id : S → A/J anwenden. Dies liefert einen
Homomorphismus φ : S → A mit φ(s) + J = s für s ∈ S. Nun ist B := φ(S) eine Unteralgebra von
A mit A = B + J . Für φ(a + J) ∈ B ∩ J folgt a ∈ J und φ(a + J) = 0. Also ist A = B ⊕ J und
B ∼= A/J = S ist halbeinfach.

Eindeutigkeit: Wie oben sei zunächst J2 ̸= 0. Dann gilt

A/J2 = (B + J2)/J2 ⊕ J/J2 = (B′ + J2)⊕ J/J2.

Nach Induktion existiert x = x+ J2 ∈ (1 + J)/J2 mit x((B + J2)/J2)x−1 = (B′ + J2)/J2. Dann gilt
xBx−1 ⊕ J2 = B′ ⊕ J2. Nach Induktion existiert y ∈ 1 + J2 mit yxB(yx)−1 = B′ und yx ∈ 1 + J .
Wir können also J2 = 0 annehmen. Aus den Isomorphismen φ : B → S, b 7→ b + J und ψ : B′ → S,
b′ 7→ b′ + J erhält man Homomorphismen

φ̂ : S
φ−1

−−→ B ↪→ A,

ψ̂ : S
ψ−1

−−→ B′ ↪→ A

mit φ̂(s)+J = s+J = ψ̂(s)+I. Nach Lemma II.13.11 existiert ein x ∈ J mit φ̂(s) = (1+x)ψ̂(s)(1+x)−1

für alle s ∈ S. Dies zeigt B = φ−1(S) = (1 + x)ψ−1(S)(1 + x)−1 = (1 + x)B′(1 + x)−1.

Beispiel II.13.13.

(i) Der Satz von Wedderburn-Malcev gilt für alle Algebren, wenn K endlich oder algebraisch ab-
geschlossen ist (Beispiel II.13.10). Man kann zeigen, dass der Satz auch für alle vollkommenen
Körper gilt (siehe Folgerung A.8.11).

(ii) Wir konstruieren Gegenbeispiele für unvollkommene Körper. Sei dafür K := F2(X), I := (Y 4 +
X2)⊴K[Y ] und A := K[Y ]/I. Nach dem Korrespondenzsatz ist J(A) = (φ)/I für ein φ ∈ K[Y ].
Aus φ | Y 4 +X2 = (Y 2 +X)2 folgt φ = Y 2 +X und φ2 ≡ 0 (mod I). Angenommen es gibt eine
Unteralgebra B ⊆ A mit A = B ⊕ J(A). Dann existieren b ∈ B und c ∈ J(A) mit Y + I = b+ c.
Also gilt Y 2 + I = b2 ∈ B. Wegen X + I = X1 + I ∈ B ist nun aber φ+ I ∈ B ∩ J(A) = 0. Dies
widerspricht dimK A = 4.

(iii) Sei nun K := F2(X
2), L := F2(X) und A := L[Y ]/(Y 2) als 4-dimensionale K-Algebra. Offenbar

ist J(A) = (Y )/(Y 2) und A/J(A) ∼= L. Sicher ist B := (L+ (Y 2))/(Y 2) ⊆ A eine Unteralgebra
mit A = B ⊕ J(A). Wegen (X + Y )2 = X2 + Y 2 ∈ K + (Y 2) ist auch

B′ :=
(
K +K(X + Y ) + (Y 2)

)
/(Y 2) ⊆ A

eine Unteralgebra mit A = B′ ⊕ J(A) und B ̸= B′. Da A abelsch ist, können B und B′ nicht
konjugiert sein.

(iv) Sei K algebraisch abgeschlossen. Ist A lokal, so ist K1 die einzige Unteralgebra mit A = K1⊕J(A)
(Satz II.12.11).

(v) Sei K algebraisch abgeschlossen. Sei A eine Basisalgebra und 1 = e1 + . . .+ en eine Zerlegung
in paarweise primitive Idempotente. Dann ist B := Ke1 + . . . + Ken eine Unteralgebra mit
A = B ⊕ J(A).
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Bemerkung II.13.14. Im Gegensatz zu Unteralgebren existiert nach Nakayamas Lemma kein Links-
ideal I ◁A mit A = I ⊕ J(A). Für Unteralgebren gilt jedoch die folgende schwächere Aussage.

Satz II.13.15. Sei B eine Unteralgebra von A mit A = B + J(A)2. Dann gilt B = A.

Beweis. Nach Dedekind (für Vektorräume) gilt J(A) = (B + J(A)2) ∩ J(A) = (B ∩ J(A)) + J(A)2. Sei
induktiv bereits J(A)n = (B ∩ J(A))n + J(A)n+1 für ein n ∈ N gezeigt. Dann folgt

J(A)n+1 =
(
(B ∩ J(A)) ∩ J(A)

)(
(B ∩ J(A))n + J(A)n+1

)
= (B ∩ J(A))n+1 + (B ∩ J(A))J(A)n+1 + J(A)(B ∩ J(A))n + J(A)n+2

= (B ∩ J(A))n+1 + J(A)n+2.

Diese Gleichung gilt also für alle n ∈ N. Da J(A) nilpotent ist, existiert ein n ∈ N mit J(A)n = 0. Es
folgt

A = B + J(A)2 = B + (B ∩ J(A))2 + J(A)3 = B + J(A)3 = . . . = B + J(A)n = B.

Bemerkung II.13.16. Sei A symmetrisch bzgl. einer Bilinearform β.

(i) Für B ⊆ A sei
B⊥ := {a ∈ A : β(a,B) = 0} ⊆ A

(ein Unterraum). Da β nicht-ausgeartet ist, gilt für alle Unterräume B,C ⊆ A (lineare Algebra):

(B⊥)⊥ = B, B⊥ + C⊥ = (B ∩B)⊥, (B + C)⊥ = B⊥ ∩ C⊥,

B ⊆ C ⇐⇒ C⊥ ⊆ B⊥, dimB + dimB⊥ = dimA.

(ii) Ist I ⊴A, so auch I⊥ ⊴A, denn

β(I⊥A, I) = β(I⊥, AI) = β(I⊥, I) = 0 = β(I⊥, IA) = β(AI⊥, I).

(iii) Für I ⊴A und B ⊆ A gilt

B ⊆ I⊥ ⇐⇒ β(BI,A) = β(B, IA) = β(B, I) = 0 ⇐⇒ BI = 0 ⇐⇒ IB = 0.

(iv) Nach Aufgabe II.38 ist Soc(A) der größte halbeinfache Untermodul des regulären A-Moduls.

Satz II.13.17 (Nakayama). Für jede symmetrische Algebra A gilt:

(i) Z(A) = γ(A)⊥.

(ii) Soc(A) = J(A)⊥.

(iii) Es existiert ein z ∈ Z(A) mit J(A)⊥ = Az.

(iv) J(A) =
{
a ∈ A : a(γ(A) + J(A))⊥ = 0

}
.

Beweis.

(i) Es gilt

z ∈ Z(A) ⇐⇒ ∀a, b ∈ A : β(az − za, b) = 0 ⇐⇒ ∀a, b ∈ A : β(z, ba) = β(z, ab)

⇐⇒ ∀a, b ∈ A : β(z, ba− ab) = 0 ⇐⇒ z ∈ γ(A)⊥.
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(ii) Aus Lemma II.8.13 folgt J(A) Soc(A) = J(Soc(A)) = 0, da Soc(A) halbeinfach ist. Also gilt
Soc(A) ⊆ J(A)⊥ nach Bemerkung II.13.16. Umgekehrt ist J(J(A)⊥) = J(A)⊥J(A) = 0, d. h.
J(A)⊥ ist ein halbeinfacher Untermodul des regulären A-Moduls. Dies zeigt J(A)⊥ ⊆ Soc(A).

(iii) Nach Satz III.7.31 ist A := A/J(A) symmetrisch bzgl. einer Bilinearform β.1 Da die Abbildung
A→ K, a 7→ β(a, 1) linear ist, existiert nach Bemerkung II.13.5 ein z ∈ A mit β(a, 1) = β(a, z)
für alle a ∈ A. Wegen β(J(A), Az) = β(J(A), z) = β(0, 1) = 0 ist Az ⊆ J(A)⊥. Für x ∈ (Az)⊥

und a ∈ A gilt
β(x, a) = β(xa, 1) = β(xa, z) = β(x, az) = 0.

Da β nicht-ausgeartet ist, folgt x ∈ J(A) und J(A)⊥ ⊆ Az. Für alle a, b ∈ A gilt

β(ab− ba, z) = β(ab, 1)− β(ba, 1) = β(a, b)− β(b, a) = 0

und z ∈ γ(A)⊥ = Z(A).

(iv) Aus (γ(A) + J(A))⊥ ⊆ J(A)⊥ folgt J(A) ⊆ {a ∈ A : a(γ(A) + J(A))⊥ = 0} =: T nach Bemer-
kung II.13.16. Nach (iii) existiert ein z ∈ Z(A) mit J(A)⊥ = Az. Nach (i) gilt z ∈ γ(A)⊥∩J(A)⊥ =
(γ(A) + J(A))⊥. Dies zeigt β(T,Az) = β(zT,A) = 0 und T ⊆ (Az)⊥ = J(A).

Bemerkung II.13.18.

(i) Für symmetrische Algebren A nennt man

R(A) := (γ(A) + J(A))⊥ = Z(A) ∩ Soc(A)⊴ Z(A)

das Reynolds-Ideal von Z(A). Nach Satz II.13.7 gilt J(A)Γ(A) = 0. Aus Bemerkung II.13.16 folgt
Γ(A) ⊆ J(A)⊥ ∩ Z(A) = R(A).

(ii) Die aus Satz II.13.17 folgende Gleichung dimSoc(A) = dimA/J(A) ist für nicht-symmetrische
Algebren im Allgemeinen falsch. Für

A :=


a b c
0 a 0
0 0 a

 : a, b, c ∈ K

 ⊆ K3×3

gilt zum Beispiel Soc(A) = J(A) = KE12 +KE13, also dimSoc(A) = 2 > 1 = dimA/J(A).

(iii) Wir definieren nun eine besonders wichtige Klasse von symmetrischen Algebren.

Definition II.13.19. Für eine endliche Gruppe G sei KG die Menge aller Abbildungen G→ K. Durch

(α+ β)(g) := α(g) + β(g) (α, β ∈ KG, g ∈ G),

(αβ)(g) :=
∑
h∈G

α(h)β(h−1g) (Faltung),

(λα)(g) := λα(g) (λ ∈ K)

wird KG zu einer K-Algebra. Die Assoziativität der Multiplikation folgt aus

((αβ)γ)(g) =
∑
h∈G

(αβ)(h)γ(h−1g) =
∑
h∈G

∑
k∈G

α(k)β(k−1h)γ(h−1g)

=
∑

x,y,z∈G
xyz=g

α(x)β(y)γ(z) = . . . = (α(βγ))(g)

1Da der Satz erst später bewiesen wird, könnte man an dieser Stelle annehmen, dass K algebraisch abgeschlossen ist
und auf Beispiel II.13.3 verweisen. Dieser Spezialfall ist ausreichend für die Anwendung in Satz III.3.10.
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für α, β, γ ∈ KG und g ∈ G (die anderen Axiome sind leicht). Man nennt KG die Gruppenalgebra von
G über K. Seine Elemente schreibt man meist als formale Linearkombinationen α =

∑
g∈G αgg, wobei

αg = α(g) ∈ K. Die Multiplikation funktioniert dann wie bei Polynomen (vgl. Aufgabe II.66):∑
g∈G

αgg ·
∑
g∈G

βgg =
∑
g,h∈G

αgβhgh =
∑
g∈G

(∑
h∈G

αhβh−1g

)
g.

Bemerkung II.13.20.

(i) Indem wir g ∈ G mit 1Kg identifizieren, können wir G als Teilmenge von KG auffassen. Dann ist
1G das Einselement von KG und G ist eine K-Basis von KG. Insbesondere ist dimK KG = |G|.
Außerdem ist KG genau dann kommutativ, wenn G abelsch ist.

(ii) Sei A := KG. Für a :=
∑
αgg ∈ A und b :=

∑
g βgg ∈ A sei

β(a, b) :=
∑
g∈G

αgβg−1 .

Dann ist β : A×A→ K eine symmetrische, nicht-ausgeartete Bilinearform. Für c :=
∑

g γgg ∈ A
gilt

β(ab, c) =
∑
g∈G

(∑
h∈G

αhβh−1g

)
γg−1 =

∑
h∈G

αh

(∑
g∈G

βh−1gγg−1

)
= β(a, bc).

Daher ist β assoziativ und A ist eine symmetrische Algebra. Offenbar ist (g)g∈G, (g−1)g∈G ein Paar
dualer Basen bzgl. β. Für die Abbildung γ aus Bemerkung II.13.5 gilt γ(1) = |G|. Ist charK ∤ |G|,
so ist A stark-symmetrisch.

Beispiel II.13.21. Für x := (1, 2) + (1, 3) ∈ F2S3 gilt

x2 = (1, 2)2 + (1, 2)(1, 3) + (1, 3)(1, 2) + (1, 3)2 = 1 + (1, 3, 2) + (1, 2, 3) + 1 = (1, 3, 2) + (1, 2, 3).

Lemma II.13.22. Die Abbildung

ν : KG→ K,∑
g∈G

αgg 7→
∑
g∈G

αg

ist ein Epimorphismus von K-Algebren mit

I(KG) := Ker(ν) =
∑

g∈G\{1}

K(g − 1).

Beweis. Sicher ist ν(1) = 1 und ν(α+ β) = ν(α) + ν(β) für α, β ∈ KG. Außerdem ist

ν(αβ) =
∑
g∈G

∑
h∈G

αhβh−1g =
∑
g,h∈G

αgβh =
∑
g∈G

αg ·
∑
h∈G

βh = ν(α)ν(β).

Schließlich ist auch ν(λα) = λν(α) für λ ∈ K. Also ist ν ein Epimorphismus von Algebren.

Nach dem Homomorphiesatz (für Vektorräume) ist dimK I(KG) = dimK KG − dimK K = |G| − 1.
Offenbar liegen die Elemente g − 1 für g ∈ G \ {1} in I(KG). Da G eine K-Basis von KG ist, sind die
Elemente g − 1 linear unabhängig. Sie bilden also eine Basis von I(KG).

214



Definition II.13.23. Man nennt ν : KG→ K die Augmentationsabbildung und I(KG) das Augmenta-
tionsideal von KG. Außerdem nennt man KG/I(KG) ≃ K den trivialen KG-Modul.

Bemerkung II.13.24.

(i) Achtung: Für beliebige Ringe hatten wir den Modul 0 trivial genannt.

(ii) Die Existenz des trivialen Moduls unterscheidet Gruppenalgebren von beliebigen Algebren. So kann
K2×2 beispielsweise keine Gruppenalgebra sein. Außerdem ist eine Gruppenalgebra KG genau
dann lokal, wenn K bis auf Isomorphie der einzige einfache A-Modul ist. Ggf. ist J(KG) = I(KG).

(iii) Der triviale Modul findet sich auch als Untermodul von KG wieder: K
∑

g∈G g.

(iv) Nach Satz II.8.26 lässt sich der triviale Modul genau einem Block B0 von KG zuordnen. Man
nennt B0 den Hauptblock von KG. Für einen beliebigen Block B von KG gilt

B = B0 ⇐⇒ BK ̸= 0 ⇐⇒ B1 ̸= 0 ⇐⇒ ν(B) ̸= 0 ⇐⇒ ν(B) = K.

Satz II.13.25 (Maschke). Genau dann ist KG halbeinfach, wenn charK kein Teiler von |G| ist.
Insbesondere ist KG halbeinfach, falls charK = 0.

Beweis.

⇒: Sei KG halbeinfach, d. h. der reguläre KG-Modul ist halbeinfach. Insbesondere besitzt I := I(KG)
ein Komplement J . Hierbei ist J ein Linksideal von KG mit KG = I ⊕ J . Nach Lemma II.13.22
ist J eindimensional, sagen wir J = Kα mit α =

∑
g∈G αgg ∈ KG. Für jedes h ∈ G ist

(h− 1)α ∈ Iα ∩ (h− 1)J ⊆ I ∩ J = 0,

d. h.
∑

g∈G αghg = hα = α =
∑

g∈G αgg. Es folgt αg = αhg für alle h ∈ H. Dies zeigt αg = α1

für alle g ∈ G. Insbesondere ist |G|α1 = ν(α) ̸= 0 und charK ∤ |G|.

⇐: Sei nun charK ∤ |G| undM ein Linksideal vonKG. Nach Folgerung II.2.3 existiert einK-Unterraum
M ′ ⊆ KG mit KG =M⊕M ′ (allerdings istM ′ nicht unbedingt ein Linksideal). Sei π : KG→M
die Projektion und

f : KG→M,

α 7→ 1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1α)

(wegen |G| ̸= 0 in K ist dies wohldefiniert). Sicher ist f K-linear. Für h ∈ G ist zusätzlich

f(hα) =
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1hα) =
1

|G|
∑
g∈G

hh−1gπ(g−1hα) = h
1

|G|
∑
x∈G

xπ(x−1α) = hf(α),

d. h. f ist KG-linear. Insbesondere ist N := Ker(f) ein Linksideal von KG. Für m ∈M ist

f(m) =
1

|G|
∑
g∈G

gπ(g−1m︸ ︷︷ ︸
∈M

) =
1

|G|
∑
g∈G

gg−1m = m.

Dies zeigt f(KG) =M und der Homomorphiesatz liefert dimKM + dimK N = dimK KG. Für
m ∈M ∩N ist außerdem m = f(m) = 0. Also ist KG =M ⊕N und KG ist halbeinfach.
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Bemerkung II.13.26. Sei G eine endliche Gruppe und K algebraisch abgeschlossen mit charK ∤ |G|.
Nach Maschke ist KG halbeinfach. Aus Bemerkung II.12.3 und Lemma II.12.6 folgt

KG ∼= Kd1×d1 × . . .×Kdk×dk ,

wobei d1, . . . , dk die Dimensionen der einfachen KG-Moduln sind. Insbesondere ist

|G| = dimK KG = d21 + . . .+ d2k.

Beispiel II.13.27. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist K = C algebraisch abgeschlossen.

(i) Ist G abelsch, so ist CG kommutativ und es gilt d1 = . . . = dk = 1 in Bemerkung II.13.26. Dies
zeigt CG ∼= C|G|.

(ii) Bekanntlich ist G = S3 nichtabelsch. Daher ist di > 1 für mindestens ein i (anderenfalls wäre CG
kommutativ). Wegen 6 = |G| = d21 + . . .+ d2k folgt k = 3 und

CS3 ∼= C2×2 × C2.

Definition II.13.28. Für eine Konjugationsklasse C von G sei C+ :=
∑

g∈C g ∈ KG die Klassensumme
von C.

Satz II.13.29. Die Klassensummen bilden eine K-Basis vom Zentrum Z(KG). Insbesondere ist

dimK Z(KG) = k(G)

die Klassenzahl von G.

Beweis. Sei C eine Konjugationsklasse von G. Für g ∈ G gilt

gC+ =
∑
c∈C

gc =
∑
c∈C

gcg−1g =
∑
d∈C

dg = C+g.

Dies zeigt C+ ∈ Z(KG).

Sei umgekehrt α =
∑

g∈G αgg ∈ Z(KG). Für h ∈ G gilt dann

α = hαh−1 =
∑
g∈G

αghgh
−1

und αg = αhgh−1 . Daher ist α konstant auf den Konjugationsklassen von G. Folglich ist α eine K-
Linearkombination der Klassensummen. Da verschiedene Konjugationsklassen disjunkt sind, sind die
Klassensummen linear unabhängig.

Bemerkung II.13.30. Über C gilt

Z(CG) ∼= Z(Cd1×d1 × . . .× Cdk×dk) = Z(Cd1×d1)× . . .× Z(Cdk×dk) II.12.5
= C1d1 × . . .× C1dk ∼= Ck.

Daher ist k = dimZ(CG) = k(G) auch die Anzahl der einfachen CG-Moduln bis auf Isomorphie. Somit
ist (CG)b ∼= Ck(G) die Basisalgebra von CG.
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Beispiel II.13.31. Wir bestimmen die Konjugationsklassen von G = A4. Sicher ist ⟨(1, 2, 3)⟩ ∈ Syl3(G).
Nach Sylow ist jedes Element g ∈ G der Ordnung 3 zu (1, 2, 3) oder zu (1, 2, 3)2 = (1, 3, 2) konjugiert.
Diese beiden 3-Zyklen sind andererseits nicht konjugiert, denn sonst wären auch die entsprechenden
Nebenklassen in der abelschen Gruppe G/V4 ∼= C3 konjugiert (Aufgabe I.16). Daher repräsentieren
(1, 2, 3) und (1, 3, 2) alle Konjugationsklassen von Elementen der Ordnung 3 in G. Die Elemente der
Ordnung 2 in G liegen alle in V4 und werden durch Konjugation mit (1, 2, 3) aufeinander abgebildet.
Daher ist V4 \ {1} eine weitere Konjugationsklasse. Bekanntlich besitzt G keine Elemente der Ordnung
6 oder 12. Zusammen mit {1} haben wir daher alle Konjugationsklassen gefunden. Also ist k(G) = 4
und 12 = |G| = d21 + . . .+ d24 für d1, . . . , d4 ∈ N. Eine einfache Fallunterscheidung liefert d1 = 3 und
d2 = d3 = d4 = 1. Man erhält

CA4
∼= C3×3 × C3.
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II.14 Darstellungen und Charaktere

Bemerkung II.14.1. In diesem Kapitel betrachten wir der Einfachheit halber nur endliche Gruppen G
und deren Gruppenalgebren über Körpern der Charakteristik 0. Wir werden sehen, dass man sämtliche
Informationen über die Moduln von CG aus einer komplexen Matrix vom Format k(G)× k(G) ablesen
kann. Damit lassen sich tiefliegende Sätze über endliche Gruppen beweisen.

Definition II.14.2. Eine Darstellung vom Grad n ∈ N von G über einem Körper K (kurz eine
K-Darstellung) ist ein Gruppenhomomorphismus ∆: G → GL(n,K). Wenn K nicht erwähnt wird,
nehmen wir K = C an.

Bemerkung II.14.3.

(i) Jede Darstellung ∆: G→ GL(n,K) setzt sich zu einem Homomorphismus von Algebren fort:

∆: KG→ Kn×n,∑
g∈G

αgg 7→
∑
g∈G

αg∆(g).

Für v ∈ V∆ := Kn×1 und α ∈ KG definieren wir

αv := ∆(α)v ∈ V∆.

Man zeigt leicht, dass V∆ auf diese Weise ein KG-Modul wird.

(ii) Sei umgekehrt ein endlich-dimensionaler KG-Modul M gegeben. Jedes g ∈ G induziert eine
Abbildung fg ∈ EndK(M) durch fg(m) := gm für m ∈M . Wegen

(fg ◦ fg−1)(m) = g(g−1m) = (gg−1)(m) = 1m = m

für alle m ∈M ist fg invertierbar, d. h. fg ∈ GL(M). Indem man eine K-Basis vonM wählt, erhält
man eine Darstellung G → GL(n,K), g 7→ fg. Auf diese Weise entsprechen sich Darstellungen
von G und endlich-dimensionale KG-Moduln.

Beispiel II.14.4.

(i) Die triviale Darstellung G→ GL(1,K) = K×, g 7→ 1 gehört zum trivialen Modul und setzt sich
zur Augmentationsabbildung KG→ K fort.

(ii) Sei Ω eine G-Menge und V ein K-Vektorraum mit Basis Ω. Durch die Operation von G auf Ω wird
V ein KG-Modul, den man Permutationsmodul nennt. Die entsprechende Permutationsdarstellung
G→ GL(V ) wird durch Permutationsmatrizen beschrieben (jedes g ∈ G permutiert die Basis Ω).
Im Spezialfall Ω = G mit der Operation durch Linksmultiplikation erhält man den regulären KG-
Modul. Die reguläre Darstellung entspricht im Wesentlichen dem Homomorphismus G→ Sym(G)
aus dem Satz von Cayley.
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(iii) Ist ∆ eine K-Darstellung, so auch ∆∗ mit ∆∗(g) := ∆(g−1)t, denn

∆
(
(gh)−1

)t
= ∆(h−1g−1)t =

(
∆(h−1)∆(g−1)

)t
= ∆(g−1)t∆(h−1)t

für g, h ∈ G. Man nennt ∆∗ die zu ∆ duale Darstellung.

(iv) Ist ∆: G→ GL(n,K) eine Darstellung und H ≤ G, so ist die Einschränkung ∆H : H → GL(n,K),
h 7→ ∆(h) eine Darstellung von H.

(v) Sind ∆: G → GL(n,K) und Γ: G → GL(m,K) Darstellungen, so auch die direkte Summe
∆⊕ Γ: G→ GL(n+m,K) mit

(∆⊕ Γ)(g) =

(
∆(g) 0
0 Γ(g)

)
für alle g ∈ G.

(vi) Das Signum sgn: Sn → Q× ist eine (nicht-triviale) Q-Darstellung vom Grad 1 der symmetrischen
Gruppe.

(vii) Für G = ⟨g⟩ ∼= Cn definiert ∆(g) := BΦn ∈ GL(φ(n),Q) eine Q-Darstellung, wobei BΦn die
Begleitmatrix des n-ten Kreisteilungspolynoms ist (beachte Bn

Φn
= 1φ(n)).

(viii) Die Diedergruppe D2n wird von der Drehung σ um 2π/n und der Spiegelung τ an der x-Achse
erzeugt (Aufgabe I.20). Daher existiert eine Darstellung ∆: D2n → GL(2,R) mit

∆(σ) =

(
cos(2π/n) − sin(2π/n)
sin(2π/n) cos(2π/n)

)
, ∆(τ) =

(
1 0
0 −1

)
.

Definition II.14.5. Zwei K-Darstellungen ∆ und Γ vom Grad n heißen ähnlich, falls ein S ∈ GL(n,K)
mit ∆(g) = SΓ(g)S−1 für alle g ∈ G existiert.

Lemma II.14.6. K-Darstellungen sind genau dann ähnlich, wenn die entsprechenden KG-Moduln
isomorph sind.

Beweis. Seien ∆ und Γ ähnliche Darstellungen vom Grad n und seien V∆ = Kn×1 und VΓ = Kn×1

die entsprechenden KG-Moduln. Sei S ∈ GL(n,K) mit ∆(g) = SΓ(g)S−1 für alle g ∈ G. Dann ist die
Abbildung f : VΓ → V∆, v 7→ Sv zunächst ein Vektorraumisomorphismus. Für g ∈ G und v ∈ VΓ gilt

f(gv) = Sgv = SΓ(g)v = SΓ(g)S−1Sv = ∆(g)Sv = ∆(g)f(v) = gf(v).

Daher ist f auch KG-linear.

Sei umgekehrt f : VΓ → V∆ ein Isomorphismus von KG-Moduln. Da f auch K-linear ist, existiert ein
S ∈ GL(n,K) mit f(v) = Sv für alle v ∈ VΓ. Dann ist

SΓ(g)v = f(Γ(g)v) = f(gv) = gf(v) = ∆(g)f(v) = ∆(g)Sv

für alle v ∈ VΓ. Dies zeigt SΓ(g)S−1 = ∆(g) für alle g ∈ G. Also sind ∆ und Γ ähnlich.

Definition II.14.7. Eine K-Darstellung ∆ heißt irreduzibel , falls der entsprechende KG-Modul V∆
einfach ist. Anderenfalls heißt ∆ reduzibel.
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Bemerkung II.14.8.

(i) Eine Darstellung ∆: G→ GL(n,K) ist genau dann reduzibel, wenn ein Unterraum 0 ̸= U ⊊ V∆
mit ∆(g)(U) ⊆ U für alle g ∈ G existiert. Setzt man eine Basis von U zu einer Basis von V∆
fort, so haben die Matrizen ∆(g) die Form

(
A B
0 D

)
. Sei nun charK = 0. Nach Maschke und

Lemma II.8.4 besitzt U dann ein Komplement W . Durch geeignete Basiswahl erreichen wir B = 0,
d. h. ∆ hat die Form Γ⊕Λ. Jede C-Darstellung ist daher (bis auf Ähnlichkeit) eine direkte Summe
von irreduziblen Darstellungen. Nach Jordan-Hölder sind die direkten Summanden dabei bis auf
Ähnlichkeit eindeutig bestimmt, denn sie entsprechen den Kompositionsfaktoren von V∆.

(ii) Die Anzahl der irreduziblen C-Darstellungen bis auf Ähnlichkeit ist die Anzahl der einfachen Mo-
duln bis auf Isomorphie und stimmt daher mit der Klassenzahl von G überein (Bemerkung II.13.30).

Definition II.14.9. Sei charK = 0. Für eine K-Darstellung ∆: G → GL(n,K) nennt man die
Abbildung χ∆ : G→ K, g 7→ tr∆(g) den Charakter von ∆. Man nennt χ∆(1) = n den Grad von χ∆.
Ist ∆ (ir)reduzibel, so nennt man auch χ∆ (ir)reduzibel .

Bemerkung II.14.10.

(i) Über Körpern mit positiver Charakteristik sind Charaktere weniger aussagekräftig, denn es kann
χ(1) = 0 gelten.

(ii) Für K-Darstellungen ∆, Γ und g ∈ G gilt χ∆⊕Γ(g) = χ∆(g) +χΓ(g). Daher ist die (komponenten-
weise) Summe von Charakteren wieder ein Charakter. Nach Bemerkung II.14.8 ist jeder Charakter
die Summe von irreduziblen Charakteren.

(iii) Der nächste Satz zeigt, dass Charaktere die „Schatten“ von Darstellungen sind: Obwohl man
ein n2-dimensionales Objekt (∆(g)) durch ein 1-dimensionales Objekt (χ(g)) ersetzt, bleibt die
wesentliche Information erhalten.

(iv) Für A = (aij) ∈ Kn×m und B = (bij) ∈ Km×n gilt

tr(AB) =

n∑
i=1

m∑
j=1

aijbji =

m∑
j=1

n∑
i=1

bjiaij = tr(BA).

Satz II.14.11. K-Darstellungen sind genau dann ähnlich, wenn sie den gleichen Charakter haben.

Beweis. Seien ∆ und Γ K-Darstellungen von G mit Charakter χ∆ bzw. χΓ. Sei S ∈ GL(n,K) mit
∆(g) = SΓ(g)S−1 für alle g ∈ G. Nach Bemerkung II.14.10 gilt

χ∆(g) = tr∆(g) = tr(SΓ(g)S−1) = tr(S−1SΓ(g)) = tr Γ(g) = χΓ(g)

für alle g ∈ G.

Sei nun umgekehrt χ∆ = χΓ. Sei Λ1, . . . ,Λk ein Repräsentantensystem für die Ähnlichkeitsklassen
irreduzibler Darstellungen und sei χi der Charakter von Λi (nach dem ersten Teil des Beweises hängt
χi nicht von der Wahl des Repräsentanten ab). Bis auf Ähnlichkeit gilt ∆ = a1Λ1 ⊕ . . .⊕ akΛk und
Γ = b1Λ1 ⊕ . . .⊕ bkΛk mit a1, . . . , ak, b1, . . . , bk ∈ N0. Ebenso ist

a1χ1 + . . .+ akχk = χ∆ = χΓ = b1χ1 + . . .+ bkχk.

Seien e1, . . . , ek die zentral-primitiven Idempotente vonKG. Nach Satz II.8.24 bewirkt die Multiplikation
mit ei die Identität auf dem i-ten einfachenKG-Modul und die Nullabbildung auf allen anderen einfachen
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Moduln. Wenn wir obige Darstellungen und Charaktere also nach KG fortsetzen, gilt Λj(ei) = δij1di
und χj(ei) = δijdi. Dies zeigt

aidi = (a1χ1 + . . .+ akχk)(ei) = χ∆(ei) = χΓ(ei) = bidi.

Daher ist (a1, . . . , ak) = (b1, . . . , bk) und ∆ und Γ sind ähnlich.

Definition II.14.12. Die Menge der Charaktere von irreduziblen K-Darstellungen von G sei IrrK(G)
und Irr(G) := IrrC(G). Die Menge der Konjugationsklassen von G sei Cl(G).

Beispiel II.14.13.

(i) Nach Bemerkung II.13.26 und Satz II.14.11 ist |Irr(G)| = k(G) = |Cl(G)| und

|G| =
∑

χ∈Irr(G)

χ(1)2.

Insbesondere ist G genau dann abelsch, wenn alle irreduziblen Charaktere Grad 1 haben.

(ii) Jede K-Darstellung vom Grad 1 stimmt mit ihrem Charakter überein. Man spricht dann von
linearen Charakteren. Insbesondere ist der triviale Charakter 1G gleich der trivialen Darstellung.
Sind λ und µ lineare Charaktere, so auch λµ mit (λµ)(g) := λ(g)µ(g) für g ∈ G (dies wird in
Satz II.14.38 verallgemeinert).

(iii) Die komplexe Konjugation (angewendet auf jeden Matrixeintrag) induziert einen Gruppenautomor-
phismus auf GL(n,C). Für eine Darstellung ∆: G→ GL(n,C) ist daher auch ∆ mit ∆(g) := ∆(g)
eine Darstellung. Wir werden in Bemerkung II.14.18 sehen, dass ∆ mit der dualen Darstellung ∆∗

übereinstimmt. Für den Charakter gilt χ∆(g) = χ(g) für g ∈ G. Man setzt χ∆ := χ∆.

(iv) Der reguläre Charakter ρ von G gehört zur regulären K-Darstellung ∆. Wir hatten bereits gesehen,
dass ∆(g)(h) = gh für g, h ∈ G gilt. Für g ≠ 1 ist stets gh ≠ h, d. h. ∆(g) hat nur Nullen auf
der Hauptdiagonale. Dies zeigt ρ(1) = |G| und ρ(g) = 0 für g ≠ 1. Andererseits ist der reguläre
CG-Modul die direkte Summe aller einfachen Moduln, wobei der Modul mit Dimension di mit
Vielfachheit di auftritt (Bemerkung II.13.26). Dies zeigt

ρ =
∑

χ∈Irr(G)

χ(1)χ.

(v) Ist ∆ eine K-Darstellung mit Charakter χ, so ist det∆: G → K, g 7→ det∆(g) ein linearer
Charakter, den wir mit detχ bezeichnen (wie üblich hängt detχ nicht von ∆ ab).

Definition II.14.14. Eine Abbildung G→ C heißt Klassenfunktion, wenn sie auf den Konjugations-
klassen von G konstant ist. Die Menge aller Klassenfunktionen von G bildet mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation einen k(G)-dimensionalen C-Vektorraum CF(G). Durch

(χ, ψ) :=
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g) (χ, ψ ∈ CF(G))

ist ein Skalarprodukt auf CF(G) gegeben (dies entspricht bis auf Normierungsfaktoren genau dem
Standardskalarprodukt auf Ck(G)).
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Beispiel II.14.15. Für jede Darstellung ∆ und g, h ∈ G gilt

χ∆(ghg
−1) = tr∆(ghg−1) = tr(∆(g)∆(h)∆(g)−1) = tr(∆(g)−1∆(g)∆(h)) = tr∆(h) = χ∆(h).

Daher sind Charaktere Klassenfunktionen.

Definition II.14.16. Sei Irr(G) = {χ1, . . . , χk} und g1, . . . , gk ∈ G ein Repräsentantensystem für
Cl(G). Dann nennt man die Matrix T := (χi(gj))

n
i,j=1 ∈ Ck×k Charaktertafel von G. Sie hängt natürlich

von der Reihenfolge der χi und der gj ab (aber nicht von der Wahl der gj nach Beispiel II.14.15). In
der Regel wählt man χ1 = 1G und g1 = 1.

Beispiel II.14.17.

(i) Nach Beispiel II.13.27 besteht Irr(S3) aus dem trivialen Charakter 1, den Charakter sgn und einen

weiteren Charakter vom Grad 2. Aus Beispiel II.14.4 erhält man eine Darstellung von S3
I.5.10∼= D6

vom Grad 2:

∆((1, 2, 3)) =
1

2

(
−1

√
2

−
√
2 −1

)
∆((1, 2)) =

(
1 0
0 −1

)
mit Charakter χ((1, 2, 3)) = −1 und χ((1, 2)) = 0. Wegen χ /∈ {21,1+sgn, 2 sgn} ist χ irreduzibel.
Daher ist Irr(S3) = {1G, sgn, χ} und man erhält die Charaktertafel von S3:

1 (1, 2) (1, 2, 3)

1 1 1 1
sgn 1 −1 1
χ 2 0 −1

Alternativ lässt sich χ auch über den regulären Charakter ρ berechnen: χ = 1
2(ρ− 1− sgn).

(ii) Sei G = ⟨g⟩ zyklisch der Ordnung n. Nach Beispiel II.14.13 haben die irreduziblen Charaktere
χ1, . . . , χn von G Grad 1, sie sind also auch Darstellungen. Wegen χi(g)n = χi(g

n) = χi(1) = 1 ist
χi(g) eine n-te Einheitswurzel. Für eine primitive n-te Einheitswurzel ζ ∈ C gilt also χi(g) = ζi−1

bei geeigneter Anordnung. Somit ist (ζij)n−1
i,j=0 die Charaktertafel von G.

Bemerkung II.14.18. Sei ∆: G→ GL(n,C) eine Darstellung und g ∈ G. Wegen ∆(g)|G| = ∆(g|G|) =
∆(1) = 1n ist das Minimalpolynom µ von ∆(g) ein Teiler von X |G| − 1. Daher zerfällt µ in paarweise
verschiedene Linearfaktoren über C. Folglich ist ∆(g) diagonalisierbar (Bemerkung II.10.7). Indem
wir zu einer ähnlichen Darstellung übergehen, können wir ∆(g) = diag(ζ1, . . . , ζn) annehmen. Wegen
∆(g)|G| = 1n sind die ζi |G|-te Einheitswurzeln. Dies zeigt

∆∗(g) = ∆(g−1) = diag(ζ−1
1 , . . . , ζ−1

n ) = diag(ζ1, . . . , ζn) = ∆(g) = ∆(g)

und χ∆(g
−1) = χ∆(g) = χ∆(g). Die Gleichung χ(g−1) = χ(g) gilt für jeden Charakter einer K-

Darstellung (auch wenn K nicht unter komplexer Konjugation abgeschlossen ist).

Lemma II.14.19. Die zentral-primitiven Idempotente von CG sind

eχ =
χ(1)

|G|
∑
g∈G

χ(g)g (χ ∈ Irr(G)).
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Beweis. Sei ∆1, . . . ,∆k ein Repräsentantensystem für die Ähnlichkeitsklassen irreduzibler Darstellungen.
Sei χi der Charakter von ∆i. Seien e1, . . . , ek die zentral-primitiven Idempotente von CG. Wie im
Beweis von Satz II.14.11 gilt ∆i(ej) = δij1χi(1) und χi(ej) = δijχi(1), wobei man ∆i und χi nach CG
fortsetzt. Für g ∈ G gilt ∆i(gej) = ∆i(g)∆i(ej) = δij∆i(g) und χi(gej) = δijχi(g). Wir schreiben
ei =

∑
g∈G ei(g)g mit ei(g) ∈ C. Für den regulären Charakter ρ =

∑k
i=1 χi(1)χi gilt dann

ei(g)|G|
II.14.13
= ρ(g−1ei) =

k∑
j=1

χj(1)χj(g
−1ei) = χi(1)χi(g

−1)
II.14.18
= χi(1)χi(g).

Satz II.14.20. Die irreduziblen Charaktere bilden eine Orthonormalbasis von CF(G).

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus dem vorherigen Beweis gilt

δijχi(1)

|G|
∑
g∈G

χi(g)g = δijei = eiej =
χi(1)χj(1)

|G|2
∑
g∈G

(∑
h∈G

χi(h)χj(h−1g)
)
g.

Ein Koeffizientenvergleich an der Stelle g = 1 zeigt

δij =
1

|G|
∑
h∈G

χi(h)χj(h−1) =
1

|G|
∑
h∈G

χi(h)χj(h) = (χi, χj).

Daher sind die irreduziblen Charaktere orthonormal und insbesondere linear unabhängig.

Bemerkung II.14.21. Jeder Charakter ψ von G lässt sich eindeutig in der Form ψ =
∑

χ∈Irr(G) aχχ

mit aχ ∈ N0 schreiben. Dabei gilt aχ = (ψ, χ) und (ψ,ψ) =
∑

χ∈Irr(G) a
2
χ. Daher ist ψ genau dann

irreduzibel, falls (ψ,ψ) = 1.

Satz II.14.22 (Orthogonalitätsrelationen). Sei Irr(G) = {χ1, . . . , χk} und g1, . . . , gk ein Repräsentan-
tensystem für Cl(G). Für 1 ≤ i, j ≤ k gilt dann

k∑
l=1

χi(gl)χj(gl)

|CG(gl)|
= δij , (1)

k∑
l=1

χl(gi)χl(gj) = δij |CG(gi)|. (2)

Beweis. Die Konjugationsklasse von gi enthält genau |G : CG(gi)| Elemente (Satz I.4.7). Da Charaktere
Klassenfunktionen sind, folgt

k∑
l=1

χi(gl)χj(gl)

|CG(gl)|
=

1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χj(g) = (χi, χj)
II.14.20
= δij .

Für A :=
(
χi(gj)/|CG(gj)|

)
i,j

∈ Ck×k und B :=
(
χj(gi)

)
i,j

∈ Ck×k gilt also AB = 1k. Dies zeigt
BA = 1k = BA, d. h. die zweite Orthogonalitätsrelation gilt.

Bemerkung II.14.23. Sei N ⊴G und ϵ : G→ G/N der kanonische Epimorphismus. Jede Darstellung
∆: G/N → GL(n,K) induziert eine Darstellung ∆̂ := ∆◦ϵ : G→ GL(n,K). Man nennt ∆̂ die Inflation
von ∆. Ist ∆ irreduzibel, so auch ∆̂. Für die Charaktere gilt χ

∆̂
(g) = χ∆(gN) für g ∈ G.
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Beispiel II.14.24. Nach der zweiten Orthogonalitätsrelation sind die Spalten der Charaktertafel
paarweise orthogonal. Dies ist nützlich für die Berechnung fehlender Charakterwerte: Sei G = A4 und
N = V4. Dann ist G/N ∼= C3. Durch Inflation erhält man lineare Charaktere χ1, χ2, χ3 ∈ Irr(G) mit
χi((1, 2, 3)) = ζi−1, wobei ζ := 1

2(−1 +
√
3i) (Beispiel II.14.17). Nach Beispiel II.13.31 besitzt G noch

einen weiteren irreduziblen Charakter ψ vom Grad 3. Dies liefert folgenden Teil der Charaktertafel:

A4 1 (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 3, 2)

χ1 1 1 1 1

χ2 1 1 ζ ζ

χ3 1 1 ζ ζ
ψ 3

Die letzte Zeile ergibt sich leicht aus der zweiten Orthogonalitätsrelation:

A4 1 (1, 2)(3, 4) (1, 2, 3) (1, 3, 2)

χ1 1 1 1 1

χ2 1 1 ζ ζ

χ3 1 1 ζ ζ
ψ 3 −1 0 0

Bemerkung II.14.25. Nach Bemerkung II.14.18 und Satz II.11.8 sind Charakterwerte als Summen
von Einheitswurzeln ganz-algebraisch.

Satz II.14.26. Für χ ∈ Irr(G) ist die Abbildung

ωχ : Z(CG) → C,

C+ 7→ |C|χ(g)
χ(1)

(g ∈ C ∈ Cl(G))

ein Homomorphismus von Algebren. Dabei ist ωχ(C+) ganz-algebraisch für alle C ∈ Cl(G).

Beweis. Nach Satz II.13.29 ist ωχ als C-lineare Abbildung durch ωχ(C+) eindeutig bestimmt. Sei ∆
eine Darstellung mit Charakter χ und mit einfachem CG-Modul V∆. Sei n := χ(1). Wir setzen ∆ wie
zuvor linear nach CG fort. Für x ∈ G, C ∈ Cl(G) und v ∈ V∆ gilt dann

∆(C+)(xv) = C+(xv) = (C+x)v = (xC+)v = x(C+v) = x∆(C+)(v).

Dies zeigt ∆(C+) ∈ EndCG(V∆). Nach Schurs Lemma und Lemma II.12.6 ist EndCG(V∆) = C id. Daher
ist ∆(C+) = λ1n mit

λ =
1

n
tr∆(C+) =

1

n

∑
c∈C

tr∆(c) = |C|χ(g)
n

= ωχ(C
+),

wobei g ∈ C. Mit ∆ ist nun auch ωχ ein Homomorphismus von Algebren. Für D ∈ Cl(G) gilt weiter

C+D+ =
∑

E∈Cl(G)

aEE
+

mit aE ∈ N0 (ausmultiplizieren). Es folgt

ωχ(C
+)ωχ(D

+) = ωχ(C
+D+) =

∑
E∈Cl(G)

aEωχ(E
+) ∈

∑
E∈Cl(G)

Zωχ(E+) =:M.

Daher ist M ein endlich erzeugter Z-Modul mit ωχ(C+)M ⊆ M und 1 = ωχ(1) ∈ M . Die zweite
Behauptung folgt nun aus Lemma II.11.6.
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Satz II.14.27. Für alle χ ∈ Irr(G) ist χ(1) ein Teiler von |G|.

Beweis. Sei Cl(G) = {C1, . . . , Ck} und gi ∈ Ci für i = 1, . . . , k. Nach der ersten Orthogonalitätsrelation
ist

|G|
χ(1)

=
k∑
i=1

|Ci|
χ(gi)

χ(1)
χ(g−1

i ) =
k∑
i=1

ωχ(C
+
i )χ(g

−1
i ).

Nach Bemerkung II.14.25 und Satz II.14.26 ist |G|/χ(1) ∈ Q ganz-algebraisch. Die Behauptung folgt
aus Beispiel II.11.3.

Lemma II.14.28. Sei ∆: G→ GL(n,C) eine Darstellung mit Charakter χ. Für g ∈ G gilt dann:

(i) |χ(g)| ≤ n.

(ii) |χ(g)| = n ⇐⇒ ∆(g) ∈ C×1n.

(iii) χ(g) = n ⇐⇒ g ∈ Ker(∆).

Beweis. Nach Bemerkung II.14.18 sind die Eigenwerte ϵ1, . . . , ϵn ∈ C von ∆(g) Einheitswurzeln. Die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung mit den Vektoren v := (ϵ1, . . . , ϵn) und w := (1, . . . , 1) ergibt

|χ(g)| = |ϵ1 + . . .+ ϵn| = |⟨v, w⟩| ≤ |v||w| =
√
n
√
n = n.

Dies zeigt (i). Gilt Gleichheit, so sind v und w linear abhängig und es folgt ϵ := ϵ1 = ϵ2 = . . . = ϵn. Da
∆(g) diagonalisierbar ist (Bemerkung II.14.18), folgt ∆(g) = ϵ1n. Ist umgekehrt ∆(g) ∈ C×1n, so folgt
|χ(g)| = n. Ist sogar χ(g) = n, so ist ϵ = 1 und g ∈ Ker(∆). Die Umkehrung ist hier auch klar.

Definition II.14.29. In der Situation von Lemma II.14.28 definieren wir

Ker(χ) := Ker(∆) = {g ∈ G : χ(g) = n},
Z(χ) := ∆−1(C×1n) = {g ∈ G : |χ(g)| = n}.

Man nennt Ker(χ) den Kern und Z(χ) das Zentrum von χ. Im Fall Ker(χ) = 1 nennt man χ treu.

Bemerkung II.14.30. Wegen C×1n ⊴ GL(n,C) sind Ker(χ) und Z(χ) Normalteiler von G mit
Ker(χ) ≤ Z(χ) (Bemerkung I.3.24). Nach dem Homomorphiesatz ist G/Ker(χ) zu einer Untergruppe
von GL(n,C) isomorph und Z(χ)/Ker(χ) ist zu einer Untergruppe von C×1n ∼= C× isomorph. Nach
Satz I.8.31 ist Z(χ)/Ker(χ) stets zyklisch.

Lemma II.14.31. Sei χ ∈ Irr(G) und g ∈ C ∈ Cl(G) mit ggT(χ(1), |C|) = 1. Dann ist g ∈ Z(χ) oder
χ(g) = 0.

Beweis. Sei g /∈ Z(χ) und α := χ(g)
χ(1) . Wegen ggT(χ(1), |C|) = 1 existieren a, b ∈ Z mit aχ(1) + b|C| = 1.

Mit ωχ(C+) und χ(g) ist auch

α =
χ(g)

χ(1)
(aχ(1) + b|C|) = aχ(g) + bωχ(C

+)
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ganz-algebraisch. Sei n := |⟨g⟩|. Als Summe n-ter Einheitswurzeln ist χ(g) ∈ Qn. Für σ ∈ G :=
Gal(Qn|Q) ist auch σ(α) ganz-algebraisch (Nullstelle desselben Polynoms). Daher ist auch

β :=
∏
σ∈G

σ(α) ∈ QG
n

I.10.9
= Q

ganz-algebraisch, also β ∈ Z. Wegen g /∈ Z(χ) ist |α| < 1 nach Lemma II.14.28. Mit χ(g) ist auch
σ(χ(g)) eine Summe von Einheitswurzeln. Mit der Dreiecksungleichung folgt |σ(χ(g))| ≤ χ(1) und
|σ(α)| ≤ 1 für alle σ ∈ G. Folglich ist |β| =

∏
σ∈G |σ(α)| < 1, d. h. β = 0 wegen β ∈ Z. Also ist α = 0

und χ(g) = 0.

Lemma II.14.32. Sei G nichtabelsch und einfach und C ∈ Cl(G). Ist |C| = pk eine Primzahlpotenz,
so ist C = {1}.

Beweis. Nehmen wir indirekt C ≠ {1} an. Sei g ∈ C und χ ∈ Irr(G) \ {1G}. Da G einfach und
nichtabelsch ist, ist Ker(χ) = 1 = Z(χ) nach Bemerkung II.14.30. Im Fall p ∤ χ(1) ist also χ(g) = 0
nach Lemma II.14.31. Nach der zweiten Orthogonalitätsrelation ist

0 =
1

p

∑
χ∈Irr(G)

χ(1)χ(g) =
1

p
+

∑
χ∈Irr(G)
p |χ(1)

χ(1)

p
χ(g).

Dann wäre aber 1/p ganz-algebraisch im Widerspruch zu Beispiel II.11.3.

Satz II.14.33 (Burnsides paqb-Satz). Gruppen der Ordnung paqb mit p, q ∈ P und a, b ∈ N0 sind
auflösbar.

Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel und 1 ̸= N⊴G. Im Fall N ≠ G wären N und G/N auflösbar
und daher auch G (Satz I.6.5). Also ist G einfach und nichtabelsch. O.B. d.A. sei 1 ̸= P ∈ Sylp(G).
Nach Satz I.4.11 existiert g ∈ Z(P ) \ {1}. Dann ist P ⊆ CG(g). Die Länge |C| = |G : CG(g)| der
Konjugationsklasse C von g ist daher eine q-Potenz. Aus Lemma II.14.32 folgt der Widerspruch
g = 1.

Bemerkung II.14.34. Satz II.14.33 war eine der ersten Anwendungen der Darstellungstheorie zur
Untersuchung endlicher Gruppen. Mittlerweile kennt man auch einen (deutlich schwierigeren) Beweis,
der ohne Darstellungstheorie auskommt.1 Für den nächsten (rein gruppentheoretischen) Satz kennt
man hingegen keinen Beweis, der ohne Charaktertheorie auskommt.

Satz II.14.35 (Frobenius). Sei 1 < H < G mit gHg−1 ∩H = 1 für alle g ∈ G \H. Dann existiert
N ⊴G mit G = HN und H ∩N = 1.

Beweis (Knapp-Schmid). Sei
H∗ :=

(⋃
g∈G

gHg−1
)
\ {1}

und N := G \H∗. Nach Voraussetzung gilt NG(H) = H, d. h. H besitzt genau |G : H| Konjugierte in
G. Für je zwei verschiedene Konjugierte xHx−1 und yHy−1 gilt

xHx−1 ∩ yHy−1 = x(H ∩ x−1yHy−1x)x−1 = 1.

1Siehe Abschnitt 10.2 in [H. Kurzweil, B. Stellmacher, Theorie der endlichen Gruppen, Springer, Berlin, 1998]
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Dies zeigt |H∗| = |G : H|(|H| − 1) = |G| − |G : H| und |N | = |G : H|. Wenn wir zeigen können, dass
die Klassenfunktion

ρ : G→ C, g 7→

{
|H| falls g ∈ N,

0 falls g ∈ H∗

ein Charakter von G ist, so folgt N = Ker(ρ)⊴G. Wegen N ∩H = 1 ist dann |HN | = |H||N | = |G|
und G = HN . Für χ ∈ Irr(G) müssen wir (χ, ρ) ∈ N0 zeigen. Zunächst gilt (ρ,1G) =

|H||N |
|G| = 1. Für

χ ̸= 1G gilt nach der ersten Orthogonalitätsrelation

cχ := (χ, ρ) =
1

|G|
∑
g∈N

χ(g)|H| = 1

|N |
∑
g∈G

χ(g)− 1

|N |
∑
g∈H∗

χ(g)

= −
∑

g∈H\{1}

χ(g) = χ(1)− |H|(χH ,1H) ∈ Z.

Wir können cχ ̸= 0 annehmen. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewendet auf die Vektoren (χ(g) :

g ∈ N) und (1, . . . , 1) ergibt

(|N |cχ)2 =
(∑
g∈N

χ(g)
)2

≤ |N |
∑
g∈N

|χ(g)|2.

Es folgt

1 = (χ, χ) =
1

|G|
∑
g∈N

|χ(g)|2 + 1

|G|
∑
g∈H∗

|χ(g)|2 ≥ 1

|H|

(
c2χ +

∑
g∈H\{1}

|χ(g)|2
)
> 0.

Wegen c2χ − χ(1)2 = (cχ + χ(1))(cχ − χ(1)) ist andererseits

1

|H|

(
c2χ +

∑
g∈H\{1}

|χ(g)|2
)
=

1

|H|
(
c2χ − χ(1)2

)
+ (χH , χH) = (χH , χH)− (cχ + χ(1))(χH ,1H) ∈ Z.

Daher gilt Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Dies impliziert χ(g) = χ(1) für alle g ∈ N .
Also ist cχ = χ(1) > 0 wie gewünscht.

Bemerkung II.14.36. In der Situation von Satz II.14.35 nennt man G eine Frobeniusgruppe mit
Komplement H und Kern N .

Beispiel II.14.37. Sei n ≥ 3 ungerade. Dann ist D2n = ⟨σ, τ : σn = τ2 = 1, τστ = σ−1⟩ eine
Frobeniusgruppe mit Komplement ⟨τ⟩ und Kern ⟨σ⟩, denn σiτσ−i = σ2iτ ̸= τ für i = 1, . . . , n− 1.

Satz II.14.38. Sind χ und ψ Charaktere von G, so auch χψ mit (χψ)(g) := χ(g)ψ(g) für g ∈ G.

Beweis. Sei V ein CG-Modul zum Charakter χ undW ein CG-Modul zum Charakter ψ. Wir betrachten
den C-Vektorraum U := HomC(V,W ). 2 Für φ ∈ U und g ∈ G sei gφ : V →W , v 7→ gφ(g−1v). Offenbar
ist gφ ∈ U und

((gh)φ)(v) = (gh)φ((gh)−1v) = g(hφ(h−1(g−1v))) = g((hφ)(g−1v)) = (g(hφ))(v)

für g, h ∈ G. Auf diese Weise wird U zu einem CG-Modul. Sei b1, . . . , bn eine Basis von V und c1, . . . , cm
eine Basis von W . Dann bilden die Funktionen φij : V →W , bk 7→ δikcj mit i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m

2Die meisten Lehrbücher führen stattdessen das Tensorprodukt V ⊗W ein. Wir tun dies erst in Definition III.3.16.
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eine Basis von U . Sei ∆: G → GL(nm,C) die Darstellung von U bzgl. dieser Basis. Sei g ∈ G,
g−1bi =

∑n
j=1 αjibj und gci =

∑m
j=1 βjicj mit αji, βji ∈ C. Dann gilt χ(g) = χ(g−1) = α11 + . . .+ αnn

und ψ(g) = β11 + . . .+ βmm. Außerdem ist

(gφij)(bk) = gφij(g
−1bk) =

n∑
l=1

αlkgφij(bl) = αikgcj = αik

m∑
l=1

βljcl

= αik

m∑
l=1

βljφkl(bk) =

n∑
k=1

αik

m∑
l=1

βljφkl(bk)

für i, k = 1, . . . , n und j = 1, . . . ,m. Dies zeigt

χ∆(g) =
n∑
i=1

αii

m∑
j=1

βjj = χ(g)ψ(g).

Satz II.14.39. Seien G und H endliche Gruppen. Für χ ∈ Irr(G) und ψ ∈ Irr(H) sei

χ× ψ : G×H → C,
(g, h) 7→ χ(g)ψ(h).

Dann gilt Irr(G×H) =
{
χ× ψ : χ ∈ Irr(G), ψ ∈ Irr(H)

}
.

Beweis. Wegen (G×H)/H ∼= G lässt sich χ ∈ Irr(G) durch Inflation als Charakter von G×H auffassen.
Dabei gilt χ(g, h) = χ(g) für (g, h) ∈ G×H. Anlog können wir Irr(H) ⊆ Irr(G×H) annehmen. Nach
Satz II.14.38 ist χ× ψ ein Charakter von G×H. Für χ, χ′ ∈ Irr(G) und ψ,ψ′ ∈ Irr(H) gilt

(χ× ψ, χ′ × ψ′) =
1

|G×H|
∑

(g,h)∈G×H

χ(g)χ′(g)ψ(h)ψ′(h) =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)χ′(g)
1

|H|
∑
h∈H

ψ(h)ψ′(h)

= (χ, χ′)(ψ,ψ′) = δχχ′δψψ′ .

Nach Bemerkung II.14.21 sind χ× ψ paarweise irreduzible Charaktere von G×H. Wegen∑
χ∈Irr(G)

∑
ψ∈Irr(H)

(χ× ψ)(1)2 =
∑

χ∈Irr(G)

χ(1)2
∑

ψ∈Irr(H)

ψ(1)2 = |G||H| = |G×H|

haben wir alle irreduziblen Charaktere gefunden.

Bemerkung II.14.40. Sind g1, . . . , gn ∈ G und h1, . . . , hm ∈ H Repräsentantensysteme für die
Konjugationsklassen von G bzw. H, so ist (g1, h1), (g1, h2), . . . , (gn, hm) ∈ G×H offenbar ein Reprä-
sentantensystem für die Konjugationsklassen von G×H. Sind TG = (aij) und TH die Charaktertafeln
von G bzw. H, so erhält man die Charaktertafel von G×H durch das Kronecker-Produkt von Matrizen

TG×H = TG ⊗ TH =

a11TH · · · a1nTH
...

...
anaTH · · · annTH

 ∈ Cnm×nm.
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Beispiel II.14.41. Da wir bereits die Charaktertafeln der zyklischen Gruppen kennen (Beispiel II.14.17),
lassen sich mit dem Hauptsatz über endliche abelsche Gruppen auch die Charaktertafeln von abelschen
Gruppen angeben. Zum Beispiel

C2
2 1 x y xy

1 1 1 1 1
χ 1 −1 1 −1
ψ 1 1 −1 −1
χψ 1 −1 −1 1

=

(
1 1
1 −1

)
⊗
(
1 1
1 −1

)

Lemma II.14.42. Die linearen Charaktere von G bilden eine Gruppe Ĝ ∼= G/G′, die durch Multiplika-
tion auf Irr(G) operiert, d. h. für λ ∈ Ĝ und χ ∈ Irr(G) gilt λχ ∈ Irr(G).

Beweis. Wir wissen bereits, dass Ĝ aus den Inflationen von Irr(G/G′) besteht. Offensichtlich ist Ĝ eine
Gruppe bzgl. Multiplikation. Sei

G/G′ ∼= ⟨g1⟩ × . . .× ⟨gn⟩ ∼= Cd1 × . . .× Cdn

und λi ∈ Irr(⟨gi⟩) mit λi(gi) = e2πi/di . Nach Satz II.14.39 ist

G/G′ → Ĝ, gk11 . . . gknn 7→ λk11 × . . .× λknn

ein Isomorphismus.

Für die zweite Aussage benutzen wir λ(gh) = λ(g)λ(h) für g, h ∈ G. Es gilt

(χλ, χλ) =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)λ(g)λ(g−1)χ(g−1) = (χ, χ) = 1

und die Behauptung folgt aus Bemerkung II.14.21.

Bemerkung II.14.43. Für die konkrete Berechnung von Darstellungen mit dem Computer ist es
notwendig den Körper C durch kleinere Körper zu approximieren. Nach Bemerkung II.14.18 liegen
die Charakterwerte von G in Qn, wobei n = |G|. Brauers tiefliegender Induktionssatz impliziert, dass
jede C-Darstellung von G zu einer Qn-Darstellung ähnlich ist. Wir beweisen mit weniger Aufwand eine
schwächere Aussage.

Satz II.14.44. Für jede endliche Gruppe G existiert ein Zahlkörper K, sodass jede C-Darstellung von
G zu einer K-Darstellung ähnlich ist.

Beweis. Die meisten unserer bisherigen Ergebnisse gelten auch für Q anstelle von C, denn wir haben nur
Charakteristik 0 (Maschke), algebraisch abgeschlossen (Artin-Wedderburn) und die komplexe Konjugati-
on (Skalarprodukt) benutzt. Seien also ψ1, . . . , ψk die Charaktere von irreduziblen Q-Darstellungen. Wie
in Satz II.14.20 ist {ψ1, . . . , ψk} eine Orthonormalbasis von CF(G) und k = k(G). Da jede Q-Darstellung
auch eine C-Darstellung ist, gilt

ψi =
∑

χ∈Irr(G)

ai,χχ

für 1 ≤ i ≤ k und gewisse ai,χ ∈ N0. Aus 1 = (ψi, ψi)G =
∑

χ∈Irr(G) a
2
i,χ folgt ψi ∈ Irr(G) und

Irr(G) = {ψ1, . . . , ψk}. Jede (irreduzible) C-Darstellung ist also zu einer Q-Darstellung ∆ ähnlich
(Satz II.14.11). Die Einträge von ∆(g) für g ∈ G sind algebraische Zahlen, sie liegen somit in einem
Zahlkörper K. Wir können K so groß wählen, dass jede (irreduzible) Q-Darstellung Einträge in K
hat.
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Definition II.14.45. Eine Darstellung über einem Zahlkörper K heißt absolut irreduzibel , wenn sie als
C-Darstellung irreduzibel ist. Sind alle irreduziblen K-Darstellungen absolut irreduzibel, so nennt man
K einen Zerfällungskörper von G.

Beispiel II.14.46.

(i) Nach Satz II.14.44 besitzt jede Gruppe einen Zerfällungskörper mit endlichem Grad über Q.
Nach Bemerkung II.14.18 ist Qn ein Zerfällungskörper jeder abelschen Gruppe der Ordnung n.
Man kann zeigen, dass Q ein Zerfällungskörper der symmetrischen Gruppen ist (ohne Beweis,
Aufgabe II.74).

(ii) Die Begleitmatrix B := BΦ3 =
(
0 −1
1 −1

)
hat Ordnung 3. Da die Eigenwerte von B irrational sind,

ist die Einbettung ∆: ⟨B⟩ ↪→ GL(2,Q) eine irreduzible Q-Darstellung. Nach Beispiel II.14.13 hat
andererseits jede irreduzible C-Darstellung der abelschen Gruppe ⟨B⟩ ∼= C3 Grad 1. Daher ist ∆
nicht absolut irreduzibel.

Satz II.14.47. Für jede Darstellung ∆: G→ GL(n,K) über einem Zahlkörper K sind die folgenden
Aussagen äquivalent:

(1) ∆ ist absolut irreduzibel.

(2) CKn×n(∆(G)) = K1n.

(3) ∆(KG) = Kn×n.

Beweis. Sei V := Kn der zu ∆ gehörende einfache KG-Modul, d. h. gv = ∆(g)(v) für g ∈ G und v ∈ V .
Für f ∈ EndK(V ) ∼= Kn×n gilt f ∈ EndKG(V ) genau dann, wenn

(f ◦∆(g))(v) = f(gv) = gf(v) = (∆(g) ◦ f)(v)

für alle v ∈ V . Dies zeigt D := EndKG(V ) ∼= CKn×n(∆(G)).

(1) ⇒ (2): Nach Schurs Lemma gilt CCn×n(∆(G)) ∼= EndCG(V ) ∼= C. Dies zeigt

CKn×n(∆(G)) = Kn×n ∩ CCn×n(∆(G)) = Kn×n ∩ C1n = K1n.

(2) ⇒ (3): Nach Jacobsons Dichtheitssatz (Bemerkung II.8.30) ist ∆: KG→ EndD(V ) = EndK(V ) ∼=
Kn×n surjektiv.

(3) ⇒ (1): Angenommen ∆ ist als C-Darstellung reduzibel. Nach geeigneter Basiswahl besteht ∆(CG)
dann aus Matrizen der Form

(
A 0
0 B

)
. Dies widerspricht (3).

Satz II.14.48 (Minkowski). Jede endliche Untergruppe G von GL(n,Q) ist zu einer Untergruppe
von GL(n,Z) konjugiert. Außerdem ist G für jede Primzahl p > 2 zu einer Untergruppe von GL(n, p)
isomorph. Insbesondere ist |G| durch eine Funktion in n beschränkt.

Beweis. Offenbar ist M :=
∑

g∈G gZn ⊆ Qn ein Z-Modul, der den freien Z-Modul Zn enthält. Ist k
das kgV aller Nenner von Matrixeinträgen aus allen g ∈ G, so gilt kZn ⊆ kM ⊆ Zn. Nach Satz II.9.26
ist M frei vom Rang n. Sei γ : Zn → M ein entsprechender Isomorphismus von Z-Moduln. Da Zn
die Standardbasis von Qn enthält, lässt sich γ (eindeutig) zu einem Isomorphismus γ : Qn → Qn von
Q-Vektorräumen fortsetzen. Für g ∈ G gilt

(γ−1gγ)(Zn) = (γ−1g)(M) = γ−1(M) = Zn.
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Dies zeigt γ−1Gγ ≤ GL(n,Z).

Für die zweite Behauptung können wir G ≤ GL(n,Z) annehmen. Es genügt zu zeigen, dass die
Reduktion modulo p, Γ: G → GL(n, p), injektiv ist. Im Fall Ker(Γ) ̸= 1 existiert ein g ∈ Ker(Γ) mit
Primzahlordnung q. Sei g = 1n + dA mit d ∈ Z und A ∈ Zn×n mit teilerfremden Einträgen. Wegen
g ≡ 1n (mod p) ist p | d. Nach der binomischen Formel gilt

1n = gq = (1n + dA)q = 1n + qdA+
q(q − 1)

2
d2A2 + . . .+ dqAq,

−qA =
q(q − 1)

2
dA+ . . .+ dq−1Aq ≡ 0 (mod p).

Dies zeigt q = p. Wegen p > 2 erhält man den Widerspruch

−A =
p− 1

2
dA+ . . .+

dp−1

p
Ap ≡ 0 (mod p).

Bemerkung II.14.49.

(i) Die Begleitmatrix BΦ6 =
(
0 −1
1 1

)
∈ GL(2,Z) hat Ordnung 6. Wegen GL(2, 2) ∼= S3 kann

Satz II.14.48 nicht für p = 2 gelten. Der Beweis zeigt aber, dass der Kern der Abbildung
G→ GL(n, 2) eine elementarabelsche 2-Gruppe ist.

(ii) Der nächste Satz verallgemeinert die komplexe Konjugation von Charakteren.

Satz II.14.50. Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Sei ζ := e2πi/n ∈ Qn und σ ∈ G := Gal(Qn|Q) mit
σ(ζ) = ζk. Dann gilt:

(i) Durch σ(Gg) := G(gk) für g ∈ G operiert G auf Cl(G).

(ii) Durch (σχ)(g) := σ(χ(g)) = χ(gk) für g ∈ G und χ ∈ Irr(G) operiert G auf Irr(G).

Beweis.

(i) Wegen ggT(k, n) = 1 existiert l ∈ Z mit kl ≡ 1 (mod n). Daher ist G→ G, g 7→ gk eine Bijektion
mit Umkehrabbildung g 7→ gl. Für g, h, x ∈ G gilt g = xhx−1 ⇐⇒ gk = xhkx−1. Also ist
σC ∈ Cl(G) für alle C ∈ Cl(G). Für τ ∈ G mit τ(ζ) = ζ l gilt

στ (Gg) = G(gkl) = σ(G(gl)) = σ(τ (Gg)).

Somit operiert G auf Cl(G).

(ii) Sei K ein Zahlkörper wie in Satz II.14.44 und ∆: G→ GL(d,K) eine Darstellung mit Charakter χ.
Nach Satz I.12.2 können wir annehmen, dassQ ⊆ K eine Galois-Erweiterung ist. Sei L := KQn ⊆ C
das Kompositum von K und Qn. Nach Satz I.10.15 ist auch Q ⊆ L eine Galois-Erweiterung
und die Einschränkung Gal(L|Q) → Gal(Qn|Q) ist surjektiv. Sei σ̂ ∈ Gal(L|Q) mit σ̂|Qn

= σ.
Die Anwendung von σ̂ auf Matrixeinträge liefert einen Automorphismus von GL(d,K). Also ist
σ̂ ◦∆: G→ GL(d,K) eine irreduzible K-Darstellung mit Charakter

g 7→ tr
(
σ̂(∆(g))

)
= σ(tr∆(g)) = σ(χ(g))

für g ∈ G. Seien ζa1 , . . . , ζad ∈ Qn die Eigenwerte von ∆(g) (Bemerkung II.14.18). Dann gilt

χ(gk) = tr∆(gk) = ζa1k + . . .+ ζadk = σ(ζa1 + . . .+ ζad) = σ(χ(g)).

Man sieht leicht, dass (σ, χ) 7→ σχ eine Operation definiert.
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Bemerkung II.14.51.

(i) Konjugationsklassen bzw. Charaktere, die in der gleichen Bahn unter G liegen, nennt man Galois-
konjugiert .

(ii) Da G abelsch ist, erhält man auch durch σ(Gg) := G(gk
′
) mit kk′ ≡ 1 (mod n) eine Operation. Es

gilt dann (σχ)(σC) = χ(C) := χ(g) für C := Gg.

(iii) Die natürliche Operation von Aut(G) auf G (d. h. die Einbettung Aut(G) ↪→ Sym(G)) induziert
Operationen von Aut(G) auf Cl(G) und Irr(G). Für α ∈ Aut(G), χ ∈ Irr(G) und g ∈ C ∈ Cl(G)
gilt dabei αC := Gα(g) und (αχ)(g) = χ(α−1(g)). Wieder erhält man (αχ)(αC) = χ(C). Da
Inn(G) im Kern der Operation liegt, genügt es die Operation von Out(G) zu betrachten.

(iv) Die Operationen von G und Out(G) bewirken Permutationen der Zeilen und Spalten der Cha-
raktertafel von G. Das nächste Resultat impliziert, dass Zeilen und Spalten nicht unabhängig
permutiert werden können.

Satz II.14.52 (Brauers Permutationslemma). Seien G,H endliche Gruppen, sodass G auf Cl(H)
und Irr(H) operiert. Für alle g ∈ G, C ∈ Cl(H) und χ ∈ Irr(H) gelte dabei (gχ)(gC) = χ(C). Dann
stimmt der Zyklentyp von g ∈ G in Sym(Cl(H)) mit dem Zyklentyp von g in Sym(Irr(H)) überein.
Insbesondere gilt

|{C ∈ Cl(H) : gC = C}| = |{χ ∈ Irr(H) : gχ = χ}|

für alle g ∈ G.

Beweis. Sei Cl(H) = {C1, . . . , Ck} und Irr(H) = {χ1, . . . , χk}. Sei X := (χi(Cj))i,j die Charakter-
tafel von H. Sei g ∈ G fest. Die Operation von g auf Cl(H) (bzw. Irr(H)) wird dann durch eine
Permutationsmatrix P (bzw. Q) beschrieben. Dabei gilt

QX = (gχi(Cj)) = (χi(
g−1

Cj)) = XP.

Nach der zweiten Orthogonalitätsrelation ist X invertierbar. Es folgt Q = XPX−1, d. h. Q und P sind
ähnlich. Sei (l1, . . . , ln) der Zyklentyp von P . Dann ist P zu einer Blockdiagonalmatrix diag(P1, . . . , Pl)
ähnlich, wobei der Block Pi dem Zyklus der Länge li entspricht. Außerdem ist Pi zur Begleitmatrix von
X li − 1 ähnlich. Aus Lemma II.10.4 erhält man die Eigenwerte von P :

{e2πij/l1 : j = 0, . . . , l1 − 1} ∪ . . . ∪ {e2πij/ln : j = 0, . . . , ln − 1}

(mit Vielfachheiten). Da P und Q die gleichen Eigenwerte haben, ist (l1, . . . , ln) auch der Zyklentyp
von Q. Die letzte Behauptung erhält man durch Zählen von Einerzyklen.

Satz II.14.53 (Schur). Sei χ ein treuer Charakter von G mit Werten in einem Zahlkörper K. Dann
ist |G| durch eine Funktion in χ(1) und |K : Q| beschränkt.

Beweis. Nach Bemerkung II.14.18 können wir K ⊆ Qn mit n = |G| annehmen. Da Gal(Qn|Q) abelsch
ist, gilt Gal(Qn|K) ⊴ Gal(Qn|Q). Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie ist Q ⊆ K eine Galois-
Erweiterung. Sei Gal(K|Q) = {σ1, . . . , σk} mit k := |K : Q| und d := χ(1). Dann ist

ψ :=

k∑
i=1

σiχ
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ein Charakter vom Grad dk mit Werten in Q. Als ganz-algebraische Zahlen liegen die Werte von ψ sogar
in Z. Offenbar ist ψ auch treu, denn die entsprechende Darstellung bildet auf Blockdiagonalmatrizen
ab. Nach Lemma II.14.28 gilt ψ(g) ∈ {−dk, . . . , dk} für alle g ∈ G. Insbesondere nimmt ψ nur endlich
viele Werte dk = x0, . . . , xs an, wobei s ≤ 2dk. Sei mi := |{g ∈ G : ψ(g) = xi}| für 0 ≤ i ≤ s. Dann gilt
m0 = 1, da ψ treu ist. Da ψl ein Charakter ist, gilt

s∑
i=0

mix
l
i =

∑
g∈G

ψ(g)l = |G|(ψl,1G) ≡ 0 (mod |G|)

für l = 0, 1, . . .. Also ist v = (m0, . . . ,ms) eine Lösung des Gleichungssystems Av ≡ 0 (mod |G|) mit
ganzzahliger Vandermonde-Matrix A := (xij)

s
i,j=0. Multiplikation mit der zu A komplementären Matrix

zeigt det(A)v ≡ 0 (mod |G|). Die Auswertung an der ersten Koordinate liefert

0 ̸=
∏

0≤i<j≤s
(xj − xi) = m0 det(A) ≡ 0 (mod |G|).

Insbesondere ist

|G| ≤
∏
i<j

|xj − xi| ≤
2dk∏
t=1

t2dk−t+1 =

2dk∏
t=1

t!.

Beispiel II.14.54. Sei G nichtabelsch und einfach. Sei 1G ̸= χ ∈ Irr(G). Wegen Ker(χ) ◁ G ist χ
treu. Wegen G′ = G ist χ(1) > 1. Nehmen wir χ(1) = 2 an. Nach Satz II.14.27 ist |G| gerade und
nach Cauchy existiert eine Involution g ∈ G. Nach Beispiel II.14.13 ist χ(g) = ϵ1 + ϵ2 mit ϵi ∈ {±1}.
Wegen Ker(χ) = Z(χ) = 1 gilt ϵ1 = −ϵ2 nach Lemma II.14.28. Nun ist aber (detχ)(g) = ϵ1ϵ2 = −1
und detχ ̸= 1G. Dies widerspricht G′ = G.

Lemma II.14.55. Sei K ⊆ L eine separable Körpererweiterung mit n := |L : K| <∞. Dann existieren
genau n K-Homomorphismen σ1, . . . , σn : L→ K. Sei ∆: L→ EndK(L) die reguläre Darstellung (d. h.
∆(a)(x) = ax für a, x ∈ L). Dann gilt tr∆(a) = σ1(a) + . . .+ σn(a) für alle a ∈ L.

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element gilt L = K(x) für ein x ∈ L. Das Minimalpolynom µx
von x hat Grad n und paarweise verschiedene Nullstellen x1, . . . , xn ∈ K. Durch σi(x) := xi erhält man
alle K-Homomorphismen L → K. Die Matrix von ∆(x) bzgl. der Basis 1, x, . . . , xn−1 ist gerade die
Begleitmatrix B von µx. Da B das charakteristische Polynom µx besitzt, sind x1, . . . , xn die Eigenwerte
von ∆(x). Daher gilt tr∆(xi) = xi1+ . . .+x

i
n für i = 0, . . . , n−1. Sei nun a = a0+a1x+ . . .+an−1x

n−1

mit a0, . . . , an ∈ K. Dann gilt

tr∆(a) =
n−1∑
i=0

ai tr∆(xi) =
n−1∑
i=0

ai

n−1∑
j=1

xij =
n∑
j=1

n−1∑
i=0

aix
i
j =

n−1∑
j=1

σj(a).

Beispiel II.14.56. Die reguläre Darstellung von C als R-Algebra bzgl. der Basis 1, i ist gegeben durch

∆: C → R2×2, a+ bi 7→
(
a −b
b a

)
mit tr∆(x) = x+ x = 2Re(x) für x ∈ C.

Definition II.14.57. Für einen Körper K ⊆ C und einen Charakter χ von G definieren wir

K(χ) := K(χ(g) : g ∈ G) ⊆ C.
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Bemerkung II.14.58. In der Situation von Definition II.14.57 gilt K(χ) ⊆ KQn mit n := |G|. Nach
Satz I.10.15 ist K ⊆ KQn eine Galois-Erweiterung mit abelscher Galoisgruppe

G := Gal(KQn|K) ∼= Gal(Qn|Qn ∩K) ≤ Gal(Qn|Q).

Wegen Gal(KQn|K(χ))⊴ G, ist auch K ⊆ K(χ) eine Galois-Erweiterung. Sei σ ∈ Gal(K(χ)|K) mit
σχ = χ. Dann ist K(χ) = K(χ)σ und der Hauptsatz der Galois-Theorie impliziert σ = 1. Daher sind
die Galois-konjugierten Charaktere σχ mit σ ∈ Gal(K(χ)|K) paarweise verschieden.

Lemma II.14.59. Für verschiedene χ, ψ ∈ IrrK(G) gilt (χ, ψ) = 0.

Beweis. Seien M und N einfache KG-Moduln bzgl. χ und ψ. Nach Lemma II.14.6 und Satz II.14.11
ist M ̸≃ N . Für ein zentral-primitives Idempotent e ∈ KG gilt em = m und en = 0 für alle m ∈ M
und n ∈ N . Nehmen wir indirekt (χ, ψ) ̸= 0 an. Dann existiert ein einfacher CG-Modul V , der als
Kompositionsfaktor von M und N auftritt (aufgefasst als CG-Moduln). Da e nicht gleichzeitig trivial
und als Identität auf V operieren kann, hat man einen Widerspruch.

Satz II.14.60. Sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung mit L ⊆ C und ∆ eine absolut irreduzible
L-Darstellung mit Charakter χ. Dann existiert genau ein m ∈ N mit

m
∑

σ∈Gal(K(χ)|K)

σχ ∈ IrrK(G).

Dabei gilt m
∣∣ |L : K(χ)|.

Beweis. Sei∆: G→ GL(d, L) und n := |L : K|. Da∆ absolut irreduzibel ist, ist χ ∈ Irr(G). Die reguläre
Darstellung γ : L → EndK(L) ∼= Kn×n setzt sich zu einem Homomorphismus Γ: Ld×d → Knd×nd,
(xij) 7→ (γ(xij)) fort. Daher ist ∆̂ := Γ ◦ ∆: G → GL(nd × nd) eine K-Darstellung. Für g ∈ G sei
∆(g) = (δij(g)). Nach Lemma II.14.55 existieren genau n K-Homomorphismen σ1, . . . , σn : L→ C. Für
den Charakter ψ von ∆̂ gilt

ψ(g) = tr Γ(∆(g)) =
d∑
i=1

tr γ(δii(g)) = tr γ(χ(g)) =
n∑
i=1

σi(χ(g)).

Nach Bemerkung II.14.58 ist K ⊆ K(χ) eine Galois-Erweiterung. Insbesondere gilt σi(K(χ)) = K(χ),
d. h. die Einschränkung von σi liegt in G := Gal(K(χ)|K) für i = 1, . . . , n. Jeder der |K(χ) : K|
Elemente von G besitzt nach dem Fortsetzungssatz genau |L : K(χ)| Fortsetzungen nach L. Dies zeigt

ψ = |L : K(χ)|
∑
σ∈G

σχ

Wir können nun ψ in Charaktere von irreduziblen K-Darstellungen zerlegen ψ = ψ1 + . . .+ ψk. Sei
θ ∈ Irr(G) ein irreduzibler Bestandteil von ψi als Charakter über C. Dann existiert ein σ ∈ G mit
θ = σχ. Wegen K(ψi) = K gilt (ψi, θ) = (ψi, χ). Also existieren m1, . . . ,mk mit

ψi = mi

∑
σ∈G

σχ

für i = 1, . . . , k. Im Fall mi ̸= mj wäre mimj |G| = (ψi, ψj) = 0 nach Lemma II.14.59. Dies zeigt
m := m1 = . . . = mk und m | km = m1 + . . .+mk = |L : K(χ)|.
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Definition II.14.61. In der Situation von Satz II.14.60 nennt man mK(χ) := m den Schur-Index von
χ bzgl. K (man beachte, dass mK(χ) nicht von L abhängt).

Lemma II.14.62. Sei χ ∈ Irr(G) und ψ ein Charakter einer K-Darstellung von G. Dann gilt mK(χ) |
(χ, ψ). Insbesondere ist mK(χ) | χ(1)

∣∣ |G|.
Beweis. O.B. d.A. sei ψ ∈ IrrK(G) und (χ, ψ) ̸= 0. Wegen χ̂ := mK(χ)

∑
σ∈Gal(K(χ)|K)

σχ ∈ IrrK(G)
gilt ψ = χ̂ nach Lemma II.14.59. Da die Charaktere σχ nach Bemerkung II.14.58 paarweise verschieden
sind, gilt (χ, ψ) = mK(χ). Die zweite Aussage ergibt sich, indem man für ψ den regulären Charakter
wählt.

Beispiel II.14.63.

(i) Für χ ∈ Irr(G) gilt mR(χ)
∣∣ |C : R| = 2. Für χ ∈ Irr(Q8) vom Grad 2 gilt mR(χ) = 2 (siehe

Bemerkung A.14.12).

(ii) Für alle χ ∈ Irr(Sn) gilt mQ(χ) = 1 (Folgerung III.4.20).

(iii) Fein hat bewiesen, dass mQ(χ) ein Teiler von n(χn,1G) für alle n ∈ N ist. Im Fall χ = χ folgt
daraus der Satz von Brauer-Speiser mQ(χ) ≤ 2. Im Allgemeinen kann mQ(χ) aber beliebig
groß werden, wobei mQ(χ)

2 ein Teiler von |G| ist nach Fein-Yamada.

(iv) Schur-Indizes lassen sich im Prinzip auch für Körper positiver Charakteristik definieren, allerdings
sind sie dort stets gleich 1 (ohne Beweis).
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Aufgaben

Mengenlehre

Aufgabe II.1 (1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Sei A eine geordnete Menge. Zeigen Sie:

(a) Jedes kleinste Element von A ist minimal.

(b) A besitzt höchstens ein kleinstes Element.

(c) Ist A wohlgeordnet, so ist A auch total geordnet.

(d) Ist A endlich und total geordnet, so ist A auch wohlgeordnet.

(e) Konstruieren Sie eine total geordnete Menge, die nicht wohlgeordnet ist.

(f) Konstruieren Sie eine Wohlordnung auf Z.

Aufgabe II.2 (2 + 2 + 3 Punkte). Sei G eine endliche Gruppe und H ≤ G. Sei x1, . . . , xn ∈ G ein
Repräsentantensystem für die Linksnebenklassen nach H.

(a) Zeigen Sie, dass x−1
1 , . . . , x−1

n ein Repräsentantensystem für die Rechtsnebenklassen nach H ist.

(b) Konstruieren Sie ein Beispiel, in dem x1, . . . , xn kein Repräsentantensystem für die Rechtsneben-
klassen nach H ist.

(c) Zeigen Sie, dass stets ein Repräsentantensystem für die Linksnebenklassen nach H existiert, das
gleichzeitig ein Repräsentantensystem für die Rechtsnebenklassen ist.
Hinweis: Halls Heiratssatz.

Ideale

Aufgabe II.3 (2 Punkte). Sei K ein Körper und n ∈ N. Bestimmen Sie alle Ideale von Kn×n.

Aufgabe II.4 (2 + 2 + 3 Punkte). Sei R ̸= {0} ein Ring. Ein echtes Ideal P ◁R heißt Primideal , falls
für alle I, J ⊴R gilt:

IJ ⊆ P ⇒ (I ⊆ P ∨ J ⊆ P ).

Die Menge der Primideale von R nennt man Spektrum von R und schreibt dafür Spec(R). Zeigen Sie:

(a) Jedes maximale Ideal ist ein Primideal. Insbesondere ist Spec(R) ̸= ∅.

(b) Nicht jedes Primideal ist maximal (Beispiel?).

(c) Ist R kommutativ, so sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) P ist ein Primideal.
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(2) Für alle a, b ∈ R gilt: ab ∈ P ⇒ a ∈ P ∨ b ∈ P .

(3) R/P ist ein Integritätsbereich.

Aufgabe II.5 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei R ein kommutativer Ring. Für I ⊴R sei

P(I) := {P ∈ Spec(R) : I ⊆ P}.

Zeigen Sie:

(i) P({0}) = Spec(R) und P(R) = ∅.

(ii) Für jede Familie von Idealen (Ij)j∈J gilt P(
∑
Ij) =

⋂
j∈J P(Ij).

(iii) Für I, J ⊴R gilt P(IJ) = P(I ∩ J) = P(I) ∪ P(J).

Bemerkung: Auf diese Weise erhält man die Zariski-Topologie auf Spec(R), wobei die P(I) für I ⊴R
die abgeschlossenen Mengen sind. Für R = K[X1, . . . , Xn] gibt es eine Beziehung zur Zariski-Topologie
auf Kn.

Aufgabe II.6 (2 + 2 + 2 Punkte). Seien R und S kommutative Ringe.

(a) Zeigen Sie, dass Spec(R) bzgl. der Zariski-Topologie kompakt ist (d. h. zu jeder Überdeckung
Spec(R) =

⋃
i∈I Ai mit offenen Mengen Ai existiert eine endliche Teilüberdeckung).

(b) Sei f : R→ S ein Ringhomomorphismus. Zeigen Sie f−1(P ) ∈ Spec(R) für alle P ∈ Spec(S).

(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung Spec(S) → Spec(R), P 7→ f−1(P ) bzgl. der Zariski-Topologie stetig
ist (Urbilder offener Mengen sind offen).

Aufgabe II.7 (1 + 2 + 2 + 3 Punkte). Sei R ein Ring und e ∈ R ein Idempotent (e2 = e). Zeigen Sie:

(a) 1− e ist ein Idempotent.

(b) eRe ist ein Ring mit Einselement e.
Bemerkung: Im Fall e ̸= 1 ist eRe nach unserer Definition kein Teilring von R.

(c) Jedes Ideal von eRe hat die Form eIe mit I ⊴R.

(d) Besteht R nur aus Idempotenten, so ist R kommutativ.
Hinweis: Zeigen Sie zunächst 1 + 1 = 0 in R.
Bemerkung: Eine Verallgemeinerung findet man in Satz A.11.2.

Aufgabe II.8 (2 Punkte). Seien I und J nilpotente Ideale eines Rings R. Zeigen Sie, dass I + J
nilpotent ist.

Aufgabe II.9 (3 Punkte). Sei K := Q(
√
−3). Bestimmen Sie die Primidealzerlegung von ZK30.

Aufgabe II.10 (2 Punkte). Sei I ein Ideal eines kommutativen Rings R. Man nennt
√
I := {x ∈ R : ∃n ∈ N : xn ∈ I}

das Radikal von I in R. Zum Beispiel ist
√
{0} die Menge der nilpotenten Elemente von R. Zeigen Sie

I ⊆
√
I ⊴R und

√
I =

√√
I.
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Aufgabe II.11 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Sei R ein kommutativer Ring und A,B,C ⊴R. Zeigen Sie:

(a) C ⊆ (A:B) ⇐⇒ BC ⊆ A.

(b) ((A:B):C) = (A:BC).

(c) (A ∩B:C) = (A:C) ∩ (B:C).

(d) (A:B + C) = (A:B) ∩ (A:C).

Aufgabe II.12 (2 Punkte). Bestimmen Sie die primären Ideale und die Radikalideale von Z.

Aufgabe II.13 (2 Punkte). Sei R ein kommutativer Ring und I ⊴R. Beweisen oder widerlegen Sie
folgende Aussage: Ist

√
I ein Primideal, so ist I primär.

Aufgabe II.14 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass (X2, XY ) = (X) ∩ (X2, XY, Y 2) = (X) ∩ (X2, Y ) zwei
verschiedene Primärzerlegungen in K[X,Y, Z] sind.

Körpererweiterungen

Aufgabe II.15 (2+ 2 Punkte). Sei K := F4(X) und L ein Zerfällungskörper von α := Y 2 +X ∈ K[Y ]
über K.

(a) Zeigen Sie |L : F2(X)| = 4.

(b) Bestimmen Sie den separablen Abschluss von F2(X) in L.

Aufgabe II.16 (2 + 2 Punkte). Zeigen Sie:

(a) Eine endliche Körpererweiterung K ⊆ L ist genau dann separabel, wenn eine Galois-Erweiterung
K ⊆M mit L ⊆M existiert.

(b) Sind K ⊆ L und L ⊆M rein inseparable Körpererweiterungen, so ist auch die Erweiterung K ⊆M
rein inseparabel.

Aufgabe II.17 (1 + 1 + 1 + 1 Punkte). Zeigen Sie, dass für jeden Körper K die folgenden Aussagen
äquivalent sind:

(a) K ist vollkommen.

(b) Jede endliche Körpererweiterung von K ist separabel.

(c) Jede algebraische Körpererweiterung von K ist separabel.

(d) Der algebraische Abschluss K von K stimmt mit dem separablen Abschluss von K in K überein.

Aufgabe II.18 (2 Punkte). Sei K ⊆ L eine endliche, separable Körpererweiterung und K der
algebraische Abschluss von K. Zeigen Sie, dass genau |L : K| K-Homomorphismen der Form L→ K
existieren.
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Aufgabe II.19 (1 + 1 + 2 + 2 Punkte). Zeigen Sie mit den folgenden Schritten, dass eine endliche
Körpererweiterung K ⊆ L genau dann ein primitives Element besitzt, wenn nur endlich viele Körper
zwischen K und L liegen:

(a) Für eine Implikation kann man wie beim Satz vom primitiven Element argumentieren.

(b) Sei umgekehrt L = K(x) und µ ∈ K[X] das Minimalpolynom von x. Für jeden Körper M mit
K ⊆M ⊆ L sei µM das Minimalpolynom von x über M . Zeigen Sie µM | µ.

(c) Zeigen Sie M = K(a1, . . . , an), wobei a1, . . . , an die Koeffizienten von µM sind.

(d) Zeigen Sie, dass die Abbildung M 7→ µM injektiv ist und folgern Sie, dass nur endlich viele M
existieren.

Aufgabe II.20 (2 Punkte). Sei K ein Körper und G eine endliche Gruppe. Konstruieren Sie Körper-
erweiterungen K ⊆ L ⊆M , sodass L ⊆M eine Galois-Erweiterung mit Galoisgruppe G ist.
Hinweis: M := K(X1, . . . , X|G|).

Aufgabe II.21 (2 + 2 Punkte). Überprüfen Sie, ob die Teilmenge {π,X} von R(X) algebraisch
unabhängig über Q(

√
2) ist. Handelt es sich um eine Transzendenzbasis?

Aufgabe II.22 (3 Punkte). Sei K ein Körper und P ⊆ K[X] die Menge der irreduziblen Polynome.
Zeigen Sie, dass {

Xi : i ∈ N0

}
∪
{Xi

αj
: α ∈ P, 0 ≤ i < degα, j ∈ N

}
eine K-Basis von K(X) ist.
Hinweis: Partialbruchzerlegung.

Aufgabe II.23 (2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Eine algebraische Körpererweiterung K ⊆ L heißt
normal , falls für jedes a ∈ L das Minimalpolynom µa ∈ K[X] in L[X] vollständig in Linearfaktoren
zerfällt. Zeigen Sie:

(a) Jede rein inseparable Körpererweiterung ist normal.

(b) Jede Körpererweiterung vom Grad 2 ist normal.

(c) Jede algebraische Erweiterung eines endlichen Körpers ist normal.

(d) Jede Galois-Erweiterung ist normal.
Hinweis: Gal(L|K) operiert auf den Nullstellen von µa.

(e) Jede endliche, separable, normale Körpererweiterung ist eine Galois-Erweiterung.

(f) Es gibt nicht-normale Körpererweiterungen.
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Teilbarkeit

Aufgabe II.24 (4 + 3 Punkte).

(a) Welche der folgenden Polynome sind Primelemente in Z[X]:

−1, 2, −X2, X + 1?

Hinweis: Lemma I.8.48.

(b) Zeigen Sie, dass

R :=
{ ∞∑
n=0

anX
n ∈ Z[X] : a1 = 0

}
ein Teilring von Z[X] ist. Welche der Potenzen Xn mit n ≥ 2 sind irreduzibel bzw. Primelemente
in R?

Aufgabe II.25 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass die Einheitengruppe des Rings

R := {a+ b
√
2 : a, b ∈ Z} ⊆ R

unendlich ist.
Hinweis: Es genügt eine Einheit mit unendlicher Ordnung zu finden.

Aufgabe II.26 (2 Punkte). Untersuchen Sie, ob X2 − Y 2 + 2Y − 1 in Z[X,Y ] irreduzibel ist.

Aufgabe II.27 (2 Punkte). (Eisenstein) Sei R ein faktorieller Ring und p ∈ R ein Primelement. Sei

α = anX
n + an−1X

n−1 + . . .+ a0 ∈ R[X]

primitiv mit p | a0, . . . , an−1 und p2 ∤ a0. Zeigen Sie, dass α irreduzibel ist.

Aufgabe II.28 (2 Punkte). Berechnen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von 5 + 3i und 6 + 7i in
Z[i].

Aufgabe II.29 (1 + 1 + 1 + 1 Punkte). Zeigen Sie, dass die Ringe

Z+ Z
√
−2, Z+ Z

√
2, Z+ Z

√
3, Z+ Z

1 +
√
−3

2

euklidisch sind.

Aufgabe II.30 (1 + 2 + 2 + 3 Punkte). Eine (formale) Potenzreihe über einem Körper K ist eine
(möglicherweise unendliche) Summe

∑∞
n=0 anX

n mit a0, a1, . . . ∈ K.

(a) Vergewissern Sie sich, dass die Menge K[[X]] aller Potenzreihen einen Integritätsbereich bildet,
wobei Addition und Multiplikation wie für Polynome definiert sind.

(b) Zeigen Sie K[[X]]× =
{∑

anX
n ∈ K[[X]] : a0 ̸= 0

}
.
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(c) Zeigen Sie, dass K[[X]] durch

H(α) :=

{
min{n ∈ N : an−1 ̸= 0} falls α ̸= 0,

0 falls α = 0

für α =
∑
anX

n ∈ K[[X]] zu einem euklidischen Ring wird.

(d) Eine (formale) Laurentreihe über K hat die Form
∑∞

n=k anX
n mit k ∈ Z (es sind also auch negative

Exponenten zugelassen). Zeigen Sie, dass die Menge K((X)) aller Laurentreihen einen Körper
bildet, der zum Quotientenkörper Q(K[[X]]) isomorph ist.
Hinweis: Benutzen Sie die universelle Eigenschaft von Q(K[[X]]).

Aufgabe II.31 (2 Punkte). Sei R ein noetherscher Integritätsbereich, in dem jedes irreduzible Element
ein Primelement ist. Zeigen Sie, dass R faktoriell ist.
Hinweis: Beweis von Satz II.5.19.

Aufgabe II.32 (2 Punkte). Seien a, b, c, d ∈ N mit a2 + b2 = c2 + d2 ∈ P. Zeigen Sie {a, b} = {c, d}.
Bemerkung: Die Darstellung einer Primzahl als Summe von zwei Quadraten (Satz II.5.34) ist also im
Wesentlichen eindeutig.

Aufgabe II.33 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei

n = 2δ2
∏
p∈P

p≡3 (mod 4)

p2δp
∏
p∈P

p≡1 (mod 4)

pδp

die Primfaktorzerlegung von n ∈ N. Sei

χ : Z → Z, n 7→

{
(−1)

n−1
2 falls n ungerade,

0 falls n gerade.

Zeigen Sie:

(a) q(n) := |{(a, b) ∈ Z2 : a2 + b2 = n}| = 4
∏
p∈P

p≡1 (mod 4)

(δp + 1).

(b) q(n) = 4
∑

d|n χ(d).

(c)
π

4
= 1− 1

3
+

1

5
∓ . . . .

Hinweis: Zählen Sie ganzzahlige Gitterpunkte innerhalb des Kreises mit Mittelpunkt (0, 0) und
Radius r. Betrachten Sie r → ∞.

Moduln

Aufgabe II.34 (2 + 2 Punkte). Sei R := Z/6Z. Bestimmen Sie die einfachen R-Moduln bis auf
Isomorphie. Wie sehen die entsprechenden Endomorphismenringe aus?
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Aufgabe II.35 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Wir betrachten Q als Z-Modul. Zeigen Sie:

(a) Die rationalen Zahlen mit ungeradem Nenner bilden einen Untermodul von Q.

(b) Jeder endlich erzeugte Untermodul von Q ist zyklisch, also von der Form Zq für ein q ∈ Q.

(c) Q ist nicht endlich erzeugt und daher nicht noethersch.

(d) Untersuchen Sie, ob Q artinsch ist.

Aufgabe II.36 (2 Punkte). Sei R ein artinscher Ring und x ∈ R \ {0}. Zeigen Sie, dass x entweder
ein Nullteiler oder invertierbar ist.
Hinweis: Betrachten Sie Rx ⊇ Rx2 ⊇ . . ..

Aufgabe II.37 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei K ein Körper und R der Ring der oberen Dreiecksmatrizen in
K3×3.

(a) Bestimmen Sie eine Kompositionsreihe des regulären R-Moduls.

(b) Wie viele einfache R-Moduln gibt es bis auf Isomorphie?

(c) Untersuchen Sie, ob der reguläre R-Modul halbeinfach ist.

Hinweis: Aufgabe I.39.

Aufgabe II.38 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Die Summe Soc(M) aller
einfachen Untermoduln von M bezeichnet man als Sockel von M (dies ist der „größte“ halbeinfache
Untermodul von M). Zeigen Sie:

(a) Soc(M ×N) = Soc(M)× Soc(N) für R-Moduln M und N .

(b) Für Moduln N ≤M gilt Soc(N) = N ∩ Soc(M) und (Soc(M) +N)/N ⊆ Soc(M/N).

(c) Der Sockel des regulären R-Moduls ist ein Ideal von R.

Aufgabe II.39 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei

R :=

{(
a 0
b c

)
: a ∈ Z, b, c ∈ Q

}
.

Zeigen Sie:

(a) R ist ein Teilring von Q2×2.

(b) Der reguläre R-Linksmodul ist noethersch, während der reguläre R-Rechtsmodul nicht noethersch
ist.

(c) Folgern Sie R ̸∼= Ro.
Bemerkung: Vergleich Aufgabe III.37.

Aufgabe II.40 (3 + 3 Punkte). Zeigen Sie:

(a) Ein Integritätsbereich ist ein Hauptidealring, wenn jedes Primideal ein Hauptideal ist.

(b) (Cohen) Ein kommutativer Ring ist noethersch, wenn jedes Primideal endlich erzeugt ist.
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Hinweis: Zorns Lemma.

Aufgabe II.41 (2 Punkte). Sei R ein Ring. Zeigen Sie, dass der reguläre R-Linksmodul genau dann
halbeinfach ist, wenn der reguläre R-Rechtsmodul halbeinfach ist.
Hinweis: Artin-Wedderburn.

Aufgabe II.42 (2 + 2 + 2 Punkte). Bestimmen Sie J(Z/nZ), J(K[X]) und J(K[[X]]) für n ∈ N und
jeden Körper K.

Aufgabe II.43 (2 + 2 + 1 + 1 Punkte). Sei N ⊆ R die Menge aller nilpotente Elemente eines Rings R.
Zeigen Sie:

(a) Ist R artinsch, so gilt J(R) ⊆ N .

(b) Ist R kommutativ, so gilt N ⊴R und N ⊆ J(R).

(c) Es gibt artinsche Ringe R mit J(R) ⊊ N .

(d) Es gibt kommutative Ringe R mit N ⊊ J(R).
Hinweis: Aufgabe II.42.

Aufgabe II.44 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass jeder artinsche Integritätsbereich ein Körper ist.

Aufgabe II.45 (2 + 2 Punkte). Nach Aufgabe II.37 ist der Ring R der oberen Dreiecksmatrizen
in K3×3 für jeden Körper K artinsch. Bestimmen Sie J(R) und die kleinste natürliche Zahl k mit
J(R)k = 0.

Aufgabe II.46 (4 Punkte). Sei R ein Ring und x ∈ R. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
äquivalent sind:

(1) x ∈ J(R).

(2) Für alle r, s ∈ R ist 1 + rxs ∈ R×.

Hinweis: Nakayamas Lemma mit dem regulären R-Modul.

Aufgabe II.47 (2 + 2 Punkte). Sei B ein Block eines artinschen Rings R mit Blockidempotent e.
Zeigen Sie Z(B) = Z(R)∩B = eZ(R)e und J(B) = J(R)∩B = eJ(R)e. Folgern Sie, dass Z(B) lokal ist.

Aufgabe II.48 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei K ein Körper und V ein abzählbar unendlich dimensionaler
K-Vektorraum (z. B. V = K[X]). Sei R := EndK(V ). Zeigen Sie:

(a) I := {f ∈ R : dim f(V ) <∞}⊴R.

(b) Für jedes f ∈ R \ I existieren g, h ∈ R mit gfh = idV .

(c) Der Ring R/I ist einfach, aber nicht halbeinfach.

Aufgabe II.49 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass das Zentrum eines einfachen Rings ein Körper ist.
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Moduln über Hauptidealringen

Aufgabe II.50 (1 + 1 Punkte). Sei R ein Ring und M ein freier R-Modul. Beweisen oder widerlegen
Sie folgende Aussagen:

(a) Jede linear unabhängige Teilmenge von M lässt sich zu einer Basis von M ergänzen.

(b) Jedes Erzeugendensystem von M enthält eine Basis von M .

Aufgabe II.51 (3 + 3 Punkte).

(a) Bestimmen Sie die Smith-Normalform von 8 −25 −16
43 −131 −86
−20 61 40

 ∈ Z3×3.

(b) Sei N := Z(4, 5, 6) + Z(7, 8, 9) ≤ Z3. Bestimmen Sie die Struktur von Z3/N gemäß Satz II.9.30(ii)
und (iii).

Aufgabe II.52 (2 + 2 Punkte). Zeigen Sie, dass der Z-Modul Q torsionsfrei aber nicht frei ist.
Bemerkung: Daher ist Satz II.9.30 für unendlich erzeugte Moduln falsch.

Aufgabe II.53 (2 + 2 + 4 + 2 + 2 Punkte). Seien A und B Moduln über einem kommutativen Ring R.
Sei F der freie R-Modul mit Basis A×B. Sei E der von den Elementen

(a+ a′, b)− (a, b)− (a′, b), (a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B, r ∈ R)

(a, b+ b′)− (a, b)− (a, b′),

(ra, b)− r(a, b),

(a, rb)− r(a, b)

erzeugte Untermodul von F . Den Faktormodul F/E nennt man das Tensorprodukt von A und B und
schreibt dafür A⊗R B := F/E. Für a ∈ A und b ∈ B sei a⊗ b := (a, b) + E ∈ A⊗R B. Zeigen Sie:

(a) Für a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B und r ∈ R gilt

(a+ a′)⊗ b = a⊗ b+ a′ ⊗ b,

a⊗ (b+ b′) = a⊗ b+ a⊗ b′,

(ra)⊗ b = r(a⊗ b) = a⊗ (rb).

(b) (universelle Eigenschaft) Zu jedem R-Modul M und jeder bilinearen Abbildung f : A × B → M
existiert genau ein Homomorphismus f̂ : A⊗R B →M mit f̂(a⊗ b) = f(a, b).

(c) Für R-Moduln A, B und C gilt

A⊗R B ≃ B ⊗R A,

A⊗R (B ⊗R C) ≃ (A⊗R B)⊗R C,

(A×B)⊗ C ≃ (A⊗ C)× (B ⊗ C),

R⊗R A ≃ A
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(d) Für R-Moduln A, B und C gilt

HomR(A⊗B,C) ≃ Hom(A,HomR(B,C))

(dies bedeutet, dass Hom und ⊗ zueinander adjungierte Funktoren sind).

(e) Sind f : A→ A′ und g : B → B′ Homomorphismen von R-Moduln, so existiert ein Homomorphismus
f ⊗ g : A⊗B → A′ ⊗B′ mit (f ⊗ g)(a⊗ b) = f(a)⊗ g(b).

Aufgabe II.54 (3 Punkte). Bestimmen Sie die Frobenius-Normalform von

A =


0 0 1 0
1 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 0

 ∈ F4×4
2 .

Aufgabe II.55 (2 + 2 Punkte).

(a) Sei A ∈ GL(3,Q) mit endlicher Ordnung. Zeigen Sie |⟨A⟩| ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.
Hinweis: Welche Minimalpolynome kommen in Frage?

(b) Sei K ein endlicher Körper. Bestimmen Sie ein Repräsentantensystem für die Konjugationsklassen
von GL(2,K). Welche dieser Matrizen liegen in SL(2,K)?
Hinweis: Frobenius-Normalform.

Aufgabe II.56 (2 + 2 Punkte). Sei B ∈ Kn×n die Begleitmatrix von Xn + an−1X
n−1 + . . .+ a0 und

S =


a1 a2 · · · an−1 1
a2 · · · an−1 1
... . .

.
. .
.

an−1 1
1 0

 ∈ GL(n,K).

(a) Zeigen Sie S−1BS = Bt.

(b) (Taussky) Folgern Sie, dass jede quadratische Matrix das Produkt von zwei symmetrischen Matrizen
ist.

Aufgabe II.57 (2 + 2 Punkte).

(a) Konstruieren Sie eine Normalbasis für Q ⊆ L, wobei L der Zerfällungskörper von X3 − 2 ist (vgl.
Aufgabe I.55).

(b) Sei p ∈ P und ζ ∈ C eine primitive p-te Einheitswurzel. Zeigen Sie, dass ζ, . . . , ζp−1 eine Normalbasis
von Qp über Q ist.

Aufgabe II.58 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Entscheiden Sie welche der folgenden Ringerweiterungen ganz
sind:

Z ⊆ Z[X], Z[
√
2] ⊆ Z[ 4

√
2], Q[X] ⊆ Q[X,

√
2], F3(1, 1) ⊆ F3 × F3.
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Aufgabe II.59 (2 Punkte). Sei R ⊆ S eine ganze Ringerweiterung und I ⊴ S. Zeigen Sie, dass auch
(R+ I)/I ⊆ S/I eine ganze Ringerweiterung ist.

Algebren und Darstellungen

Aufgabe II.60 (2 Punkte). Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra und M ein A-Modul. Zeigen
Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(1) Für jeden Homomorphismus f : M → P und jeden Monomorphismus g : M → N existiert ein
Homomorphismus h : N → P mit h ◦ g = f .

(2) Für jeden Monomorphismus f : P →M existiert ein N ≤M mit M = f(P )⊕N .

Gegebenenfalls nennt man M injektiv.

Aufgabe II.61 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass H eine stark-symmetrische R-Algebra ist.

Aufgabe II.62 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei K ein Körper und G eine endliche Gruppe mit N ⊴G. Zeigen
Sie:

(a) Der kanonische Epimorphismus G→ G/N induziert einen Epimorphismus von Algebren νN : KG→
K[G/N ].

(b) Bestimmen Sie eine K-Basis von Ker(νN ).

(c) Ker(νN ) = KG · I(KN) = I(KN) ·KG, wobei I(KN) das Augmentationsideal von KN ist.

Aufgabe II.63 (3 Punkte). (Skolem-Noether) Sei K ein Körper und γ : Kn×n → Kn×n ein
Isomorphismus von Algebren. Zeigen Sie, dass ein x ∈ Kn×n mit γ(a) = xax−1 für alle a ∈ Kn×n

existiert.
Hinweis: Kn wird durch av = v als auch durch av = γ(a)v zu einem einfachen Kn×n-Modul.

Aufgabe II.64 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei A := F2S3.

(a) Verifizieren Sie, dass

1 = 1 + (12) + (23) + (123)︸ ︷︷ ︸
=:e1

+1 + (12) + (23) + (132)︸ ︷︷ ︸
=:e2

+1 + (123) + (132)︸ ︷︷ ︸
=:e3

eine Zerlegung in paarweise orthogonale primitive Idempotente von A ist.

(b) Folgern Sie, dass (12) + (23) + (132) ein Basisidempotent von A ist.

(c) Zeigen Sie e1Z(A)e1 ̸= Z(e1Ae1).

Aufgabe II.65 (3 Punkte). (Higman) Sei K ein Körper und H ≤ G endliche Gruppen mit p ∤ |G : H|.
Sei V ein KG-Modul, sodass die Einschränkung VH halbeinfach ist. Zeigen Sie, dass V halbeinfach ist.
Bemerkung: Der Fall V = KG und H = 1 impliziert eine Richtung von Maschkes Satz.
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Aufgabe II.66 (2 + 2 + 1 Punkte). Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n < ∞ und K ein
Körper. Zeigen Sie, dass die K-Algebren KG und K[X]/(Xn − 1) isomorph sind. Folgern Sie

QG ∼=×
d|n

Qd.

Berechnen Sie die Grade der irreduziblen Q-Darstellungen von G.
Hinweis: Chinesischer Restsatz für Ringe.

Aufgabe II.67 (2 Punkte). Sei K ein Körper und G eine endliche Gruppe. Zeigen Sie, dass ein endlich
erzeugter KG-Modul M genau dann projektiv ist, wenn M injektiv ist.

Aufgabe II.68 (2 Punkte). Sei K ein Körper und n ∈ N. Zeigen Sie CGL(n,K)(SL(n,K)) = K1n.

Aufgabe II.69 (3 Punkte). Zeigen Sie, dass die Diedergruppe D8 und die Quaternionengruppe Q8 die
gleiche Charaktertafel besitzen (bei geeigneter Anordnung).

Aufgabe II.70 (2 + 2 Punkte). Seien ∆: G→ GL(n,C), Γ: G→ GL(m,C) irreduzible Matrixdarstel-
lungen und A ∈ Cn×m mit AΓ(g) = ∆(g)A für alle g ∈ G. Zeigen Sie:

(a) Sind ∆ und Γ nicht ähnlich, so ist A = 0.

(b) Ist ∆ = Γ, so ist A ∈ C1n.

Aufgabe II.71 (2 + 2 + 2 + 2 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass für n ∈ N die Abbildung P : Sn → GL(n,C), σ 7→ (δi,σ(j))
n
i,j=1 eine Darstellung

von Sn ist. Man nennt P (σ) die zu σ gehörige Permutationsmatrix.

(b) Nach Bemerkung I.4.2 induziert jede Operation einer Gruppe G einen Homomorphismus G→ Sn.
Komposition mit P liefert eine Darstellung ∆: G→ GL(n,C). Beschreiben Sie den Charakter χ
von ∆.

(c) Zeigen Sie, dass (χ,1G) die Anzahl der Bahnen der Operation ist. Insbesondere ist χ− 1G stets ein
Charakter von G.

(d) Berechnen Sie χ− 1G für die natürliche Operation von G = S4 auf {1, . . . , 4} und zeigen Sie, dass
dieser Charakter irreduzibel ist.

Aufgabe II.72 (2 Punkte). Sei K ein Körper, A ∈ Kn×n und B ∈ Km×m. Zeigen Sie für das
Kronecker-Produkt det(A⊗B) = det(A)m det(B)n.
Hinweis: Gauß-Algorithmus.

Aufgabe II.73 (2 Punkte). Sind χ und ψ Charaktere von G, so gilt det(χψ) = det(χ)ψ(1) det(ψ)χ(1).

Aufgabe II.74 (2 + 2 + 2 Punkte). Zeigen Sie für G = Sn:

(a) g, h ∈ G sind genau dann konjugiert, wenn sie den gleichen Zyklentyp haben.
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(b) Jedes g ∈ G ist zu allen Erzeugern von ⟨g⟩ konjugiert.

(c) Die Charaktertafel von G ist ganzzahlig.
Hinweis: Brauers Permutationslemma.

Aufgabe II.75 (2 Punkte). Sei χ ∈ Irr(G), g ∈ G und z ∈ Z(χ). Zeigen Sie χ(gz) = χ(z)
χ(1)χ(g).

Aufgabe II.76 (3 Punkte). Ein Charakter-Sudoku: Vervollständigen Sie folgende Charaktertafel, in
der die erste Spalte zum trivialen Element gehört:

χ1

χ2

χ3

χ4 1 −1 1 1 i
χ5 2 2 2 −1 0
χ6

χ7 3 3 −1 0 1
χ8

χ9

χ10
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III.1 Kommutative Algebra

Bemerkung III.1.1. Als Fortsetzung zu Kapitel II.11 studieren wir kommutative Ringe R, die nicht
unbedingt nullteilerfrei sind. Ist R noethersch, so lässt sich mit der Primärzerlegung ein Ersatz für die
Primfaktor- und Primidealzerlegung konstruieren. Anschließend entwickeln wir einen Dimensionsbegriff,
der im nächsten Kapitel geometrisch interpretiert wird.

Satz III.1.2 (Hilberts Basissatz). Ist R kommutativ und noethersch, so auch R[X].

Beweis. Nehmen wir an, dass I ⊴R[X] nicht endlich erzeugt ist. Sei f0 := 0 ∈ R[X]. Für k ≥ 1 wählen
wir induktiv fk ∈ I\(f0, . . . , fk−1)mit minimalem Grad dk. Dann ist sicher 0 ≤ d1 ≤ d2 ≤ . . .. Sei ak ∈ R
der führende Koeffizient von fk, d. h. fk = akX

dk + . . .. Nach Voraussetzung wird (a1) ⊆ (a1, a2) ⊆ . . .
stationär. Insbesondere existiert ein k ∈ N mit ak =

∑k−1
i=1 riai für gewisse ri ∈ R. Definiere

gk := fk −
k−1∑
i=1

riX
dk−difi.

Dann ist gk ∈ I \ (f0, . . . , fk−1), aber deg gk < dk im Widerspruch zur Wahl von fk.

Definition III.1.3. Eine Teilmenge S eines Rings R heißt multiplikativ abgeschlossen, falls 1 ∈ S,
0 /∈ S und xy ∈ S für alle x, y ∈ S.

Lemma III.1.4. Sei R ein kommutativer Ring und S ⊆ R multiplikativ abgeschlossen. Dann gilt:

(i) Durch
(r, s) ∼ (r′, s′) :⇐⇒ ∃t ∈ S : t(rs′ − r′s) = 0

wird eine Äquivalenzrelation auf R× S definiert. Sei [r, s] die Äquivalenzklasse von (r, s).

(ii) Durch

[r, s] + [r′, s′] := [rs′ + r′s, ss′],

[r, s] · [r′, s′] := [rr′, ss′]

wird die Menge der Äquivalenzklassen zu einem kommutativen Ring R[S−1] mit 0 := [0, 1] und
1 := [1, 1].

(iii) Die Abbildung Φ: R→ R[S−1], r 7→ [r, 1] ist ein Ringhomomorphismus mit Φ(S) ⊆ R[S−1]×.

Beweis.

(i) Reflexivität und Symmetrie sind offensichtlich. Sei (r, s) ∼ (r′, s′) ∼ (r′′, s′′) und t, t′ ∈ S mit
t(rs′ − r′s) = 0 = t′(r′s′′ − r′′s′). Dann ist tt′s′ ∈ S mit

tt′s′(rs′′ − r′′s) = (trs′)t′s′′ − (t′r′′s′)ts = (tr′s)t′s′′ − (t′r′s′′)ts = 0.

Dies zeigt (r, s) ∼ (r′′, s′′).
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(ii) Für die Wohldefiniertheit sei [a, b] = [a′, b′], [c, d] = [c′, d′] und s, t ∈ S mit s(ab′ − a′b) = 0 und
t(cd′ − c′d) = 0. Dann gilt

st((ad+ cb)b′d′ − (a′d′ + c′b′)bd) = tdd′s(ab′ − a′b) + sbb′t(cd′ − c′d) = 0

und [a, b] + [c, d] = [ad+ cb, bd] = [a′d′ + c′b′, b′d′] = [a′, b′] + [c′, d′]. Analog ist

st(acb′d′ − a′c′bd) = st(acb′d′ − a′bcd′ + a′bcd′ − a′c′bd)

= tcd′s(ab′ − a′b) + sa′bt(cd′ − c′d) = 0

und [a, b][c, d] = [ac, bd] = [a′c′, b′d′] = [a′, b′][c′, d′]. Offenbar sind beide Verknüpfungen kommuta-
tiv und die Multiplikation ist assoziativ. Für die Addition gilt

([a, b] + [c, d]) + [e, f ] = [ad+ cb, bd] + [e, f ] = [(ad+ cb)f + ebd, bdf ] = [adf + (cf + ed)b, bdf ]

= [a, b] + [cf + ed, df ] = [a, b] + ([c, d] + [e, f ]).

Sicher ist [0, 1] neutral bzgl. + und [1, 1] neutral bzgl. ·. Außerdem gilt [a, b] + [−a, b] = [0, 1]. Das
Distributivgesetz folgt aus

[a, b]([c, d] + [e, f ]) = [a, b][cf + ed, df ] = [a(cf + ed), bdf ] = [acbf + aebd, b2df ]

= [ac, bd] + [ae, bf ] = [a, b][c, d] + [a, b][e, f ].

(iii) Es gilt Φ(1) = [1, 1] = 1, Φ(a+ b) = [a+ b, 1] = [a, 1] + [b, 1] und Φ(ab) = [ab, 1] = [a, 1][b, 1]. Für
s ∈ S gilt [s, 1][1, s] = 1. Daher ist Φ(s) eine Einheit in R[S−1].

Definition III.1.5. Man nennt R[S−1] die Lokalisierung von R nach S.

Bemerkung III.1.6.

(i) Die Definition von ∼ besagt, dass [r, s] bis auf „Erweitern und Kürzen“ eindeutig bestimmt ist.

(ii) Ist R ein Integritätsbereich, so kann man in der Definition von ∼ stets t = 1 wählen. In diesem Fall
ist Φ injektiv und wir schreiben r

s anstatt [r, s]. Die Wahl S = R\{0} liefert den Quotientenkörper
R[S−1] = Q(R) von R und Φ ist die kanonische Einbettung aus Aufgabe I.40. Für eine kleinere
Teilmenge S kann man R[S−1] als Ringadjunktion in R ⊆ Q(R) auffassen (die Verwendung der
eckigen Klammern ist daher konsistent).

(iii) Die Elemente aus S werden mittels Φ in Lemma III.1.4 invertierbar gemacht. Dies erklärt die
Schreibweise R[S−1]. Besteht S bereits aus Einheiten, so ist Φ ein Isomorphismus und man hat
nichts gewonnen. Ist nämlich [r, 1] = [0, 1], so existiert t ∈ S mit tr = 0. Dies zeigt r = t−1tr = 0.
Ist [r, s] ∈ R[S−1] beliebig, so gilt [r, s] = [rs−1, 1] ∈ Φ(R).

Beispiel III.1.7.

(i) Sei x ∈ R \ {0} und S = {xn : n ∈ N0} \ {0}. Dann nennt man R[x−1] := R[S−1] die Lokalisierung
von R nach x. Für R = K[X] und x = X erhält man den Ring der Laurent-Polynome K[X,X−1].

(ii) Ist P ⊴ R ein Primideal, so kann man S = R \ P wählen. Man schreibt dann RP := R[S−1].
Offenbar ist RPP := (Φ(P )) = {[r, s] : r ∈ P, s /∈ P} ⊴ RP . Für R = Z und P = (p) mit p ∈ P
erhält man Z(p) = {ab : a, b ∈ Z, p ∤ b}.
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Satz III.1.8 (Universelle Eigenschaft). Sei φ : R→ T ein Homomorphismus von
kommutativen Ringen. Sei S ⊆ R multiplikativ abgeschlossen mit φ(S) ⊆ T×. Dann
existiert genau ein Ringhomomorphismus φ̂ : R[S−1] → T mit φ̂([r, 1]) = φ(r) für
alle r ∈ R.

R[S−1]

TR

φ̂

φ

Φ

Beweis. Für [a, b] ∈ R[S−1] sei φ̂([a, b]) := φ(a)φ(b)−1 ∈ T . Sei [a, b] = [c, d], s ∈ S mit s(ad −
cb) = 0. Dann folgt φ(s)φ(a)φ(b)−1 = φ(s)φ(c)φ(d)−1. Wegen φ(s) ∈ T× ergibt sich φ̂([a, b]) =
φ(a)φ(b)−1 = φ(c)φ(d)−1 = φ̂([c, d]), d. h. φ̂ ist wohldefiniert. Sicher ist φ̂([1, 1]) = 1 und φ̂([a, b][c, d]) =
φ̂([a, b])φ̂([c, d]). Schließlich gilt

φ̂([a, b] + [c, d]) = φ̂([ad+ cb, bd]) = φ(ad+ cb)φ(bd)−1

= φ(a)φ(b)−1 + φ(c)φ(d)−1 = φ̂([a, b]) + φ̂([c, d]).

Also ist φ̂ ein Ringhomomorphismus. Sei auch γ : R[S−1] → T ein Homomorphismus mit γ([a, 1]) = φ(a)
für alle a ∈ R. Dann gilt

γ([a, b]) = γ([a, 1][1, b]) = γ([a, 1])γ([b, 1])−1 = φ(a)φ(b)−1 = φ̂([a, b])

für alle [a, b] ∈ R[S−1]. Dies zeigt γ = φ̂.

Satz III.1.9. Mit den Bezeichnungen aus Lemma III.1.4 sind die Abbildungen

P 7→ Φ−1(P ), Q 7→ (Φ(Q))

zueinander inverse Bijektionen zwischen der Menge der Primideale von R[S−1] und der Menge der zu
S disjunkten Primideale von R.

Beweis. Für ein Primideal P⊴R[S−1] ist auch Φ−1(P )⊴R ein Primideal, da Φ ein Homomorphismus ist.
Angenommen es existiert s ∈ S∩Φ−1(P ). Dann ist Φ(s) ∈ P ∩R[S−1]× und man erhält den Widerspruch
P = R[S−1]. Also ist Φ−1(P )∩S = ∅. Selbstverständlich ist (Φ(Φ−1(P ))) ⊆ P . Sei umgekehrt [r, s] ∈ P .
Dann ist [r, 1] = [s, 1][r, s] ∈ P also r ∈ Φ−1(P ) und [r, s] = [1, s][r, 1] ∈ (Φ(Φ−1(P ))). Dies zeigt
(Φ(Φ−1(P ))) = P

Sei nun umgekehrt Q⊴R ein Primideal mit Q ∩ S = ∅. Nach Definition ist (Φ(Q))⊴R[S−1]. Im Fall
(Φ(Q)) = R[S−1] enthält Φ(Q) eine Einheit, sagen wir [q, 1]. Sei [rq, s] = [r, s][q, 1] = 1. Dann existiert
t ∈ S mit t(rq − s) = 0. Dies ergibt den Widerspruch st = trq ∈ S ∩Q = ∅. Also ist (Φ(Q)) ein echtes
Ideal. Seien [a, b], [c, d] ∈ R[S−1] mit [ac, bd] = [a, b][c, d] ∈ (Φ(Q)). Sei [r, s] ∈ R[S−1] und q ∈ Q mit
[ac, bd] = [rq, s]. Wieder existiert t ∈ S mit t(acs − rqbd) = 0. Aus acst = rbdq ∈ Q folgt ac ∈ Q,
da Q ein Primideal ist und st ∈ S. O.B. d.A. sei a ∈ Q. Dann ist [a, b] = [a, 1][1, b] ∈ (Φ(Q)). Somit
ist (Φ(Q)) ein Primideal von R[S−1] mit Q ⊆ Φ−1((Φ(Q))). Sei schließlich x ∈ Φ−1((Φ(Q))). Dann
existieren q ∈ Q und [r, s] ∈ R[S−1] mit [x, 1] = [r, s][q, 1] = [rq, s]. Sei t ∈ S mit t(xs− rq) = 0. Aus
xst = trq ∈ Q folgt x ∈ Q. Damit ist Φ−1((Φ(Q))) = Q gezeigt.

Satz III.1.10. Sei R ein kommutativer, noetherscher Ring und S ⊆ R multiplikativ abgeschlossen.
Dann ist R[S−1] noethersch.

Beweis. Für I⊴R[S−1] ist J := Φ−1(I)⊴R endlich erzeugt, sagen wir J = Rx1+. . .+Rxn. Mit [r, s] ∈ I
ist auch [r, 1] = [s, 1][r, s] ∈ I und y ∈ J . Dann existieren r1, . . . , rn ∈ R mit r = r1x1 + . . .+ rnxn. Es
folgt [r, s] = [r1, s][x1, 1] + . . .+ [rn, s][xn, 1]. Daher wird I von [x1, 1], . . . , [xn, 1] erzeugt. Dies zeigt,
dass jedes (Links)ideal von R[S−1] endlich erzeugt ist.
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Bemerkung III.1.11. Ein kommutativer Ring R ist offenbar genau dann lokal, wenn R/J(R) ein
Körper ist (vgl. Satz II.12.11).

Satz III.1.12. Für jedes Primideal P eines kommutativen Rings R ist RP lokal mit J(RP ) = RPP
und RP /J(RP ) ∼= Q(R/P ).

Beweis. Nach Satz III.1.9 korrespondieren die Primideale von RP mit den Primidealen von R, die in P
enthalten sind. Daher muss RPP = (Φ(P )) das einzige maximale Ideal von RP sein.

Der kanonische Ringhomomorphismus φ : R→ R/P ↪→ Q(R/P ), r 7→ r+P erfüllt φ(R\P ) ⊆ Q(P/R)×.
Nach der universellen Eigenschaft lässt er sich zu

φ̂ : RP → Q(R/P ), [r, s] 7→ r + P

s+ P

fortsetzen. Wegen Q(R)× = {s + P : s ∈ R \ P} ist φ̂ surjektiv. Nach dem Homomorphiesatz muss
Ker(φ̂) ein maximales Ideal sein, d. h. Ker(µ̂) = J(RP ) und RP /J(RP ) ∼= Q(R).

Bemerkung III.1.13. Sei R kommutativ und I ⊴R. In Aufgabe II.10 wurde das Radikal
√
I := {x ∈ R : ∃n ∈ N : xn ∈ I}⊴R

von I eingeführt. Es gilt I ⊆
√
I =

√√
I und I = R⇔

√
I = R.

Lemma III.1.14. Sei R kommutativ und noethersch. Für jedes Ideal I ⊴ R existiert ein n ∈ N mit√
I
n ⊆ I.

Beweis. Da R noethersch ist, ist
√
I endlich erzeugt, sagen wir

√
I = (x1, . . . , xk). Sei xni

i ∈ I für
i = 1, . . . , k und n := n1 + . . .+ nk. Für r1x1 + . . .+ rkxk ∈

√
I gilt dann

(r1x1 + . . .+ rkxk)
n =

∑
(i1,...,ik)∈Nk

0
i1+...+ik=n

(
n

i1, . . . , ik

)
ri11 x

i1
1 . . . r

ik
k x

ik
k ∈ I,

denn für mindestens ein j ist ij ≥ nj . Dies zeigt
√
I
n ⊆ I.

Satz III.1.15. Für jedes Ideal I eines kommutativen Rings R ist
√
I der Durchschnitt aller Primideale

von R, die I enthalten.

Beweis. Sei x ∈
√
I mit xn ∈ I. Für jedes Primideal P ⊇ I gilt dann x ∈ P . Sei nun x ∈ R \

√
I.

Mit Zorns Lemma zeigt man leicht, dass {J ⊴ R : I ⊆ J, xn /∈ J∀n ∈ N} ein maximales Element P
besitzt. Angenommen es existieren a, b ∈ R \ P mit ab ∈ P . Dann existieren n,m ∈ N mit xn ∈ (P, a)
und xm ∈ (P, b). Seien r, s ∈ R und p, q ∈ P mit xn = p + ra und xm = q + sb. Dann erhält man
den Widerspruch xn+m = (p+ ra)(q + sb) = pq + raq + psb+ rsab ∈ P . Also ist P ein Primideal mit
x /∈ P .

Definition III.1.16. Sei R kommutativ und I ⊴R. Man nennt I

• Radikalideal , falls I =
√
I, d. h. aus xn ∈ I folgt x ∈ I für alle x ∈ R und n ∈ N.

• primär , falls I ̸= R und für alle x, y ∈ R gilt: Aus xy ∈ I folgt x ∈ I oder y ∈
√
I.
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Bemerkung III.1.17.

(i) Die Bedingung xy ∈ I ⇒ x ∈ I ∨ y ∈
√
I gilt natürlich auch für yx. Sie lässt sich also symmetrisch

formulieren: xy ∈ I ⇒ x ∈ I ∨ y ∈ I ∨ x, y ∈
√
I.

(ii) Nach Satz III.1.15 ist jedes Radikalideal ein Durchschnitt von Primidealen. Umgekehrt sieht man
leicht, dass jeder Durchschnitt von Primidealen ein Radikalideal ist.

Beispiel III.1.18.

(i) Die Primideale von R sind genau die primären Radikalideale.

(ii) Das Ideal (4)⊴ Z ist primär, aber weder ein Primideal noch ein Radikalideal.

(iii) Das Ideal (2)× (0)⊴ Z× Z ist ein Radikalideal, aber weder ein Primideal noch primär.

Lemma III.1.19. Ist I ⊴R primär, so ist
√
I ein Primideal.

Beweis. Sei x, y ∈ R mit xy ∈
√
I. Dann existiert n ∈ N mit xnyn ∈ I. Es folgt xn ∈ I oder ynm ∈ I

für ein m ∈ N. Dies zeigt x ∈
√
I oder y ∈

√
I. Also ist

√
I ein Primideal.

Definition III.1.20. Sei R kommutativ, I ⊴R und S ⊆ R. Wir definieren

(I:S) := {r ∈ R : ∀s ∈ S : rs ∈ I}.

Man zeigt leicht: I ⊆ (I:S)⊴R. Für S = {s} schreiben wir (I:s) anstelle von (I:S). Die Primideale der
Form (I:s) nennt man die zu I assoziierten Primideale.

Satz III.1.21 (Lasker-Noether). Sei R kommutativ und noethersch. Für jedes Ideal I⊴R existieren
primäre Ideale P1, . . . , Pn⊴R mit I = P1 ∩ . . .∩Pn,

⋂
j ̸=i Pj ⊈ Pi für i = 1, . . . , n und

√
Pi ̸=

√
Pj für

i ≠ j. Dabei sind
√
P1, . . . ,

√
Pn die zu I assoziierten Primideale. Insbesondere ist n eindeutig bestimmt.

Beweis.
Existenz: Im Fall I = R gilt die Behauptung mit n = 0. Sei M die Menge der Ideale, die sich nicht
als Durchschnitt von primären Idealen schreiben lassen. Nehmen wir M ≠ ∅ an. Da R noethersch ist,
existiert ein maximales Element M ∈ M. Existieren I, J ⊴R mit I ≠M ≠ J und M = I ∩ J , so ist
I, J /∈ M. Dann sind aber I und J Durchschnitte von primären Idealen und somit auch M . Also ist M
kein Schnitt von größeren Idealen. Wir zeigen, dass M selbst primär ist. Sei dafür x, y ∈ R mit xy ∈M
und y /∈

√
M . Offenbar gilt M ⊆ (M :y) ⊆ (M :y2) ⊆ . . .. Da R noethersch ist, gilt

I := (M :yn) = (M :yn+1) = . . .

für ein n ∈ N. Sei J := M + (yn) ⊴ R und r ∈ I ∩ J . Dann existieren s ∈ R und t ∈ M mit
r = t+ syn und tyn + sy2n = ryn ∈ M . Es folgt sy2n ∈ M und s ∈ (M :y2n) = (M :yn) = I. Nun ist
r = t+ syn ∈ M und I ∩ J = M . Aus dem ersten Teil des Beweises folgt I = M , denn yn ∈ J \M .
Also gilt x ∈ (M :y) ⊆ I ⊆M und M ist primär. Damit hat man den Widerspruch M /∈ M. Jedes Ideal
I ist also ein Durchschnitt von primären Idealen P1, . . . , Pn.

Im Fall
⋂
j ̸=i Pj ⊆ Pi für ein i entfernt man Pi, ohne den Durchschnitt zu verändern. Sei

√
Pi =

√
Pj

mit i ̸= j. Seien x, y ∈ R mit xy ∈ Pi ∩ Pj . Dann gilt x ∈ Pi ∩ Pj oder y ∈
√
Pi =

√
Pj =

√
Pi ∩ Pj .

Also ist Pi ∩ Pj primär und wir können Pi, Pj durch Pi ∩ Pj ersetzen. Nach endlich vielen Ersetzungen
gilt

√
Pi ̸=

√
Pj für i ̸= j.
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Eindeutigkeit: Sei 1 ≤ i ≤ n und Qi :=
⋂
j ̸=i Pj (für n = 1 sei Qi = R). Nach Lemma III.1.14 gilt√

Pi
m ⊆ Pi und

√
Pi
m
Qi ⊆ Pi ∩Qi = I, falls m groß genug ist. Sei m minimal mit

√
Pi
m
Qi ⊆ I. Dann

existiert y ∈
√
Pi
m−1

Qi \ I (notfalls m = 1). Wir zeigen
√
Pi = (I:y). Wegen y /∈ I ist y ∈ Qi \ Pi.

Für r ∈ R mit yr ∈ I ⊆ Pi gilt r ∈
√
Pi, da Pi primär ist. Dies zeigt (I:y) ⊆

√
Pi. Umgekehrt gilt√

Piy ⊆
√
Pi
m
Qi ⊆ I, also

√
Pi ⊆ (I:y).

Es bleibt zu zeigen, dass jedes zu I assoziierte Primideal (I:r) unter den
√
Pi auftritt. Im Fall r ∈ I

wäre (I:r) = R kein Primideal. Sei also r /∈ I. Dann ist Q :=
∏
r/∈Pi

Pi ≠ R nicht das leere Produkt. Es
folgt Qr ⊆ P1 ∩ . . . ∩ Pn = I und Q ⊆ (I:r). Da (I:r) ein Primideal ist, ergibt sich Pi ⊆ (I:r) für ein i
mit r /∈ Pi. Es folgt

√
Pi ⊆

√
(I:r) = (I:r). Sei umgekehrt s ∈ R mit rs ∈ I ⊆ Pi. Dann folgt s ∈

√
Pi,

da Pi primär ist. Dies zeigt (I:r) ⊆ Pi.

Bemerkung III.1.22. Man nennt I = P1 ∩ . . . ∩ Pn in Satz III.1.21 eine Primärzerlegung von I.
Im Allgemeinen sind die primären Ideale P1, . . . , Pn nicht eindeutig bestimmt (Aufgabe II.14). Ist I
jedoch ein Radikalideal, so kann man nach Satz III.1.15 für P1, . . . , Pn Primideale wählen. Es gilt dann√
Pi = Pi für i = 1, . . . , n.

Beispiel III.1.23.

(i) Sei R ein faktorieller Ring und x = pa11 . . . pann ∈ R eine Primfaktorzerlegung. Dann ist (x) =
(pa11 ) ∩ . . . ∩ (pann ) eine Primärzerlegung mit

√
(paii ) = (pi) für i = 1, . . . , n.

(ii) Sei R ein Dedekindring und I = P a11 . . . P ann ⊴ R eine Primidealzerlegung. Dann ist I = P a11 ∩
. . . ∩ P ann eine Primärzerlegung mit

√
P aii = Pi für i = 1, . . . , n. Die Primärzerlegung kann daher

als gemeinsame Verallgemeinerung der Primfaktor- und Primidealzerlegung angesehen werden.
Zum Beispiel ist Z[

√
−5][X] noethersch nach Hilberts Basissatz, aber weder faktoriell noch ein

Dedekindring.

(iii) Offenbar sind (X,Z) und (Y,Z) Primideale in R := K[X,Y, Z], denn R/(X,Z) ∼= K[Y ] ∼=
R/(Y, Z) ist ein Integritätsbereich. Daher ist I := (XY,Z) = (X,Z)∩ (Y,Z) eine Primärzerlegung.
Nehmen wir an, dass I ein Produkt von Primidealen I = P1 . . . Pn ist. Wegen I ⊆ (X,Z) und
I ⊆ (Y,Z) existieren i, j mit Pi ⊆ (X,Z) und Pj ⊆ (Y, Z). Im Fall i = j ist Pi = I. Wegen
X,Y /∈ I ist I aber kein Primideal. Daher ist i ̸= j und man erhält den Widerspruch

Z ∈ I ⊆ PiPj = (RX +RZ)(RY +RZ) = (XY,XZ, Y Z,Z2)

(man setze gedanklich X = Y = 0). Also besitzt I keine Primidealzerlegung.

Satz III.1.24. Sei R kommutativ, I ⊴ R und P ⊴ R ein Primideal mit I ⊆ P . Dann existiert ein
minimales Primideal Q mit I ⊆ Q ⊆ P (d. h. zwischen I und Q liegt kein Primideal). Ist R zusätzlich
noethersch, so ist Q zu I assoziiert. Insbesondere gibt es dann nur endlich viele Q.

Beweis. Die Menge M aller Primideale zwischen I und P ist wegen P ∈ M nichtleer und durch ⊆
geordnet. Sei N ⊆ M total geordnet und S :=

⋂
N∈N N . Sind x1, x2 ∈ R \ S, so existieren Ni ∈ N mit

xi /∈ Ni für i = 1, 2. O.B. d.A. sei N1 ⊆ N2. Da N1 ein Primideal ist, folgt x1x2 /∈ N1 und x1x2 /∈ S.
Daher ist S ein Primideal mit I ⊆ S, d. h. S ∈ M ist eine untere Schranke von N . Nach Zorns Lemma
besitzt M ein minimales Element Q.

Sei nun R noethersch und I = P1 ∩ . . . ∩ Pn eine Primärzerlegung, sodass
√
P1, . . . ,

√
Pn die zu I

assoziierten Primideale sind. Aus P1 . . . Pn ⊆ I ⊆ Q folgt Pi ⊆ Q und
√
Pi ⊆ Q für ein 1 ≤ i ≤ n. Die

Minimalität von Q liefert Q =
√
Pi. Die letzte Aussage folgt aus Lasker-Noether.
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Bemerkung III.1.25. In der Situation von Satz III.1.24 sagt man: Q liegt minimal über I. Ist
I selbst ein Primideal, so ist Q = I. Ist I ein Radikalideal, so ist I der Durchschnitt der zu I
assoziierten Primideale P1, . . . , Pn (Bemerkung III.1.22). Die Eindeutigkeit der Primärzerlegung zeigt,
dass P1, . . . , Pn minimal über I liegen. Im Allgemeinen sind jedoch nicht alle zu I assoziierten Primideale
minimal über I.

Lemma III.1.26. Sei R kommutativ und M ein endlich erzeugter R-Modul. Sei I ⊴R mit IM =M .
Dann existiert a ∈ I mit (1− a)M = 0.

Beweis. Sei M = Rx1 + . . .+Rxn. Wegen IM =M gilt auch M = Ix1 + . . .+ Ixn. Seien aij ∈ I mit
xi =

∑n
j=1 aijxj für i = 1, . . . , n. Mit bij := δij − aij gilt

∑n
j=1 bijxj = 0 für i = 1, . . . , n. Die Leibniz-

Formel für B := (bij) ∈ Rn×n impliziert detB = 1 − a für ein a ∈ I. Sei Bij die Streichmatrix aus
der Laplace-Entwicklung und dij := (−1)i+j detBij . Dann gilt detB =

∑n
i=1 bijdij durch Entwicklung

nach der j-ten Spalte. Ersetzt man die j-te Spalte von B durch die k-te Spalte für k ̸= j, so erhält man∑n
i=1 bikdij = 0, denn die neue Matrix besitzt zwei identische Spalten. Daraus folgt

det(B)xj =

n∑
i=1

bijdijxj =

n∑
k=1

xk

n∑
i=1

bikdij =

n∑
i=1

dij

n∑
k=1

bikxk = 0

für j = 1, . . . , n. Zusammen erhält man (1− a)M = 0.

Satz III.1.27 (Krulls Durchschnittsatz). Sei R kommutativ und noethersch. Sei I ◁ R und J :=⋂
n∈N I

n. Dann gilt IJ = J und es existiert ein a ∈ I mit (1 − a)J = 0. Ist R lokal oder ein
Integritätsbereich, so ist J = 0.

Beweis. Sei P ⊴R primär mit IJ ⊆ P ⊆
√
P . Aus Lemma III.1.19 folgt J ⊆

√
P , denn J ⊆ I. Nach

Lemma III.1.14 gilt
√
P
n ⊆ P für ein n ∈ N. Dies zeigt J = Jn ⊆ P . Da IJ nach Lasker-Noether

ein Durchschnitt von primären Idealen ist, ergibt sich J ⊆ IJ ⊆ J . Nach Lemma III.1.26 mit M = J
existiert a ∈ I mit (1 − a)J = 0. Ist R lokal, so ist 1 − a ∈ R \ J(R) invertierbar und J = 0. Ist R
nullteilerfrei, so gilt ebenfalls J = 0, denn a ̸= 1.

Definition III.1.28. Sei R kommutativ und P ⊴R ein Primideal. Die Höhe h(P ) ∈ N0 von P ist die
maximale Länge l einer Kette von Primidealen P = P0 ⊋ P1 ⊋ . . . ⊋ Pl. Gibt es beliebig lange solche
Ketten, so sei h(P ) = ∞. Schließlich sei

dimR := sup
{
h(P ) : P ⊴R Primideal

}
die Krull-Dimension von R.

Beispiel III.1.29.

(i) Ein Integritätsbereich R hat Krull-Dimension 0 genau dann, wenn R ein Körper ist. Andererseits
hat auch der lokale Ring Z/4Z Krull-Dimension 0.

(ii) Jeder Dedekindring, der kein Körper ist, hat Krull-Dimension 1, denn die nicht-trivialen Primideale
sind maximal.

(iii) Die Folge von Primidealen (0) ⊊ (X1) ⊊ (X1, X2) ⊊ . . . ⊊ (X1, . . . , Xn) in R := K[X1, . . . , Xn]
zeigt dimR ≥ n. Wir werden zeigen, dass Gleichheit gilt. Wegen (0) ⊊ (X) ⊊ (X, 2) ist andererseits
dimZ[X] ≥ 2.
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Lemma III.1.30. Sei R kommutativ und noethersch. Für jedes maximale Ideal P ⊴R und n ∈ N ist
R/Pn ein artinscher R-Modul.

Beweis. Induktion nach n: Wegen R/Pn−1 ≃ (R/Pn)/(Pn−1/Pn) genügt es nach Lemma II.7.6 zu
zeigen, dass der R-Modul M := Pn−1/Pn artinsch ist (wobei P 0 := R). Wegen PM = 0 kann man
M als Vektorraum über dem Körper R/P auffassen (vgl. Beweis von Satz II.9.7). Die Untermoduln
entsprechen den Unterräumen. Da R noethersch ist, sind Pn−1 und M endlich erzeugte R-Moduln.
Somit ist M endlich-dimensional und die Behauptung folgt.

Lemma III.1.31. Sei R kommutativ, noethersch und lokal. Sei a ∈ J(R), sodass R/Ra ein artinscher
R-Modul ist. Dann existiert höchstens ein Primideal, welches a nicht enthält.

Beweis. Sei P ⊴R ein Primideal mit a /∈ P . Für n ∈ N sei

Pn := {r ∈ R : ∃s ∈ R \ P : rs ∈ Pn} = Φ−1((RPP )
n)⊴R

wie in Satz III.1.9. Da P ein Primideal ist, gilt P = P1 ⊇ P2 ⊇ . . .. Sei Q := P ∩ Ra ⊴ R. Da
P/Q ≃ (P +Ra)/Ra ⊆ R/Ra artinisch ist, wird die Folge

(P1 +Q)/Q ⊇ (P2 +Q)/Q ⊇ . . .

stationär. Sei n ∈ N mit Pm + Q = Pm+1 + Q für alle m ≥ n. Mit Pn ⊴ R ist auch M := Pn/Pm
ein endlich erzeugter R-Modul. Für x ∈ Pn ⊆ Pm +Q ⊆ Pm + Ra existieren y ∈ Pm und r ∈ R mit
x = y + ra. Wegen ra = x − y ∈ Pn existiert s ∈ R \ P mit ras ∈ Pn. Aus a /∈ P folgt r ∈ Pn. Dies
zeigt a(r+Pm) = x+Pm und aM =M . Da a ∈ J(R), gilt J(R)M =M . Nach Lemma III.1.26 existiert
b ∈ J(R) mit (1− b)M = 0. Da R lokal ist, gilt 1− b ∈ R× und M = 0, d. h. Pn = Pm für m ≥ n.

Krulls Durchschnittsatz angewendet auf den lokalen Ring RP zeigt
⋂
m≥1(RPP )

m = 0. Es folgt
Pn =

⋂
m≥n Pm = Φ−1(0) und P ⊆

√
Pn =

√
Φ−1(0). Sei umgekehrt x ∈

√
Pn und xk ∈ Pn. Dann

existiert s ∈ R \ P mit xks ∈ Pn ⊆ P . Da P ein Primideal ist, gilt x ∈ P . Daher ist P =
√

Φ−1(0)
eindeutig bestimmt.

Satz III.1.32 (Krulls Hauptidealsatz). Sei R kommutativ und noethersch. Sei I ⊴R ein Hauptideal
und P ⊴R ein minimales Primideal über I. Dann gilt h(P ) ≤ 1.

Beweis. Sei I = Ra. Sei zunächst R lokal und P = J(R). Dann ist P das einzige Primideal, welches
a enthält. Nach Satz III.1.15 ist

√
I = P . Nach Lemma III.1.14 ist Pn ⊆ I für ein n ∈ N. Nach Lem-

ma III.1.30 und Lemma II.7.6 ist R/I ≃ (R/Pn)/(I/Pn) ein artinscher R-Modul. Nach Lemma III.1.31
gibt es neben P höchstens ein weiteres Primideal. Insbesondere ist h(P ) ≤ 1.

Sei nun R beliebig (kommutativ und noethersch). Nach Satz III.1.10 und Satz III.1.12 ist RP noethersch
und lokal. Nach Satz III.1.9 ist RPP ein minimales Primideal über (Φ(I)) = RPa. Der erste Teil des
Beweises zeigt, dass die Aussage in RP gilt. Mit Satz III.1.9 gilt sie auch in R.

Lemma III.1.33 (Primvermeidung1). Sei R kommutativ, I ⊴R und P1, . . . , Pn ⊴R Primideale mit
I ⊆ P1 ∪ . . . ∪ Pn. Dann gilt I ⊆ Pi für ein i ∈ {1, . . . , n}.

1im Original prime avoidance genannt
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Beweis. Sei n > 1 minimal. Dann existieren xi ∈ I \
⋃
j ̸=i Pj ⊆ Pi. Betrachte y := x1 + x2 . . . xn ∈ I.

Wegen x1 /∈ Pi für i > 1 ist y ∈ P1 und daher auch x2 . . . xn ∈ P1. Da P1 ein Primideal ist, folgt xi ∈ P1

für ein i > 1. Widerspruch.

Bemerkung III.1.34. Sei R noethersch und I⊴R. Nach Lemma II.7.6 ist der R-Modul R/I noethersch.
Damit ist jeder Untermodul von R/I auch als R/I-Modul endlich erzeugt, d. h. der reguläre R/I-Modul
ist noethersch. Also ist R/I als Ring noethersch. Dieses Argument wird im Folgenden mehrfach benutzt.

Lemma III.1.35. Sei R kommutativ und noethersch. Seien P0, . . . , Pn, Q1, . . . , Qm ⊴ R Primideale
mit P0 ⊊ . . . ⊊ Pn ⊈ Q1 ∪ . . . ∪ Qm. Dann existieren Primideale P ′

1, . . . , P
′
n−1 ⊈ Q1 ∪ . . . ∪ Qm mit

P0 ⊊ P ′
1 ⊊ . . . ⊊ P ′

n−1 ⊊ Pn.

Beweis. Induktion nach n: Im Fall n ≤ 1 ist nichts zu tun. Sei n ≥ 2 und P ′
2, . . . , P

′
n−1 ⊈ Q1 ∪ . . .∪Qm

mit P1 ⊊ P ′
2 ⊊ . . . ⊊ P ′

n−1 ⊊ Pn bereits konstruiert. Nach Lemma III.1.33 gilt P ′
2 ⊈ P1 ∪Q1 ∪ . . .∪Qm.

Sei x ∈ P ′
2 \ (P1 ∪Q1 ∪ . . .∪Qm). Nach Satz III.1.24 existiert ein minimales Primideal P ′

1 über Rx+P0

mit P ′
1 ⊆ P ′

2. Offenbar gilt P0 ⊊ P ′
1 und P ′

1 ⊈ Q1 ∪ . . . ∪Qm.

Zum Nachweis von P ′
1 ̸= P ′

2 gehen wir zum noetherschen Ring R := R/P0 über (Bemerkung III.1.34).
Wegen P0 ⊊ P1 ⊊ P ′

2 hat P ′
2/P0 in R mindestens Höhe 2. Andererseits ist P ′

1/P0 minimal über dem
Hauptideal (Rx+ P0)/P0. Krulls Haupidealsatz zeigt h(P ′

1/P0) ≤ 1 und es folgt P ′
1 ̸= P ′

2.

Satz III.1.36 (Krulls Höhensatz). Sei R kommutativ und noethersch. Seien x1, . . . , xn ∈ R und
P ⊴R ein minimales Primideal über (x1, . . . , xm). Dann gilt h(P ) ≤ n. Insbesondere hat jedes Primideal
in R endliche Höhe.

Beweis. Induktion nach n: Nach dem Hauptidealsatz dürfen wir n ≥ 2 voraussetzen. Sei I :=
(x1, . . . , xn−1). Ist P minimal über I, so gilt h(P ) ≤ n − 1 nach Induktion. Nehmen wir also das
Gegenteil an. Nach Satz III.1.24 existieren nur endlich viele Primideale Q1, . . . , Qm minimal über
I. Nach Lemma III.1.33 ist P ⊈ Q1 ∪ . . . ∪ Qm. Seien P = P0 ⊋ P1 ⊋ . . . ⊋ Ph Primideale. Nach
Lemma III.1.35 können wir Ph−1 ⊈ Q1 ∪ . . . ∪ Qm annehmen. Im noetherschen Ring R := R/I
(Bemerkung III.1.34) sind die Primideale Q1/I, . . . , Qm/I minimal, aber P/I nicht. Andererseits ist
P/I minimal über dem Hauptideal (x1, . . . , xn)/I ≃ Rxn/(Rxn ∩ I). Nach dem Hauptidealsatz gilt
h(P/I) = 1. Sei Q ein Primideal mit P ⊇ Q ⊋ Ph−1 + I. Dann ist Q ⊈ Q1 ∪ . . . ∪ Qm und Q
kann nicht minimal über I sein. Dies zeigt h(Q/I) ≥ 1 und Q = P . Daher ist P/Ph−1 minimal über
(Ph−1 + I)/Ph−1 ≃ I/(I ∩ Ph−1). Nach Induktion gilt h− 1 ≤ h(P/Ph−1) ≤ n− 1, also h ≤ n.

Die zweite Behauptung folgt, da P als Ideal eines noetherschen Rings endlich erzeugt ist.

Bemerkung III.1.37. Obwohl noethersche Ringe in der Regel nicht artinsch sind, zeigt Satz III.1.36,
dass absteigende Ketten von Primidealen stationär werden müssen. Die Länge solcher Ketten ist
allerdings nicht beschränkt, d. h. es gibt noethersche Ringe mit unendlicher Krull-Dimension (Beispiel
von Nagata).

Lemma III.1.38. Sei R ein noetherscher Integritätsbereich und P ⊴R[X] ein Primideal mit P ∩R = 0.
Dann gilt h(P ) ≤ 1.
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Beweis. Sei S := R \ {0} multiplikativ abgeschlossen, Q = Q(R) = R[S−1] der Quotientenkörper von
R und R̂ := R[X][S−1] die Lokalisierung von R[X] nach S. Nach der universellen Eigenschaft lässt sich
die Einbettung R[X] ↪→ Q[X] zu einem Homomorphismus φ̂ : R̂→ Q[X], αs 7→ α

s fortsetzen (α ∈ R[X],
s ∈ S). Es gilt α

s = 0 in Q[X] genau dann, wenn α = 0 in R[S]. Also ist φ̂ injektiv. Da sich jedes
Polynom in Q[X] in der Form α

s mit α ∈ R[X] und s ∈ S (Hauptnenner der Koeffizienten) schreiben
lässt, ist φ̂ ein Isomorphismus.2 Insbesondere ist R̂ ein Hauptidealring. Sei 0 ̸= P ′ ⊴R[X] ein Primideal
mit P ′ ⊆ P . Es gilt P ′ ∩ S ⊆ P ∩ R ∩ S = {0} ∩ S = ∅. Nach Satz III.1.9 sind (Φ(P ′)) ⊆ (Φ(P ))
nicht-triviale Primideale im Hauptidealring R̂. Aus Lemma II.5.18 folgt (Φ(P ′)) = (Φ(P )) und P ′ = P
nach Satz III.1.9. Dies zeigt h(P ) ≤ 1.

Satz III.1.39. Für jeden noetherschen Integritätsbereich R gilt dimR[X] = 1 + dimR.

Beweis. Da R ein Integritätsbereich ist, ist (X)⊴R[X] ein Primideal. Jede Kette von Primidealen in
R[X]/(X) ∼= R entspricht einer Kette von Primidealen in R[X], die man durch (0) verlängern kann.
Dies zeigt dimR[X] ≥ 1 + dimR. Insbesondere können wir n := dimR < ∞ annehmen und durch
Induktion nach n argumentieren. Im Fall n = 0 ist R ein Körper und R[X] ein Hauptidealring mit
Krull-Dimension 1. Sei daher n ≥ 1 und P0 ⊋ . . . ⊋ Pm = (0) eine Kette von Primidealen in R[X]. Es
genügt m ≤ n+ 1 zu zeigen. O.B. d.A. sei m ≥ 2.

Angenommen es gilt Pm−1 ∩ R = 0. Aus Lemma III.1.38 folgt dann Pm−2 ∩ R ≠ 0. Sei 0 ̸= x ∈
Pm−2 ∩ R. Wegen h(Pm−2) ≥ 2 kann Pm−2 nach dem Hauptidealsatz nicht minimal über Rx liegen.
Sei Q⊴R ein minimales Primideal über Rx mit Q ⊊ Pm−2. Wir können Pm−1 durch Q ersetzen und
ab jetzt I := Pm−1 ∩ R ̸= 0 annehmen. Da I ⊴ R ein Primideal ist, ist R := R/I ein noetherscher
Integritätsbereich. Wie üblich folgt dimR ≤ dim(R)− 1 = n− 1. Nach Induktion gilt dimR[X] ≤ n.
Der kanonische Epimorphismus R → R setzt sich zu einem Epimorphismus µ : R[X] → R[X] fort.
Für P := Ker(µ) ⊴ R[X] gilt daher dim(R[X]/P ) = dimR[X] ≤ n. Da P aus den Polynomen mit
Koeffizienten in I ⊆ Pm−1 besteht, ergibt sich P ⊆ R[X]I ⊆ Pm−1. Die Kette von Primidealen
P0/P ⊋ . . . ⊋ Pm−1/P zeigt m− 1 ≤ dim(R[X]/P ) ≤ n, also m ≤ n+ 1.

Folgerung III.1.40. Für jeden Körper K gilt dimK[X1, . . . , Xn] = n.

2Informell ausgedrückt: R[X][S−1] = R[X,S−1] = R[S−1][X] = Q[X].
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III.2 Algebraische Geometrie

Bemerkung III.2.1. In der linearen Algebra untersucht man die Lösungsmengen linearer Gleichungs-
systeme. Mit der Hauptachsentransformation lassen sich auch die Lösungen einer einzelnen quadratischen
Gleichung beschreiben (man erhält Kegelschnitte im R2 bzw. Quadriken im Rn). In der algebraischen
Geometrie interessiert man sich allgemeiner für die Lösungsmengen von Systemen von Polynomgleichun-
gen. Fermats letzter Satz fragt beispielsweise nach den rationalen Lösungen der Gleichung Xn+Y n = Zn

für n ≥ 3. Da die Theorie bereits für eine Variable kompliziert ist (siehe Kapitel I.14), beschränken wir
uns auf algebraisch abgeschlossene Körper. Wir bringen die besagten Lösungsmengen mit Radikalidealen
im Polynomring in Verbindung, um einen Dimensionsbegriff mit Hilfe der Krullschen Sätze einzuführen.

Satz III.2.2 (Zariskis Lemma). Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung. Existiert ein Ringepimorphismus
K[X1, . . . , Xn] → L, so ist |L : K| <∞.

Beweis. Sei xi ∈ L das Bild von Xi unter den gegebenen Epimorphismus. Nehmen wir an, dass eine
Transzendenzbasis B ≠ ∅ von L über K existiert. Sei b ∈ B. Indem man K durch K(B \ {b}) ersetzt,
kann man B = {b} annehmen. Da K(b) ⊆ L algebraisch ist, existiert

m := max
1≤i≤n

|K(xi, b) : K(b)|.

Also ist jedes Element aus L eine K(b)-Linearkombination der Elemente xk11 . . . xknn mit 0 ≤ k1, . . . , kn ≤
m. Insbesondere ist d := |L : K(b)| < ∞. Sei e1, . . . , ed ∈ L eine K(b)-Basis von L. Für 1 ≤ i, j ≤ d
und 1 ≤ s ≤ n sei

eiej =
d∑

k=1

αijk(b)

βijk(b)
ek xs =

d∑
t=1

γst(b)

δst(b)
et

mit αijk, βijk, γst, δst ∈ K[X]. Jedes a ∈ L ist eine K-Linearkombination von Produkten der xi. Nach
Ausmultiplizieren ist a eine K(b)-Linearkombination der ei, wobei die Nenner der Koeffizienten Produkte
der δst(b) und βijk(b) sind. Insbesondere können nur endlich viele irreduzible Polynome aus K[X] als
Faktoren dieser Nenner auftreten. Da K[X] aber unendlich viele irreduzible Polynome besitzt (für
|K| = ∞ nehme man X + a mit a ∈ K und für |K| <∞ benutze man Bemerkung I.11.16), können die
ei nicht linear unabhängig sein. Dieser Widerspruch zeigt B = ∅ und K ⊆ L ist algebraisch. Wie oben
ist dann |L : K| <∞.

Bemerkung III.2.3. Die Bedingung in Satz III.2.2 bedeutet, dass L als K-Algebra endlich erzeugt ist.
Beachte: K[X] ist als K-Algebra endlich erzeugt, aber nicht endlich-dimensional (vgl. Satz III.2.24).

Folgerung III.2.4 (Schwacher Nullstellensatz). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und
I ◁K[X1, . . . , Xn]. Dann existieren x1, . . . , xn ∈ K mit α(x1, . . . , xn) = 0 für alle α ∈ I.
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Beweis. Nach Krulls Satz II.2.7 können wir annehmen, dass I maximal ist. Nach Satz I.7.12 ist
L := K[X1, . . . , Xn]/I eine Körpererweiterung von (K + I)/I ∼= K/(K ∩ I) ∼= K. Nach Satz III.2.2 ist
|L : K| <∞. Da K algebraisch abgeschlossen ist, gilt sogar |L : K| = 1 und K[X1, . . . , Xn] = K + I.
Für i = 1, . . . , n sei xi ∈ K mit Xi − xi ∈ I. Dann ist J := (X1 − x1, . . . , Xn − xn) ⊆ I. Wegen
K[X1, . . . , Xn]/J ∼= K ist auch J maximal und es folgt I = J . Dies zeigt die Behauptung.

Definition III.2.5. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und R := K[X1, . . . , Xn]. Für P ⊆ R
und A ⊆ Kn sei

V(P ) :=
{
(x1, . . . , xn) ∈ Kn : ∀α ∈ P : α(x1, . . . , xn) = 0

}
,

I(A) :=
{
α ∈ R : ∀(x1, . . . , xn) ∈ A : α(x1, . . . , xn) = 0

}
.

Die Mengen der Form V(P ) für P ⊆ R nennt man (affine) Varietäten. Sei A(Kn) die Menge aller
Varietäten von Kn.

Bemerkung III.2.6.

(i) Die folgenden Ergebnisse über Varietäten beziehen sich stets auf algebraisch abgeschlossene Körper.

(ii) Für P ⊆ R gilt V(P ) = V((P )) = V(
√
(P )). Jede Varietät hat also die Form V(I) für ein

Radikalideal I. Nach Hilberts Basissatz existieren außerdem Polynome α1, . . . , αk ∈ R mit
I = (α1, . . . , αk). Wir setzen V(α1, . . . , αk) := V(I).

Beispiel III.2.7. Besteht P aus linearen Polynomen in X1, . . . , Xn (d. h. degα ≤ 1 für alle α ∈ P ),
so ist V(P ) die Lösungsmenge eines linearen Gleichungssystems. Im Fall V(P ) ̸= ∅ ist V(P ) dann ein
affiner Unterraum, also von der Form x+ U mit x ∈ Kn und U ≤ Kn.

Lemma III.2.8. Für P,Q, Pi ⊴R := K[X1, . . . , Xn] gilt

(i) V(∅) = Kn, V(R) = ∅.

(ii)
⋂
i∈I V(Pi) = V(

⋃
i∈I Pi) = V(

∑
i∈I Pi).

(iii) P ⊆ Q⇒ V(Q) ⊆ V(P ).

(iv) V(P ) ∪ V(Q) = V(P ∩Q).

Beweis. Alle Aussagen bis auf V(P ∩Q) ⊆ V(P )∪V(Q) sind trivial. Sei x ∈ Kn \ (V(P )∪V(Q)). Dann
existieren α ∈ P und β ∈ Q mit α(x) ̸= 0 ̸= β(x). Dann ist (αβ)(x) ̸= 0 und αβ ∈ PQ ⊆ P ∩Q. Dies
zeigt x /∈ V(P ∩Q).

Bemerkung III.2.9. Nach Lemma III.2.8 erhält man eine Topologie auf Kn, indem man für die
abgeschlossenen Mengen die Varietäten wählt (die offenen Mengen sind die Komplemente von abge-
schlossenen Mengen). Sie heißt Zariski-Topologie. Für eine beliebige Teilmenge M ⊆ Kn nennt man
M := V(I(M)) ∈ A(Kn) den Zariski-Abschluss von M in Kn.

Beispiel III.2.10. Nach Beispiel III.2.7 sind die einelementigen Teilmengen von Kn abgeschlossen
bzgl. der Zariski-Topologie und somit auch alle endlichen Teilmengen. Im Fall R = K[X] hat jedes
nicht-triviale Ideal die Form (α) mit α ̸= 0. Da α nur endlich viele Nullstellen besitzt, sind hier alle
Varietäten außer K endlich.
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Satz III.2.11 (Hilberts Nullstellensatz). Die Abbildungen V und I sind zueinander inverse Bijektionen
zwischen der Menge der Radikalideale von K[X1, . . . , Xn] und A(Kn).

Beweis (Rabinowitsch). Für ein Radikalideal I ⊴ R := K[X1, . . . , Xn] und A ∈ A(Kn) gilt I ⊆
I(V(I)) und A ⊆ V(I(A)) nach Definition. Eine Anwendung von V auf die erste Inklusion ergibt
V(I(V(I))) ⊆ V(I). Speziell für A = V(I) folgt V(I(A)) ⊆ A. Also ist V(I(A)) = A.

Sei nun α ∈ I(V(I)) \ {0} und Î := (I, αY − 1)⊴R[Y ]. Angenommen es existiert (x1, . . . , xn, y) ∈ V(Î).
Dann ist (x1, . . . , xn) ∈ V(I) und man erhält den Widerspruch

(αY − 1)(x1, . . . , xn, y) = α(x1, . . . , xn)y − 1 = −1 ̸= 0.

Also ist V(Î) = ∅ und der schwache Nullstellensatz impliziert Î = R[Y ]. Daher existieren β1, . . . , βk, γ ∈
R[Y ] und α1, . . . , αk ∈ I mit

β1α1 + . . .+ βkαk + γ(αY − 1) = 1.

Indem wir Y durch α−1 substituieren, erhalten wir

k∑
i=1

β1(X1, . . . , Xn, α
−1)αi = 1 ∈ K(X1, . . . , Xn)

Multipliziert man mit einer genügend hohen Potenz αm, so folgt αm ∈ I und α ∈
√
I = I.

Bemerkung III.2.12. In der Situation von Satz III.2.11 korrespondieren die maximalen Ideale in R
mit den einelementigen Varietäten, also mit den Elementen von Kn (vgl. Beweis von Folgerung III.2.4).

Definition III.2.13. Eine Varietät A ∈ A(Kn) heißt reduzibel , falls B,C ∈ A(Kn) mit A = B ∪ C
und B,C ⊊ A existieren. Eine nicht-leere Varietät heißt irreduzibel, wenn sie nicht reduzibel ist.

Lemma III.2.14. Genau dann ist A ∈ A(Kn) irreduzibel, wenn I(A) ein Primideal ist.

Beweis. Sei A = B ∪ C reduzibel mit Varietäten B,C ⊊ A. Dann gilt I(B), I(C) ⊈ I(A), aber
I(B)I(C) ⊆ I(A). Folglich ist I(A) kein Primideal. Ist umgekehrt I(A) kein Primideal, so existieren
α, β ∈ R \ I(A) mit αβ ∈ I(A). Für B := V((I(A), α)) und C := V((I(A), β)) gilt A = B ∪ C und
B,C ⊊ A.

Bemerkung III.2.15. Sei ∅ ≠ A ⊆ A(Kn). Da R noethersch ist, besitzt die Menge {I(A) : A ∈ A}
ein maximales Element, sagen wir I(A) mit A ∈ A. Offenbar ist A nun ein minimales Element von A.

Satz III.2.16. Für jede Varietät A ∈ A(Kn) existieren (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmte
irreduzible Varietäten A1, . . . , Ak mit A = A1 ∪ . . . ∪Ak und Ai ⊈ Aj für alle i ̸= j.

Beweis. Sei A ⊆ A(Kn) die Menge der Varietäten, die keine solche Zerlegung besitzen. Nehmen wir
A ≠ ∅ an. Nach Bemerkung III.2.15 besitzt A ein minimales Element A. Da A keine Zerlegung besitzt,
ist A reduzibel, sagen wir A = B ∪ C. Wegen B,C ⊊ A gilt B,C /∈ A, d. h. B und C lassen sich in der
gewünschten Form zerlegen. Dann lässt sich aber auch B ∪ C = A zerlegen. Dieser Widerspruch zeigt
A = ∅.
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Zum Nachweis der Eindeutigkeit gehen wir von zwei Zerlegungen A = B1 ∪ . . . ∪ Bk = C1 ∪ . . . ∪ Cl
aus. Für 1 ≤ i ≤ k gilt Bi = Bi ∩A = (Bi ∩ C1) ∪ . . . ∪ (Bi ∩ Cl). Da Bi irreduzibel ist, gilt Bi ⊆ Cj
für ein 1 ≤ j ≤ l. Analog existiert 1 ≤ s ≤ k mit Cj ⊆ Bs. Aus Bi ⊆ Bs folgt i = s und Bi = Cj .

Bemerkung III.2.17. In der Situation von Satz III.2.16 nennt man A1, . . . , Ak die (irreduziblen)
Komponenten von A. Die Eindeutigkeit der Komponenten zeigt, dass I(A) = I(A1) ∩ . . . ∩ I(Ak) eine
Primärzerlegung von I(A) ist, wobei die Primideale I(Ai) =

√
I(Ai) zu I(A) assoziiert sind. Nach

Satz III.1.24 und Bemerkung III.1.25 sind I(A1), . . . , I(Ak) genau die minimalen Primideale über I(A).

Beispiel III.2.18.

(i) Die Komponenten einer endlichen Varietät sind nach Beispiel III.2.10 einelementig.

(ii) Sei α ∈ K[X1, . . . , Xn] \K mit Primfaktorzerlegung α = αe11 . . . αekk . Dann sind V(α1), . . . ,V(αk)
die Komponenten von V(α) nach Beispiel III.1.23.

(iii) Sei I := (X2 − Y Z,XZ −X)⊴K[X,Y, Z] und A = V(I) ∈ A(K3). Wegen XZ −X = X(Z − 1)
gilt

I = (X2 − Y Z,X) ∩ (X2 − Y Z,Z − 1) = (Y Z,X) ∩ (X2 − Y,Z − 1)

= (X,Y ) ∩ (X,Z) ∩ (X2 − Y,Z − 1).

Dabei sind (X,Y ) und (X,Z) Primideale und K[X,Y, Z]/(X2 − Y,Z − 1) ∼= K[X,Y ]/(X2 − Y ).
Da X2−Y irreduzibel ist (Ansatz: X2−Y = (X +aY + b)(X + cY +d)), ist auch (X2−Y, Z− 1)
ein Primideal. Als Durchschnitt von Primidealen ist I ein Radikalideal (Bemerkung III.1.17).
Offensichtlich gibt es keine Inklusionen unter den drei Primidealen. Die Komponenten von A sind
daher

V(X,Y ) = {(0, 0, z) : z ∈ K},
V(X,Z) = {(0, y, 0) : y ∈ K},

V(X2 − Y,Z − 1) = {(x, x2, 1) : x ∈ K}.

Definition III.2.19. Für A ∈ A(Kn) nennt man

K[A] := K[X1, . . . , Xn]/I(A)

den Koordinatenring von A. Man nennt dimA := dimK[A] die Dimension von A (dimK[A] ist die
Krull-Dimension). Zusätzlich setzt man dim∅ := −∞.

Bemerkung III.2.20.

(i) Aus Folgerung III.1.40 folgt d := dimA ≤ n für jede Varietät A ∈ A(Kn). Sind P0/I(A) ⊊
. . . ⊊ Pd/I(A) Primideale in K[A], so sind A ⊇ V(P0) ⊋ . . . ⊋ V(Pd) irreduzible Varietäten
und umgekehrt. Man kann dimA daher auch als maximale Länge einer Kette von irreduziblen
Varietäten in A definieren.

(ii) Seien α1, . . . , αk ∈ K[X1, . . . , Xn] lineare Polynome ohne Absolutglied. Dann ist A = V(α1, . . . , αk)
als Lösungsmenge eines homogenen Gleichungssystems ein Unterraum von Kn. O.B. d.A. seien
α1, . . . , αk linear unabhängig (insbesondere k ≤ n). Nach dem Gauß-Algorithmus können wir αi =
Xi+aiXi+1+ . . . für i = 1, . . . , k und ai ∈ K annehmen. Nun folgt leicht K[A] ∼= K[Xk+1, . . . , Xn]
und dimA = n− k nach Folgerung III.1.40. Daher stimmt dimA mit dem Dimensionsbegriff aus
der linearen Algebra überein.
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Lemma III.2.21. Sind A1, . . . , Ak die Komponenten von A ∈ A(Kn), so gilt

dimA = max
1≤i≤k

dimAi.

Beweis. Sind P0/I(Ai) ⊊ . . . ⊊ Ph/I(Ai) Primideale in K[Ai], so sind P0/I(A) ⊊ . . . ⊊ Ph/I(A)
Primideale in K[A]. Dies zeigt dimAi ≤ dimA für i = 1, . . . , k. Seien umgekehrt P0/I(A) ⊊ . . . ⊊
Ph/I(A) Primideale in K[A] mit h = dimA. Dann ist P0 minimal über I(A). Nach Bemerkung III.2.17
ist P0 = I(Ai) für ein 1 ≤ i ≤ k. Nun sind P0/I(Ai) ⊊ . . . ⊊ Ph/I(Ai) Primideale in K[Ai]. Es folgt
dimA = h ≤ dimAi.

Lemma III.2.22.

(i) Eine Varietät A ist genau dann endlich, wenn dimA ≤ 0.

(ii) Für I = (α1, . . . , αk)◁K[X1, . . . , Xn] mit k < n gilt dimV(I) ≥ 1.

Beweis.

(i) O.B. d.A. sei A ̸= ∅. Sei A endlich, o. B. d.A. A = {(x1, . . . , xn)} nach Lemma III.2.21 und
Beispiel III.2.18. Dann ist I(A) = (X1 − x1, . . . , Xn − xn) und K[A] ∼= K. Dies zeigt dimA = 0.
Sei umgekehrt dimA = 0 und o. B. d. A. A irreduzibel. Dann ist K[A] ein Körper (Beispiel III.1.29)
und I(A) ein maximales Ideal. Bemerkung III.2.12 zeigt |A| = 1.

(ii) Sei A := V(I). Wegen I ≠ K[X1, . . . , Xn] ist dimA ≥ 0. Nehmen wir dimA = 0 an. Sei
P ⊴K[X1, . . . , Xn] ein Primideal minimal über I(A) =

√
I. Das Primideal P/

√
I ⊴K[A] muss

dann maximal sein. Damit ist auch P maximal in K[X1, . . . , Xn]. Bekanntlich hat P die Form
P = (X1 − x1, . . . , Xn− xn). Die Primideale (0) ⊊ (X1 − x1) ⊊ (X1 − x1, X2 − x2) . . . ⊊ P zeigen
h(P ) = n. Sei Q ein Primideal mit I ⊆ Q ⊆ P . Wegen

√
I ⊆

√
Q = Q ist Q = P , d. h. P ist auch

minimal über I. Krulls Höhensatz liefert den Widerspruch h(P ) ≤ k < n.

Bemerkung III.2.23.

(i) Sind die Polynome α1, . . . , αk in Lemma III.2.22 linear, so erhält man die bekannte Aussage, dass
ein unterbestimmtes lineares Gleichungssystem entweder keine oder unendlich viele Lösungen
besitzt (sofern |K| = ∞). Im Allgemeinen gilt Lemma III.2.22 allerdings nicht für beliebige
(unendliche) Körper. Zum Beispiel besitzt X2 + Y 2 = 0 nur die triviale Lösung (0, 0) in R2.

(ii) Für A ̸= ∅ kann man K[A] als Vektorraum über

K ∼= K/(K ∩ I(A)) ∼= (K + I(A))/I(A) ⊆ K[A]

auffassen. Ist A irreduzibel, so ist K[A] ein Integritätsbereich (Lemma III.2.14) mit Quotienten-
körper K(A) := Q(K[A]). Wir zeigen in dieser Situation, dass dimA mit dem Transzendenzgrad
von K(A) über K übereinstimmt (Satz III.2.26).

(iii) Der folgende Satz gilt für beliebige Körper K und liefert Transzendenzbasen für Ringe.

Satz III.2.24 (Noether-Normalisierung). Sei K ein Körper und K[X1, . . . , Xn] → R ein Rin-
gepimorphismus. Dann ist R als Modul über einem Teilring S ∼= K[Y1, . . . , Yd] mit d ≤ n endlich
erzeugt.
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Beweis. Wir identifizierenK mit seinem Bild unter dem gegebenen Epimorphismus Φ: K[X1, . . . , Xn] →
R. Ist Φ injektiv, so gilt die Behauptung mit d = n und S = R. Dies schließt den Fall n = 0 ein. Sei
also n ≥ 1 und die Existenz von S für n− 1 bereits bewiesen. Sei xi := Φ(Xi) ∈ R für i = 1, . . . , n. Sei
α ∈ Ker(Φ) \ {0} und q := 1 + degα. Wir substituieren Xi durch Xi +Xqi

n für i = 1, . . . , n− 1. Aus
einem Monom Xa1

1 . . . Xan
n in α wird dann

(X1 +Xq
n)
a1 . . . (Xn−1 +Xqn−1

n )an−1Xan
n = . . .+Xa1q+...+an−1qn−1+an

n .

Wegen a1, . . . , an < q ist an+a1q+ . . .+an−1q
n−1 eine q-adische Entwicklung. Für verschiedene n-Tupel

(a1, . . . , an) erhält man also verschiedene Xn-Potenzen. Insbesondere existiert genau eine solche Potenz
Xe
n mit maximalem Exponenten e. Ist c ∈ K× der entsprechende Koeffizient, so ist

β := c−1α(X1 +Xq
n, . . . , Xn−1 +Xqn−1

n , Xn)

normiert vom Grad e als Polynom in Xn. Sei yi := xi − xq
i

n ∈ R für i = 1, . . . , n − 1 und T :=
K[y1, . . . , yn−1] ⊆ R. Nach Induktion ist T über einem Teilring S ∼= K[Y1, . . . , Yd] mit d ≤ n−1 endlich
erzeugt. Außerdem ist γ := β(y1, . . . , yn−1, Xn) ∈ T [Xn] normiert vom Grad e mit

γ(xn) = c−1α(x1, . . . , xn) = c−1Φ(α) = 0.

Umstellen ergibt xen =
∑m−1

i=1 γix
i
n mit γ1, . . . , γd−1 ∈ T . Nach Voraussetzung wird R als K-Vektorraum

von den Monomen in x1, . . . , xn erzeugt. Dabei dürfen wir x1, . . . , xn−1 durch y1, . . . , yn−1 ersetzen.
Daher wird R als T -Modul von 1, xn, . . . , x

e−1
n erzeugt. Somit ist R auch ein endlich erzeugter S-

Modul.

Definition III.2.25. In der Situation von Satz III.2.24 nennt man den Teilring K[Y1, . . . , Yd] ∼= S ⊆ R
eine Noether-Normalisierung von R.

Satz III.2.26. Ist A ∈ A(Kn) irreduzibel, so ist dimA der Transzendenzgrad von K(A) über K.

Beweis. Sei K[Y1, . . . , Yd] ∼= S ⊆ K[A] eine Noether-Normalisierung von K[A]. Nach Beispiel II.11.7
ist S ⊆ K[A] eine ganze Ringerweiterung und Satz II.11.18 zeigt dimA = dimK[A] = dimS. Nach
Folgerung III.1.40 gilt dimS = d. Sei jetzt α1, . . . , αk ein Erzeugendensystem von K[A] als S-Modul.
Dann gilt K(A) = Q(S)(α1, . . . , αk). Da S ⊆ K[A] ganz ist, ist die Körpererweiterung K(Y1, . . . , Yd) ∼=
Q(S) ⊆ K(A) algebraisch. Dies zeigt trg(K(A)|K) = d = dimA.

Folgerung III.2.27. Für α ∈ K[X1, . . . , Xn] \K gilt dimV(α) = n− 1.

Beweis. Für die Primfaktorzerlegung α = αe11 . . . αekk gilt A := V(α) = V(α1)∪ . . .∪V(αk). Wir können
daher annehmen, dass α irreduzibel ist. Dann gilt I(A) =

√
(α) = (α). Sei Xi := Xi + (α) ∈ K(A)

für i = 1, . . . , n. Wegen α(X1, . . . , Xn) = 0 sind X1, . . . , Xn algebraisch abhängig über K. Aus dem
Basisergänzungssatz II.4.12 folgt trg(K(A)|K) ≤ n− 1. Für die umgekehrte Ungleichung können wir
o. B. d.A. annehmen, dass Xn in α vorkommt. Angenommen es gibt ein β ∈ K[X1, . . . , Xn−1] mit
β(X1, . . . , Xn−1) = 0 in K(A). Dann folgt α | β. Da Xn aber nicht in β vorkommt, muss β = 0 gelten.
Dies zeigt, dass X1, . . . , Xn−1 algebraisch unabhängig über K sind.

Bemerkung III.2.28. Folgerung III.2.27 suggeriert die Bezeichnung Hyperfläche (als nicht-lineare
Version der Hyperebene) für Varietäten der Form V(α) mit α ∈ K[X1, . . . , Xn] \K.

265



Beispiel III.2.29. Sei A = V(X2−Y Z,XZ−X) wie in Beispiel III.2.18. Die Komponenten V(X,Y ) und
V(X,Z) haben offensichtlich Dimension 1. Für A3 := V(X2−Y,Z−1) gilt K[A3] ∼= K[X,Y ]/(X2−Y ).
Nach Folgerung III.2.27 ist A3 eine Hyperfläche in K2 und daher dimA = 1 nach Lemma III.2.21.

Lemma III.2.30. Sei I ⊴K[X1, . . . , Xn] und a1, . . . , ad ∈ Kn \ V(I). Dann existiert ein α ∈ I mit
α(ai) ̸= 0 für i = 1, . . . , d.

Beweis. Induktion nach d: Im Fall d = 1 ist die Behauptung trivial. Sei d ≥ 2. Nach Induktion existieren
αi ∈ I mit αi(aj) ̸= 0 für i ≠ j. O.B. d.A. sei αi(ai) = 0 für i = 1, . . . , d (anderenfalls wähle α := αi).
Nun hat α := α1 + α2 . . . αd die gewünschte Eigenschaft.

Bemerkung III.2.31. Bekanntlich bestimmt die Diskriminante eines Polynoms α ∈ K[X], ob α eine
mehrfache Nullstelle im algebraischen Abschluss von K besitzt. Wir definieren eine Invariante, die
anzeigt, ob zwei beliebige Polynome eine gemeinsame Nullstelle (Teiler) besitzen.

Definition III.2.32. Sei R ein Integritätsbereich, α =
∑d

i=0 aiX
i ∈ R[X] und β =

∑e
i=0 biX

i ∈ R[X]
mit ad ̸= 0 ̸= be. Man nennt

S(α, β) :=



a0 0 b0 0

a1
. . . b1

. . .
...

. . .
. . .

...
. . . b0

ad
. . . a0

... b1
. . . a1 be

...
. . .

...
. . .

...
0 ad 0 be


∈ R(d+e)×(d+e)

die Sylvester-Matrix von α, β (falls d+ e > 0). Ihre Determinante res(α, β) := detS(α, β) ∈ R heißt
Resultante von α, β.1 Für d = e = 0 sei res(α, β) := 1. Außerdem sei res(0, β) = 0 = res(α, 0).

Beispiel III.2.33.

(i) Für d = 0 gilt S(α, β) = diag(a0, . . . , a0) und res(α, β) = ae0. Außerdem ist

res(X − a,X − b) =

∣∣∣∣−a −b
1 1

∣∣∣∣ = b− a.

(ii) Durch de Vertauschungen zweier benachbarter Spalten von S(α, β) erhält man res(β, α) =
(−1)de res(α, β).

Satz III.2.34. Sei R faktoriell und α, β ∈ R[X]\{0}. Genau dann ist ggT(α, β) ∈ R, wenn res(α, β) ̸=
0.

1Man verwechsele die Resultante nicht mit der (kubischen) Resolvente.
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Beweis. Nach Gauß ist R[X] faktoriell. Sei d := degα und e := deg β. Sei δ ∈ R[X]\R ein gemeinsamer
Teiler von α, β. Dann gilt αβδ −β

α
δ = 0. Wir schreiben β

δ =
∑
a′iX

i und −α
δ =

∑
b′iX

i. Wegen deg δ > 0
gilt a′i = b′j = 0 für i ≥ e und j ≥ d. Dies zeigt

a0a
′
0 + b0b

′
0 = 0

a1a
′
0 + a0a

′
1 + b1b

′
0 + b0b

′
1 = 0

...

ada
′
e−1 + beb

′
d−1 = 0.

Daher ist (a′0, . . . , a′e−1, b
′
0, . . . , b

′
d−1) eine nicht-triviale Lösung des homogenen Gleichungssystems mit

Koeffizientenmatrix S(α, β). Nach Übergang zu Q(R) folgt res(α, β) = 0.

Ist umgekehrt res(α, β) = 0, so existiert eine nicht-triviale Lösung (a′0, . . . , a
′
e−1, b

′
0, . . . , b

′
d−1) ∈ Q(R)d+e

des besagten Gleichungssystems. Nach Multiplikation mit einem gemeinsamen Nenner können wir
(a′0, . . . , a

′
e−1, b

′
0, . . . , b

′
d−1) ∈ Rd+e annehmen. Für α̃ =

∑
a′iX

i und β̃ =
∑
b′iX

i gilt nun αα̃+ ββ̃ = 0,
also αα̃ = −ββ̃. Im Fall ggT(α, β) ∈ R müsste jeder nicht-konstante Primteiler von α ein Teiler von β̃
sein. Dies ist wegen deg β̃ < d aber ausgeschlossen. Damit ist ggT(α, β) /∈ R gezeigt.

Bemerkung III.2.35.

(i) Ist R ein Körper, so bedeutet die Bedingung ggT(α, β) ∈ R, dass α und β teilerfremd sind.

(ii) Das nächste Ergebnis ist ein Ersatz für Bézouts Lemma.

Lemma III.2.36. Sei R ein Integritätsbereich und α, β ∈ R[X] \R. Dann existieren γ, δ ∈ R[X] mit
αγ + βδ = res(α, β).

Beweis. Wie bisher sei d := degα und e := deg β. Nach Voraussetzung ist d, e ≥ 1. Für i = 2, . . . , d+ e
addieren wir das Xi−1-fache der i-te Zeile der Sylvester-Matrix auf die erste (Gauß-Algorithmus):

res(α, β) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α Xα · · · Xe−1α β · · · Xd−1β

a1
. . . b1

. . .
...

. . .
. . .

...
. . . b0

ad
. . . a0

... b1
. . . a1 be

...
. . .

...
. . .

...
ad be

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Laplace-Entwicklung nach der ersten Zeile liefert r0, . . . , re−1, s0, . . . , sd−1 ∈ R mit

res(α, β) =
e−1∑
i=0

αXiri +
d−1∑
i=0

βXisi.

Die Behauptung folgt mit γ =
∑
riX

i und δ =
∑
siX

i.

Lemma III.2.37. Sei R ein Integritätsbereich und α, β, γ ∈ R[X]. Dann gilt

res(αβ, γ) = res(α, γ) res(β, γ).
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Beweis. Wir dürfen R durch K := Q(R) ersetzen. O.B. d.A. sei α ̸= 0 ̸= γ mit d := degα und
f := deg γ. Aus der Linearität der Determinante in den Spalten der Sylvester-Matrix folgt res(α, cγ) =
cd res(α, γ) für alle c ∈ K. Wir können daher annehmen, dass γ normiert ist. Wir betrachten den
K-Vektorraum V aller Polynome vom Grad < d+ f bzgl. der Basen

B := {1, X, . . . ,Xd+f−1},
C := {1, X, . . . ,Xf−1, γ,Xγ, . . . ,Xd−1γ}.

Sei Fα ∈ EndK(V ) mit Fα(Xi) := αXi für i = 0, . . . , f − 1 und Fα(Xiγ) := Xiγ für i = 0, . . . , d− 1.
Bezüglich C und B hat Fα die Darstellungsmatrix B[Fα]C := S(α, γ). Die Basiswechselmatrix T von B
nach C ist eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Hauptdiagonale, da γ normiert ist. Insbesondere
gilt detT = 1. Für die Darstellungsmatrix von Fα bzgl. B und B gilt daher B[Fα]B = B[Fα]CT und
detFα = det(S(α, γ)) det(T ) = res(α, γ).

Da Fα trivial auf dem Unterraum W := ⟨γ,Xγ, . . . ,Xd−1γ⟩ operiert, induziert Fα einen Endomorphis-
mus Fα auf V := V/W ≃ K[X]/(γ) mit der gleichen Determinante. Tatsächlich beschreibt Fα lediglich
die Multiplikation mit α modulo (γ). Insbesondere ist Fαβ = Fα ◦ Fβ . Dies zeigt

res(αβ, γ) = detFαβ = det(Fα ◦ Fβ) = det(Fα) det(Fβ) = res(α, γ) res(β, γ).

Bemerkung III.2.38. Für d = degα, e = deg β und f = deg γ gilt

res(γ, αβ) = (−1)f(d+e) res(αβ, γ) = (−1)df res(α, γ)(−1)ef res(β, γ) = res(γ, α) res(γ, β)

nach Beispiel III.2.33.

Satz III.2.39. Sei R ein Integritätsbereich und α, β ∈ R[X] normiert. Seien x1, . . . , xd bzw. y1, . . . , ye
die Nullstellen von α bzw. β im algebraischen Abschluss Q(R). Dann gilt

res(α, β) =
d∏
i=1

e∏
j=1

(yj − xi).

Beweis. O.B. d.A. sei R = Q(R). Aus Lemma III.2.37, Bemerkung III.2.38 und Beispiel III.2.33 folgt

res(α, β) = res((X − x1) . . . (X − xd), (X − y1) . . . (X − ye))

=
d∏
i=1

e∏
j=1

res(X − xi, X − yj) =
d∏
i=1

e∏
j=1

(yj − xi).

Folgerung III.2.40. Sei α ∈ K[X] \K normiert vom Grad d. Dann ist Dα = (−1)
d(d−1)

2 res(α′, α).

Beweis. O.B. d.A. sei K = K. Nach Satz I.11.20 ist K vollkommen. Im Fall α′ = 0 ist α = βp mit
β ∈ K[X] und p = charK > 0 (vgl. Beweis von Satz I.11.20). Dann besitzt α eine mehrfache Nullstelle
und es folgt Dα = 0 = res(α′, α). Sei daher α = (X − x1) . . . (X − xd) und α′ = c(X − y1) . . . (X − ye)
mit c ∈ K×. Nach der Produktregel gilt α′ =

∑d
i=1

α
X−xi . Dies zeigt

c
e∏
j=1

(xi − yj) = α′(xi) =
∏
j ̸=i

(xi − xj)
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für i = 1, . . . , d. Mit Satz III.2.39 folgt

res(α′, α) = cd
d∏
i=1

e∏
j=1

(xi − yj) =
d∏
i=1

∏
j ̸=i

(xi − xj) = (−1)
d(d−1)

2

∏
i<j

(xj − xi)
2 = (−1)

d(d−1)
2 Dα.

Bemerkung III.2.41.

(i) Für charK ∤ deg(α) ist degα = deg(α′) + 1 und res(α′, α) = res(α, α′) nach Beispiel III.2.33.

(ii) Mittels der Sylvester-Matrix ermöglicht Folgerung III.2.40 die Berechnung der Diskriminante,
ohne R zu verlassen.

Beispiel III.2.42. Sei charK ̸= 3 und α = X3 + aX + b ∈ K[X]. Dann gilt

Dα = − res(α′, α) = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a . . b .
. a . a b
3 . a . a
. 3 . 1 .
. . 3 . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 . a . a
. 3 . 1 .
. . 3 . 1
a . . b .
. a . a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 . a . a
. 3 . 1 .
. . 3 . 1
. . −1

3a
2 b −1

3a
2

. . . 2
3a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 . a . a
. 3 . 1 .
. . 3 . 1
. . . b −2

9a
2

. . . 2
3a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −27(b2 +

4

27
a3) = −4a3 − 27b2

(vgl. Beispiel I.14.24).

Satz III.2.43. Enthält I ⊴K[X1, . . . , Xn] ein Polynom, das bzgl. Xn normiert ist, so ist die Projektion

π : V(I) → V(I ∩K[X1, . . . , Xn−1]) ⊆ Kn−1,

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn−1)

surjektiv.

Beweis. Offensichtlich ist die Projektion zumindest wohldefiniert. Sei (x1, . . . , xn−1) ∈ Kn−1 \ π(V(I)).
Sei α ∈ I normiert in Xn. Im Fall α = 1 sind beide Mengen leer. Sei also α /∈ K. Seien y1, . . . , yd
die Nullstellen von α̃ := α(x1, . . . , xn−1, Xn) ∈ K[Xn] \K. Nach Lemma III.2.30 existiert β ∈ I mit
β(x1, . . . , xn−1, yi) ̸= 0 für i = 1, . . . , d. Im Fall β ∈ R := K[X1, . . . , Xn−1] gilt bereits (x1, . . . , xn−1) /∈
V(I ∩ R). Sei also β̃ := β(x1, . . . , xn−1, Xn) ∈ K[X] \ K. Da α̃ und β̃ keine gemeinsame Nullstelle
besitzen, sind sie teilerfremd. Für γ := res(α, β) ∈ R gilt daher γ(x1, . . . , xn−1) = res(α̃, β̃) ̸= 0 nach
Satz III.2.34. Nach Lemma III.2.36 ist γ ∈ (α, β)∩R ⊆ I ∩R. Dies zeigt (x1, . . . , xn−1) /∈ V(I ∩R).

Beispiel III.2.44. Offenbar besitzt I := (1−XY )⊴K[X,Y ] kein normiertes Polynom in Y . In der
Tat ist die Projektion π : V(I) → V(I ∩K[X]) = V(0) = K auch nicht surjektiv, denn 0 /∈ π(V(I)).

Bemerkung III.2.45. Satz III.2.43 ermöglicht die Elimination von Variablen (konkret Xn). Man
nennt I ∩K[X1, . . . , Xn−1] daher ein Eliminationsideal . Die Berechnung von Eliminationsidealen in der
Praxis führt auf ein allgemeineres Problem:
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Wie kann man feststellen, ob ein Polynom α ∈ R := K[X1, . . . , Xn] in einem gegebenen Ideal I :=
(β1, . . . , βk) ⊴ R liegt? Für n = 1 lässt sich γ := ggT(β1, . . . , βk) mit dem euklidischen Algorithmus
berechnen. Es gilt dann α ∈ I ⇐⇒ γ | α (Bézouts Lemma). Für n ≥ 2 ist R allerdings nicht euklidisch
und die Resultante reicht zu Berechnung des ggT nicht aus. Wir suchen daher einen Ersatz für die
Division mit Rest. Hierfür sei K ein beliebiger Körper (nicht unbedingt K = K).

Definition III.2.46. Sei M := {Xi1
1 . . . Xin

n : i1, . . . , in ∈ N0} die Menge aller Monome von R :=
K[X1, . . . , Xn]. Eine totale Ordnungsrelation ≤ auf M heißt Monomordnung auf R, falls für alle
α, β, γ ∈ M gilt

• 1 ≤ α.

• α < β =⇒ αγ < βγ.

Bemerkung III.2.47. Seien α, β ∈ M mit α | β. Aus 1 ≤ β
α folgt α ≤ β. Die Teilbarkeitsrelation

kann für n ≥ 2 jedoch keine Monomordnung sein, da sie nicht total ist.

Beispiel III.2.48.

(i) Für n = 1 ist α ≤ β ⇐⇒ degα ≤ deg β die einzige Monomordnung.

(ii) Im Beweis von Satz I.14.19 haben wir bereits die lexikografische Ordnung mit X1 > . . . > Xn

benutzt. Man zeigt leicht, dass sie eine Monomordnung ist. Eine weitere Monomordnung wird in
Aufgabe III.6 konstruiert.

Lemma III.2.49 (Dickson). Für M ⊆ M existiert eine endliche Teilmenge N ⊆M mit (M) = (N).

Beweis. Nach Hilberts Basissatz existieren α1, . . . , αk ∈ K[X1, . . . , Xn] mit (M) = (α1, . . . , αk). Für
ein festes i seien β1, . . . , βs ∈ M und γ1, . . . , γs ∈ K[X1, . . . , Xn] mit αi = β1γ1 + . . . + βsγs. Jedes
Monom von αi tritt in einem der Summanden βjγj und liegt daher in (βj). Also wird αi durch endlich
viele Elemente in M erzeugt. Insgesamt wird auch (α1, . . . , αk) durch endlich viele Elemente in M
erzeugt.

Lemma III.2.50. Sei ≤ eine Monomordnung auf K[X1, . . . , Xn]. Dann existiert keine unendliche
absteigende Kette α1 > α2 > . . . in M. Insbesondere besitzt jede nicht-leere Teilmenge von M ein
kleinstes Element.

Beweis. Angenommen es existieren α1, . . . ∈ M mit α1 > α2 > . . .. Nach Lemma III.2.49 existieren
β1, . . . , βk ∈ {α1, . . .} mit (α1, . . .) = (β1, . . . , βk) und o.B. d.A. β1 > . . . > βk. Sei αm < βk. Dann
existieren γ1, . . . , γk ∈ K[X1, . . . , Xn] mit αm = β1γ1 + . . .+ βkγk. Es folgt βi | αm für ein 1 ≤ i ≤ k.
Aus Bemerkung III.2.47 erhält man den Widerspruch βi ≤ αm < βk ≤ βi.

In jeder nicht-leeren Teilmenge M ⊆ M existiert nun ein minimales Element α ∈M . Da ≤ total ist,
muss α das kleinste Element von M sein (Bemerkung II.1.5).

Definition III.2.51. Im Folgenden sei ≤ stets eine fest gewählte Monomordnung. Wir sortieren
die Monome eines Polynoms α ∈ K[X1, . . . , Xn] \ {0} entsprechend ≤ ohne Berücksichtigung der
Koeffizienten. Das größte Monom (Leitmonom) in α sei lmα ∈ M und sein Koeffizient (Leitkoeffizient)
sei lcα ∈ K×. Zusätzlich sei lm 0 := 0 =: lc 0, wobei 0 < ρ für alle ρ ∈ M gelte (dies entspricht
deg 0 = −∞). Im Fall lcα = 1 nennt man α normiert.
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Satz III.2.52. Sei R := K[X1, . . . , Xn]. Für α, β1, . . . , βk ∈ R \ {0} existieren γ1, . . . , γk, δ ∈ R mit

(i) α = β1γ1 + . . .+ βkγk + δ.

(ii) lm(βiγi) ≤ lmα für i = 1, . . . , k.

(iii) Kein Monom in δ ist durch ein lmβi teilbar.

Beweis. Ist kein Monom in α durch ein lmβi teilbar, so gilt die Aussage mit γ1 = . . . = γk = 0 und
δ = α. Sei also ρ1 das größte Monom in α1 := α, das durch ein lmβi teilbar ist. Dann existiert c1 ∈ K,
sodass ρ1 nicht mehr in

α2 := α1 − c1
ρ1

lmβi
βi

vorkommt (es wurde durch kleinere Monome ersetzt). Wir wiederholen den Prozess mit α2 und erhalten
eine Folge α1, α2, . . . mit Monomen ρ1 > ρ2 > . . .. Nach Lemma III.2.50 muss die Folge abbrechen,
sagen wir an der Stelle αs =: δ. Nun ist kein Monom in δ durch ein lmβi teilbar. Außerdem gilt
α = β1γ1 + . . .+ βkγk + δ, wobei jedes γi eine Summe von Termen der Form cj

ρj
lmβi

ist. Insbesondere
gilt lm(βiγi) ≤ ρ1 ≤ lmα für i = 1, . . . , k.

Bemerkung III.2.53. Für n = 1 liefert Satz III.2.52 genau die Division mit Rest. Im Allgemeinen
sind γ1, . . . , γk, δ durch die angegebenen Eigenschaften nicht eindeutig bestimmt (wir haben im Beweis
nicht spezifiziert, welches βi gewählt werden soll, wenn es mehrere gibt, die ρ1 teilen). Dennoch nennen
wir δ einen Rest bei der Division von α durch β1, . . . , βk. Für α = 0 ist γ1 = . . . = γk = 0 = δ wegen
lm(βiγi) ≤ lmα = 0.

Beispiel III.2.54. Sei α = X2Y − Y , β1 = XY −X und β2 = X2 − Y . Bezüglich der lexikografischen
Monomordnung ist ρ1 = X2Y durch lmβ1 = XY teilbar. Man erhält

α2 = α−Xβ1 = X2 − Y = β2.

Also gilt α = Xβ1 + β2 mit δ = 0. Allerdings ist ρ1 auch durch lmβ2 = X2 teilbar. Diesmal erhält man

α2 = α− Y β2 = Y 2 − Y.

Nun ist ρ2 = lmα2 = Y 2 nicht mehr durch lmβ1 oder lmβ2 teilbar. Hier gilt also δ = Y (Y − 1) ̸= 0
und α = 0β1 + Y β2 + δ.

Definition III.2.55. Sei I ⊴ R := K[X1, . . . , Xn] und lm I := (lmα : α ∈ I) ⊴ R. Man nennt
β1, . . . , βk ∈ R \ {0} eine Gröbnerbasis von I, falls I = (β1, . . . , βk) und lm I = (lmβ1, . . . , lmβk).

Bemerkung III.2.56. Trotz ihres Namens können zwei Gröbnerbasen eines Ideals I unterschiedlich
viele Elemente aufweisen. Ist beispielsweise B eine Gröbnerbasis von I und α ∈ I \ B, so ist auch
B ∪ {α} eine Gröbnerbasis von I. Wir führen in Definition III.2.65 eine Minimalitätsbedingung ein.

Satz III.2.57 (Gröbner). Sei β1, . . . , βk eine Gröbnerbasis von I ⊴R := K[X1, . . . , Xn]. Für α ∈ R
ist der Rest δ bei der Division von α durch β1, . . . , βk eindeutig bestimmt und es gilt α ∈ I genau dann,
wenn δ = 0.
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Beweis. Seien α = β1γ1 + . . .+ βkγk + δ = β1γ̃1 + . . .+ βkγ̃k + δ̃ zwei Zerlegungen wie in Satz III.2.52.
Dann gilt δ − δ̃ ∈ I und es existieren σ1, . . . , σk ∈ R mit lm(δ − δ̃) = σ1 lmβ1 + . . . σk lmβk. Im Fall
δ ̸= δ̃ wäre ein Monom von δ oder δ̃ durch ein lmβi teilbar. Dies widerspricht Satz III.2.52. Also gilt
δ = δ̃.

Aus δ = 0 folgt sofort α ∈ I. Sei umgekehrt α ∈ I. Dann gilt δ ∈ (α, β1, . . . , βk) = I. Im Fall δ ̸= 0
wäre lm δ ∈ lm I und lmβi | lm δ für ein i im Widerspruch zu Satz III.2.52. Also ist δ = 0.

Beispiel III.2.58. Nach Beispiel III.2.54 ist β1 = XY −X, β2 = X2 − Y keine Gröbnerbasis von
I = (β1, β2). Wegen Y = Xβ1− (Y − 1)β2 ∈ I und X = XY − β1 ∈ I ist X,Y eine Gröbnerbasis von I.

Satz III.2.59. Jedes Ideal in K[X1, . . . , Xn] besitzt eine Gröbnerbasis.

Beweis. Sei I ⊴ R := K[X1, . . . , Xn]. Im Fall I = 0 wähle man die Gröbnerbasis ∅. Sei also I ≠ 0.
Nach Lemma III.2.49 existieren β1, . . . , βk ∈ I \ {0} mit lm I = (lmβ1, . . . , lmβk). Sei α ∈ I beliebig.
Seien γ1, . . . , γk, δ ∈ R wie in Satz III.2.52. Dann gilt auch δ ∈ I. Im Fall δ ≠ 0 ist lm δ ∈ lm I. Wie im
Beweis von Satz III.2.57 wäre dann lmβi | lm δ für ein i. Also ist δ = 0 und α ∈ (β1, . . . , βk). Dies zeigt
I = (β1, . . . , βk), d. h. β1, . . . , βk ist eine Gröbnerbasis von I.

Bemerkung III.2.60. Der Beweis von Satz III.2.59 zeigt, dass β1, . . . , βk ∈ K[X1, . . . , Xn] bereits dann
eine Gröbnerbasis von I ist, wenn lm I = (lmβ1, . . . , lmβk) gilt, d. h. die Bedingung I = (β1, . . . , βk)
ist überflüssig.

Satz III.2.61 (Buchberger-Kriterium). Seien β1, . . . , βk ∈ K[X1, . . . , Xn] \ {0} normiert, γij :=
kgV(lmβi, lmβj) und

αij :=
γij
lmβi

βi −
γij

lmβj
βj

für i < j. Sei δij ein Rest bei der Division von αij durch β1, . . . , βk. Genau dann ist β1, . . . , βk eine
Gröbnerbasis von (β1, . . . , βk), wenn δij = 0 für alle i < j.

Beweis. Ist β1, . . . , βk eine Gröbnerbasis von I, so gilt δij = 0 für i < j nach Satz III.2.57, denn αij ∈ I.
Nehmen wir umgekehrt δij = 0 für i < j an. Jedes α ∈ I \ {0} hat die Form α = β1γ1 + . . .+ βkγk mit
γ1, . . . , γk ∈ K[X1, . . . , Xn]. Sei

ρ := max
1≤i≤k

lm(βiγi).

Unter allen möglichen Darstellungen von α wählen wir γ1, . . . , γk, sodass ρ möglichst klein wird (das
geht wegen Lemma III.2.50).

Annahme: ρ ist kein Monom von α.
Nach Umnummerierung können wir lm(βiγi) = ρ für i = 1, . . . , l erreichen. Hierbei muss l ≥ 2 gelten,
denn anderenfalls könnte man ρ aus β1γ1 + . . .+ βkγk = α nicht eliminieren. Aus dem gleichen Grund
gilt lm(β1γ1 + . . . + βlγl) < ρ. Sei lc γi = ai, lm γi = ρi und β̃i := βiρi für i = 1, . . . , k. Dann gilt
lm β̃i = ρ für i = 1, . . . , l und lm(a1β̃1 + . . .+ alβ̃l) < ρ. Es folgt a1 + . . .+ al = 0. Wir setzen

α̃ij := β̃i − β̃j =
ρ

lmβi
βi −

ρ

lmβj
βj =

ρ

γij

( γij
lmβi

βi −
γij

lmβj
βj

)
=

ρ

γij
αij
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für i, j = 1, . . . , l. Dann gilt

a1β̃1 + . . .+ alβ̃l = a1(β̃1 − β̃2) + (a1 + a2)(β̃2 − β̃3) + . . .+ (a1 + . . .+ ah−1)(β̃l−1 − β̃l)

+ (a1 + . . .+ al)β̃l

= ã1α̃12 + ã2α̃23 + . . .+ ãl−1α̃l−1,l

mit ãi := a1 + . . . + ai ∈ K für i = 1, . . . , l. Wegen lm β̃i = ρ = lm β̃j ist lm α̃ij < ρ. Nach
Voraussetzung lässt sich αij für i < j ohne Rest durch β1, . . . , βk „teilen“. Das Gleiche gilt für α′

ij und
ã1α̃12 + ã2α̃23 + . . .+ ãh−1β̃h−1,h. Also existieren γ̃1, . . . , γ̃k ∈ K[X1, . . . , Xn] mit

a1ρ1β1 + . . .+ alρlβl = ã1α̃12 + ã2α̃23 + . . .+ ãl−1α̃l−1,l = γ̃1β1 + . . .+ γ̃kβk

und lm(γ̃iβi) ≤ lm(a1β̃1 + . . .+ alβ̃l) < ρ für i = 1, . . . , k. Wegen aiρi = lc γi lm γi können wir die γ̃i
abändern, sodass

β1γ1 + . . .+ βlγl = β1γ̃1 + . . .+ βkγ̃k

mit lm(βiγ̃i) < ρ für i = 1, . . . , k gilt. Nochmalige Änderung der γ̃i ergibt

α = β1γ1 + . . .+ βkγk = β1γ̃1 + . . .+ βkγ̃k

immer noch mit lm(βiγ̃i) < ρ für i = 1, . . . , k. Dies widerspricht der Wahl von ρ.

Also tritt das Monom ρ in α auf. Dies bedeutet lm(βiγi) ≤ lmα für i = 1, . . . , k. Insbesondere ist lmα
eine K-Linearkombination der lm(βiγi), d. h. lmα ∈ (lmβ1, . . . , lmβk). Dies zeigt, dass β1, . . . , βk eine
Gröbnerbasis von I ist.

Satz III.2.62 (Buchberger-Algorithmus).
Eingabe: β1, . . . , βk ∈ K[X1, . . . , Xn] \ {0}.
Initialisierung: Normiere β1, . . . , βk und setze B := {β1, . . . , βk}.
Wiederhole. . .

Für i < j berechne und normiere δij wie in Satz III.2.61 bzgl. der Polynome in B.
Füge die δij ̸= 0 der Menge B hinzu.

. . . bis δij = 0 für alle i < j gilt.
Ausgabe: B ist eine Gröbnerbasis von (β1, . . . , βk).

Beweis. Nach Definition gilt δij ∈ (β1, . . . , βk) =: I für i < j. In jedem Schritt bleibt daher I = (B).
Im Fall δij ̸= 0 ist kein Monom in δij durch ein lmα mit α ∈ B teilbar. Dann gilt (lmα : α ∈ B) <
(lmα, lm δij : α ∈ B). Da K[X1, . . . , Xn] noethersch ist, muss diese Folge von Idealen stationär werden.
Nach endlich vielen Schritten gilt also δij = 0 für alle i < j. Nach dem Buchberger-Kriterium ist B eine
Gröbnerbasis von I.

Beispiel III.2.63. Sei β1 = XY − Y ∈ C[X,Y ] und β2 = X − Y 2 ∈ C[X,Y ] bzgl. der lexikografischen
Monomordnung. Wie in Satz III.2.61 sei γ12 = XY und α12 = β1 − Y β2 = Y 3 − Y . Wegen lmα12 =
Y 3 < lmβi muss β3 := δ12 = α12 gelten. Bezüglich B = {β1, β2, β3} berechnen wir

α12 = Y 2 − Y, α13 = Y 2β1 −Xβ3 = XY − Y 3, α23 = Y 3β2 −Xβ3 = XY − Y 5

δ12 = α12 − β3 = 0, δ13 = α13 − β1 + β3 = 0, δ23 = α23 − β1 + (Y 2 + 1)β3 = 0.

Folglich ist B eine Gröbnerbasis von (β1, β2). Wir prüfen, ob α = X3 + Y in I liegt:

α−X2β2 − (XY + Y )β1 = X2Y 2 + Y − (X2Y 2 − Y 2) = Y 2 + Y.

Da Y 2 durch kein lmβi teilbar ist, ist der Rest δ = Y 2 + Y ̸= 0, d. h. α /∈ I.
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Bemerkung III.2.64. Der Buchberger-Algorithmus in Kombination mit Satz III.2.57 findet wichtige
Anwendungen in der Computeralgebra:

(i) Es lässt sich entscheiden, ob ein System von Polynomgleichungen lösbar ist (prüfe 1 ∈ I). Nach
Aufgabe III.1 funktioniert dies sogar über beliebigen Körpern.

(ii) Man kann α ∈
√
(β1, . . . , βk) überprüfen. Dafür führt man wie im Beweis des Nullstellensatzes

eine neue Variable Y ein und prüft α ∈ (β1, . . . , βk, αY − 1).

(iii) Eliminationsideale lassen sich berechnen (Aufgabe III.8).

(iv) Der Durchschnitt von Idealen (β1, . . . , βk) ∩ (γ1, . . . , γl) lässt sich berechnen (Aufgabe III.9).

(v) Die Dimension einer Varietät A ∈ A(Kn) lässt sich wie folgt berechnen. Sei β1, . . . , βk eine
Gröbnerbasis von I(A) und S ⊆ {X1, . . . , Xn} eine größtmögliche Teilmenge mit

(S) ∩ {lmβ1, . . . , lmβk} = ∅.

Dann gilt dimA = |S| (ohne Beweis).

In der Praxis liefert der Buchberger-Algorithmus oft redundante Basiselemente (siehe Beispiel III.2.67).
Dies lässt sich wie folgt beheben.

Definition III.2.65. Eine Gröbnerbasis β1, . . . , βk heißt reduziert , falls gilt:

• β1, . . . , βk sind normiert.

• lmβ1 > . . . > lmβk.

• Kein Monom in βi ist durch ein lmβj mit i ̸= j teilbar.

Satz III.2.66. Jedes Ideal I ⊴K[X1, . . . , Xn] besitzt genau eine reduzierte Gröbnerbasis β1, . . . , βk
(bzgl. ≤) und jede Gröbnerbasis von I enthält mindestens k Polynome.

Beweis. O.B. d.A. sei I ̸= 0. Sei β1, . . . , βk eine beliebige Gröbnerbasis von I. Nehmen wir o. B. d. A. an,
dass ein Monom in βk durch ein lmβi teilbar ist. Satz III.2.52 liefert

βk = β1γ1 + . . .+ βk−1γk−1 + δ,

wobei kein Monom in δ durch ein lmβi teilbar ist. Offenbar gilt (β1, . . . , βk) = (β1, . . . , βk−1, δ). Wegen
lm(βiγi) ≤ lmβk lässt sich lmβk als Linearkombination von lm(β1γ1), . . . , lm(βk−1γk−1), lm δ schreiben.
Dies zeigt (lmβ1, . . . , lmβk) = (lmβ1, . . . , lmβk−1, lm δ). Im Fall δ = 0 entfernen wir βk und anderenfalls
ersetzen wir βk durch δ. Wie im Beweis von Satz III.2.52 lässt sich dieser Prozess nur endlich oft
wiederholen und am Ende ist kein Monom in βi durch ein lmβj mit i ≠ j teilbar. Insbesondere ist
lmβi ≠ lmβj für i ≠ j und lmβ1 > . . . > lmβk nach umsortieren. Die Normierung der βi ändert nichts
an den anderen Eigenschaften. Damit haben wir eine reduzierte Gröbnerbasis B von I konstruiert.

Sei B̃ eine weitere reduzierte Gröbnerbasis von I und α ∈ (B ∪ B̃) \ (B ∩ B̃) mit lmα so klein wie
möglich. O.B. d.A. sei α ∈ B̃ \B. Dann existieren γ1, . . . , γk ∈ K[X1, . . . , Xn] mit

lmα = γ1 lmβ1 + . . .+ γk lmβk.

Folglich ist lmα durch ein lmβi teilbar. Im Fall lmβi < lmα wäre βi ∈ B̃ im Widerspruch zur
Reduziertheit von B̃. Also ist lmβi = lmα, aber βi ̸= α wegen α /∈ B. Nach Satz III.2.57 existieren
γ1, . . . , γk ∈ K[X1, . . . , Xn] mit α − βi = β1γ1 + . . . + βkγk und lm(βjγj) ≤ lm(α − βi) < lmβi für
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j = 1, . . . , k. Es folgt γj = 0 für j = 1, . . . , i. Sei lm(βjγj) = lm(α− βi). Dann ist lmβj ein Teiler eines
Monoms in α oder βi. Wegen βj ∈ B ∩ B̃ ist beides ausgeschlossen. Dieser Widerspruch zeigt B = B̃.

Wie anfangs gezeigt lässt sich jede Gröbnerbasis reduzieren, indem man Elemente entfernt oder ersetzt.
Daher muss jede Gröbnerbasis mindestens k Elemente besitzen.

Beispiel III.2.67.

(i) Besitzt die reduzierte Gröbnerbasis eines Ideals I genau k Elementen, so kann es durchaus
Erzeugendensysteme mit weniger als k Polynomen geben (Aufgabe III.11).

(ii) Die in Beispiel III.2.63 konstruierte Gröbnerbasis β1 = XY − Y , β2 = X − Y 2, β3 = Y 3 − Y von
I = (β1, β2) ist nicht reduziert, denn XY ist durch lmβ2 = X teilbar. Division mit Rest liefert
β1 = Y β2 + β3. Daher lässt sich β1 entfernen und man erhält die reduzierte Gröbnerbasis β2, β3
von I.

(iii) Für ein Ideal I mit reduzierter Gröbnerbasis B gilt I = K[X1, . . . , Xn] genau dann, wenn B = {1}
(Aufgabe III.12).

(iv) Die reduzierte Gröbnerbasis eines maximalen Ideals I ⊴ K[X1, . . . , Xn] hat die Form X1 −
x1, . . . , Xn − xn bzgl. der lexikografischen Monomordnung.

(v) Seien β1, . . . , βk ∈ K[X1, . . . , Xn] lineare Polynome. Dann ist V(β1, . . . , βk) die Lösungsmenge
eines Gleichungssystems, dessen Koeffizientenmatrix A aus den Koeffizienten der βi gebildet wird.
Die Koeffizienten der reduzierten Gröbnerbasis von (β1, . . . , βk) entsprechen genau der reduzierten
Zeilenstufenform von A.

(vi) Für β1, . . . , βk ∈ K[X] ist ggT(β1, . . . , βk) die reduzierte Gröbnerbasis von (β1, . . . , βk). Man kann
die oben beschriebenen Verfahren daher als gemeinsame Verallgemeinerung des Gauß-Algorithmus
und des euklidischen Algorithmus ansehen.

Bemerkung III.2.68. Für ein Polynom

α = (X − x1)
a1 . . . (X − xd)

ad ∈ K[X]

nennt man ai bekanntlich die Vielfachheit der Nullstelle xi. Außerdem ist degα = dimK K[X]/(α) die
Anzahl aller Nullstellen gezählt mit Vielfachheiten. Dies lässt sich auf mehrere Unbekannte verallgemei-
nern. Sei I = P1 ∩ . . . ∩ Pd eine Primärzerlegung von I ⊴R := K[X1, . . . , Xn], sodass die Primideale√
P1, . . . ,

√
Pd maximal sind. Jedes

√
Pi entspricht dann einer Nullstelle (x1, . . . , xn) ∈ V(I) und wir

nennen dimK R/Pi die Vielfachheit von (x1, . . . , xn). Ist Pi in einem maximalen Ideal M ⊴R enthalten,
so folgt

√
Pi ⊆

√
M = M und M =

√
Pi. Insbesondere ist Pi + Pj = R für i ≠ j. Die Anzahl der

Nullstellen von I (gezählt mit Vielfachheiten) ist daher dimR/I = dim(R/P1) + . . .+ dim(R/Pd) nach
dem chinesischen Restsatz. Diese Zahl lässt sich mit Gröbnerbasen ausrechnen.

Definition III.2.69. Sei β1, . . . , βk eine Gröbnerbasis von I ⊴K[X1, . . . , Xn]. Man nennt

M\ I = M\ lm I = {ρ ∈ M : ∀i : βi ∤ ρ}

die Menge der Standard-Monome bzgl. I.

Satz III.2.70. Sei I ⊴R := K[X1, . . . , Xn]. Dann bilden die (Restklassen der) Standard-Monome eine
K-Basis von R/I. Insbesondere ist die Anzahl der Standard-Monome gleich der Anzahl der Nullstellen
von I.
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Beweis. Sei β1, . . . , βk eine Gröbnerbasis von I. Für α ∈ R sei δ ∈ R der (eindeutig bestimmte)
Rest bei der Division von α durch β1, . . . , βk. Jedes Monom ρ in δ ist durch keines der lmβi teilbar.
Dies zeigt ρ /∈ lm I, d. h. ρ ist ein Standard-Monom bzgl. I. Die (Restklassen der) Standard-Monome
erzeugen daher R/I. Für die lineare Unabhängigkeit nehmen wir

∑s
i=1 λiρi ∈ I mit λ1, . . . , λs ∈ K×

und ρ1, . . . , ρs ∈ M \ I an. O.B. d.A. sei ρ1 > . . . > ρs. Dann wäre ρ1 ∈ lm I.
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III.3 Modulare Darstellungstheorie

Bemerkung III.3.1. In Kapitel II.14 haben wir gesehen, dass Moduln über der Gruppenalgebra CG
im Wesentlichen durch ihren Charakter bestimmt sind. Über Körpern K mit positiver Charakteristik
ist dies nach Maschke im Allgemeinen falsch, denn ein Charakter kann nicht zwischen halbeinfachen
und unzerlegbaren Moduln mit den gleichen Kompositionsfaktoren unterscheiden. Tatsächlich kann der
Charakter einer Darstellung sogar die Nullabbildung sein. Wir führen in diesem Kapitel einige neue
Werkzeuge ein und bestimmen damit die Anzahl der einfachen und unzerlegbaren KG-Moduln. Wenn
nichts anderes gesagt wird, seien Gruppen endlich, Algebren endlich-dimensional und Moduln endlich
erzeugt.

Lemma III.3.2. Sei p := charK > 0 und A eine K-Algebra. Für a, b ∈ A gilt:

(i) (a+ b)p ≡ ap + bp (mod γ(A)).

(ii) a ∈ γ(A) =⇒ ap ∈ γ(A).

(iii) J(A) + γ(A) = {a ∈ A : ∃n ∈ N : ap
n ∈ γ(A)}, falls K algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis.

(i) Wenn man (a+ b)p ausmultipliziert erhält man die Summe aller 2p Terme der Form c1 . . . cp mit
c1, . . . , cp ∈ {a, b}.1 Wegen

c1 . . . cp ≡ c2 . . . cpc1 ≡ . . . ≡ cpc1 . . . cp−1 (mod γ(A))

gilt
c1 . . . cp + c2 . . . cpc1 + . . .+ cpc1 . . . cp−1 ≡ pc1 . . . cp ≡ 0 (mod γ(A)).

Modulo γ(A) verbleiben in (a+ b)p also nur die beiden Terme ap und bp.

(ii) Nach (i) können wir a = bc− cb mit c ∈ A annehmen. Dann gilt

ap ≡ (bc)p − (cb)p ≡ bc . . . bc− cb . . . cb ≡ 0 (mod γ(A)).

(iii) Nach (i) und (ii) ist T := {a ∈ A : ∃n ∈ N : ap
n ∈ γ(A)} ein Vektorraum. Da J(A) nilpotent

ist, gilt J(A) ⊆ T . Aus (ii) folgt γ(A) ⊆ T , also J(A) + γ(A) ⊆ T . Nach Artin-Wedderburn und
Lemma II.12.6 gilt A/J(A) ∼= Kn1×n1 × . . .×Knk×nk . Zusammen mit Lemma II.12.34 ergibt sich

(γ(A) + J(A))/J(A) = γ(A/J(A)) ∼= γ(Kn1×n1)× . . .× γ(Knk×nk) (III.3.1)

und dimA/(γ(A) + J(A)) = k. Andererseits sind die Idempotente

(E11, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, E11) ∈ Kn1×n1 × . . .×Knk×nk

offenbar linear unabhängig modulo T . Dies zeigt dimA/T ≥ k und T ⊆ γ(A) + J(A).
1Da a und b nicht unbedingt vertauschbar sind, darf man die binomische Formel nicht benutzen.
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Folgerung III.3.3. Sei K algebraisch abgeschlossen mit Charakteristik p > 0 und A eine K-Algebra.
Dann ist dimR(A) = dimZ(A/J(A)) die Anzahl der einfachen A-Moduln (bis auf Isomorphie).

Beweis. Es gilt dimR(A) = dim(γ(A) + J(A))⊥ = dimA/(γ(A) + J(A)). Daher folgt die Behauptung
aus (III.3.1) im obigen Beweis.

Definition III.3.4. Sei p ∈ P. Man nennt x ∈ G ein p′-Element, falls p ∤ |⟨x⟩|. Sei Gp (bzw. Gp′)
die Menge der p-Elemente (bzw. p′-Elemente) von G. Dann gilt Gp ∩Gp′ = {1}, aber G ̸= Gp ∪Gp′
im Allgemeinen. Man nennt C ∈ Cl(G) eine p-Konjugationsklasse (bzw. p′-Konjugationsklasse), falls
C ⊆ Gp (bzw. C ⊆ Gp′) (beachte: konjugierte Elemente haben die gleiche Ordnung).

Lemma III.3.5. Jedes Element x ∈ G lässt sich eindeutig in der Form x = xpxp′ = xp′xp mit xp ∈ Gp
und xp′ ∈ Gp′ schreiben. Man nennt xp den p-Faktor und xp′ den p′-Faktor von x.

Beweis. Sei |⟨x⟩| = pam mit p ∤ m. Dann existieren α, β ∈ Z mit αpa + βm = ggT(pa,m) = 1. Für
xp := xβm ∈ Gp und xp′ := xαp

a ∈ Gp′ gilt x = xαp
a+βm = xpxp′ = xp′xp.

Seien y ∈ Gp und z ∈ Gp′ mit x = yz = zy. Dann sind y und z mit x, xp und xp′ vertauschbar. Es folgt
y−1xp = zx−1

p′ ∈ Gp ∩Gp′ = {1}, d. h. y = xp und z = xp′ .

Bemerkung III.3.6. Für x, g ∈ G gilt (gxg−1)p = gxpg
−1 und (gxg−1)p′ = gxp′g

−1.

Definition III.3.7. Für x ∈ G sei

Secp′(x) := {y ∈ G : ∃g ∈ G : yp′ = gxp′g
−1} ⊆ G

die p′-Sektion von x. Nach Bemerkung III.3.6 ist Secp′(x) eine Vereinigung von Konjugationsklassen
von G. Sei Secp′(G) := {Secp′(x) : x ∈ G}.

Satz III.3.8 (Brauer-Tsushima). Für jeden algebraisch abgeschlossenen Körper K der Charakteristik
p > 0 gilt

(i) γ(KG) =
{∑
g∈G

αgg : ∀C ∈ Cl(G) :
∑
c∈C

αc = 0
}
,

(ii) γ(KG) + J(KG) =
{∑
g∈G

αgg : ∀S ∈ Secp′(G) :
∑
s∈S

αs = 0
}
,

(iii) J(KG) =
{∑
g∈G

αgg : ∀g ∈ G,S ∈ Secp′(G) :
∑
s∈S

αgs = 0
}
,

(iv) Γ(KG) = SpanK{C+ : C ∈ Cl(G) : |C|p = |G|p},

(v) R(KG) = SpanK{S+ : S ∈ Secp′(G)}.

Beweis.

(i) Sei Γ die rechte Seite der Gleichung. Für g, h ∈ G gilt gh− hg = gh− g−1(gh)g ∈ Γ. Daraus folgt
γ(KG) ⊆ Γ. Sei umgekehrt

∑
g∈G αgg ∈ Γ und xC ∈ C ∈ Cl(G). Für jedes c ∈ C existiert g ∈ G

mit c = gxCg
−1. Dann gilt c− xC = (gxC)g

−1 − g−1(gxC) ∈ γ(KG) und∑
g∈G

αgg =
∑

C∈Cl(G)

∑
c∈C

αc(c− xC) ∈ γ(KG).
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(ii) Sei |G| = pam mit p ∤ m und k ≥ a mit pk ≡ 1 (mod m) (z. B. k = aφ(m)). Dann gilt
gp

k
= gp

k

p g
pk

p′ = gp′ für g ∈ G nach Lagrange. Sei α :=
∑

g∈G αgg ∈ KG und x1, . . . , xl ein
Repräsentantensystem für die p′-Konjugationsklassen von G. Für g ∈ Secp′(xi) gilt gp′ ≡ xi
(mod γ(KG)) nach (i). Aus Lemma III.3.2 folgt

αp
k ≡

∑
g∈G

αp
k

g gp′ ≡
l∑

i=1

xi
∑

s∈Secp′ (xi)

αp
k

s ≡
l∑

i=1

xi

( ∑
s∈Secp′ (xi)

αs

)pk
(mod γ(KG)). (III.3.2)

Gilt
∑

s∈Secp′ (xi)
αs = 0 für alle i, so ergibt sich αpk ∈ γ(KG) und α ∈ γ(KG) + J(KG) nach

(III.3.2). Ist umgekehrt αpn ∈ γ(KG) für ein n ∈ N, so existiert ein k ≥ max{a, n} mit k ≡ 1
(mod m). Dann folgt

∑
s∈Secp′ (xi)

αs = 0 aus (III.3.2) für i = 1, . . . , l.

(iii) Nach Bemerkung II.13.20 ist KG symmetrisch bzgl. β
(∑

αgg,
∑
βgg

)
=

∑
g∈G αgβg−1 . Wegen

Secp′(x)
−1 = Secp′(x

−1) für x ∈ G ist die Abbildung S 7→ S−1 eine Bijektion auf Secp′(G). Für
α :=

∑
αgg ∈ KG gilt daher

α ∈ γ(KG) + J(KG)
(ii)⇐⇒ ∀S ∈ Secp′(G) : β(S

+, α) =
∑
s∈S−1

αs = 0

⇐⇒ α ∈ {S+ : S ∈ Secp′(G)}⊥.
(III.3.3)

Aus Satz II.13.17 folgt

α ∈ J(KG) ⇐⇒ ∀S ∈ Secp′(G) :
∑
g∈G

∑
s∈S

αggs = αS+ = 0

⇐⇒ ∀g ∈ G,S ∈ Secp′(G) :
∑
s∈S

αgs−1 = 0.

(iv) Bekanntlich sind (g)g∈G und (g−1)g∈G zueinander duale Basen von KG. Für x ∈ G gilt

Γ(x) =
∑
g∈G

gxg−1 = |CG(x)|Cl(x)+.

Ist |CG(x)| = |G|/|C| durch p teilbar, so folgt Γ(x) = 0. Also wird Γ(KG) von allen Konjugati-
onsklassen C mit |C|p = |G|p aufgespannt.

(v) Folgt aus (III.3.3).

Bemerkung III.3.9. Die Charakterisierungen von γ(KG) und γ(KG)+J(KG) in Satz III.3.8 bestehen
aus linear unabhängigen linearen Gleichungen. Insbesondere ist dim γ(KG) = |G|−k(G) = dimZ(KG)⊥

in Übereinstimmung mit Satz II.13.17. Die Beschreibung von J(KG) besteht hingegen aus linear
abhängigen Gleichungen und lässt daher keinen direkten Rückschluss auf dimJ(KG) zu.

Satz III.3.10 (Brauer). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik p > 0. Dann
stimmt die Anzahl der einfachen KG-Moduln mit der Anzahl der p′-Konjugationsklassen von G überein.

Beweis. Offenbar stimmt die Anzahl l der p′-Konjugationsklassen mit der Anzahl der p′-Sektionen
überein. Nach Satz III.3.8 ist dimR(KG) = l und die Behauptung folgt aus Folgerung III.3.3.
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Beispiel III.3.11.

(i) Ist G eine p′-Gruppe, so ist Secp′(1) = {1} und J(KG) = 0 in Übereinstimmung mit Maschke.
Außerdem gilt Secp′(G) = Cl(G) und Γ(KG) = R(KG) = Z(KG).

(ii) Ist G eine p-Gruppe, so ist Secp′(G) = {G} und

γ(KG) + J(KG) = J(KG) = I(KG)

ist das Augmentationsideal. Außerdem ist Γ(KG) = 0 und R(KG) = KG+.

(iii) Angenommen G besitzt eine normale p-Sylowgruppe P ⊴G. Sei A := KG. Dann ist Secp′(1) = P+.
Für α =

∑
g∈G αgg ∈ J(A) gilt somit

∑
x∈gP αx = 0 für alle gP ∈ G/P . Dies zeigt

J(A) ⊆ I(KP )A = J(KP )A

nach (ii). Nach Aufgabe II.62 ist J(KP )A = A J(KP ) der Kern des kanonischen Epimorphismus
A → K[G/P ]. Folglich gilt (J(KP )A)n = J(KP )nA. Mit J(KP ) ist auch J(KP )A nilpotent.
Wir erhalten J(A) = J(KP )A und dimJ(A) = |G| − |G : P |. In der Tat ist A/J(A) ∼= K[G/P ]
halbeinfach nach Maschke. Nach dem Satz von Schur-Zassenhaus aus der Gruppentheorie2 existiert
eine Untergruppe H ≤ G mit |H| = |G : P |. Insbesondere ist KH halbeinfach und A = KH⊕J(A)
ist die Zerlegung aus Wedderburn-Malcev.

(iv) Für A := KG = F2S3 ist

Sec2′(1) = {1, (1, 2), (1, 3), (2, 3)},
Sec2′((1, 2, 3)) = {(1, 2, 3), (1, 3, 2)}.

Wegen 1 + (1, 2) ∈ (γ(A) + J(A)) \ J(A) folgt

dimJ(A) < dim(γ(A) + J(A)) = 4

aus Satz III.3.8. Nach Folgerung III.3.3 ist andererseits A/J(A) ∼= K ×Kn×n für ein n ∈ N. Also
gilt n = 2 und dimJ(A) = 1. Wegen |gS| = |S| ≡ 0 (mod 2) ist J(A) = KG+. Außerdem gilt
Γ(A) = K((1, 2, 3) + (1, 3, 2)) ⊊ R(A) ⊊ Z(A). Offenbar ist e := (1, 2, 3) + (1, 3, 2) ein zentrales
Idempotent von A und

B := Ae = ⟨e, 1 + (1, 2, 3), (1, 2) + (1, 3), (1, 2) + (2, 3)⟩

hat Dimension 4. Damit erhält man die Wedderburn-Malcev-Zerlegung A = K ⊕B ⊕ J(A).

Bemerkung III.3.12.

(i) Sei K ein beliebiger Körper und

(n, S) :=

{
(|G|, G) falls charK = 0,

(|G|p′ , Gp′) falls charK = p.

Sei ζ ∈ K eine primitive n-te Einheitswurzel und

Z := {a+ nZ : ∃γ ∈ Gal(K(ζ)|K) : γ(ζ) = ζa} ≤ (Z/nZ)×.

Durch
x ∼ y :⇐⇒ ∃g ∈ G, a+ nZ ∈ Z : gxg−1 = ya (x, y ∈ S)

erhält man eine Äquivalenzrelation auf S. Nach einem Satz von Berman ist die Anzahl der
einfachen KG-Moduln gleich der Anzahl der Äquivalenzklassen von ∼ auf S.

2Siehe Vorlesungsskript Gruppentheorie.
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(ii) Die explizite Bestimmung der einfachen Moduln ist in positiver Charakteristik deutlich schwieriger
als in Charakteristik 0. Zum Beispiel kennt man nicht einmal die Dimensionen der einfachen
F2S20-Moduln.

Beispiel III.3.13.

(i) Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist ζ ∈ K und A = 1 in Bemerkung III.3.12. Man erhält also
Brauers Satz (bzw. Bemerkung II.13.26) zurück.

(ii) Für K = Q ist A = (Z/nZ)× und x ∼ y ⇐⇒ ⟨x⟩ = ⟨y⟩. Die Anzahl der einfachen QG-Moduln
ist also die Anzahl von Konjugationsklassen zyklischer Untergruppen von G.

(iii) Für K = R gilt A = ⟨−1 + nZ⟩. Sei r die Anzahl der Konjugationsklassen C = C−1 und 2s die
Anzahl der Konjugationsklassen C ̸= C−1. Dann ist r + s die Anzahl der einfachen RG-Moduln.
Ist |G| ungerade, so ist r = 1 und es gibt genau (k(G) + 1)/2 einfache RG-Moduln.

Satz III.3.14. Für jeden Körper K der Charakteristik p > 0 gilt:

(i) KG ist genau dann lokal, wenn G eine p-Gruppe ist.

(ii) Ist G ∼= Cpn, so besitzt KG genau pn unzerlegbare KG-Moduln bis aus Isomorphie. Diese haben
die Dimensionen 1, 2, . . . , pn.

(iii) Ist G eine nicht-zyklische p-Gruppe, so besitzt KG unzerlegbare Moduln in jeder Dimension d ∈ N.

Beweis.

(i) Nehmen wir zuerst an, dass G keine p-Gruppe ist. Nach Cauchy existiert eine Untergruppe
1 ̸= H ≤ Gmit |H| ̸≡ 0 (mod p), d. h. |H|−1 ∈ K. Man sieht leicht, dass 1

|H|
∑

x∈H x ∈ KG\{0, 1}
ein Idempotent ist. Nach Satz II.12.11 ist KG nicht lokal.

Sei nun G eine p-Gruppe. Bekanntlich enthält K den Primkörper Fp. Sei M ein einfacher KG-
Modul und

L :=
∑
g∈G

Fpgm ⊆M

für ein festes m ∈M \{0}. Offenbar ist L ein endlicher Fp-Vektorraum. Insbesondere ist |L| eine p-
Potenz. Für x ∈ G gilt xL =

∑
g∈G Fpxgm = L. Daher operiert G auf L durch Linksmultiplikation.

Sicher ist 0 ∈ L ein Fixpunkt von G. Da sowohl |G| als auch |L| Potenzen von p sind, muss G nach
der Bahnengleichung einen weiteren Fixpunkt a ∈ L \ {0} haben. Nun ist Ka ein Untermodul des
einfachen Moduls M und es folgt M = Ka ≃ K. Nach Bemerkung II.13.24 ist KG lokal.

(ii) Sei G = ⟨g⟩ und V ein unzerlegbarer KG-Modul. Das Minimalpolynom µ der linearen Abbildung
f : V → V , v 7→ gv teilt Xpn − 1 = (X − 1)p

n . Also gilt µ = (X − 1)k für ein 1 ≤ k ≤ pn. Nach
linearer Algebra existiert eine f -invariante Zerlegung V = U ⊕W , sodass f|U dem Jordanblock
Jk(1) entspricht (der Beweis benutzt Induktion nach k und funktioniert auch für dimV = ∞).3

Da V unzerlegbar ist, gilt W = 0 und dimV = dimU = k. Außerdem ist V bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt. Umgekehrt kann man zu jedem 1 ≤ k ≤ pn den Vektorraum V := Kk durch
gv := Jk(1)v für v ∈ V in einen KG-Modul umwandeln. Wegen der Eindeutigkeit der Jordanschen
Normalform ist V unzerlegbar.

3Siehe Vorlesungsskript Lineare Algebra.
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(iii) Nach Sylow besitzt G eine Untergruppe H mit Index p. Nach Aufgabe I.25 ist H ⊴ G. Sei
x ∈ G \ H. Da G nicht zyklisch ist, liegt x in einer maximalen Untergruppe L ≠ H. Wir
zeigen |G : L| = p durch Induktion nach |G|. Dies ist klar für |G| = p2. Nach Satz I.4.11 ist
Z := Z(G) ̸= 1. Im Fall Z ≤ L ist L/Z maximal in G/Z nach dem Korrespondenzsatz. Induktion
zeigt |G : L| = |G/Z : L/Z| = p. Sei also Z ⊈ L. Dann ist G = LZ, da L maximal ist. Aus
L,Z ⊆ NG(L) folgt L⊴G. Nun ist G/L eine einfache p-Gruppe, also |G : L| = p nach Beispiel I.6.3.

Nach Aufgabe I.25 ist auch L⊴G und N := H ∩ L⊴G. Es gilt

G/N = H/N ⊕ L/N ∼= C2
p .

Ist U ein unzerlegbarer K[G/N ]-Modul, so wird U durch gu := (gN)u für g ∈ G und u ∈ U zu
einem unzerlegbaren KG-Modul. Wir können daher G = ⟨g, h⟩ ∼= C2

p annehmen.

Wir konstruieren zunächst unzerlegbare Moduln in Dimension 2d. Sei V2d der K-Vektorraum mit
Basis b1, . . . , bd, c1, . . . , cd. Seien α, β ∈ End(V2d) mit

α(bi) = ci, β(bj) = cj+1, α(ci) = β(ci) = β(bd) = 0 (i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , d− 1).

Offenbar gilt α2 = β2 = αβ = βα = 0. Es folgt (id+α)p = id+αp = id = (id+β)p. Daher definiert
∆: G → GL(V2d) mit ∆(g) = id+α und ∆(h) = id+β eine Darstellung. Sei f ∈ EndKG(V2d)
mit Matrix M =

(
A B
C D

)
∈ K2d×2d bzgl. der angegebenen Basis. Sei J = Jd(0) ∈ Kd×d. Wegen

f(gv) = gf(v) für v ∈ V2d ist f mit α und β vertauschbar, d. h.(
0 0
A B

)
=

(
0 0
1n 0

)(
A B
C D

)
= αM =Mα =

(
A B
C D

)(
0 0
1n 0

)
=

(
B 0
D 0

)
(

0 0
JA JB

)
=

(
0 0
J 0

)(
A B
C D

)
= βM =Mβ =

(
A B
C D

)(
0 0
J 0

)
=

(
BJ 0
DJ 0

)
.

Es folgt A = D, B = 0 und AJ = JA. Insbesondere ist M eine untere Dreiecksmatrix. Mit
A = (aij) gilt konkret

a12 · · · a1,n−1 0
...

...
...

an2 · · · an,n−1 0

 = AJ = JA =


0 · · · 0
a11 · · · a1n
...

...
an−1,1 · · · an−1,n

 .

Es folgt a11 = . . . = ann. Im Fall a11 ̸= 0 ist f invertierbar und anderenfalls ist f nilpotent. Also
ist EndKG(V2d) lokal und V2d unzerlegbar nach Bemerkung II.12.12.

Für ungerade Dimension 2d+ 1 erweitern wir V2d zu V2d+1 := V2d ⊕Kcd+1 und setzen

α(bi) = ci, β(bi) = ci+1, α(cj) = β(cj) = 0 (i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , d+ 1)

(da der triviale Modul unzerlegbar ist, können wir d ≥ 1 annehmen). Eine ähnliche Rechnung
zeigt M =

(
A 0
C D

)
mit A ∈ Kd×d, C ∈ K(d+1)×d und

D =

(
A ∗
0 ∗

)
=

(
∗ 0
∗ A

)
=

a11 0
. . .

∗ a11

 ∈ K(d+1)×(d+1).

Also ist auch V2d+1 unzerlegbar.
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Bemerkung III.3.15.

(i) Besitzt eine Algebra A nur endlich viele unzerlegbare Moduln bis auf Isomorphie, so sagt man: A
hat endlichen Darstellungstyp. Die von Roiter bewiesene Brauer-Thrall-Vermutung besagt, dass
eine Algebra von unendlichem Darstellungstyp unzerlegbare Moduln mit beliebig großer Dimension
besitzt. Ist K algebraisch abgeschlossen, so gibt es ggf. unendlich viele d ∈ N mit unendlich vielen
nicht-isomorphen unzerlegbaren Moduln in Dimension d (zweite Brauer-Thrall-Vermutung; vgl.
Aufgabe III.16).

(ii) Für charK = p und G = ⟨g⟩ ∼= Cpn ist KG→ K[X]/(Xpn), g 7→ 1+X+(Xpn) ein Isomorphismus
von Algebren (vgl. Aufgabe II.66). Analog gilt KC2

p
∼= K[X,Y ]/(Xp, Y p).

Definition III.3.16.

(i) Für K-Vektorräume V und W mit Basen b1, . . . , bn und c1, . . . , cm sei V ⊗W ein K-Vektorraum
mit Basis {bi ⊗ cj : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m}. Man nennt V ⊗W das Tensorprodukt von V und
W . Für v =

∑n
i=1 λibi und w =

∑m
j=1 µjcj definiert man v ⊗ w :=

∑
i,j λiµj(bi ⊗ cj).

(ii) Seien nun V und W zusätzlich KG-Moduln. Für g ∈ G definiert γg(bi ⊗ cj) := gbi ⊗ gcj eine
lineare Abbildung auf V ⊗W . Für v =

∑n
i=1 λibi und w =

∑m
j=1 µjcj gilt

γg(v ⊗ w) = γg

(∑
i,j

λiµj(bi ⊗ cj)
)
=

∑
i,j

λiµj(gbi ⊗ gcj) = gv ⊗ gw.

Daher ist ∆: G→ GL(V ⊗W ), g 7→ γg eine Darstellung und V ⊗W wird durch g(v⊗w) := gv⊗gw
zu einem KG-Modul.

Bemerkung III.3.17.

(i) Tensorprodukte von Moduln beliebiger Algebren und Ringe sind deutlich aufwendiger zu definieren
(siehe Aufgabe II.53 und Definition III.6.14).

(ii) Für KG-Moduln U, V,W zeigt man leicht, dass die folgenden kanonischen Abbildungen Isomor-
phismen sind:

• K ⊗ V ≃ V .

• V ⊗W ≃W ⊗ V .

• U ⊗ (V ⊗W ) ≃ (U ⊗ V )⊗W .

• U ⊗ (V ×W ) ≃ (U ⊗ V )× (U ⊗W ).

(iii) Seien ∆: G→ GL(n,K) und Γ: G→ GL(m,K) die Darstellungen von V und W bzgl. der Basen
b1, . . . , bn bzw. c1, . . . , cm. Sei g ∈ G und ∆(g) = (aij) ∈ Kn×n, d. h. gbi =

∑n
j=1 ajibj . Dann ist

die zu V ⊗W gehörende Darstellung ∆⊗ Γ bzgl. b1 ⊗ c1, b1 ⊗ c2, . . . , bn ⊗ cm durch

(∆⊗ Γ)(g) = ∆(g)⊗ Γ(g) :=

a11Γ(g) · · · a1nΓ(g)
...

...
anaΓ(g) · · · annΓ(g)

 ∈ Knm×nm

gegeben (Kronecker-Produkt).
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(iv) Sei nun K = C. Für den Charakter von ∆⊗ Γ gilt dann

χ∆⊗Γ(g) = a11 tr Γ(g) + . . .+ ann tr Γ(g) = χ∆(g)χΓ(g)

für g ∈ G (vgl. Satz II.14.38).

Satz III.3.18 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts). Seien U , V und W KG-Moduln und
f : V ×W → U eine bilineare Abbildung mit gf(v, w) = f(gv, gw) für alle g ∈ G, v ∈ V und w ∈W .
Dann existiert genau ein Homomorphismus f̂ : V ⊗W → U mit f̂(v ⊗ w) = f(v, w) für alle v ∈ V und
w ∈W .

Beweis. Seien b1, . . . , bn und c1, . . . , cm Basen von V bzw. W . Wir definieren f̂(bi⊗ cj) := f(bi, cj) und
setzen linear fort. Dann gilt f̂(v ⊗ w) = f(v, w) für alle v ∈ V und w ∈W . Für g ∈ G gilt

f̂
(
g(v ⊗ w)

)
= f̂(gv ⊗ gw) = f(gv, gw) = gf(v, w) = gf̂(v ⊗ w),

d. h. f̂ ist ein Homomorphismus von KG-Moduln. Da V ⊗W von bi ⊗ cj erzeugt wird, ist f̂ eindeutig
bestimmt.

Lemma III.3.19. Für KG-Moduln U, V,W mit U ≤ V gilt W ⊗ (V/U) ≃ (W ⊗ V )/(W ⊗ U).

Beweis. Die bilineare Abbildung f : W ×V →W ⊗(V/U), (w, v) 7→ w⊗(v+U) erfüllt gf(w, v) = gw⊗
g(v+U) = f(gw, gv). Daher existiert ein Epimorphismus f̂ : W ⊗V →W ⊗(V/U), w⊗v 7→ w⊗(v+U)
mit W ⊗ U ≤ Ker(f̂). Wegen dim(W ⊗ (V/U)) = dimW dim(V/U) = dimW dimV − dimW dimU
gilt Ker(f̂) =W ⊗ U .

Bemerkung III.3.20.

(i) Seien V und W KG-Moduln. Für g ∈ G, φ ∈ HomK(V,W ) und v ∈ V definieren wir

γg(φ)(v) := gφ(g−1v)

wie im Beweis von Satz II.14.38. Für g, h ∈ G gilt

γgh(φ)(v) = ghφ(h−1g−1v) = gγh(φ)(g
−1v) = γg(γh(φ))(v).

Daher ist ∆: G → GL(HomK(V,W )), g 7→ γg eine Darstellung und HomK(V,W ) wird durch
(gφ)(v) := gφ(g−1v) zu einem KG-Modul der Dimension dim(V ) dim(W ).

(ii) Wählt man den trivialen Modul W = K, so erhält man den Dualraum V ∗ := HomK(V,K) mit
(gφ)(v) = φ(g−1v) für g ∈ G, φ ∈ V ∗ und v ∈ V . Man spricht dann vom dualen Modul zu V . Im
Fall V ≃ V ∗ nennt man V selbstdual.

(iii) Für Untermoduln U ≤ V und W ≤ V ∗ sei

U⊥ := {φ ∈ V ∗ : φ(U) = 0}, W⊥ := {v ∈ V : ∀φ ∈W : φ(w) = 0}.4

Für g ∈ G, φ ∈ U⊥, ψ ∈ W⊥ und v ∈ W⊥ gilt (gφ)(U) = φ(g−1U) = φ(U) = 0 und
ψ(gv) = g−1ψ(v) = 0. Dies zeigt, dass U⊥ und W⊥ Untermoduln von V ∗ bzw. V sind. Nach
linearer Algebra ist

dimU + dimU⊥ = dimV = dimV ∗ = dimW + dimW⊥.

4Die Bilinearform V × V ∗ → K, (v, φ) 7→ φ(v) erklärt die Verwendung des Symbols ⊥. Man unterscheide diese
Orthogonalräume von denen, die für symmetrische Algebren in Bemerkung II.13.16 definiert wurden.
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Nach Definition ist U ⊆ (U⊥)⊥ und W ⊆ (W⊥)
⊥. Aus Dimensionsgründen gilt U = (U⊥)⊥ und

W = (W⊥)
⊥. Durch Einschränken erhält man außerdem V ∗/U⊥ ≃ U∗.

(iv) Nach linearer Algebra ist die Abbildung Φ: V → V ∗∗, v 7→ Φv mit Φv(φ) = φ(v) ein Vektorraum-
Isomorphismus. Für g ∈ G, v ∈ V und φ ∈ V ∗ gilt

Φ(gv)(φ) = φ(gv) = (g−1φ)(v) = Φ(v)(g−1φ) = (gΦ(v))(φ).

Dies zeigt, dass Φ auch ein Isomorphismus von KG-Moduln ist. Für v ∈ V und W ≤ V ∗ gilt

v ∈W⊥ ⇐⇒ ∀φ ∈W : φ(v) = 0 ⇐⇒ ∀φ ∈W : Φv(φ) = 0 ⇐⇒ Φv ∈W⊥.

Daher ist Φ(W⊥) =W⊥. Aus (iii) erhält man V/W⊥ ≃ V ∗∗/W⊥ ≃W ∗.

(v) Ist f : V →W ein Homomorphismus von KG-Moduln, so auch die duale Abbildung f∗ : W ∗ → V ∗,
φ 7→ φ ◦ f , denn

f∗(gφ)(v) = (gφ)(f(v)) = φ(g−1f(v)) = φ(f(g−1v)) = f∗(φ)(g−1v) = (g(f∗(φ)))(v)

für g ∈ G, φ ∈W ∗ und v ∈ V . Insbesondere gilt

V ≃W =⇒ V ∗ ≃W ∗ =⇒ V ≃ V ∗∗ ≃W ∗∗ ≃W.

Seien Φ: V → V ∗∗ und Ψ: W → W ∗∗ die Isomorphismen aus (iv). Für φ ∈ W ∗ und v ∈ V gilt
(Φ(v) ◦ f∗)(φ) = Φ(v)(φ ◦ f) = φ(f(v)) und

(Ψ−1 ◦ f∗∗ ◦ Φ)(v) = Ψ−1(Φ(v) ◦ f∗) = f(v).

Daher ist HomKG(V,W ) → HomKG(W
∗, V ∗), f 7→ f∗ ein Vektorraum-Isomorphismus.

(vi) Sei ∆: G→ GL(n,K) eine Darstellung zu V bzgl. einer Basis b1, . . . , bn. Sei g ∈ G und g−1bi =∑n
j=1 ajibj . Sei β1, . . . , βn die entsprechende duale Basis von V ∗, d. h. es gilt βi(bj) = δij für

1 ≤ i, j ≤ n. Dann folgt (gβi)(bj) = βi(g
−1bj) = aij und gβi =

∑n
j=1 aijβj . Für die zu V ∗

gehörende Darstellung ∆∗ : G→ GL(n,K) bzgl. β1, . . . , βn gilt also ∆∗(g) = ∆(g−1)t für g ∈ G
(vgl. Beispiel II.14.4). Im Fall K = C gilt für den Charakter bekanntlich χ∆∗ = χ∆. Insbesondere
ist V genau dann selbstdual, wenn χ∆ reell ist.

Lemma III.3.21. Für KG-Moduln U, V,W gilt

(i) (V ×W )∗ ≃ V ∗ ×W ∗ und (V ⊗W )∗ ≃ V ∗ ⊗W ∗.

(ii) HomK(V,W ) ≃ V ∗ ⊗W .

(iii) HomK(U ⊗ V,W ) ≃ HomK(U,HomK(V,W )).

Beweis.

(i) Die Abbildung (V ×W )∗ → V ∗ ×W ∗, φ 7→ (φ|V , φ|W ) ist offenbar Monomorphismus von KG-
Modul. Aus Dimensionsgründen ist es ein Isomorphismus. Seien φ ∈ V ∗ und ψ ∈W ∗. Nach der
universellen Eigenschaft für Tensorprodukte von Vektorräumen existiert fφ,ψ ∈ (V ⊗W )∗ mit
fφ,ψ(v⊗w) := φ(v)ψ(w). Die bilineare Abbildung f : V ∗×W ∗ → (V ⊗W )∗, (φ,ψ) 7→ fφ,ψ erfüllt

f(gφ, gψ)(v ⊗ w) = fgφ,gψ(v ⊗ w) = (gφ)(v)(gψ)(w) = φ(g−1v)ψ(g−1w)

= fφ,ψ(g
−1(v ⊗ w)) = (gf(φ,ψ))(v ⊗ w).
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Aus der universellen Eigenschaft erhält man einen Homomorphismus

f̂ : V ∗ ⊗W ∗ → (V ⊗W )∗,

φ⊗ ψ 7→ fφ,ψ.

Seien b1, . . . , bn und c1, . . . , cm Basen von V bzw. W . Seien β1, . . . , βn und γ1, . . . , γm die ent-
sprechenden dualen Basen von V ∗ und W ∗. Sei α ∈ (V ⊗ W )∗ mit α(bi ⊗ cj) := αij . Für
ρ :=

∑
i,j αijβi ⊗ γj ∈ V ∗ ⊗W ∗ gilt

f̂(ρ)(bs ⊗ ct) =
∑
i,j

αijβi(bs)γj(ct) = αst = α(bs ⊗ ct) (s = 1, . . . , n, t = 1, . . . ,m).

Also ist f̂ surjektiv und aus Dimensionsgründen auch injektiv.

(ii) Für φ ∈ V ∗ und w ∈W sei fφ,w : V →W , v 7→ φ(v)w. Offenbar ist fφ,w ∈ HomK(V,W ) und die
Abbildung f : V ∗ ×W → HomK(V,W ), (φ,w) 7→ fφ,w ist bilinear. Für g ∈ G gilt

f(gφ, gw)(v) = (gφ)(v)(gw) = gφ(g−1v)w = (gfφ,w)(v).

Die universelle Eigenschaft liefert einen Homomorphismus

f̂ : V ∗ ⊗W → HomK(V,W ),

φ⊗ w 7→ fφ,w.

Seien b1, . . . , bn und c1, . . . , cm Basen von V bzw.W . Sei φ ∈ HomK(V,W ) mit φ(bi) =
∑m

j=1 λijcj
und λij ∈ K. Sei β1, . . . , βn die duale Basis von V ∗. Wir definieren ρ :=

∑
i,j λijβi⊗ cj ∈ V ∗ ⊗W .

Dann gilt

f̂(ρ)(bk) =
∑
i,j

λijβi(bk)cj =
m∑
j=1

λkjcj = φ(bk)

für k = 1, . . . ,m. Also ist f̂ surjektiv und aus Dimensionsgründen auch injektiv.

(iii) Es gilt

HomK(U ⊗ V,W )
(ii)
≃ (U ⊗ V )∗ ⊗W

(i)
≃ U∗ ⊗ V ∗ ⊗W

≃ U∗ ⊗HomK(V,W ) ≃ HomK(U,HomK(V,W )).

Satz III.3.22. Für jeden KG-Modul V gilt

(i) V ist genau dann einfach (bzw. unzerlegbar), wenn V ∗ es ist.

(ii) V ist genau dann frei (bzw. projektiv), wenn V ∗ es ist.

(iii) V ist genau dann projektiv-unzerlegbar, wenn V ∗ es ist.

Beweis. Wegen V ∗∗ ≃ V genügt es jeweils eine Richtung zu beweisen.

(i) Sei V einfach und W < V ∗. Dann ist W⊥ = V und W ∗ ≃ V/W⊥ ≃ 0. Dies zeigt W = 0. Sei nun
V unzerlegbar und V ∗ = U ⊕W . Dann gilt V ≃ V ∗∗ ∼= U∗ ⊕W ∗ nach Lemma III.3.21. Wieder
erhält man U = 0 oder W = 0.
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(ii) Ist V frei, so besitzt V nach Lemma II.9.5 eine endliche Basis. Sei also V ≃ (KG)n. Dann ist
V ∗ ≃ ((KG)∗)n. Die reguläre Darstellung ∆: G→ GL(|G|,K) bildet auf Permutationsmatrizen
ab und diese sind bekanntlich orthogonal. Daher ist ∆∗ = ∆ und (KG)∗ ≃ KG. Also ist
V ∗ frei. Sei schließlich V projektiv. Dann existiert ein Epimorphismus f : (KG)n → V und
V ×Ker(f) ≃ (KG)n. Wegen V ∗ ×Ker(f)∗ ≃ ((KG)n)∗ ≃ (KG)n ist V ∗ projektiv.

(iii) Folgt aus (i) und (ii).

Bemerkung III.3.23.

(i) Für eine beliebige Familie von KG-Moduln Vi (i ∈ I) gilt
(∐

i∈I Vi

)∗
≃×i∈I V

∗
i . Ist V frei mit

unendlichem Rang (oder halbeinfach), so muss V ∗ nicht frei (bzw. halbeinfach) sein.

(ii) Das nächste Resultat verallgemeinert J(A)⊥ = Soc(A) für A = KG.

Lemma III.3.24. Für jeden KG-Modul V ist Soc(V )⊥ = J(V ∗) und J(V )⊥ = Soc(V ∗). Folglich gilt
Soc(V )∗ ≃ V ∗/J(V ∗) und Soc(V ∗) ≃ (V/J(V ))∗.

Beweis. Nach Bemerkung III.3.20 sind die Abbildungen U 7→ U⊥ und W 7→ W⊥ zueinander inverse
Bijektionen zwischen den Untermoduln von V und den Untermoduln von V ∗. Dabei gilt V ∗/U⊥ ≃ U∗

und V/W⊥ ≃W ∗. Nach Satz III.3.22 wird der größte halbeinfache Untermodul von V auf den kleinsten
Untermodul von V ∗ mit halbeinfachen Faktormoduln abgebildet. Dies zeigt Soc(V )⊥ = J(V ∗) und
analog J(V )⊥ = Soc(V ∗). Es folgt Soc(V )∗ ≃ V ∗/ Soc(V )⊥ = V ∗/J(V ∗) und Soc(V ∗) ≃ V/ Soc(V ∗)⊥ =
V/(J(V )⊥)⊥ = V/J(V ).

Satz III.3.25. Für jeden projektiven KG-Modul P gilt Soc(P ) ≃ P/J(P ).

Beweis. O.B. d.A. sei P projektiv-unzerlegbar. Sei e ∈ KG ein primitives Idempotent mit P = KGe.
Nach Lemma III.3.24 ist S := Soc(P ) ⊆ P ein einfacher KG-Modul. Sei s =

∑
g∈G αgg ∈ S \ {0}. Dann

existiert ein g ∈ G mit αg ̸= 0. Nach Bemerkung II.13.20 ist KG symmetrisch bzgl. der Bilinearform
β(

∑
σgg,

∑
τgg) =

∑
g∈G σgτg−1 . Es folgt

β(eg−1s, 1) = β(eg−1, s) = β(s, eg−1) = β(se, g−1) = β(s, g−1) = αg ̸= 0.

Insbesondere ist 0 ̸= eg−1s ∈ S und P → S, x 7→ xg−1s ist ein nicht-trivialer Homomorphismus. Da S
einfach ist, folgt P/J(P ) ≃ S.

Satz III.3.26. Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist die Cartan-Matrix von KG symmetrisch.

Beweis. Die Aussage folgt aus Bemerkung II.13.20 und Satz II.13.4.

Bemerkung III.3.27.

(i) Sei C(KG) = (cij). Ist cii = 1, so folgt cij = 0 für alle j ̸= i aus Satz III.3.25.

(ii) Für charK = 0 ist C(KG) = 1k nach Maschke. Im Allgemeinen kann man zeigen, dass C = C(KG)
positiv definit ist (falls K = K). Im Fall p := charK > 0 sind die Elementarteiler von C (als
ganzzahlige Matrix) Potenzen von p. Insbesondere ist detC eine p-Potenz (ohne Beweis). Für
beliebige Algebren ist die Cartan-Matrix im Allgemeinen nicht invertierbar (Aufgabe III.20).
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(iii) Die Voraussetzung K = K in Satz III.3.26 ist notwendig:

C(F2A4) =

(
2 1
2 3

)
, C(F4A4) =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 .

Definition III.3.28. Für einen KG-Modul V und H ≤ G erhält man durch Einschränkung den KH-
Modul VH . Wir konstruieren umgekehrt aus einem KH-Modul U einen KG-Modul. Dafür betrachten
wir den K-Vektorraum

UG := (KG⊗ U)/SpanK
{
gh⊗ u− g ⊗ hu : g ∈ G, h ∈ H,u ∈ U

}
.

Im Folgenden werden wir die Elemente von UG mit geeigneten Repräsentanten aus KG⊗U identifizieren.
Es gilt dann gh⊗ u = g ⊗ hu für g ∈ G, h ∈ KH und u ∈ U .

Lemma III.3.29. Durch x(g ⊗ u) := xg ⊗ u für x, g ∈ G, u ∈ U wird UG zu einem KG-Modul der
Dimension |G : H| dimU . Man nennt UG den von U induzierten Modul.

Beweis. Sei B eine Basis von U und R ein Repräsentantensystem für G/H. Für jedes g ∈ G existieren
r ∈ R und h ∈ H mit g = rh. Für u ∈ U gilt dann g⊗u = r⊗hu. Daher wird UG als K-Vektorraum von
den Elementen der Form r ⊗ b mit r ∈ R und b ∈ B erzeugt. Insbesondere ist dimUG ≤ |G : H| dimU .
Für r, s ∈ R definieren wir eine K-lineare Abbildung φr : KG⊗U → U , sh⊗ b 7→ δrshb mit h ∈ H und
b ∈ B. Dann ist

φ : KG⊗ U → U |G:H|,

x 7→ (φr(x))r∈R

K-linear und surjektiv. Wegen φr(rh⊗ u− r ⊗ hu) = hu− hu = 0 gilt gh⊗ u− g ⊗ hu ∈ Ker(φ) für
alle g ∈ G, h ∈ H und u ∈ U . Es folgt

|G : H| dimU = dim(U |G:H|) = dim(KG⊗ U)− dimKer(φ) ≤ dimUG ≤ |G : H| dimU.

Also bilden die Elemente r⊗ b mit r ∈ R und b ∈ B eine Basis von UG. Wir definieren g(r⊗ b) := gr⊗ b
und setzen linear fort. Für ein beliebiges x ∈ G existieren r ∈ R und h ∈ H mit x = rh. Es gilt dann

g(x⊗ u) = g(r ⊗ hu) = gr ⊗ hu = grh⊗ u = gx⊗ u.

Dies zeigt (gg′)(x⊗ u) = (gg′)x⊗ u = g(g′x)⊗ u = g(g′(x⊗ u)) für g, g′ ∈ G. Auf diese Weise wird UG

zu einem KG-Modul.

Bemerkung III.3.30. Sei ∆: H → GL(n,K) eine Darstellung mit KH-Modul U bzgl. einer Basis B.
Seien r1, . . . , rk Repräsentanten für G/H. Wie im Beweis von Lemma III.3.29 ist B̂ := {ri ⊗ b : b ∈
B, i = 1, . . . , k} eine Basis von UG. Für g ∈ G und ri ∈ R existiert genau ein rj ∈ R mit r−1

j gri ∈ H.
Es gilt dann g(ri ⊗ b) = rj ⊗ r−1

j grib. Wir definieren ∆̂(g) := ∆(g) falls g ∈ H und ∆̂(g) := 0 ∈ Kn×n

sonst. Die induzierte Darstellung ∆G von UG bzgl. B̂ hat dann die Form

∆G(g) =

∆̂(r−1
1 gr1) · · · ∆̂(r−1

1 grk)
...

...

∆̂(r−1
k gr1) · · · ∆̂(r−1

k grk)

 .
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Sei nun K = C und ψ der Charakter von ∆. Für den induzierten Charakter ψG von ∆G gilt

ψG(g) =

k∑
i=1

tr ∆̂(r−1
i gr−1

i ) =
∑

1≤i≤k
g∈riHr−1

i

ψ(r−1
i gri) =

∑
xH∈G/H
gxH=xH

ψ(x−1gx).

Beispiel III.3.31. Sei Ω eine transitive G-Menge und H := Gω für ein ω ∈ Ω. Für die Basis
des Permutationsmoduls V aus Beispiel II.14.4 kann man nach Satz I.4.7 die Nebenklassen G/H =
{r1H, . . . , rkH} wählen. Es gilt dann V ≃ UG, wobei U ≃ K der triviale Modul von H ist. Der
Permutationscharakter ist daher (1H)G. Insbesondere ist (11)G der reguläre Charakter. Ist H ⊴G, so
ist UG die Inflation des regulären K[G/N ]-Moduls.

Lemma III.3.32 (Frobenius-Nakayama-Reziprozität). Sei V ein KG-Modul, H ≤ G und U ein
KH-Modul. Dann sind

HomKH(U, VH) → HomKG(U
G, V ), φ 7→ φ̂

HomKH(VH , U) → HomKG(V,U
G), ψ 7→ ψ̃

Vektorraum-Isomorphismen mit φ̂(g ⊗ u) = gφ(u) und ψ̃(v) =
∑

gH∈G/H g ⊗ ψ(g−1v) für g ∈ G, u ∈ U
und v ∈ V .

Beweis. Wie im Beweis von Lemma III.3.29 sei R ein Repräsentantensystem für G/H und B eine Basis
von U .

(i) Für φ ∈ HomKH(U, VH) definieren wir φ̂(r ⊗ b) := rφ(b) für r ∈ R und b ∈ B. Sei u ∈ U und
g = rh ∈ G mit r ∈ R und h ∈ H. Sei hu =

∑
b∈B αbb ∈ U mit αb ∈ K. Dann folgt

φ̂(g ⊗ u) = φ̂(r ⊗ hu) = φ̂
(∑
b∈B

αb(r ⊗ b)
)
=

∑
b∈B

αbrφ(b) = rφ(hu) = rhφ(u) = gφ(u).

Für x ∈ G gilt φ̂(xg ⊗ u) = (xg)φ(u) = x(gφ(u)) = xφ̂(g ⊗ u). Dies zeigt φ̂ ∈ HomKG(U
G, V ).

Ist φ̂ = 0, so gilt φ(b) = φ̂(1⊗ b) = 0 und φ = 0. Daher ist die Abbildung φ 7→ φ̂ injektiv und
K-linear. Ist umgekehrt ρ ∈ HomKG(U

G, V ) gegeben, so ist φ : U → VH , u 7→ ρ(1⊗ u) offenbar
ein Homomorphismus mit φ̂ = ρ.

(ii) Für ψ ∈ HomKH(VH , U) können wir direkt ψ̃(v) =
∑

r∈R r ⊗ ψ(r−1v) für v ∈ V definieren. Ist
R′ ein weiteres Repräsentantensystem für G/H, so existiert eine Bijektion R → R′, r 7→ r′ mit
r−1r′ ∈ H für r ∈ R. Es folgt

r′ ⊗ ψ((r′)−1v) = rr−1r′ ⊗ ψ((r′)−1v) = r ⊗ r−1r′ψ((r′)−1v) = r ⊗ ψ(r−1v).

Also hängt ψ̃ nicht von der Wahl von R ab. Für g ∈ G ist auch gR ein Repräsentantensystem für
G/H. Dies impliziert

ψ̃(gv) =
∑
r∈R

r ⊗ ψ(r−1gv) =
∑
r∈R

gr ⊗ ψ((gr)−1gv) = g
∑
r∈R

r ⊗ ψ(r−1v) = gψ̃(v)

und ψ̃ ∈ HomKG(V,U
G). Sei ψ̃ = 0. Da die Elemente r ⊗ ψ(r−1v) für r ∈ R linear unabhängig

sind, folgt ψ(r−1v) = 0 für alle v ∈ V . Daher ist ψ = 0 und die Abbildung ψ 7→ ψ̃ ist injektiv und
K-linear.
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Schließlich sei ρ ∈ HomKG(V,U
G) gegeben. Für v ∈ V sei ρr(v) ∈ U mit ρ(v) =

∑
r∈R r ⊗ ρr(v).

O. B. d.A. sei 1 ∈ R. Für h ∈ H gilt∑
r∈R

r ⊗ ρr(hv) = ρ(hv) = hρ(v) =
∑
r∈R

hr ⊗ ρr(v) = 1⊗ hρ1(v) +
∑

r∈R\{1}

hr ⊗ ρr(v).

Daher ist ρ1 : VH → U ein Homomorphismus. Für s ∈ R gilt außerdem∑
r∈R

r ⊗ ρr(s
−1v) = ρ(s−1v) = s−1ρ(v) =

∑
r∈R

s−1r ⊗ ρr(v) = 1⊗ ρs(v) +
∑

r∈R\{s}

s−1r ⊗ ρr(v).

Folglich gilt ρ1(s−1v) = ρs(v) und

ρ̃1(v) =
∑
r∈R

r ⊗ ρ1(r
−1v) = ρ(v).

Also ist ψ 7→ ψ̃ auch surjektiv.

Bemerkung III.3.33. Sei K = C in der Situation von Lemma III.3.32. Dann sind alle Moduln
halbeinfach und wir können U ≃ T a11 × . . . × T akk und VH ≃ T b11 × . . . × T bkk mit paarweise nicht-
isomorphen einfachen KH-Moduln T1, . . . , Tk schreiben. Seien ψ und χ die Charaktere von U und V .
Nach Schurs Lemma und Lemma II.7.20 gilt

(ψ, χH) = a1b1 + . . .+ akbk = dimHomCH(U, VH)
III.3.32
= dimHomCG(U

G, V ) = (ψG, χ).

Diese Gleichung bezeichnet man als Frobenius-Reziprozität . Sind U und V einfach, so erhält man: Die
Vielfachheit von U in VH ist die Vielfachheit von V in UG.

Lemma III.3.34. Für Untergruppen H ≤ L ≤ G, KH-Moduln U, V und einen KG-Modul W gilt

(i) (U × V )G ≃ UG × V G.

(ii) (U∗)G ≃ (UG)∗.

(iii) (UL)G ≃ UG.

(iv) UG ⊗W ≃ (U ⊗WH)
G.

(v) Ist U frei (bzw. projektiv), so auch UG.

(vi) Ist W frei (bzw. projektiv), so auch WH .

(vii) Ist W frei (bzw. projektiv), so auch Q⊗W für jeden KG-Modul Q.

Beweis.

(i) Da φ : U × V → (UG × V G)H , (u, v) 7→ (1 ⊗ u, 1 ⊗ v) ein Homomorphismus ist, existiert
φ̂ : (U ×V )G → UG×V G, g⊗ (u, v) 7→ (g⊗u, g⊗ v) nach Lemma III.3.32. Wegen φ̂(g⊗ (u, 0)) =
(g ⊗ u, 0) ist φ̂ surjektiv und aus Dimensionsgründen auch injektiv.
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(ii) Für λ ∈ U∗ sei λ ∈ (UG)∗ mit

λ(g ⊗ u) =

{
λ(gu) falls g ∈ H,

0 sonst.

Für h ∈ H gilt hλ = hλ. Daher ist φ : U∗ → ((UG)∗)H , λ 7→ λ ein Homomorphismus. Nach
Lemma III.3.32 existiert φ̂ : (U∗)G → (UG)∗, g ⊗ λ 7→ gλ. Sei R ein Repräsentantensystem für
G/H und

∑
r∈R r ⊗ λr ∈ Ker(φ̂). Für s ∈ R und u ∈ U gilt

0 =
∑
r∈R

rλr(s⊗ u) =
∑
r∈R

λr(r
−1s⊗ u) = λs(u).

Dies zeigt λs = 0 für alle s ∈ R. Folglich ist φ̂ injektiv und aus Dimensionsgründen auch surjektiv.

(iii) Mit φ : UL → (UG)L, x ⊗ u 7→ x ⊗ u ist auch φ̂ : (UL)G → (UG), g ⊗ (x ⊗ u) 7→ gx ⊗ u ein
Homomorphismus. Offenbar ist φ̂ surjektiv und wegen

dim(UL)G = |G : L| dimUL = |G : L||L : H| dimU = |G : H| dimU = dimUG

auch injektiv.

(iv) Die Abbildung f : U ×WH → (UG ⊗W )H , (u,w) 7→ (1⊗ u)⊗ w ist bilinear und erfüllt

f(h(u,w)) = (1⊗ hu)⊗ hw = (h⊗ u)⊗ hw = h(f(u,w))

für h ∈ H. Nach der universellen Eigenschaft existiert ein Homomorphismus φ : U ⊗ WH →
(UG⊗W )H , u⊗w 7→ (1⊗u)⊗w. Dies ergibt einen Homomorphismus φ̂ : (U ⊗WH)G → UG⊗W ,
g ⊗ (u⊗ w) 7→ (g ⊗ u)⊗ gw. Man sieht leicht, dass φ̂ surjektiv ist. Wegen

dim(U ⊗WH)
G = |G : H| dim(U) dim(W ) = dim(UG) dimW = dim(UG ⊗W )

ist φ̂ injektiv.

(v) Die Inklusion φ : KH → KG induziert einen Homomorphismus φ̂ : (KH)G → KG, g⊗a 7→ ga für
a ∈ KH . Offenbar ist φ̂ ein Isomorphismus. Ist U frei, so gilt U ≃ (KH)n und UG ≃ ((KH)n)G ≃
((KH)G)n ≃ KGn nach (i). Also ist UG frei. Die analoge Aussage für projektive Moduln folgt
ebenfalls aus (i).

(vi) Für g ∈ G ist KH → KHg, h 7→ hg ein Isomorphismus von KH-Moduln. Sei R ein Repräsentan-
tensystem für die Rechtsnebenklassen von G nach H. Dann gilt KG =

⊕
r∈RKHr ≃ (KH)|G:H|.

Daraus folgt leicht die Behauptung.

(vii) Sei n ∈ N mit W = KGn. Für den trivialen K1-Modul U ≃ K gilt KG ≃ UG und

Q⊗W ≃ (Q⊗ UG)n
(v)
≃ ((Q1 ⊗ U)G)n ≃ ((UdimQ)G)n

(i)
≃ KGndimQ.

Daher ist Q⊗W frei. Sei nun W projektiv mit W ⊕W ′ = KGn. Dann gilt (Q⊗W )⊕ (Q⊗W ′) ≃
Q⊗KGn. Also ist Q⊗W projektiv.

Satz III.3.35. Sei K ein Körper der Charakteristik p > 0 und |G| = pan mit p ∤ n. Dann sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

(1) C(KG) ist eine Diagonalmatrix.

(2) Der Hauptblock von KG ist lokal.
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(3) Es existiert ein N ⊴G mit |N | = n.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Satz II.12.29 impliziert, dass der triviale ModulK der einzige einfache Modul des Hauptblocks
B0 ist. Wegen EndB0(K) ∼= K gilt B0/J(B0) ∼= K nach Bemerkung II.12.3.

(2) ⇒ (3): Sei e0 =
∑

g∈G αgg ∈ Z(KG) das Hauptblockidempotent. Nach Voraussetzung ist der
Hauptblock B0 = KGe0 ein projektiv-unzerlegbarer KG-Modul. Nach Satz II.12.29 sind alle
Kompositionsfaktoren von B0 trivial. Sei ∆: G→ GL(B0) die Darstellung durch Linksmultipli-
kation und N := Ker(∆)⊴G. Sei g ∈ G ein p′-Element. Nach Masche ist B0 ein halbeinfacher
K⟨g⟩-Modul, dessen Kompositionsfaktoren nach wie vor trivial sind. Dies zeigt g ∈ N . Sei um-
gekehrt g ∈ N . Wegen gp′ ∈ N ist auch gp ∈ N . Aus gpe0 = e0 folgt αx = αxh für x ∈ G und
h ∈ H := ⟨gp⟩. Für die Augmentationsabbildung ν : KG→ K gilt

1 = ν(e0) =
∑
x∈G

αx =
∑

xH∈G/H

|H|αx

nach Bemerkung II.13.24. Dies zeigt H = 1 und g = gp′ . Also besteht N aus allen p′-Elementen
von G. Nach Lagrange ist |N | ein Teiler von n. Wegen xN = xpN ist andererseits G/N eine
p-Gruppe. Folglich ist |N | = n.

(3) ⇒ (1): Sei P ∈ Sylp(G). Nach Lagrange gilt P ∩N = 1. Aus |PN | = |P ||N | = |G| folgt G = PN
und G/N ∼= P . Durch Inflation wird KP ein KG-Modul. Nach Maschke ist KN halbeinfach.
Daher gilt KN = U ⊕W , wobei U ≃ K der triviale KN -Modul ist. Dies zeigt

KG ≃ KNG ≃ UG ⊕WG III.3.31≃ K[G/N ]⊕WG ≃ KP ⊕WG.

Insbesondere ist KP ein projektiver KG-Modul. Für jeden einfachen KG-Modul V ist auch
V ⊗KP projektiv nach Lemma III.3.34. Da P eine p-Gruppe ist, sind alle Kompositionsfaktoren
von KP trivial. Ist S/T ein solcher Kompositionsfaktor, so ist

(V ⊗ S)/(V ⊗ T )
III.3.19≃ V ⊗ (S/T ) ≃ V

ein Kompositionsfaktor von V ⊗ KP . Daher sind alle Kompositionsfaktoren von V ⊗ KP zu
V isomorph. Ein projektiv-unzerlegbarer Summand Q von V ⊗KP erfüllt daher Q/J(Q) ≃ V .
Außerdem sind alle Kompositionsfaktoren von Q zu V isomorph. Da V ein beliebiger einfacher
KG-Modul war, muss C(KG) eine Diagonalmatrix sein.

Bemerkung III.3.36. In der Situation von Satz III.3.35 ist e := 1
n

∑
x∈N x ∈ Z(KG) ein zentrales

Idempotent. Für y ∈ N gilt ye = e. Sei P ∈ Sylp(G). Dann ist G = PN und jedes g ∈ G lässt sich
eindeutig in der Form g = xy mit x ∈ P und y ∈ N schreiben. Es gilt ge = xe. Für verschiedene
x, x′ ∈ P ist xN ∩ x′N = ∅. Daher ist KP → KGe, x 7→ xe ein Isomorphismus von Algebren. Mit KP
ist auch KGe unzerlegbar und e ist primitiv. Wegen ν(e) = 1 muss B0 := KGe der Hauptblock von
KG sein. Es gilt also B0

∼= KP .

Satz III.3.37 (Dickson). Sei p := charK > 0 und |G| = pan mit p ∤ n. Sei M ein projektiver
KG-Modul. Dann ist dimKM durch pa teilbar.

Beweis. Sei P ∈ Sylp(G). Nach Lemma III.3.34 ist MP projektiv. Nach Satz III.3.14 ist KP ∼=
EndKP (KP )

o lokal, d. h. der reguläre KP -Modul ist unzerlegbar. Also ist MP sogar ein freier KP -
Modul nach Krull-Schmidt; sagen wir MP ≃ (KP )k. Dann folgt dimKM = k|P | = kpa.
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Beispiel III.3.38. Sei p := charK > 0 und |G| = pan mit p ∤ n. Angenommen es existiert eine
Untergruppe H ≤ G mit |H| = n (ein Satz von Hall aus der Gruppentheorie besagt, dass H für
auflösbare Gruppen G stets existiert). Sei U ein 1-dimensionaler KH-Modul. Nach Maschke ist U
projektiv und daher auch V := UG. Wegen dimV = |G : H| dimU = pa ist V projektiv-unzerlegbar
nach Dickson. Sei nun U ≃ K der triviale KH-Modul. Nach Lemma III.3.32 ist

dimHomKG(V,K) = dimHomKH(U,U) = 1

und es folgt V/J(V ) ≃ K. Ist G auflösbar und K algebraisch abgeschlossen, so existiert für jeden
projektiv-unzerlegbaren KG-Modul V ein einfacher KH-Modul U mit V ≃ UG (ohne Beweis).

Lemma III.3.39. Sei V ein KG-Modul und H ≤ G mit |G : H| ∈ K×. Dann ist V ein direkter
Summand von (VH)

G.

Beweis. Die Identität VH → VH liefert mit Lemma III.3.32 Homomorphismen

φ : (VH)
G → V, g ⊗ v 7→ gv,

ψ : V → (VH)
G, v 7→

∑
gH∈G/H

g ⊗ g−1v.

Wegen (φψ)(v) = |G : H|v ≠ 0 ist ψ injektiv und φ surjektiv. Insbesondere ist V ≃ ψ(V ) ≤ (VH)
G.

Für U := Ker(φ) ≤ (VH)
G gilt ψ(V ) ∩ U = 0 und dimV = dim((VH)

G/U) = dim(VH)
G − dimU . Dies

zeigt (VH)G = ψ(V )⊕ U .

Bemerkung III.3.40.

(i) Seien S, T ≤ G. Dann operiert S × T auf G durch (s,t)g := sgt−1 für (s, t) ∈ S × T . Die Bahnen
haben die Form SgT und heißen Doppelnebenklassen von G nach S, T .

(ii) Sei g ∈ G, H ≤ G und U ein KH-Modul. Dann ist gHg−1 ≤ G und g ⊗ U = {g ⊗ u : u ∈ U} ist
ein gHg−1-Modul mit

ghg−1(g ⊗ u) := g ⊗ hu

für h ∈ H und u ∈ U (die Axiome übertragen sich von UG auf g ⊗ U).

Lemma III.3.41 (Mackey-Formeln). Seien S, T ≤ G und R ein Repräsentantensystem für die
Doppelnebenklassen von G nach S, T . Sei U ein KS-Modul und V ein KT -Modul. Dann gilt:

(V G)S ≃×
r∈R

(
(r ⊗ V )rTr−1∩S

)S
,

UG ⊗ V G ≃×
r∈R

(
UrTr−1∩S ⊗ (r ⊗ V )rTr−1∩S

)G
.

Beweis.

(i) Offenbar ist die Abbildung

φ : ×
r∈R

(
(r ⊗ V )rTr−1∩S

)S → (V G)S

(sr ⊗ r ⊗ v)r∈R 7→
∑
r∈R

srr ⊗ vr.
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ein Homomorphismus von KS-Moduln. Für jedes g ∈ G existiert genau ein Tripel (s, r, t) ∈
S × R × T mit g = srt. Daher ist φ surjektiv. Außerdem ist SR ein Repräsentantensystem für
G/T . Ist also (sr ⊗ r⊗ v)r∈R ∈ Ker(φ), so folgt srr⊗ vr = 0 = vr für alle r ∈ R. Daher ist φ auch
injektiv.

(ii) Nach Lemma III.3.34 und (i) gilt

UG ⊗ V G ≃ (U ⊗ (V G)S)
G ≃

(
U ⊗×

r∈R

(
(r ⊗ V )rTr−1∩S

)S)G
≃

(×
r∈R

(
U ⊗ ((r ⊗ V )rTr−1∩S)

S
))G

≃
(×
r∈R

(
UrTr−1∩S ⊗ (r ⊗ V )rTr−1∩S

)S)G
≃×

r∈R

(
UrTr−1∩S ⊗ (r ⊗ V )rTr−1∩S

)G
.

Satz III.3.42 (Higman). Sei K ein Körper der Charakteristik p > 0 und P ∈ Sylp(G).

(i) Ist P zyklisch, so hat jeder unzerlegbare KG-Modul Dimension ≤ |G| und es gibt höchstens endlich
viele solche Moduln bis auf Isomorphie.

(ii) Ist P nicht zyklisch, so gibt es unzerlegbare KG-Moduln mit beliebig großer Dimension.

Insbesondere hat KG genau dann endlichen Darstellungstyp, wenn P zyklisch ist.

Beweis.

(i) Sei V ein unzerlegbarerKG-Modul. Nach Lemma III.3.39 ist (VP )G ≃ V ⊕U . Sei VP = V1⊕. . .⊕Vk
mit unzerlegbaren Moduln V1, . . . , Vk. Dann gilt V ⊕U ≃ V G

1 ⊕ . . .⊕ V G
k . Nach Krull-Schmidt ist

V zu einem direkten Summanden von V G
i isomorph. Aus Satz III.3.14 folgt

dimV ≤ dimV G
i = |G : P | dimVi ≤ |G : P ||P | = |G|.

Offenbar hat V G
i höchstens dimV G

i viele direkte Summanden. Da KP nur je einen unzerlegbaren
Moduln in Dimension d ∈ {1, . . . , |P |} besitzt, gibt es höchstens

|G : P |
|P |∑
d=1

d = |G| |P |+ 1

2
<∞

unzerlegbare KG-Moduln bis auf Isomorphie.

(ii) Nach Satz III.3.14 existiert für jedes d ∈ N ein unzerlegbarer KP -Modul U der Dimension d. Sei
R ein Repräsentantensystem für die Doppelnebenklassen von G nach P, P mit 1 ∈ R. Nach der
Mackey-Formel ist U ≃ 1⊗U ein direkter Summand von (UG)P . Daher existiert ein unzerlegbarer
KG-Modul V , sodass U ein Summand von VP ist.5 Insbesondere gilt dimV ≥ dimU = d.

Bemerkung III.3.43.

(i) Sei N ⊴G und U ein KN -Modul. Für g ∈ G ist g⊗U ebenfalls ein KN -Modul, denn gNg−1 = N .
Wegen g ⊗ (h⊗ U) ≃ gh⊗ U für g, h ∈ G operiert G auf der Menge der Isomorphieklassen von
KN -Moduln. Sei

GU := {g ∈ G : g ⊗ U ≃ U} ≤ G

der Stabilisator von U in G. Sicher ist N ≤ GU .
5Dies zeigt auch, dass die Abschätzung in (i) nicht optimal ist.
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(ii) Die Abbildung U → g ⊗ U , u 7→ g ⊗ u induziert eine Bijektion zwischen den Mengen der
Untermoduln. Insbesondere ist U genau dann einfach (bzw. unzerlegbar), wenn g ⊗ U es ist.
Außerdem ist KN → g ⊗KN , x 7→ g ⊗ g−1xg für x ∈ N ein Isomorphismus von KN -Moduln.
Somit ist U genau dann frei (bzw. projektiv), wenn g ⊗ U es ist.

(iii) Ist U einfach, so ist (UG)N ≃×gN∈G/N g ⊗ U halbeinfach.

(iv) Für N ≤ H ≤ G sei Γ(H,U) die Menge der Isomorphieklassen einfacher KH-Moduln W , sodass
U zu einem Untermodul von WN isomorph ist.

Satz III.3.44 (Clifford). Sei V ein einfacher KG-Modul, N ⊴G und U ein einfacher KN -Modul.
Dann gilt

(i) Genau dann ist U zu einem Untermodul von VN isomorph, wenn V zu einem Untermodul von
UG isomorph ist.

(ii) Ist U ≤ VN , so existiert e ≤ |GU : N | mit

VN ≃ ×
gGU∈G/GU

(g ⊗ U)e.

(iii) Die Abbildung Γ(GU , U) → Γ(G,U), W 7→WG ist eine Bijektion, wobei U genauso oft in WN wie
in (WG)N als direkter Summand vorkommt. Außerdem tritt W nur einmal als Kompositionsfaktor
von (WG)GU

auf.

Beweis.

(ii) Offenbar ist
∑

g∈G gU ≠ 0 ein Untermodul von V . Da V einfach ist, folgt V =
∑

g∈G gU . Sei R
ein Repräsentantensystem für G/GU . Für r ∈ R und h ∈ GU gilt

rhU ≃ rh⊗ U ≃ r ⊗ (h⊗ U) ≃ r ⊗ U.

Da r ⊗ U ein einfacher KN -Modul ist, folgt

Vr :=
∑
h∈GU

rhU =
∑

hN∈GU/N

rhU ≃ (r ⊗ U)e

für ein e ≤ |GU : N | nach Satz II.7.4. Für r ̸= s ∈ R gilt r ⊗ U ̸≃ s ⊗ U . Dies impliziert
V =

⊕
r∈R Vr. Da die Abbildung Vr → Vs, x 7→ sr−1x ein Vektorraum-Isomorphismus ist, gilt

Vs ≃ (s⊗ U)e für alle s ∈ R.

(i) Sei U ≤ VN (bis auf Isomorphie). Nach (ii) ist VN halbeinfach und daher VN = U⊕W für ein KN -
Modul W . Aus Frobenius-Nakayama folgt HomKG(V,U

G) ≃ HomKN (VN , U) ̸= 0. Da V einfach
ist, ist jeder nicht-triviale Homomorphismus V → UG injektiv. Also ist V zu einem Untermodul
von UG isomorph. Sei umgekehrt V ≤ UG. Dann ist HomKN (VH , U) ≃ HomKG(V,U

G) ̸= 0. Nun
ist jeder nicht-triviale Homomorphismus VN → U surjektiv. Daher ist U ein Kompositionsfaktor
von VN . Da VN halbeinfach ist, ist U auch zu einem Untermodul von VN isomorph.
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(iii) Sei W ∈ Γ(GU , U) und M ein maximaler Untermodul von WG. Dann ist V := WG/M ein
einfacher KG-Modul. Nach Frobenius-Nakayama ist HomKGU

(W,VGU
) ̸= 0 und W ≤ VGU

bis
auf Isomorphie. Dies zeigt U ≤WN ≤ VN und V ∈ Γ(G,U). Aus (ii) erhält man e, f ∈ N mit

VN ≃×
r∈R

(r ⊗ U)e, WN ≃ Uf .

Wegen WN ≤ VN gilt f ≤ e. Andererseits gilt

e|R|dimU = dimV ≤ dimWG = |G : GU | dimW ≤ |R|f dimU.

Dies zeigt e = f und WG ≃ V ∈ Γ(G,U). Die Vielfachheit von U als direkter Summand von WN

bzw. (WG)N ist jeweils e. Insbesondere kann W auch nur einmal als Kompositionsfaktor von
(WG)GU

auftreten.

Angenommen es existiert W ̸≃ W ′ ∈ Γ(GU , U) mit (W ′)G ≃ V . Dann ist W ⊕W ′ ≤ VGU
und

U müsste mit Vielfachheit 2e in VN auftreten. Dieser Widerspruch zeigt die Injektivität von
W 7→WG.

Sei umgekehrt V ∈ Γ(G,U) gegeben. Nach (i) ist V ≤ UG = (UGU )G bis auf Isomorphie. Aus
Frobenius-Nakayama folgt HomKGU

(VGU
, UGU ) ̸= 0. Daher existiert ein Kompositionsfaktor W

von UGU mit HomKG(V,W
G) ≃ HomKGU

(VGU
,W ) ̸= 0. Die Mackey-Formel liefert (UGU )N =

×gN∈GU/N
(g ⊗ U) ≃ U |GU :N |. Somit sind alle Kompositionsfaktoren von WN zu U isomorph.

Insbesondere ist W ∈ Γ(GU , U) und der erste Teil des Beweises zeigt V ≃ WG. Dies zeigt die
Surjektivität von W 7→WG.

Folgerung III.3.45. Sei V ein halbeinfacher KG-Modul und N ⊴G. Dann ist VN halbeinfach.

Bemerkung III.3.46.

(i) In der Situation von Satz III.3.44(ii) nennt man e den Verzweigungsindex von U in G. Im Fall
e = 1 ist VN =

⊕
gGU∈G/GU

gU , wobei die Summanden von G permutiert werden. Im Allgemeinen
permutiert G nur die halbeinfachen Summanden Vr im obigen Beweis.

(ii) Die Bijektion in (iii) heißt Clifford-Korrespondenz . Entsprechend nennt man W (bzw. WG) den
Clifford-Korrespondenten von WG (bzw. W ).

Satz III.3.47 (Greens Unzerlegbarkeitssatz). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper der
Charakteristik p > 0 und N ⊴G, sodass G/N eine p-Gruppe ist. Für jeden unzerlegbaren KN -Modul U
ist dann auch UG unzerlegbar.

Beweis. Induktion nach |G/N |: Im Fall G = N ist nichts zu zeigen. Sei also N < G und Z/N ≤ Z(G/N)
mit |Z/N | = p (Satz I.4.11). Dann gilt Z ⊴G nach dem Korrespondenzsatz. Ist die Behauptung für
kleinere Indizes bereits bewiesen, so sind UZ und UG ≃ (UZ)G unzerlegbar. Wir können daher G = Z
annehmen, d. h. |G/N | = p.

Sei V ≤ UG ein unzerlegbarer direkter Summand. Dann ist

VN ≤ (UG)N =

p⊕
i=1

gi ⊗ U
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für ein g ∈ G \ N . Sei zunächst GU = N . Nach Krull-Schmidt existiert 1 ≤ i ≤ p mit gi ⊗ U ≤ VN .
Offenbar ist auch gi+1 ⊗U = g(gi ⊗U) ≤ gVN = V . Da die gi ⊗U paarweise nicht isomorph sind, folgt
dimV ≥ p dimU = dimUG und V = UG. Also ist UG unzerlegbar.

Sei nun GU = G und (UG)N ≃ Up. Nach Bemerkung II.12.12 genügt es zu zeigen, dass E := EndKG(U
G)

lokal ist. Sei γ ∈ E die Multiplikation mit g. Dann gilt

E = {φ ∈ EndKN (U
p) : φγ = γφ}.

Nach Lemma II.7.20 ist EndKN (Up) ∼= EndKN (U)p×p. Dabei ist F := EndKN (U) lokal und F/J(F ) ∼=
K, da K algebraisch abgeschlossen ist. Nach Lemma II.12.26 ist

F p×p := F p×p/J(F p×p) = F p×p/J(F )p×p ∼= Kp×p.

Sei
E := (E + J(F )p×p)/J(F )p×p ∼= E/(E ∩ J(F )p×p)

Da E ∩ J(F )p×p nilpotent ist, gilt E/J(E) ∼= E/J(E). Also reicht es zu zeigen, dass E ⊆ Kp×p lokal ist.

Für 1 ≤ i ≤ p sei ei1 : gi ⊗ U → g ⊗ U ein Isomorphismus von KN -Moduln. Für j ∈ Z setzen wir
ei+jp,1 := ei1 und

ei+j,1+j := αjei1α
−j : gi+j ⊗ U → g1+j ⊗ U.

Wir setzen eij nach (UG)N fort durch eij(gk ⊗ U) = 0 für k ̸≡ i (mod p). Für x ∈ N und u ∈ gi ⊗ U
gilt

(αjei1α
−j)(xu) = αj(ei1(g

−jxu)) = αj(ei1(g
−jxgj · g−ju)) = αj(g−jxgjei1(g

−ju))

= xgjei1(g
−ju) = x(αjeijα

−j)(u).

Dies zeigt eij ∈ EndKN (Up). Wegen αpeij = eijα
p hängt eij nur von den Restklassen i+ pZ und j+ pZ

ab. Außerdem ist αeijα−1 = ei+1,j+1 für alle i, j ∈ Z. Sei nun 1 ≤ i, j ≤ p. Das Bild eij ∈ Kp×p von
eij ist überall 0 außer an Position (i, j). Daher lässt sich jede Matrix a ∈ Kp×p eindeutig in der Form
a =

∑p
i,j=1 aijeij mit aij ∈ K schreiben. Wegen αaα−1 =

∑
aijei+1,j+1 gilt a ∈ E genau dann, wenn

aij = ai+1,j+1 für alle i, j, wobei die Indizes modulo p zu lesen sind. Sei P = (δi,j+1)i,j ∈ Kp×p die
Permutationsmatrix von (1, . . . , p). Dann gilt

E =
{ p∑
i=1

λiP
i : λ1, . . . , λp ∈ K

}
∼= K[X]/(Xp − 1) = K[X]/(X − 1)p ∼= K[X]/(X)p.

Nach Beispiel II.12.9 ist E lokal.

Bemerkung III.3.48. Greens Satz gilt nicht für beliebige Körper: Da F2 keine primitive 3-te Ein-
heitswurzel besitzt, existiert ein 2-dimensionaler einfacher F2A3-Modul U . Wegen (F2A3)

S3 ≃ F2S3 ist
US3 ein projektiv-unzerlegbarer Modul der Dimension 4. Nach Dickson besitzt F2S3 nur noch einen
weiteren projektiv-unzerlegbaren Modul. Andererseits ist

1 =
(
1 + (1, 2, 3) + (1, 3, 2)

)
+
(
1 + (1, 2) + (2, 3) + (1, 2, 3)

)
+
(
1 + (1, 2) + (2, 3) + (1, 3, 2)

)
eine Zerlegung in drei paarweise orthogonale (primitive) Idempotente (Aufgabe II.64). Also ist US3

zerlegbar.

297



III.4 Darstellungen der symmetrischen Gruppe

Bemerkung III.4.1. Wir wissen aus Aufgabe II.74, dass die Charaktertafel der symmetrischen Gruppe
Sn ganzzahlig ist. In diesem Kapitel konstruieren wir die irreduziblen Darstellungen von Sn und geben
einen Algorithmus zur Bestimmung der Charaktertafel an. Es zeigt sich, dass alle Darstellungen über Q
realisiert werden können, d. h. Q ist ein Zerfällungskörper für Sn.

Definition III.4.2.

• Eine Partition von n ∈ N ist eine Folge von natürlichen Zahlen λ = (λ1, . . . , λk) mit λ1 ≥ λ2 ≥
. . . ≥ λk ≥ 1 und λ1 + . . .+ λk = n. Man nennt λi die Teile von λ. Gleiche Teile fassen wir oft
in der Form (a, a, a, b, b, c, . . .) = (a3, b2, c, . . .) zusammen. Aus technischen Gründen setzen wir
gelegentlich stillschweigend λk+1 = λk+2 = . . . = 0. Die Menge der Partitionen von n sei P (n).

• Die lexikografische Ordnung auf P (n) ist definiert durch

λ < µ :⇐⇒ ∃k ∈ N : λ1 = µ1, . . . , λk−1 = µk−1, λk < µk.

• Die Dominanz-Ordnung auf P (n) ist definiert durch

λ⊴ µ :⇐⇒ ∀k ∈ N : λ1 + . . .+ λk ≤ µ1 + . . .+ µk.

Wie üblich benutzen wir ≤, >, ≥, ◁, ▷ und ⊵.

Beispiel III.4.3. Die Partitionen von 4 sind (14) < (2, 12) < (22) < (3, 1) < (4). Im Gegensatz zur
lexikografischen Ordnung ist die Dominanz-Ordnung nicht total. Die Partitionen von 6 sind:

(16) (2, 14) (22, 12)

(23)

(3, 13)

(3, 2, 1)

(32)

(4, 12)

(4, 2) (5, 1) (6)◁ ◁

◁ ◁ ◁ ◁

◁ ◁

◁ ◁
◁

◁

Lemma III.4.4. Gilt λ⊴ µ für λ, µ ∈ P (n), so auch λ ≤ µ.

Beweis. Im Fall λ = µ ist die Behauptung klar. Sei also k ∈ N minimal mit λk ̸= µk. Dann gilt

λk = (λ1 + . . .+ λk)− (µ1 + . . .+ µk−1) ≤ (µ1 + . . .+ µk)− (µ1 + . . .+ µk−1) = µk.

Dies zeigt λ ≤ µ.
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Definition III.4.5.

• Das Young-Diagramm Y einer Partition λ = (λ1, . . . , λk) ist eine Anordnung von n Boxen mit λi
Boxen in der i-ten Zeile (siehe Beispiel III.4.6). Durch Spiegelung an der Diagonalen erhält man
das entgegengesetzte Young-Diagramm Y ′ zur Partition λ′ = (λ′1, . . . , λ

′
l) mit λ′i := |{j : λj ≥ i}|

für i = 1, . . . , l. Sicher ist λ′′ = λ. Im Fall λ′ = λ nennt man λ symmetrisch.

• Ein (Young-)Tableau T ist ein ausgefülltes Young-Diagramm, wobei jede der Zahlen 1, . . . , n in
genau einer Box steht. Mit T ′ bezeichnen wir das entsprechende entgegengesetzte Young-Tableau
(die Zeilen von T ′ sind die Spalten von T ). Die Menge aller Tableaus zu einer Partition λ bezeichnen
wir mit T (λ).

• Tableaus T , U heißen äquivalent (geschrieben T ∼ U), falls die Zahlen in jeder Zeile von T und
U bis auf die Reihenfolge übereinstimmen. Die Äquivalenzklasse von T bezeichnen wir mit [T ]
und T (λ)/∼ := {[T ] : T ∈ T (λ)} sei die Menge der Äquivalenzklassen.

• Ein Tableau T mit Zeilen T1, . . . , Tk bestimmt eine Young-Untergruppe

ST := Sym(T1)× . . .× Sym(Tk) ∼= Sλ1 × . . .× Sλk .

Offenbar hängt ST nur von [T ] ab.

Beispiel III.4.6. Das Young-Diagramm von λ = (4, 22, 1), ein Tableau, ein äquivalentes Tableau und
das entgegengesetzte Tableau sind gegeben durch:

T =

2 3 6 7
1 8
5 9
4

∼

7 3 6 2
8 1
5 9
4

T ′ =

2 1 5 4
3 8 9
6
7

Bemerkung III.4.7.

(i) Sei T ein Tableau. Einen kanonischen Repräsentanten für [T ] erhält man, indem die Boxen in
jeder Zeile von T der Größe nach (aufsteigend) sortiert.

(ii) Der Zyklentyp einer Permutation σ ∈ Sn ist offensichtlich eine Partition von n. Aus Aufgabe II.74
erhält man eine Bijektion P (n) → Cl(Sn). Wegen k(Sn) = | Irr(Sn)| suchen wir eine analoge
Bijektion P (n) → Irr(Sn).

(iii) Durch Permutieren der Zahlen in den Boxen operiert Sn auf der Menge aller Tableaus. Die Bahnen
sind T (λ) für λ ∈ P (n). Für ein Tableau T und σ ∈ Sn gilt (σT )′ = σT ′. Äquivalente Tableaus
werden auf äquivalente Tableaus abgebildet. Daher operiert Sn auch transitiv auf T (λ)/∼. Der
Stabilisator einer Äquivalenzklasse [T ] ist die Young-Untergruppe ST . Insbesondere gilt [T ] = STT ,
|[T ]| = |SY | = λ1! . . . λk! und

|T (λ)/∼| = n!

λ1! . . . λk!
.

Definition III.4.8. Für λ ∈ P (n) seiMλ der C-Vektorraum mit Basis T (λ)/∼. Durch die Operation von
Sn wird Mλ zu einem CSn-Permutationsmodul. Sei (., .) : Mλ×Mλ → C das hermitesche Skalarprodukt
mit Orthonormalbasis T (λ)/∼.
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Beispiel III.4.9. Für λ = (n) ∈ P (n) sind alle Tableaus äquivalent. Daher ist Mλ der triviale
Modul. Für λ = (1n) sind die Tableaus paarweise nicht-äquivalent und können mit den Permutation
von Sn identifiziert werden. Dann ist Mλ der reguläre CSn-Modul. Im Fall λ = (n, 1) lassen sich
die Äquivalenzklassen mit dem Eintrag in der zweiten Zeile identifizieren. Dann ist Mλ ≃ Cn der
Permutationsmodul der natürlichen Operation von Sn auf {1, . . . , n}.

Definition III.4.10. Für W ⊆ Sn sei (wie bisher) W+ =
∑

w∈W w ∈ CSn und

W− :=
∑
w∈W

sgn(w)w ∈ CSn.

Für T ∈ T (λ) sei
q(T ) := S−

T ′ [T ] =
∑
σ∈ST ′

sgn(σ)[σT ] ∈Mλ.

Man nennt
Qλ := SpanC

{
q(T ) : T ∈ T (λ)

}
≤Mλ

den Specht-Modul von λ.

Bemerkung III.4.11. Für T ∈ T (λ) und σ ∈ Sn gilt (wie für jeden Stabilisator)

σSTσ
−1 = σ(Sym(T1)× . . .× Sym(Tk))σ

−1 = Sym(σT1)× . . .× Sym(σTk)

= Sym((σT )1)× . . .× Sym((σT )k) = SσT .

Dies zeigt
σq(T ) = (σST ′σ−1)−σ[T ] = S[σT ′][

σT ] = q(σT ) ∈ Qλ.

Daher operiert Sn tatsächlich auf Qλ. Außerdem wird Qλ als CSn-Modul von einem (beliebigen)
q(T ) erzeugt. Wählt man aus den Elementen q(T ) eine Basis, so erhält man eine Matrixdarstellung
Sn → GL(d,Z), wobei wir d = dimQλ noch bestimmen müssen.

Beispiel III.4.12. Sei λ = (1n) und T ∈ T (λ). Dann ist ST ′ = Sn und q(T ) =
∑

σ∈Sn
sgn(σ)[σT ]. Für

τ ∈ Sn folgt
τq(T ) =

∑
σ∈Sn

sgn(σ)[τσT ] =
∑
σ∈Sn

sgn(τ) sgn(σ)[σT ] = sgn(τ)q(T ).

Daher ist Qλ = Cq(T ) der Modul zur alternierenden Darstellung. Für n = 3 sind Q(3), Q(2,1) und Q(13)

Repräsentanten der drei einfachen CS3-Moduln.

Lemma III.4.13. Seien λ, µ ∈ P (n), T ∈ T (λ) und U ∈ T (µ). Liegen die Zahlen in jeder Zeile von T
in paarweise verschiedenen Spalten von U , so gilt λ⊴ µ.

Beweis. Sei Ti bzw. Ui die i-te Zeile von T bzw. U . Wir können die Einträge in jeder Spalte von U so
sortieren, dass die Zahlen von T1 in U1 liegen. Insbesondere gilt λ1 ≤ µ1. Auf die gleiche Weise können
wir erreichen, dass die Einträge von T2 in U1 ∪ U2 liegen. Dies zeigt λ1 + λ2 ≤ µ1 + µ2 usw. (beachte:
es muss nicht unbedingt λ2 ≤ µ2 gelten).

Lemma III.4.14. Sei λ ∈ P (n), T ∈ T (λ) und G ≤ Sn.

(i) Für v, w ∈Mλ gilt (G−v, w) = (v,G−w).
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(ii) Enthält G die Transposition (a, b), so existiert ein γ ∈ CSn mit G− = γ(1− (a, b)).

(iii) Liegen a, b in der gleichen Zeile von T und ist (a, b) ∈ G, so gilt G−[T ] = 0.

Beweis.

(i) Für σ ∈ G und T,U ∈ T (λ) gilt (σ[T ], σ[U ]) = δ[σT ],[σU ] = δ[T ],[U ] = ([T ], [U ]), d. h. σ operiert
unitär auf Mλ. Es folgt

(G−v, w) =
∑
σ∈G

sgn(σ)(σv,w) =
∑
σ∈G

sgn(σ)(v, σ−1w) =
∑
σ∈G

(
v, sgn(σ−1)σ−1w

)
= (v,G−w).

(ii) Sei R ⊆ G ein Repräsentantensystem für G/⟨(a, b)⟩. Dann gilt

G− =
∑
r∈R

(sgn(r)r + sgn(r(a, b))r(a, b) =
∑
r∈R

sgn(r)r(1− (a, b)).

(iii) Nach Voraussetzung ist (a, b)[T ] = [T ]. Aus (ii) folgt daher G−[T ] = γ([T ]− (a, b)[T ]) = 0 für ein
γ ∈ CSn.

Folgerung III.4.15. Seien λ, µ ∈ P (n), T ∈ T (λ) und U ∈ T (µ). Dann gilt

(i) S−
U ′ [T ] ̸= 0 =⇒ λ⊴ µ.

(ii) λ = µ, S−
U ′ [T ] ̸= 0 =⇒ S−

U ′ [T ] = ±q(U).

(iii) v ∈Mµ =⇒ S−
U ′v ∈ Cq(U).

Beweis.

(i) Seien a, b Zahlen aus einer Zeile von T . Angenommen a, b liegen in der gleichen Spalte von U .
Dann wäre (a, b) ∈ SU ′ und S−

U ′ [T ] = 0 nach Lemma III.4.14. Also liegen a, b in verschiedenen
Spalten von U . Aus Lemma III.4.13 folgt λ⊴ µ.

(ii) Wie in (i) liegen die Einträge in einer Zeile von T in verschiedenen Spalten von U . Wie im Beweis
von Lemma III.4.13 existiert ein σ ∈ SU ′ mit σ[T ] = [U ] (beachte λ = µ). Nun gilt

S−
U ′ [T ] = (SU ′σ)−[T ] =

∑
τ∈SU′

sgn(τ) sgn(σ)τ [U ] = sgn(σ)q(U).

(iii) Für jedes T ∈ T (µ) gilt S−
U ′ [T ] ∈ {0,±q(U)} nach (ii). Daraus folgt die Behauptung.

Satz III.4.16 (James’ Untermodulsatz). Sei λ ∈ P (n) und V ≤Mλ. Dann gilt Qλ ≤ V oder V ≤ Q⊥
λ .

Insbesondere ist Qλ einfach.

Beweis. Sei T ∈ T (λ). Nehmen wir zunächst S−
T ′V = 0 an. Für v ∈ V gilt (v, q(T )) = (v, S−

T ′ [T ]) =
(S−
T ′v, [T ]) = 0 nach Lemma III.4.14. Da Qλ von q(T ) erzeugt wird, gilt V ≤ Q⊥

λ .

Sei nun S−
T ′V ̸= 0. Nach Folgerung III.4.15 existieren v ∈ V und a ∈ C× mit S−

T ′v = aq(T ). Dann ist
Qλ = CSnq(T ) = CSna−1ST ′v ≤ V .

Für die zweite Aussage sei V < Qλ. Dann folgt V ≤ Qλ ∩Q⊥
λ = 0. Also ist Qλ einfach.
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Bemerkung III.4.17. Die Specht-Moduln lassen sich über beliebigen Körpern definieren. Über Körpern
mit positiver Charakteristik ist allerdings nicht unbedingt Qλ ∩Q⊥

λ = 0. Man kann aber zeigen, dass
Qλ/(Qλ ∩Q⊥

λ ) einfach ist.

Lemma III.4.18. Seien λ, µ ∈ P (n). Dann gilt

(i) Hom(Qλ,Mµ) ̸= 0 =⇒ µ⊴ λ.

(ii) Hom(Qλ,Mλ) = End(Qλ) ∼= C.

Beweis. Sei 0 ̸= φ ∈ Hom(Qλ,Mµ). Dann existiert ein T ∈ T (λ)mit φ(q(T )) ̸= 0. WegenMλ = Qλ⊕Q⊥
λ

lässt sich φ nach Mλ fortsetzen, indem man φ(Q⊥
λ ) = 0 definiert. Nun existieren a[U ] ∈ C mit

0 ̸= φ(q(T )) = φ(S−
T ′ [T ]) = S−

T ′φ([T ]) =
∑

U∈T (µ)/∼

a[U ]S
−
T ′ [U ].

Aus Folgerung III.4.15 erhält man µ⊴ λ. Im Fall λ = µ gilt φ(q(T )) = bq(T ) ∈ Qλ für ein b ∈ C× nach
Folgerung III.4.15. Für alle σ ∈ Sn ist φ(q(σT )) = σφ(q(T )) = b[σT ]. Da Sn transitiv auf T (λ) operiert,
folgt φ = b id ∈ End(Qλ) und End(Qλ) ∼= C (folgt auch aus Schurs Lemma).

Satz III.4.19 (Frobenius-Young). Jeder irreduzible CSn-Modul ist zu genau einem Specht-Modul
isomorph.

Beweis. Wegen |P (n)| = k(Sn) = | Irr(Sn)| genügt es zu zeigen, dass Specht-Moduln zu verschiedenen
Partitionen λ, µ ∈ P (n) nicht isomorph sind. Im Fall Qλ ≃ Qµ gilt Hom(Qλ,Mµ) ̸= 0 ̸= Hom(Qµ,Mλ).
Aus Lemma III.4.18 folgt λ = µ.

Folgerung III.4.20. Der Körper Q ist ein Zerfällungskörper für Sn.

Beweis. Nach Bemerkung III.4.11 lassen sich die Specht-Moduln als Q-Darstellungen realisieren.

Folgerung III.4.21. Für λ ∈ P (n) gilt

Mλ = Qλ ⊕
⊕
µ▷λ

mµQµ

mit mµ ∈ N0 für µ▷ λ.

Beweis. Aus Qµ ≤Mλ folgt Hom(Qµ,Mλ) ̸= 0 und µ⊵ λ nach Lemma III.4.18. Würde Qλ mehrfach
in Mλ auftreten, so wäre dimCHom(Qλ,Mλ) ≥ 2 im Widerspruch zu Lemma III.4.18.

Definition III.4.22. Für λ ∈ P (n) sei πλ der Permutationscharakter von Mλ und χλ ∈ Irr(Sn) der
Charakter von Qλ. Für g ∈ Sn vom Zyklentyp µ ∈ P (n) sei πλ(µ) := πλ(g) und χλ(µ) := χλ(g) (das
ist nach Aufgabe II.74 wohldefiniert).

Satz III.4.23. Sei λ, µ ∈ P (n). Dann ist πλ(µ) die Anzahl der Möglichkeiten die Zeilen des Young-
Diagramms von µ auf das Young-Diagramm von λ zu verteilen (siehe Beispiel III.4.24).
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Beispiel III.4.24. Sei λ = (5, 4) und µ = (3, 22, 12). Dann ist πλ(µ) = 5, veranschaulicht durch
eingefärbte Young-Diagramme:

Beweis von Satz III.4.23. Sei σ = σ1 . . . σk von Zyklentyp µ = (µ1, . . . , µk) mit disjunkten Zyklen σi
der Länge µi für i = 1, . . . , k. Bekanntlich ist πλ(σ) die Anzahl der Äquivalenzklassen von Tableaus
[T ] mit [σT ] = [T ]. Diese Bedingung gilt genau dann, wenn die Ziffern von σi in einer Zeile von T
auftreten für i = 1, . . . , k. Dies liefert eine Verteilung der µi auf die Zeilen des Young-Diagramms von
λ. Da wir nur Äquivalenzklassen von Tableaus zählen, ist die genaue Position von µi in einer Zeile
unerheblich.

Bemerkung III.4.25.

(i) Folgerung III.4.21 und Satz III.4.23 ermöglichen es die Charaktertafel von Sn rekursiv zu berechnen:
Es gilt χ(n) = π(n) = 1Sn und

χλ = πλ −
∑
µ▷λ

(πλ, χµ)χµ.

Dadurch lässt sich χλ auch als ganzzahlige Linearkombination der πµ ausdrücken. Die Koeffizienten
(πλ, χµ) nennt man Kostka-Zahlen. Sie sind positiv für alle µ⊵ λ (ohne Beweis).

(ii) Da Sn transitiv auf T (λ)/∼ operiert, gilt (πλ,1Sn) = 1 nach Aufgabe II.71. Insbesondere ist
χ(n−1,1) = π(n−1,1) − 1Sn .

(iii) Die Gleichung (πλ, χλ) = 1 zusammen mit Lemma II.14.62 impliziert Folgerung III.4.20.

(iv) Sei µ = (µ1, . . .) = (1m1 , . . . , nmn) mit m1, . . . ,mn ∈ N0. Eine Verteilung der µi auf die Zeilen des
Young-Diagramms Y von λ setzt sich wie folgt zusammen: Man wähle aij ∈ N0 Teile i und verteile
sie auf die j-te Zeile von Y . Dann ist ai,1 + . . .+ ai,k = mi und a1,j1 + a2,j2 + . . .+ an,jn = λj
für i = 1, . . . , n und j = 1, . . . , k. Daher ist πλ(µ) der Koeffizient von Xλ1

1 . . . Xλk
k in dem

symmetrischen Polynom

n∏
i=1

(Xi
1 + . . .+Xi

k)
mi =

n∏
i=1

∑
ai1+...+aik=mi

(
mi

ai1, . . . , aik

)
Xai1

1 . . . Xaik
k .

Satz III.4.26. Für λ ∈ P (n) ist Qλ der einzige gemeinsame Bestandteil von Mλ und Q(1n) ⊗Mλ′.
Insbesondere ist Q(1n) ⊗Qλ ≃ Qλ′ und χλ′ = sgn ·χλ.

Beweis. Sei T ∈ T (λ). Der Permutationscharakter πλ von Mλ ist nach Beispiel III.3.31 die Induktion
des trivialen Charakters 1ST

. Nach Beispiel III.4.12 ist Q(1n) der Modul der alternierenden Darstellung
mit Charakter sgn. Nach Lemma III.3.34 gilt sgn ·(1ST ′ )

Sn = (sgnST ′ )
Sn . Dies zeigt

(χλ, sgnπλ′) = (χλ, sgn(1ST ′ )
Sn) = (χλ, (sgnST ′ )

Sn)
III.3.33
= ((χλ)ST ′ , sgnST ′ ).

Wir können q(T ) zu einer Basis von Qλ ergänzen. Für σ ∈ ST ′ ist σq(T ) = sgn(σ)q(T ). Daher ist sgnST ′

ein irreduzibler Bestandteil von (χλ)ST ′ und χλ ist ein Bestandteil von sgnπλ′ . Für die Eindeutigkeit
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genügt es (πλ, sgnπλ′) = 1 zu zeigen. Nach der Mackey-Formel gilt

(πλ, sgnπλ′) = (1Sn
ST
, (sgnST ′ )

Sn) = ((1Sn
ST

)ST ′ , sgnST ′ )

=
∑

ST ′σST∈ST ′\Sn/ST

(1
ST ′
Dσ
, sgnST ′ ) =

∑
ST ′σST∈ST ′\Sn/ST

(1Dσ , sgnDσ
) (III.4.1)

mit Dσ := ST ′ ∩ σSTσ−1 = ST ′ ∩ SσT . Sei (1Dσ , sgnDσ
) > 0 für ein σ ∈ Sn. Angenommen es existieren

Zahlen a, b, die in der gleichen Zeile von σT und in der gleichen Spalte von T liegen. Dann liegt die
Transposition (a, b) in Dσ und man erhält den Widerspruch 1Dσ ̸= sgnDσ

. Daher verteilen sich die
Zahlen einer Zeile von σT auf paarweise verschiedene Spalten von T . Insbesondere existiert ein τ1 ∈ ST ′ ,
sodass die ersten Zeilen von σT und τ1T als Mengen übereinstimmen. Analog findet man ein τ2 ∈ ST ′ ,
sodass die ersten beiden Zeilen von σT und τ2τ1T übereinstimmen usw. Schließlich existiert ein τ ∈ ST ′

mit σT ∼ τT , d. h. τ−1σ ∈ ST und ST ′σST = ST ′ST . Man kann also σ = 1 in (III.4.1) annehmen.
Umgekehrt gilt dann Dσ = 1 und (1Dσ , sgnDσ

) = 1. Daraus folgt die erste Behauptung.

Für die zweite Behauptung beobachten wir, dass sgnχλ und χλ′ gemeinsame irreduzible Bestandteile
von sgnπλ = sgnπλ′′ und sgn2 πλ′ = πλ′ sind. Nach dem ersten Teil des Beweises müssen sie gleich
sein.

Bemerkung III.4.27. Die Zerlegung von Qλ ⊗ Qµ für λ, µ ∈ P (n) in einfache Moduln ist im
Allgemeinen ein offenes Problem. Die auftretenden Vielfachheiten nennt man Kronecker-Koeffizienten.

Beispiel III.4.28. Sei n = 5. Die Partitionen von 5 sind (5)▷(4, 1)▷(3, 2)▷(3, 12)▷(22, 1)▷(2, 13)▷(15).
Wegen Satz III.4.26 brauchen wir πλ nur für drei Partitionen zu berechnen:

σ (15) (2, 13) (22, 1) (3, 12) (3, 2) (4, 1) (5)

|S5 : CS5(σ)| 1 10 15 20 20 30 24

π(4,1) 5 3 1 2 0 1 0
π(3,2) 10 4 2 1 1 0 0
π(3,12) 20 6 0 2 0 0 0

Die zweite Zeile enthält dabei die Längen der Konjugationsklassen. Aus Bemerkung III.4.25 ergibt sich
χ(4,1) = π(4,1) − 1S5 . Weiter ist (π(3,2), χ(4,1))S5 = 1 und χ(3,2) = π(3,2) − 1Sn − χ(4,1). Schließlich ist
(π(3,12), χ(3,2))S5 = 1 und (π(3,12), χ(4,1))S5 = 2. Also ist χ(3,12) = φ(3,12) − 1S5 − χ(3,2) − 2χ(4,1).

S5 (15) (2, 13) (22, 1) (3, 12) (3, 2) (4, 1) (5)

(5) 1 1 1 1 1 1 1
(4, 1) 4 2 0 1 −1 0 −1
(3, 2) 5 1 1 −1 1 −1 0
(3, 12) 6 0 −2 0 0 0 1
(22, 1) 5 −1 1 −1 −1 1 0
(2, 13) 4 −2 0 1 1 0 −1
(15) 1 −1 1 1 −1 −1 1

Bemerkung III.4.29. Wir konstruieren als Nächstes eine kanonische Basis von Qλ bestehend aus
q(T ) für gewisse T ∈ T (λ). Wegen q(σT ) = sgn(σ)q(T ) für σ ∈ ST ′ braucht man nur solche T , deren
Spalten (aufsteigend) sortiert sind.
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Definition III.4.30. Ein Tableau T heißt Standard-Tableau, wenn die Ziffern in den Zeilen und Spalten
von T jeweils aufsteigend sortiert sind. Sei ST (λ) die Menge der Standard-Tableaus zur Partition λ.

Beispiel III.4.31. Zu jeder Partition λ ∈ P (n) existiert mindestens ein Standard-Tableau, zum Beispiel
kann man die Zahlen 1, . . . , n von links nach rechts und von oben nach unten auf die Boxen verteilen.
Im Fall λ ∈ {(n), (1n)} ist dies die einzige Möglichkeit. Im Allgemeinen steht die Zahl 1 stets links oben.
Für λ = (32) gibt es fünf Standard-Tableaus:

1 2 3
4 5 6

1 2 4
3 5 6

1 2 5
3 4 6

1 3 4
2 5 6

1 3 5
2 4 6

Jede Äquivalenzklasse von Tableaus enthält höchstens ein Standard-Tableau.

Definition III.4.32.

• Eine Komposition von n ∈ N ist eine Folge λ = (λ1, λ2, . . .) ∈ N∞
0 mit

∑∞
i=1 λi = n. Sei K(n) die

Menge aller Kompositionen von n. Die Dominanz-Ordnung für Partitionen übertragt sich auf
Kompositionen.

• Für ein Tableau T und k ∈ N definieren die Komposition λ(k)T := (λ1, . . .), wobei λi die Anzahl
der Zahlen ≤ k in der i-ten Zeile von T ist. Offenbar hängt λ(k)T nur von [T ] ab.

• Für Tableaus T,U ∈ T (λ) sei

[T ]⊴ [U ] :⇐⇒ λ
(k)
T ⊴ µ

(k)
T für k = 1, . . . , n.

Beispiel III.4.33. Für

T =

3 4 7
2 5 8
1 6
9

ist
λ
(1)
T λ

(2)
T λ

(3)
T λ

(4)
T λ

(5)
T λ

(6)
T λ

(7)
T λ

(8)
T λ

(9)
T

(0, 0, 1) (0, 1, 1) (1, 1, 1) (2, 1, 1) (2, 2, 1) (2, 2, 2) (3, 2, 2) (3, 3, 2) (3, 3, 2, 1)

Bemerkung III.4.34. Im Gegensatz zu Partitionen sind Kompositionen nicht unbedingt absteigend
sortiert. Durch die Möglichkeit λi = 0 gibt es daher stets unendlich viele Kompositionen von n. Man
prüft leicht, dass ⊴ eine Ordnungsrelation auf K(n) und T (λ)/∼ ist.

Lemma III.4.35. Sei T ∈ T (λ) und k < l, sodass k in Zeile s und l in Zeile t von T mit s > t auftritt.
Für die Transposition σ = (k, l) ∈ Sn gilt dann [T ]⊴ [σT ].

Beweis. Sei U = σT . Für i < k und i ≥ l gilt sicher λ(i)T = λ
(i)
U . Sei also k ≤ i < l. Dann entsteht

λ
(i)
U aus λ(i)T = (λ1, . . .), indem man λs um 1 verringert und λt um 1 erhöht. Wegen s > t folgt die

Behauptung.

Lemma III.4.36. Für T ∈ ST (λ) und σ ∈ ST ′ gilt [σT ]⊴ [T ].
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Beweis. O.B. d.A. sei σ ̸= 1. Da die Spalten von T sortiert sind, existiert ein Paar (k, l) wie in
Lemma III.4.35. Man kann also σ durch (k, l)σ ersetzen. Dadurch reduziert sich die Anzahl der Paare
(k, l). Nach endlich vielen Wiederholungen erreicht man σ = 1.

Satz III.4.37. Sei λ ∈ P (n). Dann ist {q(T ) : T ∈ ST (λ)} linear unabhängig.

Beweis. Sei ST (λ) = {T1, . . . , Tk} mit [T1]▷. . .▷[Tk]. Seien a1, . . . , ak ∈ C mit a1q(T1)+. . .+akq(Tk) =
0. Im Fall a1 ̸= 0 muss [T1] als Summand eines q(Ti) mit i > 1 auftreten. Dann existiert ein σ ∈ ST ′

i

mit T1 = σTi und Lemma III.4.36 liefert den Widerspruch [T1]◁ [Ti]. Also ist a1 = 0. Man kann nun
das Argument mit a2 wiederholen. Am Ende ist a1 = . . . = ak = 0.

Definition III.4.38. Sei T = (tij) ∈ T (λ) \ ST (λ) mit aufsteigend sortierten Spalten. Dann existieren
i, j mit ti,j > ti,j+1. Sei A := {ti,j , ti+1,j , . . . , tl,j} und B := {t1,j+1, t2,j+1, . . . , ti,j+1}, wobei l die Länge
der j-ten Spalte von T ist. Sei Gi,j die Menge der Permutationen π ∈ Sym(A ∪ B) ≤ Sn, sodass die
Spalten von πT aufsteigend sortiert sind. Man nennt G−

i,j ∈ CSn das Garnir-Element von T bzgl.
(i, j).

Bemerkung III.4.39. Für jede Teilmenge A′ ⊆ A ∪B mit |A′| = |A| gibt es genau ein π ∈ Gi,j mit
π(A) = A′. Daher gilt

|Gi,j | =
(
|A ∪B|
|A|

)
=

(|A|+ |B|)!
|A|!|B|!

.

Tatsächlich ist Gi,j ein Repräsentantensystem für die Linksnebenklassen von Sym(A) × Sym(B) in
Sym(A ∪B).

Beispiel III.4.40. Sei

T =
1 2 3
5 4
6 7

mit (i, j) = (2, 1), A = {5, 6} und B = {2, 4}. Dann besteht Gi,j aus folgenden Permutationen:

π 1 (4, 5) (4, 6, 5) (2, 4, 5) (2, 4, 6, 5) (2, 5)(4, 6)

πT
1 2 3
5 4
6 7

1 2 3
4 5
6 7

1 2 3
4 6
5 7

1 4 3
2 5
6 7

1 4 3
2 6
5 7

1 5 3
2 6
4 7

Lemma III.4.41. Mit den Bezeichnungen aus Definition III.4.38 gilt G−
i,jq(T ) = 0.

Beweis. Zur Abkürzung sei S(A) := Sym(A), S(B) := Sym(B) und S(AB) := Sym(A∪B). Sei σ ∈ ST ′ .
Dann ist A bzw. B eine Teilmenge der j-ten bzw. (j + 1)-ten Spalte von σT . Da |A|+ |B| um 1 größer
ist als die Länge der j-ten Spalte, existieren verschiedene x, y ∈ A ∪B, die in der gleichen Zeile von σT
stehen. Wegen der Transposition σ = (x, y) ∈ S(AB) gilt S(AB)−[σT ] = 0 nach Lemma III.4.14. Die
Summe über σ ∈ ST ′ liefert S(AB)−q(T ) = 0.

Nach Bemerkung III.4.39 ist S(AB) =
⋃
π∈Gi,j

πS(A)S(B). Für σ ∈ S(A)S(B) ≤ ST ′ gilt σq(T ) =
sgn(σ)q(T ). Dies zeigt (S(A)S(B))−q(T ) = |A|!|B|!q(T ). Insgesamt ist

G−
i,jq(T ) =

1

|A|!|B|!
∑
π∈Gi,j

sgn(π)π(S(A)S(B))−q(T ) =
1

|A|!|B|!
S(AB)−q(T ) = 0.
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Satz III.4.42 (Specht). Sei λ ∈ P (n). Dann ist {q(T ) : T ∈ ST (λ)} eine Basis von Qλ. Insbesondere
ist χλ(1) = dimQλ = |ST (λ)|.

Beweis (Peel). Sei T = (tij) ∈ T (λ) \ST (λ). Nach Satz III.4.37 genügt es q(T ) als Linearkombination
der q(U) mit U ∈ ST (λ) zu schreiben. Wegen q(σT ) = sgn(σ)q(T ) für σ ∈ ST ′ können wir annehmen,
dass T aufsteigend sortierte Spalten besitzt. Wir argumentieren durch Induktion nach der dualen
Dominanz-Ordnung auf T (λ), die durch T ⊴′ U ⇐⇒ [T ′]⊴ [U ′] definiert ist. Man macht sich klar, dass
das größte Element bzgl. ⊴′ gegeben ist durch das Standard-Tableau T0, dessen Boxen spaltenweise
aufsteigend von links nach rechts und von oben nach unten nummeriert sind. Beispiel:

T0 =

1 5 8
2 6 9
3 7
4

−→
λ
(1)
T ′
0

λ
(2)
T ′
0

λ
(3)
T ′
0

λ
(4)
T ′
0

λ
(5)
T ′
0

· · · λ
(9)
T ′
0

(1) (2) (3) (4) (4, 1) · · · (4, 3, 2)

Wegen T /∈ ST (λ) ist T ◁′ T0. Daher existieren (i, j) wie in Definition III.4.38. Nach Voraussetzung gilt

t1,j+1 < t2,j+1 < . . . < ti,j+1 < ti,j < ti+1,j < . . . < tl,j .

Für π ∈ Gi,j \ {1} folgt daher πT ▷′ T (vgl. Lemma III.4.35). Nach Induktion lassen sich die q(πT )
bereits als Linearkombination der Standard-Tableaus schreiben. Nach Lemma III.4.41 ist

q(T ) = q(T )−G−
i,jq(T ) = −

∑
π∈Gi,j\{1}

sgn(π)q(πT ).

Definition III.4.43. Sei Y ein Young-Diagramm von λ ∈ P (n). Der Haken von Y an Position (s, t)
ist die Menge der Boxen

Hst :=
{
(s, j) : j ≥ t

}
∪
{
(i, t) : i ≥ s

}
in Y . Sei hst := |Hst| = λs + λ′t − s− t+ 1 die Länge des Hakens. Wir bezeichnen die Box an Position
(s, t) als Ecke von Y , falls hst = 1 gilt (d. h. λs = s und λ′t = t). Durch Entfernen dieser Ecke erhält
man ein Young-Diagramm einer Partition µ ∈ P (n− 1). Sei λ− ⊆ P (n− 1) die Menge aller µ, die durch
Entfernen einer Ecke entstehen. Analog sei λ+ := {µ ∈ P (n+ 1) : λ ∈ µ−} ⊆ P (n+ 1).

Beispiel III.4.44. Der Haken H2,2 mit Länge 4 und die Ecken (1, 5), (2, 3) und (4, 2) in λ = (5, 3, 22)
sind rot markiert:

Es gilt λ− =
{
(4, 3, 22), (5, 23), (5, 3, 2, 1)

}
und λ+ =

{
(6, 3, 22), (5, 4, 22), (5, 32, 2)

}
.

Satz III.4.45 (Verzweigungsregel). Für λ ∈ P (n) gilt

(Qλ)Sn−1 =
⊕
µ∈λ−

Qµ (n ≥ 2),

(Qλ)
Sn+1 =

⊕
µ∈λ+

Qµ.
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Beweis. Seien e1, . . . , ek die Ecken des Young-Diagramms zu λ. Sei λ− = {µ1, . . . , µk}, wobei µi durch
Entfernen von ei entsteht. Steht n in einer Ecke ei von T ∈ T (λ), so erhält man durch Entfernen von n
ein Tableau Ti ∈ T (µi). Wir betrachten die lineare Abbildung φi : Mλ →Mµi mit

φi([T ]) :=

{
[Ti] falls n in ei liegt,
0 sonst,

wobei wir annehmen können, dass T ∈ T (λ) aufsteigend sortierte Zeilen hat. Für σ ∈ Sn−1 gilt offenbar
φi([

σT ]) = σφi([T ]), d. h. φi ist ein Homomorphismus von CSn−1-Moduln.

In jedem Standard-Tableau steht n offenbar an einer der Ecken. Sei

Qi := SpanC
{
q(T ) : T ∈ ST (λ) mit n in Ecke ej wobei j ≤ i

}
für i = 0, . . . , k. Für σ ∈ Sn−1 und q(T ) ∈ Qi gilt σq(T ) = q(σT ) ∈ Qi nach Bemerkung III.4.11, d. h. Qi
ist ein CSn−1-Modul. Nach Specht ist 0 = Q0 ≤ Q1 ≤ . . . ≤ Qk = Qλ. Außerdem ist φi(Qi) = Qµi mit
Qi−1 ≤ Ker(φi). Da jedes Standard-Tableau von λ durch Anfügen von n aus einem Standard-Tableau
eines µi entsteht, gilt

dimQλ =
k∑
i=1

dim(Qi/Qi−1) ≥
k∑
i=1

dim(Qi/(Qi ∩Ker(φi))) =
k∑
i=1

dimQµi

=
k∑
i=1

|ST (µi)| = |ST (λ)| = dimQλ.

Dies zeigt Qi/Qi−1 = Qi/(Qi ∩ Ker(φi)) ∼= φi(Qi) ∼= Qµi für i = 1, . . . , k. Daraus folgt die erste
Behauptung. Für die zweite Behauptung sei µ ∈ P (n+ 1). Mit Frobenius-Reziprozität gilt

(χ
Sn+1

λ , χµ) = (χλ, (χµ)Sn) =
∑
ν∈µ−

(χλ, χν) =

{
1 falls µ ∈ ν+ = λ+,

0 sonst.

Bemerkung III.4.46. Um eine handliche Formel für χλ(1) herzuleiten, benötigen wir eine Identität
von Polynomen. Ein Polynom α ∈ K[X1, . . . , Xn] heißt homogen (vom Grad d), falls jedes Monom in α
den gleichen Grad (d) besitzt. Produkte von homogenen Polynomen sind wieder homogen, wobei sich
der Grad addiert. Offenbar sind die elementarsymmetrischen Polynome homogen.

Lemma III.4.47. Sei ∆ :=
∏

1≤i<j≤m(Xi −Xj) ∈ Q[X1, . . . , Xm] und

α :=
m∑
i=1

Xi∆(X1, . . . , Xi + Y, . . . ,Xm) ∈ Q[X1, . . . , Xm, Y ].

Dann gilt

α =
(
X1 + . . .+Xm +

(
m

2

)
Y
)
∆.

Beweis. Sei i < j und i ̸= k ̸= j. Vertauschen von i und j ändert das Vorzeichen von ∆ (siehe Beweis
von Satz I.3.26). Damit ändert auch Xk∆(. . . , Xk + Y, . . .) das Vorzeichen. Durch Vertauschen von i
und j werden außerdem die Summanden Xi∆(. . . , Xi + Y, . . .) und Xj∆(. . . , Xj + Y, . . .) vertauscht
und sie ändern zusätzlich ihr Vorzeichen. Insgesamt ändert α das Vorzeichen beim Vertauschen von i
und j. Setzt man Xi = Xj , so wird α = 0. Als Polynom in Xi hat α daher Nullstelle Xj . Man kann
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also den Faktor Xi −Xj im Polynomring Q(X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xm)[Xi] abspalten. Da Xi −Xj

normiert ist, treten bei der Division keine Nenner auf. Daher ist Xi−Xj ein Teiler von α im faktoriellen
Ring Q[X1, . . . , Xm]. Da die Faktoren Xi −Xj von ∆ irreduzibel und paarweise nicht assoziiert sind,
ist α auch durch ∆ teilbar. Sei also α = β∆. Da α und ∆ homogen sind, ist β homogen vom Grad 1.
Da die Aussage für Y = 0 stimmt, gilt β = X1 + . . .+Xm + cY für ein c ∈ Q. Man erhält c, indem
man nach Y ableitet und anschließend Y = 0 setzt. Es gilt(

Xi∆(X1, . . . , Xi + Y, . . . ,Xm)
)′
(0) = Xi

(∑
j>i

∆

Xi −Xj
−
∑
j<i

∆

Xj −Xi

)
= Xi∆

∑
j ̸=i

1

Xi −Xj

c =
m∑
i=1

∑
j ̸=i

Xi

Xi −Xj
=

∑
i<j

Xi −Xj

Xi −Xj
=

(
m

2

)
.

Bemerkung III.4.48. Für jede Partition λ sei f(λ) := |ST (λ)| (wir lassen hier die Partition (0) mit
dem „leeren“ Tableau zu). Ist λ ∈ Nm0 eine beliebige Folge aber keine Partition, so setzen wir f(λ) := 0.
Dann ist f durch die Rekursion aus der Verzweigungsregel eindeutig bestimmt:

f(0) = 1, (III.4.2)
f(λ1, . . . , λm, 0) = f(λ1, . . . , λm) (λ ∈ Nm0 ), (III.4.3)
f(λ1, . . . , λm) = 0 (∃i : λi + 1 = λi+1), (III.4.4)
f(λ1, . . . , λm) = f(λ1 − 1, λ2, . . . , λm) + . . .+ f(λ1, . . . , λm−1, λm − 1) (λ1 ≥ . . . ≥ λm ≥ 1).

(III.4.5)

Satz III.4.49 (Hakenformel). Für λ ∈ P (n) mit Young-Diagramm Y gilt

χλ(1) = dimQλ = |ST (λ)| = n!∏
(s,t)∈Y

hst
. (III.4.6)

Beweis (Glass-Ng). Sei λ = (λ1, . . . , λm). Es genügt zu zeigen, dass die rechte Seite von (III.4.6)
die gleiche Rekursionsvorschrift wie die Funktion f aus Bemerkung III.4.48 erfüllt. Das Produkt der
Hakenlängen in der k-ten Zeile von λ ist (von rechts nach links gelesen):

[1 · 2 · . . . · (λk − λk+1)][(λk − λk+1 + 2) . . . (λk − λk+2 + 1)]

[(λk − λk+2 + 3) . . . (λk − λk+3 + 2)] . . . [(λk − λm +m− k + 1) . . . (λk +m− k)]

=
(λk +m− k)!∏

l>k(λk − λl − k + l)
.

Die rechte Seite von (III.4.6) ist daher

g(λ) := n!

∏
i<j(λi − λj + j − i)∏m
i=1(λi +m− i)!

=
( m∑
i=1

λi

)
!
∆(λ1 +m− 1, λ2 +m− 2, . . . , λm)∏m

i=1(λi +m− i)!
.

Man sieht leicht, dass (III.4.2) für g gilt. Für λm = 0 ist

g(λ) = n!
∆(λ1 +m− 1, λ2 +m− 2, . . . , λm−1 + 1)

∏m−1
i=1 (λi +m− i)∏m−1

i=1 (λi +m− i)!

= n!
∆(λ1 +m− 2, λ2 +m− 3, . . . , λm−1)∏m−1

i=1 (λi +m− i− 1)!
= g(λ1, . . . , λm−1),
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d. h. (III.4.3) gilt. Für λi + 1 = λi+1 ist λi +m− i = λi+1 +m− (i+ 1) und mit ∆ verschwindet auch
g(λ), d. h. (III.4.4) gilt. Schließlich substituieren wir Xi := λi +m− i für i = 1, . . . ,m und Y = −1 in
Lemma III.4.47. Dann ist einerseits

α =
m∑
i=1

(λi +m− i)∆(λ1 +m− 1, . . . , λi +m− i− 1, . . . , λm)

=
1

(n− 1)!

m∏
i=1

(λi +m− i)!
m∑
i=1

g(λ1, . . . , λi − 1, . . . , λm)

und andererseits

α =
( m∑
i=1

(λi +m− i)−
(
m

2

))
∆(λ1 +m− 1, . . . , λm) = n∆(λ1 +m− 1, . . . , λm)

=
1

(n− 1)!

m∏
i=1

(λi +m− i)!g(λ).

Damit folgt auch (III.4.5).

Beispiel III.4.50. Wir betrachten λ = (4, 22, 1) und schreiben die Hakenlängen in das Young-
Diagramm:

7 5 2 1
4 2
3 1
1

Man berechnet
χλ(1) =

9!

7 · 5 · 4 · 3 · 22
= 9 · 8 · 3 = 63 = 216.

Bemerkung III.4.51. Mit den Charakteren der Sn lassen sich Potenzen von Charakteren beliebiger
Gruppen in kleinere Bestandteile zerlegen. Seien dafür allgemein G und H endliche Gruppen mit
Darstellungen ∆: G→ GL(V ) und Γ: H → GL(V ) auf demselben C-Vektorraum V , sodass

∆(g)Γ(h) = Γ(h)∆(g) ∀g ∈ G, h ∈ H

gilt. Wir können ∆Γ als Darstellung von G × H auffassen. Sei Γ =
⊕k

i=1 aiΓi mit paarweise nicht-
ähnlichen irreduziblen Darstellungen Γ1, . . . ,Γk und a1, . . . , ak ∈ N. Sei di der Grad von Γi. Dann gilt
dimV = a1d1+ . . .+akdk. Wir schreiben ∆(g) als Blockmatrix ∆(g) = (∆ij(g)) mit ∆ij(g) ∈ Caidi×ajdj .
Jeder Block lässt sich weiter zerlegen als ∆ij(g) = (∆st

ij(g))s,t mit ∆st
ij(g) ∈ Cdi×dj für s = 1, . . . , ai und

t = 1, . . . , aj . Aus ∆(g)Γ(h) = Γ(h)∆(g) folgt

∆st
ij(g)Γj(h) = Γi(h)∆

st
ij(g) ∀g ∈ G,h ∈ H.

Mit Aufgabe II.70 ergibt sich ∆ij(g) = 0 für i ≠ j und ∆st
ii (g) = λist(g)1di mit λist(g) ∈ C. Es gilt also

∆(g)Γ(h) =



λ1,1,1(g)Γ1(h) ∗
. . .

λ1,a1,a1Γ1(h)
. . .

∗ λk,ak,akΓk(h)

 .
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Sei Λi(g) := (λist(g))s,t ∈ Cai×ai . Dann existiert eine Permutationsmatrix T mit

T∆(g)T−1 = diag
(
Λ1(g), . . . ,Λ1(g)︸ ︷︷ ︸

d1

, . . . ,Λk(g), . . . ,Λk(g)︸ ︷︷ ︸
dk

)
.

Also sind Λ1, . . . ,Λk (nicht unbedingt irreduzible) Darstellungen von G und ∆ ist zu
⊕k

i=1 diΛi ähnlich.
Grad und Vielfachheit von Γi und Λi verhalten sich umgekehrt zueinander. Für die entsprechenden
Charaktere gilt

χ∆Γ(g, h) = tr
(
∆(g)Γ(h)

)
=

k∑
i=1

tr(Γi(h))

ai∑
s=1

λiss =
k∑
i=1

χΓi(h) tr(Λi(g)) =
k∑
i=1

χΛi(g)χΓi(h) (III.4.7)

für g ∈ G und h ∈ H.

Satz III.4.52. Sei χ ein Charakter von G und λ ein Charakter von H ≤ Sn. Für h ∈ H sei ci(h) die
Anzahl der i-Zyklen von h. Dann besitzt G einen Charakter (oder die Nullabbildung) θλ mit

θλ(g) =
1

|H|
∑
h∈H

λ(h)
n∏
i=1

χ(gi)ci(h) (g ∈ G)

χn =
∑

λ∈Irr(H)

λ(1)θλ.

Beweis. Da die eingerahmte Formel linear in λ ist, können wir λ ∈ Irr(H) annehmen. Sei W ein CG-
Modul zu χ und V :=W ⊗ . . .⊗W mit n Faktoren. Sei Ψ eine Darstellung zu W und ∆ := Ψ⊗ . . .⊗Ψ
die diagonale Darstellung auf V , d. h.

∆(g)(v1 ⊗ . . .⊗ vn) = Ψ(v1)⊗ . . .⊗Ψ(vn)

für g ∈ G und v1 ⊗ . . .⊗ vn ∈ V . Schließlich sei Γ: H → GL(V ) die Darstellung mit

Γ(h)(v1 ⊗ . . .⊗ vn) := vh−1(1) ⊗ . . .⊗ vh−1(n)

(Aufgabe III.14). Offenbar gilt ∆(g)Γ(h) = Γ(h)∆(g) für alle g ∈ G und h ∈ H. Wir können also
Bemerkung III.4.51 anwenden. Jeder irreduzible Bestandteil Γi von Γ entspricht einem λ ∈ Irr(H) (wir
lassen zu, dass die Vielfachheit ai gleich 0 sein kann). Entsprechend hat man eine Darstellung Λi von G
mit Charakter θλ oder die Nullabbildung, falls ai = 0. Die Vielfachheit von Λi als Summand von ∆ ist
λ(1). Dies zeigt

χn = χ∆ =
∑

λ∈Irr(H)

λ(1)θλ.

Aus Bemerkung III.4.51 erhält man

χ∆Γ(g, h) =
∑

λ∈Irr(H)

θλ(g)χλ(h) (III.4.8)

für (g, h) ∈ G×H. Wir berechnen diesen Charakter auf andere Weise. Sei b1, . . . , bd ∈W eine Basis
von W . Sei [d] := {1, . . . , d} und [d]n := {f : [n] → [d]}. Dann ist{

bf := bf(1) ⊗ . . .⊗ bf(n) : f ∈ [d]n
}
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eine Basis von V . Mit Ψ(g) = (αij(g)) ∈ Cd×d gilt χ(g) =
∑d

i=1 αii(g), χ(g
2) =

∑d
i,j=1 αij(g)αji(g)

und induktiv
χ(gk) =

∑
f∈[d]k

αf(1),f(2)(g)αf(2),f(3)(g) . . . αf(k),f(1)(g) (III.4.9)

für k ∈ N. Wir berechnen

∆(g)Γ(h)bf = ∆(g)(bfh−1(1) ⊗ . . .⊗ bfh−1(n))

=
( d∑
j=1

αj,fh−1(1)bj

)
⊗ . . .⊗

( d∑
j=1

αj,fh−1(n)bj

)
=

∑
f ′∈[d]n

αf ′(1),fh−1(1) . . . αf ′(n),fh−1(n)bf ′ .

Daraus folgt
χ∆Γ(g, h) =

∑
f∈[d]n

αf(1),fh−1(1) . . . αf(n),fh−1(n).

Sei h = h1 . . . hk die Zerlegung in disjunkte Zyklen (inklusive Einerzyklen), wobei ki die Länge von hi
sei. Sei [hi] die Menge der Ziffern in hi und xi ∈ [hi]. Anstelle von 1, . . . , n kann man die α auch in der
Reihenfolge der Zyklen multiplizieren:

χ∆Γ(g, h) =
∑
f∈[d]n

k∏
i=1

αf(xi),fh−1(xi)αfh−1(xi),fh−2(xi) . . . αfh1−ki (xi),f(xi)

=

k∏
i=1

( ∑
f∈[hi]n

αf(xi),fh−1(xi)αfh−1(xi),fh−2(xi) . . . αfh1−ki (xi),f(xi)

)
(III.4.10)

(III.4.9)
=

k∏
i=1

χ(gki) =
n∏
i=1

χ(gi)ci(h).

Nach der ersten Orthogonalitätsrelation ist schließlich

θλ(g) =
∑

µ∈Irr(H)

θµ(g)(λ, µ) =
∑

µ∈Irr(H)

θµ(g)
1

|H|
∑
h∈H

λ(h)µ(h) =
1

|H|
∑
h∈H

λ(h)
∑

µ∈Irr(H)

θµ(g)µ(h)

(III.4.8)
=

1

|H|
∑
h∈H

λ(h)χ∆Γ(g, h)
(III.4.10)

=
1

|H|
∑
h∈H

λ(h)
n∏
i=1

χ(gi)ci(h).

Folgerung III.4.53. Sei ψ ein Charakter von G und λ ∈ P (n). Dann besitzt G einen Charakter (oder
die Nullabbildung) θλ mit

θλ(g) =
1

n!

∑
σ∈Sn

χλ(σ)
n∏
i=1

ψ(gi)ci(σ) (g ∈ G),

ψn =
∑

λ∈P (n)

χλ(1)θλ.

Beweis. Wähle H = Sn und χλ anstelle von λ in Satz III.4.52.
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Bemerkung III.4.54. In der Situation von Folgerung III.4.53 nennt man θλ den Symmetrisator von
ψ bzgl. λ ∈ P (n).

Beispiel III.4.55.

(i) Für lineare Charaktere ψ gilt

θλ(g) =
1

n!

∑
σ∈Sn

χλ(σ)ψ(g)
n =

{
ψ(g)n falls λ = (n),

0 sonst.

(ii) Für n = 2 gilt

θ(2)(g) =
1

2

(
ψ(g)2 + ψ(g2)

)
, θ(12)(g) =

1

2

(
ψ(g)2 − ψ(g2)

)
Man nennt θ(2) das symmetrische Quadrat und θ(12) das alternierende Quadrat von ψ. Sie sind
für Frobenius-Schur-Indikatoren relevant (Kapitel A.14).

(iii) Für n = 3 erhält man

θ(3)(g) =
1

6

(
ψ(g)3 + 3ψ(g)ψ(g2) + 2ψ(g3)

)
,

θ(13)(g) =
1

6

(
ψ(g)3 − 3ψ(g)ψ(g2) + 2ψ(g3)

)
,

θ(2,1)(g) =
1

3

(
ψ(g)3 − ψ(g3)

)
.

Für ψ(1) ≤ 2 ist θ(13) = 0.

(iv) Wir wählen H = ⟨(1, . . . , n)⟩ ≤ Sn in Satz III.4.52 und λ ∈ Irr(H) treu. Für d | n sei f(d) die
Summe der primitiven d-ten Einheitswurzeln. Dann gilt f(1) = 1 und

∑
d|n f(d) = 0 für n > 1.

Mit Möbius-Inversion folgt f = µ und

θλ(g) =
1

n

∑
d|n

∑
h∈H

|⟨h⟩|=d

λ(h)ψ(gd)
n
d =

1

n

∑
d|n

µ(d)ψ(gd)
n
d .

Im Fall n = p ∈ P vereinfacht sich dies zu

θλ(g) =
1

p

(
ψ(g)p − ψ(gp)

)
.

(v) Für H = V4 ≤ S4 und λ ∈ Irr(H) \ {1H} erhält man

θλ(g) =
1

4

(
ψ(g)4 − ψ(g2)2

)
.

Definition III.4.56. Für λ ∈ P (n) und d ∈ N nennt man

βλ :=
1

n!

∑
σ∈Sn

χλ(σ)
n∏
i=1

(Xi
1 + . . .+Xi

d)
ci(σ)

das Schur-Polynom zu λ.
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Bemerkung III.4.57.

(i) Offenbar ist βλ ein symmetrisches Polynom, welches (wie die elementarsymmetrischen Polynome)
auch von d abhängt. Sei ψ ein Charakter von G vom Grad d. Für g ∈ G existieren bekanntlich
Einheitswurzeln ζ1, . . . , ζd ∈ C mit ψ(gi) = ζi1 + . . .+ ζid für i ∈ N0. Nach Folgerung III.4.53 gilt
θλ(g) = βλ(ζ1, . . . , ζd).

(ii) Wir bestimmen nun die irreduziblen Charaktere der alternierenden Gruppe. Sei ξ ∈ Irr(An) und
χλ ∈ Irr(Sn) ein Bestandteil von ξSn . Im Fall λ ≠ λ′ kommt auch χλ′ = sgnχλ in ξSn vor, denn
((χλ′)An , ξ) = ((χλ)An , ξ) ̸= 0. Offenbar gilt ξSn = χλ + χλ′ und ξλ := ξ = (χλ)An . Im Fall λ′ = λ
hingegen ist ξSn = χλ und

(χλ) = ξ + (1,2)ξ =: ξ+λ + ξ−λ

nach Clifford (die Zuordnung ξ ↔ ξ+λ ist willkürlich). Sei σ ∈ An. Sind σ und (1,2)σ in An konjugiert,
so gilt ξ(σ) = 1

2χλ(σ). Für die restlichen Charakterwerte müssen wir die Konjugationsklasse von
An untersuchen, die keine Konjugationsklassen von Sn.

Satz III.4.58. Sei σ ∈ An vom Zyklentyp (λ1, . . . , λk). Genau dann ist σ nicht zu (1,2)σ in An
konjugiert, wenn die λi ungerade und paarweise verschieden sind.

Beweis. Sei σ ∈ C ∈ Cl(An). Genau dann gilt C ∈ Cl(Sn), wenn |An : CAn(σ)| = |K| = |Sn : CSn(σ)|.
Wegen |An : CAn(σ)| = |An : An ∩ CSn(σ)| = |AnCSn(σ) : CSn(σ)| ergibt sich

C /∈ Cl(Sn) ⇐⇒ CSn(σ) ⊆ An.

Sei σ = σ1 . . . σk mit disjunkten Zyklen σi der Länge λi. Ist λi gerade, so ist σi ∈ CSn(g) \ An. Also
können wir annehmen, dass alle λi ungerade sind. Sei λi = λj mit i ≠ j. Wir schreiben σi = (a1, . . . , aλi)
und σj = (b1, . . . , bλi). Dann ist τ := (a1, b1)(a2, b2) . . . (aλi , bλi) /∈ CSn(σ) \An.

Seien nun umgekehrt die λi ungerade und paarweise verschieden. Wir berechnen |Sn : CSn(σ)|, indem
wir die Elemente vom Zyklentyp (λ1, . . . , λk) zählen. Für die λ1 Elemente des Zyklus σ1 gibt es n!

(n−λ1)!
Möglichkeiten. Davon liefern allerdings je λ1 Möglichkeiten das gleiche Element. Also gibt es n!

λ1(n−λ1)!

Möglichkeiten für σ1. Analog gibt es danach noch (n−λ1)!
λ2(n−λ1−λ2)! Möglichkeiten für σ2 usw. Dies zeigt

|Sn : CSn(σ)| =
n!(n− λ1)!(n− λ1 − λ2)! . . . (n− λ1 − . . .− λk−1)!

λ1 . . . λk(n− λ1)!(n− λ1 − λ2)! . . . (n− λ1 − . . .− λk︸ ︷︷ ︸
=0

)!
=

n!

λ1 . . . λk

und |CSn(σ)| = λ1 . . . λk. Offenbar ist ⟨σ1⟩ . . . ⟨σk⟩ ⊆ CSn(σ) und |⟨σ1⟩ . . . ⟨σk⟩| = |⟨σ1⟩| . . . |⟨σk⟩| =
λ1 . . . λk. Also ist CSn(σ) = ⟨σ1⟩ . . . ⟨σk⟩ ⊆ An.

Beispiel III.4.59. Für n ≥ 3 gibt es stets ein C ∈ Cl(An) mit C /∈ Cl(Sn). Für ungerades n kann man
Zyklentyp (n) in Satz III.4.58 wählen und für gerades n Zyklentyp (n− 1, 1).

Bemerkung III.4.60. Wie üblich operiert ⟨(1, 2)⟩ auf Irr(An) und auf Cl(An). Nach Brauers Permu-
tationslemma gibt es genau so viele Paare (1,2)ξλ ̸= ξλ ∈ Irr(An) wie es Paare (1,2)C ̸= C ∈ Cl(An) gibt.
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Dies sieht man auch durch die Bijektion:

Φ: {λ = λ′ ∈ P (n)} −→ {λ = (λ1, . . . , λk) ∈ P (n) mit λi ungerade und paarweise verschieden},
(λ1, . . . , λk) 7−→ (h11, h22, . . .) = (2λ1 − 1, 2λ2 − 3, 2λ3 − 5, . . .)

7−→

Sei λ = λ′ ∈ P (n) und g ∈ An vom Zyklentyp µ = (µ1, . . . , µk). Bei geeigneter Wahl der ξλ gilt

ξ±λ (g) =

1
2χλ(µ)±

1
2

√
(−1)

n−k
2 µ1 . . . µk falls µ = Φ(λ)

1
2χλ(µ) falls µ ̸= Φ(λ)

(ohne Beweis).

Beispiel III.4.61. Für n = 5 ist λ = (3, 12) = λ′ die einzige symmetrische Partition und Φ(λ) = (5).
Aus Beispiel III.4.28 die Charaktertafel von A5:

A5 (15) (22, 1) (3, 12) (5)+ (5)−

(5) 1 1 1 1 1
(4, 1) 4 0 1 −1 −1
(3, 2) 5 1 −1 0 0

(3, 12)+ 3 −1 0 1+
√
5

2
1−

√
5

2

(3, 12)− 3 −1 0 1−
√
5

2
1+

√
5

2
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III.5 Kategorien-Theorie

Bemerkung III.5.1.

(i) Eine mathematische Kategorie ist ein Oberbegriff für nahezu alle algebraischen Objekte wie
Mengen, Gruppen, Vektorräume, Ringe, Moduln etc. In diesem Kapitel entwickeln wir eine
abstrakte Theorie für Kategorien, die viele der Beweise aus früheren Kapiteln vereinheitlicht. Mit
Hilfe der Yoneda-Einbettung lässt sich jede (lokal kleine) Kategorie in eine größere Kategorie mit
„besseren“ Eigenschaften einbetten. Wir hatten beispielsweise bereits gesehen, dass man Sätze über
endliche Gruppen beweisen kann, indem man mit den entsprechenden Gruppenalgebren arbeitet.
Gruppenalgebren oder allgemeine Ringe kann man wiederum durch ihre Modulkategorie studieren.

(ii) Bekanntlich ist die Ansammlung aller Mengen selbst keine Menge. Im Folgenden verwenden wir
informell den Begriff Klasse, um Ansammlungen dieser Art zu beschreiben. Wir benutzen die
üblichen Regeln der Mengenlehre auch für Klassen.

Definition III.5.2. Eine Kategorie C besteht aus

• einer Klasse Ob(C) von Objekten,

• Klassen HomC(A,B) von Morphismen für alle A,B ∈ Ob(C).

Dabei gilt

• HomC(A,B) ∩HomC(C,D) = ∅ falls (A,B) ̸= (C,D).

• Für A,B,C ∈ Ob(C) existiert eine Verknüpfung

HomC(A,B)×HomC(B,C) → HomC(A,C), (f, g) 7→ g ◦ f

mit f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h (falls definiert).

• Für A ∈ Ob(C) existiert eine Identität idA ∈ HomC(A,A) mit f ◦ idA = f = idB ◦f für alle
B ∈ Ob(C) und f ∈ HomC(A,B).

Bemerkung III.5.3.

(i) Wir schreiben Morphismen f ∈ HomC(A,B) häufig in der Form f : A → B, auch wenn es sich
nicht um Abbildungen handeln muss. Ebenso werden wir das Kompositionszeichen ◦ gelegentlich
einsparen.

(ii) Wie üblich zeigt man, dass idA durch die Eigenschaft f ◦ idA = f = idB ◦f eindeutig bestimmt
ist. Daher lassen sich die Objekte einer Kategorie aus den Morphismen rekonstruieren.

(iii) Eine Kategorie C heißt lokal klein, wenn HomC(A,B) für alle A,B ∈ Ob(C) eine Menge ist (anstatt
einer Klasse). Ist zusätzlich Ob(C) eine Menge, so nennt man C klein.
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Beispiel III.5.4.

(i) Die (lokal kleine) Kategorie Set besteht aus allen Mengen als Objekte und Hom(A,B) ist die Menge
aller Abbildungen f : A→ B für Mengen A,B ∈ Ob(Set) mit der üblichen Identitätsabbildung.
Möchte man nur endliche Mengen als Objekte zulassen, so erhält man die Unterkategorie set.
Analog kann man sich auf injektive, surjektive oder bijektive Morphismen beschränken. Bekanntlich
ist weder Set noch set klein.

(ii) In ähnlicher Weise erhält man die Kategorien Grp, grp, Ab, Rng aller Gruppen, aller endlichen
Gruppen, aller abelschen Gruppe und aller Ringe. Hierbei besteht Hom(A,B) nur aus den
entsprechenden Homomorphismen. Für einen Ring R seien RMod, ModR, Rmod die Kategorien
aller R-Linksmoduln, aller R-Rechtsmoduln und aller endlich-erzeugten R-Linksmoduln.

(iii) Sei R ein kommutativer Ring und Ob(C) = N. Für a, b ∈ N sei Hom(a, b) = Ra×b. Mit der
Matrizenmultiplikation als Verknüpfung wird R-mat := C eine Kategorie.

(iv) Jede Gruppe G kann man als Kategorie mit einem Objekt A auffassen. Dabei ist Hom(A,A) = G
und x ◦ y = xy für x, y ∈ G.

(v) Zu jeder Kategorie C gibt es die duale Kategorie Co mit Ob(Co) := Ob(C), HomCo(A,B) :=
HomC(B,A) und f ◦Co g := g ◦C f für f ∈ HomCo(B,C) und g ∈ HomCo(A,B).

(vi) Für Kategorien C,D definiert man die Produktkategorie C × D durch Ob(C × D) := Ob(C) ×
Ob(D), HomC×D((A,B), (C,D)) := HomC(A,C)×HomD(B,D), id(A,B) := (idA, idB) und (f, g)◦
(f ′, g′) := (f ◦ f ′, g ◦ g′).

Definition III.5.5. Ein Morphismus f ∈ HomC(A,B) einer Kategorie C heißt

• Monomorphismus, falls für alle C ∈ Ob(C) und g, h ∈ HomC(C,A) gilt f ◦ g = f ◦ h =⇒ g = h.

• Epimorphismus, falls für alle C ∈ Ob(C) und g, h ∈ HomC(B,C) gilt g ◦ f = h ◦ f =⇒ g = h.

• Isomorphismus , falls ein g ∈ HomC(B,A) mit f ◦ g = idB und g ◦ f = idA existiert. Ggf. schreibt
man A ∼=C B (für C = RMod benutzen wir weiterhin ≃). Im Fall A = B nennt man f einen
Automorphismus.

Beispiel III.5.6.

(i) Jeder Isomorphismus ist offenbar ein Mono- und Epimorphismus. Die Monomorphismen (bzw.
Epimorphismen) in C entsprechen den Epimorphismen (bzw. Monomorphismen) in Co.

(ii) Für alle A ∈ Ob(C) ist idA ein Isomorphismus. Sei f ∈ HomC(A,B) ein Isomorphismus. Wie üblich
existiert genau ein g ∈ HomC(B,A) mit f ◦ g = idB und g ◦ f = idA. Wir schreiben f−1 := g.
Offenbar ist auch f−1 ein Isomorphismus. Sind f : A→ B und g : B → C Isomorphismen, so auch
g ◦ f . Daher bilden die Automorphismen von A eine Gruppe AutC(A).

(iii) Man zeigt leicht, dass die Mono-, Epi- und Isomorphismen in Set genau die injektiven, surjektiven
und bijektiven Abbildungen sind.

(iv) Sei Ob(C) = {A,B} mit HomC(A,A) = {idA}, HomC(B,B) = {idB}, HomC(A,B) = ∅. Dann ist
jeder Morphismus B → A ein Mono- und Epimorphismus, aber kein Isomorphismus. Insbesondere
müssen Monomorphismen nicht injektiv und Epimorphismen nicht surjektiv sein (falls Morphismen
Abbildungen zwischen Mengen sind).
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(v) Sei f : Q → R ein Ringhomomorphismus. Für a, b ∈ Z mit b ̸= 0 gilt f(b)f(1b ) = f(b · 1
b ) = 1 und

f(ab ) = f(a)f(b)−1. Daher ist f durch f(a) für a ∈ Z bereits eindeutig bestimmt. Also ist Z ↪→ Q
ein nicht-surjektiver Epimorphismus in Rng.

Satz III.5.7. In Grp, Ab und RMod sind die Mono-, Epi- und Isomorphismen genau die injektiven,
surjektiven bzw. bijektiven Homomorphismen.

Beweis. Sei C ∈ {Grp,Ab,RMod}. Offensichtlich sind injektive, surjektive und bijektive Homo-
morphismen Monomorphismen, Epimorphismen bzw. Isomorphismen in C. Sei nun f : A → B ein
Monomorphismus in C. Sei x ∈ Ker(f) und K := ⟨x⟩. Dann existieren Homomorphismen g, h : K → A
mit g(x) = x und h(x) = 1 (bzw. h(x) = 0 in RMod). Aus f ◦ g = f ◦ h folgt g = h und x = 1 (bzw.
0). Also ist f injektiv.

Sei schließlich f : A → B ein Epimorphismus in C. Im Fall C ∈ {Ab,RMod} existiert der triviale
Homomorphismus g : B/f(A) → B/f(A) und h := idB/f(A). Aus g◦f = h◦f folgt f = h und B = f(A),
d. h. f ist surjektiv. Sei nun C = Grp. Sei Ω := B/f(A) ∪̇ {ω} und

g : B → Sym(B/f(A)) ↪→ Sym(Ω)

die Operation durch Linksmultiplikation auf B/f(A). Sei t : Sym(Ω) → Sym(Ω) der von der Transposi-
tion (1f(A), ω) induzierte innere Automorphismus. Für h := t ◦ g gilt dann g ◦ f = h ◦ f , denn g(f(A))
ist im Stabilisator von 1f(A). Da B transitiv auf B/f(A) operiert, muss f(A) = B gelten, d. h. f is
surjektiv.

Definition III.5.8. Ein Funktor zwischen Kategorien C und D ist eine Klasse von Abbildungen
Φ: Ob(C) → Ob(D) und Φ: HomC(A,B) → HomD(Φ(A),Φ(B)) mit folgenden Eigenschaften:

• Φ(idA) = idΦ(A),

• Φ(g ◦ f) = Φ(g) ◦ Φ(f) für f ∈ HomC(A,B) und g ∈ HomC(B,C).

Wir schreiben ggf. Φ: C → D. Man nennt Φ

• voll , falls Φ: HomC(A,B) → HomD(Φ(A),Φ(B)) für alle A,B ∈ Ob(C) surjektiv ist.

• treu, falls Φ: HomC(A,B) → HomD(Φ(A),Φ(B)) für alle A,B ∈ Ob(C) injektiv ist.

Das Bild von Φ ist die Kategorie Φ(C) mit Ob(Φ(C)) = {Φ(A) : A ∈ Ob(C)} und HomΦ(C)(A,B) =
{Φ(f) : f ∈ HomC(A,B)}.

Beispiel III.5.9.

(i) Der Identitätsfunktor idC : C → C mit A 7→ A und f 7→ f für A ∈ Ob(C) und f ∈ Hom(A,B) ist
voll und treu.

(ii) Für D ∈ Ob(D) existiert der konstante Funktor ΦD : C → D mit Φ(A) := D und Φ(f) := idD für
A ∈ Ob(C) und f ∈ HomC(A,B). Im Allgemeinen ist ΦD weder voll noch treu.

(iii) Sogenannte Vergiss-Funktoren Φ: Rng → Ab, Ab → Grp, Grp → Set, . . . mit Φ(A) = A
und Φ(f) = f für f ∈ Hom(A,B). Der Funktor „vergisst“ also die algebraische Struktur einer
(abelschen) Gruppe oder eines Rings. Sie sind treu, aber im Allgemeinen nicht voll. Obwohl sie
treu sind, ist die Abbildung Φ: Ob(Grp) → Ob(Set) nicht injektiv.
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(iv) Für eine lokal kleine Kategorie C und A ∈ Ob(C) existiert der Hom-Funktor

Hom(A, .) : C → Set, B 7→ HomC(A,B)

mit Hom(A, f)(g) := f ◦ g für f ∈ HomC(B,C) und g ∈ HomC(A,B).

(v) GL(n, .) : Rng → Grp, R 7→ GL(n,R) und GL(n, f)(aij) := (f(aij)) für f ∈ Hom(R,S).

(vi) ΦK : grp → Rng, G 7→ KG für einen Körper K. Für f : G → H ist ΦK(f)(
∑

g∈G αgg) :=∑
g∈G αgf(g).

(vii) Sei G eine Gruppe und C die dazu gehörige Kategorie aus Beispiel III.5.4(iv) mit Ob(C) = {A}.
Sei Φ: C → Set ein Funktor und Ω := Φ(A). Für g, h ∈ G gilt Φ(gh) = Φ(g)Φ(h). Daher ist
Φ: G → Sym(Ω) eine Gruppenoperation. Analog entspricht jeder Funktor C → K-mat einer
Darstellung von G.

(viii) Sind Φ: C → D und Ψ: D → E Funktoren, so auch Ψ ◦ Φ: C → E . Man nennt Φ einen Isomor-
phismus von Kategorien, falls ein Funktor Ψ: D → C mit Ψ ◦ Φ = idC und Φ ◦Ψ = idD existiert.
Ggf. schreiben wir C ∼= D.

(ix) Transponieren liefert einen (zu sich selbst inversen) Isomorphismus Φ: K-mat → K-mato, n 7→ n,
A 7→ At.

(x) Für einen Ring R ist RMod ∼= ModRo , denn nach Beispiel II.6.4 ist jeder R-Linksmodul M ein
Ro-Rechtsmodul und jeder R-Homomorphismus ist ein Ro-Homomorphismus.

(xi) Die lokal kleinen Kategorien sind die Objekte der Kategorie Cat. Die Morphismen von Cat sind
genau die Funktoren zwischen lokal kleinen Kategorien.1

Bemerkung III.5.10. Funktoren gemäß Definition III.5.8 werden gelegentlich kovariant genannt,
während ein kontravarianter Funktor zwischen C und D ein Funktor der Form Co → D ist. Für diesen
gilt Φ(f) ∈ HomC(B,A) und Φ(g ◦ f) = Φ(f) ◦ Φ(g) für f ∈ HomC(A,B) und g ∈ HomC(B,C). Zum
Beispiel ist der Hom-Funktor in der ersten Komponente Hom(., B) : C → Set, A 7→ HomC(A,B) mit
Hom(f,B)(g) := f ◦ g kontravariant. Für einen Körper K erhält man speziell den (kontravarianten)
Funktor Kmod → Kmod, der V auf seinen Dualraum V ∗ := Hom(V,K) und f : V →W auf die duale
Abbildung f∗ : W ∗ → V ∗ abbildet.

Definition III.5.11.

(i) Eine Kongruenz einer Kategorie C ist eine Klasse von Äquivalenzrelationen ∼A,B auf HomC(A,B)
für A,B ∈ Ob(C) mit folgenden Eigenschaften:

• Für f, g ∈ HomC(A,B) und h ∈ HomC(B,C) gilt f ∼A,B g =⇒ h ◦ f ∼A,C h ◦ g.

• Für f, g ∈ HomC(A,B) und h ∈ HomC(C,A) gilt f ∼A,B g =⇒ f ◦ h ∼C,B g ◦ h.

(ii) Sei ∼ eine Kongruenz einer Kategorie C. Für f ∈ HomC(A,B) sei [f ] die Äquivalenzklasse bzgl.
∼A,B. Die Quotientenkategorie C/∼ von C besteht aus den gleichen Objekten wie C und

HomC/∼(A,B) := {[f ] : f ∈ HomC(A,B)}

für A,B ∈ Ob(C). Dabei gilt [f ] ◦ [g] := [f ◦ g] (man prüfe die Wohldefiniertheit).

1Man muss sich auf lokal kleine Kategorien beschränken, um subtile Probleme der Typen-Theorie zu vermeiden.
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Satz III.5.12 (Homomorphiesatz). Sei Φ: C → D ein Funktor. Für f, g ∈ HomC(A,B) definiert

f ∼A,B g :⇐⇒ Φ(f) = Φ(g)

eine Kongruenz auf C. Sei C/Ker(Φ) := C/∼ die entsprechende Quotientenkategorie. Dann existiert ein
Isomorphismus Φ: C/Ker(Φ) → Φ(C).

Beweis. Offenbar ist ∼A,B eine Äquivalenzrelation. Für h ∈ HomC(B,C) gilt

f ∼A,B g =⇒ Φ(h ◦ f) = Φ(h)Φ(f) = Φ(h)Φ(g) = Φ(h ◦ g) =⇒ h ◦ f ∼A,C h ◦ g

und analog für f ◦h = g ◦h. Also ist ∼ eine Kongruenz. Nach Definition ist der Funktor Φ: C/Ker(Φ) →
Φ(C), A 7→ A, [f ] 7→ Φ(f) wohldefiniert. Außerdem ist Ψ: Φ(C) → C/Ker(Φ), A 7→ A, Φ(f) 7→ [f ] ein
Funktor mit ΦΨ = id und ΨΦ = id.

Definition III.5.13. Seien Φ,Ψ: C → D Funktoren zwischen Kategorien C, D. Eine natürliche
Transformation α zwischen Φ und Ψ ist eine Klasse von Morphismen αA ∈ HomD(Φ(A),Ψ(A)) für
A ∈ Ob(C) mit αB ◦Φ(f) = Ψ(f)◦αA für f ∈ HomC(A,B), d. h. das folgende Diagramm ist kommutativ:

Φ(A) Ψ(A)

Φ(B) Ψ(B)

αA

Ψ(f)Φ(f)

αB

Wir schreiben ggf. α : Φ ⇒ Ψ.

Bemerkung III.5.14. Wie immer gibt es die identische Transformation idΦ : Φ ⇒ Φ mit (idΦ)A =
idΦ(A) für alle A ∈ Ob(C). Sind α : Φ ⇒ Ψ und β : Ψ ⇒ Γ natürliche Transformationen von Funktoren
Φ,Ψ,Γ: C → D, so auch γ := β ◦ α : Φ ⇒ Γ mit γA := βA ◦ αA, denn

γB ◦ Φ(f) = βB ◦ (αB ◦ Φ(f)) = (βB ◦Ψ(f)) ◦ αA = Γ(f) ◦ βA ◦ αA = Γ(f) ◦ γA

für f ∈ HomC(A,B). Auf diese Weise wird die Klasse der Funktoren zwischen C und D zu einer Kategorie
DC , deren Morphismen die natürlichen Transformationen sind. Man nennt DC die Funktorenkategorie
zwischen C und D. Einen Isomorphismus α : Φ ⇒ Ψ nennt man natürlichen Isomorphismus. Dies
bedeutet, dass αA für alle A ∈ Ob(C) Isomorphismen sind. Ggf. nennt man Φ und Ψ isomorph und
schreibt Φ ∼=DC Ψ.

Beispiel III.5.15.

(i) Sei K ein Körper und C := Kmod die Kategorie der endlich-dimensionalen K-Vektorräume. Sei
Φ := idC der Identitätsfunktor und Ψ: C → C, V 7→ V ∗∗ := Hom(Hom(V,K),K) (Bidualraum
von V ) mit Ψ(f) := f∗∗ (biduale Abbildung). Für F ∈ V ∗∗ und λ ∈W ∗ gilt

f∗∗(F )(λ) = (F ◦ f∗)(λ) = F (λ ◦ f).
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Für V ∈ Ob(C) sei αV ∈ HomK(V, V
∗∗) mit (αV (v))(λ) := λ(v) für v ∈ V und λ ∈ V ∗. Für

f ∈ HomK(V,W ), v ∈ V und λ ∈W ∗ gilt

(αW ◦ f)(v)(λ) = λ(f(v)) = αV (v)(λ ◦ f) = (f∗∗ ◦ αV )(v)(λ) = (Ψ(f) ◦ αV )(v)(λ).

Also ist α : idC ⇒ Ψ eine natürliche Transformation. Da αV ein Isomorphismus ist, ist α sogar ein
natürlicher Isomorphismus.

(ii) SeiCRng die Kategorie der kommutativen Ringe undGL(n, .) : CRng → Grp sowie .× : CRng →
Grp, R 7→ R× Funktoren. Für f : R→ S sei dabei f× := f|R× die Einschränkung auf R×. Dann
ist det : GL(n, .) ⇒ .× eine natürliche Transformation mit detR : GL(n,R) → R×, A 7→ det(A),
denn

(detS ◦GL(n, f))(A) = det(f(A)) = f|R×(det(A)) = (f× ◦ detR)(A)

für A ∈ GL(n,R) jeden Ringhomomorphismus f : R→ S.

Lemma III.5.16 (Yoneda). Sei C eine lokal kleine Kategorie, A ∈ Ob(C) und Φ: C → Set ein
Funktor. Dann ist die Abbildung

HomSetC
(
Hom(A, .),Φ

)
→ Φ(A),

α 7→ αA(idA)

eine Bijektion.

Beweis. Nach Bemerkung III.5.14 ist Ω := HomSetC
(
Hom(A, .),Φ

)
die Klasse der natürlichen Transfor-

mationen Hom(A, .) ⇒ Φ. Da C lokal klein ist, ist Ω eine Menge. Für α ∈ Ω ist αA : HomC(A,A) → Φ(A)
und αA(idA) ∈ Φ(A) wie behauptet. Für x ∈ Φ(A) sei βxB : HomC(A,B) → Φ(B), f 7→ Φ(f)(x). Für
f ∈ HomC(B,C) und φ ∈ HomC(A,B) gilt(

βxC ◦Hom(A, f)
)
(φ) = βxC(f ◦ φ) = Φ(f ◦ φ)(x) = Φ(f)

(
Φ(φ)(x)

)
= (Φ(f) ◦ βxB)(φ).

Also ist βx : Hom(A, .) ⇒ Φ eine natürliche Transformation.

Wendet man die gegebene Abbildung auf α = β an, so ergibt sich βxA(idA) = Φ(idA)(x) = idΦ(A)(x) = x.
Sei umgekehrt x = αA(idA). Für B ∈ Ob(C) und f ∈ HomC(A,B) gilt

βxB(f) = Φ(f)(x) = (Φ(f) ◦ αA)(idA) =
(
αB ◦Hom(A, f)

)
(idA) = αB(f).

Daher ist Φ(A) → Ω, x 7→ βx die Umkehrabbildung zu Ω → Φ(A), α 7→ αA(idA).

Satz III.5.17 (Yoneda-Einbettung). Für jede lokal kleine Kategorie C existiert ein voller und treuer
Funktor C → SetC

o
, A 7→ Hom(., A).

Beweis. Nach Bemerkung III.5.10 ist Hom(., A) für A ∈ Ob(C) ein kontravarianter Funktor, also ein
Funktor Co → Set. Wir beweisen die Aussage für Co anstatt C. Sei also Γ: Co → SetC , A 7→ Hom(A, .).
Sei A,B ∈ Ob(C). Yonedas Lemma mit Φ = Hom(B, .) liefert eine Bijektion

∆A,B : HomSetC
(
Hom(A, .),Hom(B, .)

)
→ HomC(B,A) = HomCo(A,B).

Für f ∈ HomCo(A,B) sei Γ(f) := ∆−1
A,B(f). Aus dem Beweis von Yonedas Lemma erhält man

Γ(f)C : HomC(A,C) → HomC(B,C), φ 7→ Hom(B,φ)(f) = φ ◦ f
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für C ∈ Ob(C). Insbesondere ist Γ(idA) = idHom(A,.) für A ∈ Ob(C). Für g ∈ HomCo(B,C), D ∈ Ob(C)
und φ ∈ HomC(A,D) folgt

Γ(g ◦Co f)D(φ) = φ ◦ (g ◦Co f) = (φ ◦ f) ◦ g =
(
Γ(g)D ◦ Γ(f)D

)
(φ).

Dies zeigt, dass Γ ein Funktor ist.

Sei nun eine natürliche Transformation α : Hom(A, .) ⇒ Hom(B, .) gegeben. Für f := ∆A,B(α) ∈
HomC(B,A) gilt dann Γ(f) = α. Also ist Γ treu. Schließlich seien f, g ∈ HomCo(A,B) mit Γ(f) = Γ(g).
Dann folgt f = ∆A,B(Γ(f)) = ∆A,B(Γ(g)) = g und Γ ist treu.

Lemma III.5.18. Der Funktor Φ: C → D sei voll und treu. Dann gilt A ∼=C B ⇐⇒ Φ(A) ∼=D Φ(B)
für A,B ∈ Ob(C).

Beweis. Sei f : A→ B ein Isomorphismus in C. Dann ist

Φ(f) ◦ Φ(f−1) = Φ(f ◦ f−1) = Φ(idB) = idΦ(B)

und analog Φ(f−1) ◦ Φ(f) = idΦ(A). Dies zeigt, dass Φ(f) : Φ(A) → Φ(B) ein Isomorphismus in D ist.
Sei nun umgekehrt g : Φ(A) → Φ(B) ein Isomorphismus in D. Da Φ voll ist, existieren f ∈ HomC(A,B)
und f ′ ∈ HomC(B,A) mit Φ(f) = g und Φ(f ′) = g−1. Es folgt Φ(f ◦ f ′) = g ◦ g−1 = idΦ(B) = Φ(idB).
Da Φ treu ist, erhält man f ◦ f ′ = idB . Analog ist f ′ ◦ f = idA. Also ist f ein Isomorphismus in C.

Folgerung III.5.19. Sei C eine lokal kleine Kategorie und A,B ∈ Ob(C). Dann gilt

Hom(A, .) ∼=SetC Hom(B, ) =⇒ A ∼=C B.

Beweis. Sei α : Hom(A, .) ⇒ Hom(B, .) ein natürlicher Isomorphismus von Funktoren C → Set. Für
C ∈ Ob(C) sind dann αC : HomCo(C,A) → HomCo(C,B) Bijektionen. Für f ∈ HomCo(C,D) und φ ∈
HomCo(C,A) gilt Hom(f,A)(φ) = φ◦Co f = f ◦φ = Hom(A, f)(φ). Also ist α : Hom(., A) ⇒ Hom(., B)
ein natürlicher Isomorphismus von Funktoren Co → Set. Nach Lemma III.5.18 sind die Urbilder der
Yoneda-Einbettung ebenfalls isomorph, d. h. A ∼=C B.

Beispiel III.5.20. SeienG,H Gruppen. Für alle GruppenX existiere eine Bijektion αX : Hom(G,X) →
Hom(H,X) mit

αY (f ◦ φ) = f ◦ αX(φ)

für alle Gruppenhomomorphismen f : X → Y und φ : G → X. Dann ist α : Hom(G, .) ⇒ Hom(H, .)
ein natürlicher Isomorphismus und Folgerung III.5.19 zeigt G ∼= H.

Definition III.5.21. Ein Funktor Φ: C → D heißt Äquivalenz , falls ein Funktor Ψ: D → C mit
Φ ◦Ψ ∼= idD und Ψ ◦ Φ ∼= idC existiert. Ggf. nennen wir C und D äquivalent und schreiben C ≈ D.

Bemerkung III.5.22.

(i) Isomorphe Kategorien sind äquivalent, aber nicht umgekehrt (siehe Beispiel III.5.24). Wir zeigen
im Folgenden, dass viele algebraische Konzepte durch Äquivalenzen erhalten werden.

(ii) Nach Definition ist ≈ reflexiv und symmetrisch. Aus Lemma III.5.23 folgt leicht, dass ≈ auch
transitiv ist. Es handelt sich also um eine Äquivalenzrelation.

(iii) Genau dann ist Φ: C → D eine Äquivalenz, wenn Φ: Co → Do eine Äquivalenz ist.
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(iv) Sei α : ΨΦ ⇒ C ein natürlicher Isomorphismus und A ∈ Ob(C). Dann ist αA : Ψ(Φ(A)) → A ein
Isomorphismus in C. Für f ∈ HomC(A,B) gilt

Ψ(Φ(f)) = α−1
B ◦ f ◦ αA,

d. h. f und Ψ(Φ(f)) unterscheiden sich nur durch Isomorphismen von links und rechts. Dies zeigt

• f Monomorphismus ⇐⇒ Φ(f) Monomorphismus.

• f Epimorphismus ⇐⇒ Φ(f) Epimorphismus.

• f Isomorphismus ⇐⇒ Φ(f) Isomorphismus.

Lemma III.5.23. Ein Funktor Φ: C → D ist genau dann eine Äquivalenz, wenn Φ voll und treu ist
und für alle D ∈ Ob(D) ein C ∈ Ob(C) mit Φ(C) ∼= D existiert.

Beweis. Sei Φ eine Äquivalenz und Ψ: D → C mit natürlichen Isomorphismen α : ΨΦ ⇒ idC und
β : ΦΨ ⇒ idD. Seien f, g ∈ HomC(A,B) mit Φ(f) = Φ(g). Dann gilt

f = αB ◦ΨΦ(f) ◦ α−1
A = αB ◦ΨΦ(g) ◦ α−1

A = g

und Φ ist treu. Analog ist auch Ψ treu. Sei nun g ∈ HomD(Φ(A),Φ(B)) gegeben. Für f := αBΨ(g)α−1
A ∈

HomC(A,B) gilt dann
Ψ(g) = α−1

B ◦ f ◦ αA = ΨΦ(f).

Da Ψ treu ist, folgt g = Φ(f) und Φ ist voll. Schließlich sei D ∈ Ob(D) gegeben. Setze C := Ψ(D) ∈
Ob(C). Dann ist βD : Φ(C) → D ein Isomorphismus.

Sei umgekehrt Φ voll und treu und für alle D ∈ Ob(D) existiere ein CD ∈ Ob(C) mit Φ(CD) ∼= D. Wir
setzen Ψ(D) := CD und wählen Isomorphismen βD : Φ(Ψ(D)) → D. Für g ∈ HomD(D,E) sei

Ψ(g) := Φ−1(β−1
E ◦ g ◦ βD) ∈ HomC(Ψ(D),Ψ(E)).

Dann gilt Ψ(idD) = idΨ(D). Für h ∈ HomD(E,F ) ist

Ψ(h ◦ g) = Φ−1(β−1
E hβE ◦ β−1

E gβD) = Φ−1(Φ(Φ−1(β−1
E hβE)) ◦ Φ(Φ−1(β−1

E gβD)))

= Φ−1(β−1
E hβE) ◦ Φ−1(β−1

E gβD) = Ψ(h) ◦Ψ(g).

Somit ist Ψ: D → C ein Funktor. Außerdem ist βE ◦ΦΨ(g) = g◦βD und β : ΦΨ → idD ist ein natürlicher
Isomorphismus. Nach Konstruktion ist Ψ treu. Für f ∈ HomC(Ψ(D),Ψ(E)) sei g := βEΦ(f)β

−1
D ∈

HomD(D,E). Dann gilt Ψ(g) = f und Ψ ist voll. Sei A ∈ Ob(C) gegeben. Nach Definition von Ψ existiert
ein C ∈ C mit Φ(C) = Φ(A) und Ψ(Φ(A)) = C. Nun ist Φ−1(idΦ(A)) : A→ C ein Isomorphismus. Somit
erfüllt Ψ die gleichen Voraussetzungen wie Ψ. Nach dem bereits Gezeigtem existiert ein natürlicher
Isomorphismus α : ΨΦ ⇒ idC .

Beispiel III.5.24.

(i) Sei K ein Körper und Φ: K-mato → Kmod, n 7→ Kn mit Φ(A)(v) := Av ∈ Km für A ∈ Km×n

und v ∈ Kn. Offenbar ist Φ ein voller und treuer Funktor. Da jeder endlich-dimensionale K-
Vektorraum zu einem Kn isomorph ist, ist Φ eine Äquivalenz nach Lemma III.5.23. Da es
überabzählbar viele (endlich-dimensionale) Vektorräume, können K-mato und Kmod nicht
isomorph sein.
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(ii) Angenommen es existiert eine Äquivalenz Φ: Set → Seto. Seien A und B Mengen mit |A| = 1
und |B| = 2. Dann gilt

2 = |HomSet(A,B)| = |HomSeto(Φ(A),Φ(B))| = |HomSet(Φ(B),Φ(A)|.

Daraus folgt |Φ(B)| = 1 und |Φ(A)| = 2 und man hat den Widerspruch |HomSet(A,A)| ≠
|HomSet(Φ(A),Φ(A))|. Also gilt Set ̸≈ Seto.

Definition III.5.25. Sei C eine kleine Kategorie. Man erhält eine Skelett-Kategorie C von C, indem
man für Ob(C) ein Repräsentantensystem für die Isomorphieklassen von Objekten in C wählt und
HomC(A,B) := HomC(A,B) setzt.2

Satz III.5.26. Für kleine Kategorien C und D gilt C ≈ C und C ≈ D ⇐⇒ C ∼= D.

Beweis. Lemma III.5.23 zeigt, dass die Einbettung Φ: C → C, A 7→ A, f 7→ f eine Äquivalenz ist.
Sei nun Φ: C → D eine Äquivalenz und D := Φ(C) eine Unterkategorie von D. Nach Lemma III.5.23
existiert für jedes D ∈ Ob(D) ein C ∈ Ob(C) mit Φ(C) = D. Sei αC : C → C ∈ C ein Isomorphismus.
Dann ist auch Φ(αC) : D → Φ(C) ein Isomorphismus. Sei auch B ∈ Ob(C) mit Φ(B) ∼= D. Dann folgt
B = C und B = C aus Lemma III.5.18. Dies zeigt, dass D eine Skelett-Kategorie von D ist. Außerdem
ist der eingeschränkte Funktor Φ: C → D ein Isomorphismus nach Aufgabe III.23.

Nehmen wir nun an, dass ein Isomorphismus Φ: C → D zwischen Skelett-Kategorien gegeben ist. Für
C ∈ Ob(C) und D ∈ Ob(D) wählen wir Isomorphismen αC : C → C ∈ Ob(C) und βD : D → D ∈ Ob(D).
Sei Φ: C → D, C 7→ Φ(C) mit Φ(f) := Φ(αBfα

−1
A ) für f ∈ HomC(A,B). Offenbar ist Φ ein Funktor.

Mit Φ ist auch Φ voll und treu. Für jedes D ∈ Ob(D) existiert zudem ein C ∈ Ob(C) mit Φ(C) = D ∼= D.
Nach Lemma III.5.23 ist Φ eine Äquivalenz.

Bemerkung III.5.27. Nach Satz III.5.26 ist eine Skelett-Kategorie einer kleinen Kategorie C bis auf
Äquivalenz eindeutig bestimmt. Sie ist außerdem die „kleinste“ zu C äquivalente Kategorie.

Definition III.5.28. Seien Φ: C → D und Ψ: D → C Funktoren zwischen lokal kleinen Kategorien
C,D. Man nennt Φ links-adjungiert zu Ψ (und Ψ rechts-adjungiert zu Φ), falls die Funktoren

Hom(Φ(.), .) : Co ×D → Set, (A,B) 7→ HomD(Φ(A), B), Hom(Φ(fA), fB)(φ) = fB ◦ φ ◦ Φ(fA),
Hom(.,Ψ(.)) : Co ×D → Set, (A,B) 7→ HomC(A,Ψ(B)), Hom(fA,Ψ(fB))(φ) = Ψ(fB) ◦ φ ◦ fA

isomorph sind.

Beispiel III.5.29. Sei C := Set und D := KMod die Kategorie derK-Vektorräume für einen KörperK.
Sei Ψ: D → C der Vergiss-Funktor und Φ: C → D, B 7→

∐
b∈BK. Wir betrachten B als Standardbasis

von Φ(B). Für f : B → C sei Φ(f) :
∐
b∈BK →

∐
c∈C K, (xb)b∈B 7→

∑
b∈B xf(b). Offenbar ist Φ ein

Funktor. Für B ∈ Ob(D) und V ∈ Ob(C) sei

α(B,V ) : HomD(Φ(B), V ) → HomC(B, V ), f 7→ f|B

die Einschränkung. Da jeder Homomorphismus Φ(B) → V durch die Bilder von B eindeutig bestimmt
ist, ist α(B,V ) bijektiv. Für f = (fB, fV ) ∈ HomCo×D((B, V ), (C,W )) und φ ∈ HomD(Φ(B), V ) gilt(

α(C,W ) ◦Hom(Φ(fB), fV )
)
(φ) = (fV φΦ(fB))C = fV φ|BfC =

(
Hom(fB,Ψ(fV )) ◦ α(B,V )

)
(φ).

2Die Voraussetzung „klein“ lässt verallgemeinern, sodass zum Beispiel auch Grp wohldefiniert ist.
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Daher ist α : Hom(Φ(.), .) ⇒ Hom(.,Ψ(.)) ein natürlicher Isomorphismus und Φ ist links-adjungiert zu
Ψ.

Definition III.5.30. Sei (Ai)i∈I eine Familie von Objekten einer Kategorie C.

• Man nennt P ∈ Ob(C) ein Produkt von (Ai), falls Morphismen pi : P → Ai für i ∈ I mit folgender
universeller Eigenschaft existieren: Für jede Familie von Morphismen fi : C → Ai existiert genau
ein Morphismus f : C → P mit pi ◦ f = fi für i ∈ I. Ggf. nennt man pi die i-te Projektionen von
P .

• Man nennt Q ∈ Ob(C) ein Koprodukt von (Ai), falls Morphismen qi : Ai → Q für i ∈ I mit
folgender universeller Eigenschaft existieren: Für jede Familie von Morphismen fi : Ai → C
existiert genau ein Morphismus f : Q → C mit f ◦ qi = fi für i ∈ I. Ggf. nennt man qi die i-te
Injektionen von Q.

Bemerkung III.5.31.

(i) Nicht in jeder Kategorie müssen (Ko)produkte existieren.

(ii) Ein Produkt (bzw. Koprodukt) von (Ai) in C entspricht einem Koprodukt (bzw. Produkt) von
(Ai) in C (alle Pfeile sind umgekehrt).

Lemma III.5.32. Sei (Ai)i∈I eine Familie von Objekten einer Kategorie C.

(i) Sind P, P ′ ∈ Ob(C) Produkte von (Ai) bzgl. pi bzw. p′i, so existiert genau ein Isomorphismus
f : P ′ → P mit pif = p′i für i ∈ I.

(ii) Sind Q,Q′ ∈ Ob(C) Koprodukte von (Ai) bzgl. qi bzw. q′i, so existiert genau ein Isomorphismus
f : Q′ → Q mit fq′i = qi für i ∈ I.

Beweis.

(i) Die universelle Eigenschaft von P angewendet auf fi = p′i liefert genau ein f : P ′ → P mit pif = p′i
für i ∈ I. Analog existiert ein g : P ′ → P mit p′ig = pi für i ∈ I. Für fg : P → P gilt nun pifg = pi.
Nach der universellen Eigenschaft von P ist idP der einzige Morphismus mit dieser Eigenschaft.
Dies zeigt fg = idP und analog gf = idP ′ . Also ist f ein Isomorphismus und durch die Gleichung
pif = p′i eindeutig bestimmt.

(ii) Wendet man (i) auf die Produkte Q und Q′ von (Ai) in Co an, so erhält man genau einen
Isomorphismus f : Q′ → Q in Co mit qif = q′i für i ∈ I. Nun ist f : Q→ Q′ ein Isomorphismus in
C mit fqi = q′i für i ∈ I. Der angegebene Isomorphismus ist f−1.

Beispiel III.5.33.

(i) Das Produkt von (Ai) in Set, Grp oder Ab ist das gewohnte kartesische (direkte) Produkt
×i∈I Ai. Das Koprodukt in Set ist die disjunkte Vereinigung

⊔
i∈I Ai, während es in Ab das

bekannte Koprodukt
∐
i∈I Ai ist (im Fall |I| <∞ stimmt hier Produkt und Koprodukt überein).

In Grp ist das Koprodukt hingegen das freie Produkt, dessen Existenz man erst nachweisen muss.3

(ii) Sei P das Produkt von Ai := A für i ∈ I bzgl. pi. Dann existiert genau ein d : A → P mit
pid = idA für i ∈ I. Man nennt d den diagonalen Morphismus bzgl. P . Für das Koprodukt Q von
Ai existiert analog der codiagonale Morphismus c : Q→ A mit cqi = idA für alle i ∈ I.

3Siehe Vorlesungsskript Kombinatorische Gruppentheorie
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III.6 Morita-Theorie

Bemerkung III.6.1. Gruppen und Ringe lassen sich bekanntlich durch ihre Darstellungen und
Moduln untersuchen. Morita-Theorie ist das Studium der Modulkategorie eines beliebigen Rings R.
Im Gegensatz zu allgemeinen Kategorien hat RMod die Zusatzeigenschaft, dass man Morphismen
addieren kann (mit f, g : M → N ist bekanntlich auch f + g : M → N , m 7→ f(m) + g(m) ein
Homomorphismus).1 Außerdem ist M ×N sowohl das Produkt als auch das Koprodukt von R-Moduln
bzgl. der kanonischen Projektionen und Injektionen. Wir zeigen, dass äquivalente Modulkategorien
einige nützliche Eigenschaften erhalten. Mit dem Satz von Morita geben wir ein handliches Kriterium,
um zu erkennen, wann die Modulkategorien zweier Ringe äquivalent sind.

Lemma III.6.2. Seien R, S Ringe und Φ: RMod → SMod eine Äquivalenz. Für jede Familie von
R-Moduln (Mi)i∈I gilt

Φ
(×
i∈I

Mi

)
≃×

i∈I
Φ(Mi), Φ

(∐
i∈I

Mi

)
≃

∐
i∈I

Φ(Mi).

Beweis. Sei M := ×i∈IMi, N := ×i∈I Φ(Mi) und pi : M → Mi, p′i : N → Φ(Mi) die i-ten Pro-
jektionen. Sei Ψ: SMod → RMod, und α : ΨΦ ⇒ id

RMod ein natürlicher Isomorphismus. Wegen
Φ(pi) ∈ HomS(Φ(M),Φ(Mi)), Ψ(p′i) ∈ HomR(Ψ(N),Ψ(Φ(Mi)) und αMi ∈ HomR(Ψ(Φ(Mi)),Mi) sind

f : Φ(M) → N, x 7→
(
Φ(pi)(x)

)
i∈I ,

g : Ψ(N) →M, y 7→
(
(αMi ◦Ψ(p′i))(y)

)
i∈I

S- bzw. R-linear. Da Ψ treu ist, können wir h := Ψ−1(α−1
M ◦ g) ∈ HomS(N,Φ(M)) definieren. Dann gilt

Ψ(p′i ◦ f ◦ h) = Ψ(Φ(pi) ◦ h) = Ψ(Φ(pi)) ◦Ψ(h) = Ψ(Φ(pi)) ◦ α−1
M ◦ g

= α−1
Mi

◦ pi ◦ g = α−1
Mi

◦ αMi ◦Ψ(p′i) = Ψ(p′i).

Dies impliziert p′ifh = p′i. Da dies für alle i ∈ I gilt, erhält man fh = idN .

Analog gilt

pi ◦ g ◦Ψ(f) = αMi ◦Ψ(p′i) ◦Ψ(f) = αMi ◦Ψ(p′i ◦ f) = αMi ◦Ψ(Φ(pi)) = pi ◦ αM

für alle i ∈ I. Es folgt g ◦Ψ(f) = αM und

Ψ(h ◦ f) = Ψ(h) ◦Ψ(f) = α−1
M ◦ g ◦Ψ(f) = idΨΦ(M) = Ψ(idΦ(M)).

Dies zeigt hf = idΦ(M) und f : Φ(M) → N ist ein S-Isomorphismus. Der gleiche Beweis zeigt die
entsprechende Isomorphie für das Koprodukt.

Lemma III.6.3. Seien R,S Ringe und Φ: RMod → SMod eine Äquivalenz. Für R-Moduln A,B gilt:

(i) Für den trivialen Modul A = 0 ist auch Φ(A) = 0.
1Man spricht von abelschen Kategorien.
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(ii) Für die triviale Abbildung f : A→ B, a 7→ 0 ist auch Φ(f) trivial.

(iii) Φ: HomR(A,B) → HomS(Φ(A),Φ(B)) ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis.

(i) Jeder Modul B ≠ 0 besitzt neben idB die triviale Abbildung B → B. Daher ist der triviale
Modul A das einzige Objekt in RMod mit |Hom(A,A)| = 1. Da Φ voll und treu ist, folgt
|Hom(Φ(A),Φ(A))| = 1 und Φ(A) = 0.

(ii) Die triviale Abbildung f ist der einzige Morphismus mit g ◦ f = f für alle Morphismen g : B → B.
Da Φ voll ist, muss auch Φ(f) trivial sein.

(iii) Nach Lemma III.5.23 ist Φ: HomR(A,B) → HomS(Φ(A),Φ(B)) bijektiv. Es verbleibt also

Φ(f + g) = Φ(f) + Φ(g)

für f, g ∈ HomR(A,B) zu zeigen. Sei A1 := A =: A2. Seien pi : A1×A2 → Ai, p′i : Φ(A1)×Φ(A2) →
Φ(Ai) und qi : Ai → A1 ×A2, q′i : Φ(Ai) → Φ(A1)× Φ(A2) die Projektionen und Injektionen. Der
Beweis von Lemma III.6.2 liefert den Isomorphismus

γ : Φ(A1 ×A2) → Φ(A1)× Φ(A2), x 7→
(
Φ(p1)(x),Φ(p2)(x)

)
.

Es gilt also p′iγ = Φ(pi) für i = 1, 2. Nach (ii) ist Φ(piqj) = 0 für i ̸= j. Daraus folgt

γΦ(qi) = (q′1p
′
1 + q′2p

′
2)γΦ(qi) = q′1Φ(p1)Φ(qi) + q′2Φ(p2)Φ(qi) = q′iΦ(piqi) = q′iΦ(idAi) = q′i

für i = 1, 2. Sei d : A → A1 × A2, a 7→ (a, a) der diagonale Morphismus (Beispiel III.5.33) und
c : A1 ×A2 → B, (x, y) 7→ f(x) + g(y). Dann gilt f + g = c ◦ d. Für

d′ := γΦ(d) : Φ(A) → Φ(A1)× Φ(A2)

gilt p′id
′ = Φ(pid) = Φ(idAi) = idΦ(Ai) und es folgt d′(x) = (x, x) für x ∈ Φ(A). Für

c′ := Φ(c)γ−1 : Φ(A1)× Φ(A2) → Φ(B)

hat man c′q′i = Φ(c)Φ(qi) = Φ(fi) mit f1 = f und f2 = g. Dies zeigt c′(x, y) = Φ(f)(x) + Φ(g)(y)
und

Φ(f + g) = Φ(c ◦ d) = Φ(c) ◦ Φ(d) = c′d′ = Φ(f) + Φ(g).

Bemerkung III.6.4. Nicht jeder Funktor Φ: RMod → SMod erfüllt Φ(f +g) = Φ(f)+Φ(g). Sei zum
Beispiel Φ(A) := S und Φ(f) := idS für alle R-Moduln A und R-Homomorphismen f . Offensichtlich ist
Φ ein Funktor und Φ(f + f) = idS ̸= 2 idS = Φ(f) + Φ(f).

Satz III.6.5. Seien R, S Ringe und Φ: RMod → SMod eine Äquivalenz. Dann existiert für jeden
R-Modul M eine Bijektion Φ̂ : {N : N ≤M} → {N : N ≤ Φ(M)} mit

N ≤ N ′ ⇐⇒ Φ̂(N) ≤ Φ̂(N ′), Φ̂(N +N ′) = Φ̂(N) + Φ̂(N ′), Φ̂(N ∩N ′) = Φ̂(N) ∩ Φ̂(N ′).
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Beweis. Da aus N ≤ M nicht unbedingt Φ(N) ≤ Φ(M) folgt, müssen wir einen Umweg gehen. Sei
Ψ: SMod → RMod, und α : ΨΦ ⇒ id

RMod eine natürliche Äquivalenz. Für Untermoduln N ≤M sei
νMN : N ↪→M die Inklusionsabbildung. Dann ist Φ(νMN ) ∈ HomS(Φ(N),Φ(M)). Wir definieren

Φ̂ : {N : N ≤M} → {N : N ≤ Φ(M)}, N 7→ Φ(νMN )(Φ(N)),

Ψ̂ : {N : N ≤ Φ(M)} → {N : N ≤ ΨΦ(M)}, N 7→ Ψ(ν
Φ(M)
N )(Ψ(N)),

α̂ : {N : N ≤ ΨΦ(M)} → {N : N ≤M}, N 7→ αM (N).

Mit νMN ist Φ(νMN ) injektiv (Satz III.5.7+Bemerkung III.5.22). Also existiert ein S-Isomorphismus
f : Φ(N) → Φ̂(N) mit Φ(νMN ) = ν

Φ(M)

Φ̂(N)
◦ f . Dies zeigt

α̂
(
Ψ̂(Φ̂(N))

)
=

(
αM ◦Ψ(ν

Φ(M)

Φ̂(N)
)
)
(Ψ(Φ̂(N))) =

(
αM ◦Ψ(ν

Φ(M)

Φ̂(N)
) ◦Ψ(f)

)
(ΨΦ(N))

=
(
αM ◦Ψ(ν

Φ(M)

Φ̂(N)
◦ f)

)
(ΨΦ(N)) =

(
αM ◦Ψ(Φ(νMN ))

)
(ΨΦ(N))

=
(
νMN ◦ αN )

)
(ΨΦ(N)) = νMN (N) = N

und α̂Ψ̂Φ̂ = id. Mit αM ist auch α̂ bijektiv. Daher ist Ψ̂ surjektiv und Φ̂ injektiv. Da auch ein natürlicher
Isomorphismus β : ΦΨ ⇒ id existiert, erhält man analog die Injektivität von Ψ̂ und die Surjektivität
von Φ̂. Insgesamt ist Φ̂ bijektiv.

Aus N ≤ N ′ folgt νMN = νMN ′ ◦ νN
′

N und

Φ̂(N) = Φ(νMN )(Φ(N)) ≤ Φ(νMN ′)(Φ(N ′)) = Φ̂(N ′).

Für Φ̂(N) ≤ Φ̂(N ′) gilt analog Ψ̂Φ̂(N) ≤ Ψ̂Φ̂(N ′) und

N = αM (Ψ̂Φ̂(N)) ≤ αM (Ψ̂Φ̂(N ′)) = N ′.

Für beliebige Untermoduln N,N ′ ≤M ist N +N ′ der kleinste (bzgl. Inklusion) Untermodul von M ,
der N und N ′ enthält. Daher ist Φ(N +N ′) der kleinste Untermodul von Φ̂(M), der Φ̂(N) und Φ̂(N ′)
enthält. Dies zeigt Φ̂(N +N ′) = Φ̂(N) + Φ̂(N ′). Da N ∩N ′ der größte Untermodul ist, der in N und
in N ′ enthalten ist, gilt entsprechend Φ̂(N ∩N ′) = Φ̂(N) ∩ Φ̂(N ′).

Satz III.6.6. Seien R, S Ringe und Φ: RMod → SMod eine Äquivalenz. Für jeden R-Modul M gilt:

(i) M endlich erzeugt ⇐⇒ Φ(M) endlich erzeugt.

(ii) M (halb)einfach ⇐⇒ Φ(M) (halb)einfach.

(iii) M unzerlegbar ⇐⇒ Φ(M) unzerlegbar.

(iv) M projektiv ⇐⇒ Φ(M) projektiv.

(v) M noethersch (artinsch) ⇐⇒ Φ(M) noethersch (artinsch).

Beweis. Sei Ψ: SMod → RMod eine Äquivalenz mit ΨΦ ∼= id. Wegen M ≃ ΨΦ(M) genügt es jeweils
„⇒“ zu zeigen.

(i) Sei f :
∐
i∈I S → Φ(M) ein Epimorphismus. Nach Satz III.5.7, Bemerkung III.5.22 und Lem-

ma III.6.2 existiert ein Epimorphismus

g :
∐
i∈I

Ψ(S) ≃ Ψ
(∐
i∈I

S
)

Ψ(f)−−−→ ΨΦ(M) ≃M.
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Da M endlich erzeugt ist, existiert eine endliche Teilmenge J ⊆ I mit g
(∐

j∈J Ψ(S)
)
=M . Daher

gibt es einen Epimorphismus∐
j∈J

S ≃
∐
j∈J

ΦΨ(S) ≃ Φ
(∐
j∈J

Ψ(S)
)
→ Φ(M).

Folglich ist Φ(M) endlich erzeugt.

(ii) Nach Satz III.6.5 ist M genau dann einfach, wenn Φ(M) einfach ist. Ist M halbeinfach, also ein
Koprodukt von einfachen Moduln, so auch Φ(M) nach Lemma III.6.2.

(iii) Folgt aus Lemma III.6.2.

(iv) SeiM projektiv, f ∈ HomS(Φ(M), N) und g : L→ N ein S-Epimorphismus. Da ΨΦ(M) projektiv
ist, existiert ein ĥ ∈ HomS(ΨΦ(M),Ψ(L)) mit Ψ(g) ◦ ĥ = Ψ(f). Da Ψ voll ist, existiert h ∈
HomR(Φ(M),Ψ(L)) mit Ψ(h) = ĥ. Nun ist Ψ(g ◦ h) = Ψ(f) und g ◦ h = f , da Ψ treu ist. Also ist
Φ(M) projektiv.

(v) Folgt aus Satz III.6.5.

Bemerkung III.6.7. Achtung: Ist M frei, so muss Φ(M) in der Situation von Satz III.6.6 nicht
unbedingt frei sein. Ebenso gibt es keinen Zusammenhang zwischen der minimalen Anzahl von Erzeugern
von M und Φ(M) (Bemerkung III.6.43).

Satz III.6.8. Seien R und S Ringe mit RMod ≈ SMod. Dann existiert eine Bijektion Ω: {I :

I ⊴R} → {I : I ⊴ S} mit

I ⊆ J ⇐⇒ Ω(I) ⊆ Ω(J), Ω(I + J) = Ω(I) + Ω(J),

Ω(I ∩ J) = Ω(I) ∩ Ω(J), Ω(J(R)) = J(S).

Beweis. Mit den üblichen Bezeichnungen sei ΨΦ ∼= id ein natürlicher Isomorphismus. Für I ⊴ R
und J ⊴ S definieren wir Ω(I) := AnnS(Φ(R/I)) ⊴ S und ∆(J) := AnnR(Ψ(S/J)) ⊴ R. Mit einem
Erzeugendensystem X von Ψ(S/J) erhält man einen R-Epimorphismus∐

x∈X
R/∆(J) → Ψ(S/J), (rx +Φ(S/J))x 7→

∑
x∈X

rxx

und einen R-Monomorphismus

R/∆(J) →
∏
x∈X

Ψ(S/J), r +∆(J) 7→ (rx)x∈X .

Durch Anwendung von Φ ergeben sich ein S-Epimorphismus und ein S-Monomorphismus∐
x∈X

Φ(R/∆(J)) ≃ Φ
(∐
x∈X

R/∆(J)
)
→ ΦΨ(S/J) ≃ S/J,

Φ(R/∆(J)) → Φ
(∏
x∈X

Ψ(S/J)
)
≃

∏
x∈X

ΦΨ(S/J) ≃
∏
x∈X

S/J.

Dies zeigt

J = AnnS(S/J) = AnnS

(∏
x∈X

S/J
)
⊆ AnnS(Φ(R/∆(J))) = AnnS

(∐
x∈X

Φ(R/∆(J))
)
⊆ AnnS(S/J)
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und J = Ω(∆(J)). Völlig analog ergibt sich I = ∆(Ω(I)) für I ⊴ R. Sei nun I ⊆ I ′. Dann sind
f : R/I → R/I ′, r + I 7→ r + I ′ und Φ(f) Epimorphismen. Dies zeigt

Ω(I) = AnnS(Φ(R/I)) ⊆ AnnS(Φ(R/I
′)) = Ω(I ′).

Aus Ω(I) ⊆ Ω(I ′) ergibt sich umgekehrt I = ∆(Ω(I)) ⊆ ∆(Ω(I ′)) = I ′. Daraus folgt Ω(I + I ′) =
Ω(I) + Ω(I ′) und Ω(I ∩ I ′) = Ω(I) ∩ Ω(I ′) wie in Satz III.6.5.

Für die letzte Behauptung sei N ein einfacher S-Modul. Nach Satz III.6.6 ist Ψ(N) ein einfacher R-
Modul. Für x ∈ Ψ(N) \ {0} ist R/J(R) → Ψ(N), r + J(R) 7→ rx ein wohldefinierter R-Epimorphismus
nach Lemma II.8.11. Also ist auch Φ(R/J(R)) → ΦΨ(N) ≃ N ein Epimorphismus und es folgt
Ω(J(R)) ⊆ AnnS(N). Aus Lemma II.8.11 erhält man Ω(J(R)) ⊆ J(S). Analog gilt J(R) = ∆(Ω(J(R))) ⊆
∆(J(S)) ≤ J(R) und Ω(J(R)) = J(S).

Satz III.6.9. Seien R und S Ringe mit RMod ≈ SMod. Dann gilt

(i) R (halb)einfach ⇐⇒ S (halb)einfach.

(ii) R noethersch (artinsch) ⇐⇒ S noethersch (artinsch).

Beweis. Nach Satz III.6.8 ist R genau dann einfach, wenn S einfach ist. Die anderen Aussagen folgen
aus Lemma II.8.4 und Satz III.6.6.

Bemerkung III.6.10. Ist R lokal, so muss S in der Situation von Satz III.6.9 nicht unbedingt lokal
sein (Beispiel III.6.36).

Definition III.6.11. Seien R und S Ringe.

• Ein R-S-Bimodul M ist ein R-Linksmodul und zugleich ein S-Rechtsmodul mit (rm)s = r(ms)
für alle m ∈M , r ∈ R und s ∈ S.

• Ein R-S-Homomorphismus f : M → N zwischen R-S-Bimoduln M und N ist ein R-Homomor-
phismus und zugleich ein S-Homomorphismus, d. h. f(r(m+m′)s) = rf(m)s+ rf(m′)s für r ∈ R,
s ∈ S und m,m′ ∈M .

Sei RModS (bzw. RmodS) die Kategorie der (endlich erzeugten) R-S-Bimoduln.

Beispiel III.6.12.

(i) Jedes Ideal I ⊴R ist ein R-R-Bimodul und die Inklusion I ↪→ R ist ein R-R-Homomorphismus.

(ii) Bekanntlich ist jeder R-Linksmodul ein Ro-Rechtsmodul. Daher ist ein R-S-Bimodul ein So-Ro-
Bimodul.

(iii) Da jeder R-LinksmodulM eine abelsche Gruppe bzgl. + ist, istM ein R-Z-Bimodul. Alle Aussagen
über Bimoduln lassen sich also auf Links- oder Rechtsmoduln übertragen. Ist R kommutativ, so
ist M ein R-R-Bimodul mit m · r := rm für r ∈ R und m ∈M .

(iv) Für n,m ∈ N ist Rn×m ein Rn×n-Rm×m-Bimodul, denn die Matrizenmultiplikation ist assoziativ.

(v) Sei M ein S-Rechtsmodul und R := EndS(M). Durch φ ·m := φ(m) für φ ∈ R und m ∈M wird
M ein R-Linksmodul (Bemerkung II.6.11). Wegen (φm)s = φ(m)s = φ(ms) = φ(ms) für s ∈ S
ist M ein R-S-Bimodul.
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(vi) Sei M ein R-S-Bimodul und N ein R-T -Bimodul. Dann ist HomR(M,N) ein S-T -Bimodul mit
(sφt)(m) := φ(ms)t für s ∈ S, t ∈ T und m ∈M (nachrechnen). Ist N ein T -S-Bimodul, so ist
HomS(M,N) ein T -R-Bimodul mit (tφr)(m) := tφ(rm).

(vii) Wie üblich definiert man Untermoduln von Bimoduln und Mono-, Epi- und Isomorphismen. Der
Homomorphiesatz und die Isomorphiesätze gelten selbstverständlich auch für Bimoduln.

Bemerkung III.6.13. Wir hatten in Definition III.3.16 das Tensorprodukt von Moduln über Grup-
penalgebren eingeführt. In Aufgabe II.53 wurde das Tensorprodukt für Moduln über kommutativen
Ringen konstruiert. Für beliebige Ringe ist das Tensorprodukt von Moduln im Allgemeinen nur ein
Z-Modul. Mit Hilfe von Bimoduln kann man die Situation verbessern.

Definition III.6.14. Seien R,S, T Ringe, M ein R-S-Bimodul und N ein S-T -Bimodul.

• Sei A die freie abelsche Gruppe mit Basis {em,n : (m,n) ∈M ×N}. Sei B die von den Elementen

em+m′,n − em,n − em′,n, em,n+n′ − em,n − em,n′ , ems,n − em,sn

mit m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N und s ∈ S erzeugte Untergruppe von A. Wir definieren das Tensorpro-
dukt

M ⊗S N := A/B

und m⊗ n := em,n +B ∈M ⊗S N .

• Sei C eine beliebige abelsche Gruppe. Ein Abbildung f : M ×N → C heißt ausgeglichen, falls

f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n), f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′), f(ms, n) = f(m, sn)

für m,m′ ∈M , n, n′ ∈ N und r ∈ R gilt.

Bemerkung III.6.15.

(i) Die Elemente m ⊗ n bilden ein Erzeugendensystem von M ⊗S N , aber im Allgemeinen keine
Basis. Außerdem hat nicht jedes Element in M ⊗S N die Form m ⊗ n. Abbildungen zwischen
Tensorprodukten werden daher über eine universelle Eigenschaft definiert, um die Wohldefiniertheit
zu garantieren.

(ii) Nach Konstruktion ist M ×N →M ⊗S N , (m,n) 7→ m⊗ n ausgeglichen.

Lemma III.6.16 (Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts). Sei f : M ×N → C ausgeglichen mit
den Bezeichnungen aus Definition III.6.14. Dann existiert genau ein Z-Homomorphismus f̂ : M⊗SN →
C mit f̂(m⊗ n) = f(m,n) für m ∈M und n ∈ N .

Beweis. Wir definieren zunächst φ : A → C durch φ(em,n) := f(m,n). Da f ausgeglichen ist, ist
B ⊆ Ker(φ). Mit dem Homomorphiesatz erhält man f̂ : M ⊗S N = A/B → C mit f̂(m ⊗ n) =
φ(em,n) = f(m,n). Da M ⊗S N durch die Elemente m ⊗ n erzeugt wird, ist f̂ durch f eindeutig
bestimmt.

Lemma III.6.17. Durch r(m⊗ n) := rm⊗ n und (m⊗ n)t := m⊗ nt für r ∈ R, t ∈ T , m ∈M und
n ∈ N wird M ⊗S N ein R-T -Bimodul.
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Beweis. Für r ∈ R ist die Abbildung fr : M ×N →M ⊗S N , (m,n) 7→ rm⊗ n ausgeglichen. Nach der
universellen Eigenschaft existiert ein Z-Homomorphismus f̂r : M ⊗S N →M ⊗S N . Für x ∈M ⊗S N
und r ∈ R ist nun r · x := f̂r(x) wohldefiniert. Mit x :=

∑k
i=1mi ⊗ ni und y ∈M ⊗S N folgt

1x = f̂1(x) = x,

(r + s)x = f̂r+s(x) =

k∑
i=1

(r + s)mi ⊗ ni = f̂r(x) + f̂s(x) = rx+ sx,

r(s(x)) =
k∑
i=1

f̂r(sm⊗ n) =
k∑
i=1

rsm⊗ n = f̂rs(x) = (rs)x,

r(x+ y) = f̂r(x+ y) = f̂r(x) + f̂r(y) = rx+ ry.

Also ist M ⊗S N ein R-Linksmodul. Völlig analog zeigt man, dass M ⊗S N ein T -Rechtsmodul ist.
Wegen (r(m ⊗ n))s = (rm ⊗ n)s = rm ⊗ ns = r(m ⊗ ns) = r((m ⊗ n)s) handelt es sich um einen
R-T -Bimodul.

Beispiel III.6.18.

(i) Sei M ein R-S-Bimodul. Die ausgeglichene Abbildung R×M →M , (r,m) 7→ rm induziert einen
Z-Homomorphismus f : R⊗RM →M , r ⊗m→ rm. Offensichtlich ist f ein R-S-Isomorphismus
mit Umkehrabbildung M → R⊗RM , m 7→ 1⊗m. Insbesondere ist R⊗RM ≃M.

(ii) Sei R := Z, M := Z/mZ und N := Z/nZ mit m,n ∈ N0. Sei g := ggT(m,n) und L := Z/gZ.
Dann ist M ×N → L, (x+mZ, y+ nZ) 7→ xy+ gZ wohldefiniert und ausgeglichen. Also existiert
ein Homomorphismus

φ : M ⊗Z N → L, (x+mZ)⊗ (y + nZ) 7→ xy + gZ.

Umgekehrt ist

ψ : L→M ⊗Z N, z + gZ 7→ (z +mZ)⊗ (1 + nZ) = (1 +mZ)⊗ (z + nZ)

ein wohldefinierter Homomorphismus mit ψ ◦ φ = idM⊗ZN und φ ◦ ψ = idL. Dies zeigt

(Z/mZ)⊗Z (Z/nZ) ≃ Z/ggT(m,n)Z.

(iii) Sei K ein Körper, G eine endliche Gruppe und R = KG die Gruppenalgebra. Endlich-dimensionale
R-Moduln M,N kann man als R-K-Bimodul bzw. K-Ro-Bimodul auffassen. Der R-Ro-Bimodul
M ⊗K N wird durch

r · (m⊗ n) := r(m⊗ n)r = rm⊗ rn

zu einem R-Linksmodul. Sei b1, . . . , bk eine K-Basis von M und c1, . . . , cl eine K-Basis von N .
Offenbar ist dann {bi ⊗ bj : 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l} ein Erzeugendensystem von M ⊗K N als
K-Vektorraum. Sei A die freie abelsche Gruppe mit Basis {em,n : m ∈ M,n ∈ N} und B die
entsprechende Untergruppe wie in Definition III.6.14. Durch λem,n := eλm,n für λ ∈ K werden A
und A/B zu K-Vektorräumen. Zum Vergleich sei T :=M ⊗N das in Definition III.3.16 definierte
Tensorprodukt. Dann existiert ein K-Epimorphismus φ : A→ T , em,n 7→ m⊗ n mit B ⊆ Ker(φ).
Dies zeigt

kl = dimT = dimA− dimKer(φ) ≤ dimA/B = dimM ⊗K N ≤ kl.

Also bilden bi ⊗ cj auch eine K-Basis von M ⊗S N und man erhält einen R-Isomorphismus
M ⊗S N ≃ T .
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Lemma III.6.19. Seien f : M → M ′ und g : N → N ′ Homomorphismen zwischen R-S-Bimoduln
M,M ′ bzw. S-T -Bimoduln N,N ′. Dann existiert genau ein R-T -Homomorphismus f ⊗ g : M ⊗SM

′ →
N ⊗T N

′, m⊗ n 7→ f(m)⊗ g(n).

Beweis. Die ausgeglichene Abbildung M ×N →M ′ ⊗S N
′, (m,n) 7→ f(m)⊗ g(n) setzt sich zu dem

angegebenen Z-Homomorphismus f ⊗ g fort. Für r ∈ R, t ∈ T , m ∈M und n ∈ N gilt

(f ⊗ g)(r(m⊗ n)t) = (f ⊗ g)(rm⊗ nt) = f(rm)⊗ g(nt) = rf(m)⊗ g(n)t

= r(f(m)⊗ g(n))t = r(f ⊗ g)(m⊗ n)t.

Daher ist f ⊗ g ein R-T -Homomorphismus.

Bemerkung III.6.20. Mit geeigneten Bezeichnungen gilt:

0⊗ g = 0, f ⊗ 0 = 0, (f ⊗ g) ◦ (f ′ ⊗ g′) = (f ◦ f ′)⊗ (g ◦ g′),
f ⊗ (g + g′) = f ⊗ g + f ⊗ g′, (f + f ′)⊗ g = f ⊗ g + f ′ ⊗ g.

Lemma III.6.21. Seien R,S, T, U Ringe und A,B,C Bimoduln bzgl. (R,S), (S, T ), (T,U). Dann
existiert ein R-U -Isomorphismus

A⊗S (B ⊗T C) → (A⊗S B)⊗T C, a⊗ (b⊗ c) 7→ (a⊗ b)⊗ c.

Beweis. Für a ∈ A existiert wie üblich ein S-T -Homomorphismus fa : B ⊗T C → (A ⊗S B) ⊗T C,
b⊗c 7→ (a⊗b)⊗c. Man zeigt leicht, dass f : A×(B⊗T C) → (A⊗SB)⊗T C, (a, x) 7→ fa(x) ausgeglichen
ist. Dies liefert einen R-U -Homomorphismus

f̂ : A⊗S (B ⊗T C) → (A⊗S B)⊗T C, a⊗ (b⊗ c) 7→ fa(b⊗ c) = (a⊗ b)⊗ c.

Völlig analog erhält man einen R-T -Homomorphismus g : (A⊗SB)⊗T C → A⊗S (B⊗T C), (a⊗b)⊗c 7→
a⊗ (b⊗ c). Offenbar ist fg = id und gf = id.

Lemma III.6.22. Für Familien von R-S-Bimoduln (Mi)i∈I und S-T -Bimoduln (Nj)j∈J existiert ein
R-T -Isomorphismus(∐

i∈I
Mi

)
⊗S

(∐
j∈J

Nj

)
→

∐
i∈I

∐
j∈J

(Mi ⊗S Nj), (mi)i ⊗ (nj)j 7→ (mi ⊗ nj)i,j .

Beweis. Wie üblich ist
(∐

i∈IMi

)
×
(∐

j∈J Nj

)
→

∐
i∈I

∐
j∈J(Mi⊗SNj), ((mi)i, (nj)j) 7→ (mi⊗nj)i,j

ausgeglichen und die angegebene Abbildung ist ein R-T -Homomorphismus. Die Umkehrabbildung erhält
man durch ∐

i∈I

∐
j∈J

(Mi ⊗S Nj), (xij)i,j 7→
∑
i∈I

∑
j∈J

xij

(nur endlich viele Summanden sind von 0 verschieden).

Satz III.6.23. Für Bimoduln A,B,C bzgl. (R,S), (S, T ), (U, T ) existiert ein U -R-Isomorphismus

HomT (A⊗S B,C) ≃ HomS(A,HomT (B,C)).
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Beweis. Für f ∈ HomT (A ⊗S B,C) und a ∈ A ist fa : B → C, b 7→ f(a ⊗ b) ein Homomorphismus
von T -Rechtsmoduln. Außerdem ist ∆(f) : A → HomT (B,C), a 7→ fa ein Homomorphismus von
S-Rechtsmoduln, denn

∆(f)(as)(b) = fas(b) = f(as⊗ b) = f(a⊗ sb) = fa(sb) = (fas)(b) = (∆(f)(a)s)(b).

Für g ∈ HomT (A⊗S B,C) ist ∆(f + g) = ∆(f) + ∆(g). Für u ∈ U und r ∈ R gilt

∆(ufr)(a)(b) = (ufr)a(b) = (ufr)(a⊗ b) = f(ra⊗ b)u

= fra(b)u = (∆(f)(ra)u)(b) = (u∆(f)r)(a)(b).

Insgesamt ist ∆: HomT (A⊗S B,C) → HomS(A,HomT (B,C)) ein U -R-Homomorphismus.

Sei umgekehrt φ ∈ HomS(A,HomT (B,C)) gegeben. Dann ist A×B → C, (a, b) 7→ φ(a)(b) ausgeglichen
und man erhält einen Z-Homomorphismus Γ(φ) : A⊗S B → C, a⊗ b 7→ φ(a)(b). Man rechnet leicht
nach, dass Γ(φ) ein Homomorphismus von T -Rechtsmoduln ist. Für ψ ∈ HomS(A,HomT (B,C)) ist
Γ(φ+ ψ) = Γ(φ) + Γ(ψ). Für u ∈ U und r ∈ R berechnet man

Γ(uφr)(a⊗ b) = (uφr)(a)(b) = (φ(ra)u)(b) = φ(ra)(b)u = Γ(φ)(ra⊗ b)u = (uΓ(φ)r)(a⊗ b).

Daher ist Γ: HomS(A,HomT (B,C)) → HomT (A⊗S B,C) ein U -R-Homomorphismus.

Schließlich gilt

Γ(∆(f))(a⊗ b) = ∆(f)(a)(b) = fa(b) = f(a⊗ b),

∆(Γ(φ))(a)(b) = Γ(φ)a(b) = Γ(φ)(a⊗ b) = φ(a)(b),

d. h. Γ∆ = id und ∆Γ = id.

Bemerkung III.6.24. Wegen

(f ◦ g)⊗ id = (f ◦ g)⊗ (id ◦ id) = (f ⊗ id) ◦ (g ⊗ id)

ist . ⊗S B : RModS → RModT , A 7→ A ⊗S B mit f ⊗S B := f ⊗ idB für f : A → A′ ein Funktor.
Bekanntlich ist auch Hom(B, .) : RModT → RModS ein Funktor. Die im Beweis von Satz III.6.23
konstruierte Bijektion α(A,C) := ∆: HomT (A⊗S B,C) → HomS(A,HomT (B,C)) erfüllt(

α(A′,C′) ◦Hom((fA ⊗B), fC)
)
(φ)(a)(b) = α(A′,C′)

(
fC ◦ φ ◦ (fA ⊗ idB)

)
(a)(b)

= fC
(
φ(fA(a)⊗ b)

)
= (fC ◦ φfA(a))(b) =

(
Hom(B, fC) ◦ α(A,C)(φ) ◦ fA

)
(a)(b)

=
(
Hom(fA,Hom(B, fC)) ◦ α(A,C)

)
(φ)(a)(b)

für f = (fA, fC) ∈ Hom(SModR)o×RModT
(A×C,A′×C ′), φ ∈ HomT (A⊗SB,C), a ∈ A′, b ∈ B. Daher

ist α ein natürlicher Isomorphismus und .⊗S B ist links-adjungiert zu Hom(B, .).

Definition III.6.25. Ein R-Modul P heißt (R-)Generator , falls der Funktor Hom(P, .) : RMod → Ab
treu ist (für Rechtsmoduln betrachtet man Hom(P, .) : ModR → Ab).

Bemerkung III.6.26. Sei P ein Generator. Für R-Moduln M,N ist dann die Abbildung

Γ: HomR(M,N) → HomAb

(
HomR(P,M),HomR(P,N)

)
mit Γ(f)(g) = f ◦ g für f ∈ HomR(M,N) und g ∈ HomR(P,M) injektiv. Da Γ ein Gruppenhomo-
morphismus ist, ist die Injektivität äquivalent zu Ker(Γ) = 0.
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Lemma III.6.27. Für jeden R-Modul P sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) P ist ein Generator.

(2) Der reguläre R-Modul ist (bis auf Isomorphie) ein direkter Summand von Pn für ein n ∈ N.

(3) Jeder R-Modul ist zu einem Faktormodul von
∐
i∈I P isomorph, wobei I eine Indexmenge ist.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Sei P ∗ := HomR(P,R) und J :=
∑

f∈P ∗ f(P ) ≤ R. Angenommen es gilt J < R. Dann
ist der kanonische Epimorphismus π : R → R/J nicht-trivial. Da P ein Generator ist, existiert
g ∈ P ∗ mit π ◦ g ̸= 0, d. h. g(P ) ⊈ J . Dieser Widerspruch zeigt J = R. Da R durch 1 erzeugt
ist, existieren f1, . . . , fn ∈ P ∗ mit R = f1(P ) + . . . + fn(P ). Dies liefert einen Epimorphismus
φ : Pn → R. Da R projektiv ist, gilt Pn = Ker(φ)⊕Q mit Q ∼= R (Satz II.12.13).

(2) ⇒ (3): Für jeden R-Modul M existiert ein freier Modul, sagen wir F :=
∐
b∈B R und ein Epimor-

phismus F → M . Nach (2) erhält man durch Projektion einen Epimorphismus
∐
b∈B P

n → F .
Die Komposition dieser Abbildungen zeigt (3).

(3) ⇒ (1): Sei f ∈ HomR(M,N) nicht-trivial und π :
∐
i∈I P → M ein Epimorphismus (garantiert

durch (3)). Dann ist auch f ◦π ≠ 0 und man findet eine Projektion ρ : P →
∐
i∈I P mit f ◦π◦ρ ≠ 0.

Für g := π ◦ ρ ∈ HomR(P,M) gilt also f ◦ g ̸= 0 und P ist ein Generator.

Bemerkung III.6.28. Ein endlich erzeugter projektiver Modul P erfüllt die zu Lemma III.6.27(2)
duale Eigenschaft: P ist (bis auf Isomorphie) ein direkter Summand von Rn. Um beide Eigenschaften
zu kombinieren, nennen wir einen endlich erzeugten projektiven (R-)Generator einen (R-)Progenerator .

Beispiel III.6.29.

(i) Jeder endlich erzeugte freie R-Modul ist ein Progenerator.

(ii) Ist A eine endlich-dimensionale K-Algebra und P1, . . . , Pn ein Repräsentantensystem für die
nicht-isomorphen projektiv-unzerlegbaren A-Moduln, so ist P1 × . . .× Pn ein Progenerator.

(iii) Ist P ein Generator und Q → P ein R-Epimorphismus, so ist auch Q ein Generator (benutze
Lemma III.6.27(3)).

(iv) Sei Φ: RMod → SMod eine Äquivalenz und P ein R-Generator. Für jeden S-Modul N existiert
ein R-Modul M mit Φ(M) ≃ N . Da M ein Faktormodul von

∐
i∈I P ist, ist N ein Faktormodul

von Φ
(∐

i∈I P
)
≃

∐
i∈I Φ(P ). Also ist Φ(P ) ein S-Generator. Mit Satz III.6.6 folgt: P ist R-

Progenerator ⇐⇒ Φ(P ) ist S-Progenerator.

Definition III.6.30. Seien R und S Ringe. Ein Morita-Kontext ist ein 6-Tupel (R,S,M,N,R,S) mit
folgenden Eigenschaften:

• M ist ein R-S-Bimodul und N ist ein S-R-Bimodul.

• R : M ⊗SN → R ist ein R-R-Homomorphismus und S : N ⊗RM → S ein S-S-Homomorphismus.

• R(m⊗ n)m′ = mS(n⊗m′) und nR(m⊗ n′) = S(n⊗m)n′ für m,m′ ∈M und n, n′ ∈ N .2

2Merkregel: Die Variablen m,n,m′ und n,m, n′ werden zyklisch permutiert.
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Satz III.6.31. Sei (R,S,M,N,R,S) ein Morita-Kontext mit surjektivem R. Dann gilt:

(i) R ist ein R-R-Isomorphismus.

(ii) M und N sind endlich erzeugte projektive S-Moduln.

(iii) M und N sind R-Generatoren.

(iv) Ω: R→ EndS(M), Ω 7→ Ωr mit Ωr(m) := rm und Ω′ : Ro → EndR(N), r 7→ Ω′
r mit Ω′

r(n) := nr
sind Ringisomorphismen.

Beweis. Nach Voraussetzung existieren m1, . . . ,mk ∈M und n1, . . . , nk ∈ N mit R
(∑k

i=1mi ⊗ ni
)
=

1R.

(i) Seien x1, . . . , xl ∈M und y1, . . . , yl ∈ N mit R(
∑l

i=1 xi ⊗ yi) = 0. Dann gilt

l∑
j=1

xj ⊗ yj =
l∑

j=1

k∑
i=1

(xj ⊗ yj)R(mi ⊗ ni) =

l∑
j=1

k∑
i=1

xj ⊗ yjR(mi ⊗ ni)

=

l∑
j=1

k∑
i=1

xj ⊗S(yj ⊗mi)ni =

l∑
j=1

k∑
i=1

xjS(yj ⊗mi)⊗ ni

=

l∑
j=1

k∑
i=1

R(xj ⊗ yj)mi ⊗ ni = R
( l∑
j=1

xj ⊗ yj

) k∑
i=1

mi ⊗ ni = 0.

Also ist R injektiv.

(ii) Die Abbildungen

f : Sk →M, (s1, . . . , sk) 7→ m1s1 + . . .+mksk,

g : M → Sk, m 7→ (S(n1 ⊗m), . . . ,S(nk ⊗m))

sind S-Homomorphismen mit

f(g(m)) =

k∑
i=1

miS(ni ⊗m) =

k∑
i=1

R(mi ⊗ ni)m = m

für m ∈M . Insbesondere ist f surjektiv und M = ⟨m1, . . . ,mk⟩ ein endlich erzeugter S-Modul.
Außerdem ist g injektiv und Sk = Ker(f)⊕ g(M). Also ist M ≃ g(M) projektiv als S-Modul. Für
die zweite Behauptung betrachtet man analog f : Sk → N , (s1, . . . , sk) 7→ s1n1 + . . .+ sknk und
g : N → Sk, n 7→ (S(n⊗m1), . . . ,S(n⊗mk)).

(iii) Die Abbildung f : Mk → R, (x1, . . . , xk) 7→ R
(∑k

i=1 xi ⊗ ni
)
ist ein R-Epimorphismus wegen

f(m1, . . . ,mk) = 1R. Mit R sind auchMk undM Generatoren (Beispiel III.6.29). FürN betrachtet
man analog Nk → R, (y1, . . . , yk) 7→ R

(∑k
i=1mi ⊗ yi

)
.

(iv) Man zeigt leicht, dass Ω und Ω′ Ringhomomorphismen sind (beachte Ω′(r · r′) = Ω′
r′r = Ω′

r ◦ Ω′
r′).

Für r ∈ Ker(Ω) gilt

r =
k∑
i=1

rR(mi ⊗ ni) =

k∑
i=1

R(rmi ⊗ ni) =

k∑
i=1

R(Ωr(m)⊗ ni) = 0,
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d. h. Ω ist injektiv. Sei φ ∈ EndS(M) gegeben. Dann ist

φ(m) =

k∑
i=1

φ(R(mi ⊗ ni)m) =

k∑
i=1

φ(miS(ni ⊗m))

=
k∑
i=1

φ(mi)S(ni ⊗m) =
k∑
i=1

R(φ(mi)⊗ ni)m.

Es folgt Ω
(∑k

i=1R(φ(mi)⊗ ni)
)
= φ. Analog beweist man die Bijektivität von Ω′.

Bemerkung III.6.32. Aus Symmetriegründen gilt Satz III.6.31 auch, wenn man (R,M,R) und
(S,N,S) vertauscht.

Beispiel III.6.33. Sei M ein beliebiger R-Linksmodul, S := EndR(M)o und N := HomR(M,R).
Bekanntlich ist M ein EndR(M)-Linksmodul und somit ein R-S-Bimodul. Nach Beispiel III.6.12 ist N
ein S-R-Bimodul mit

r ·m · φ = φ(rm) = rφ(m), φ · λ · r = (λ ◦ φ)r = λr ◦ φ

für r ∈ R, φ ∈ S, m ∈ M und λ ∈ N . Wegen λ(mφ) = (λ ◦ φ)(m) = (φλ)(m) ist die Abbildung
M×N → R, (m,λ) 7→ λ(m) ausgeglichen bzgl. S. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts
induziert sie einen Z-Homomorphismus

R : M ⊗S N → R, m⊗ λ 7→ λ(m).

Wegen rλ(m)r′ = λ(rm)r′ = (λr′)(rm) für r, r′ ∈ R ist R ein R-R-Homomorphismus. Für fest gewählte
m und λ ist die Abbildung Sλ,m : M →M , x 7→ λ(x)m ein R-Homomorphismus, also ein Element von
S. Wegen

Sλr,m(x) = (λr)(x)m = λ(x)rm = Sλ,rm(x)

erhält man eine ausgeglichene Abbildung N ×M → S, (λ,m) 7→ Sλ,m. Also existiert ein Z-Homomor-
phismus

S : N ⊗RM → S, λ⊗m 7→ Sλ,m.

Für φ,ψ ∈ S gilt

Sφλ,mψ(x) = (φλ)(x)(mψ) = λ(φ(x))ψ(m) = ψ
(
λ(φ(x))m

)
= ψ

(
Sλ,m(φ(x))

)
= (φ ·Sλ,m · ψ)(x),

d. h. S ist ein S-S-Homomorphismus.

Für m,m′ ∈M und λ, λ′ ∈ N gilt schließlich

R(m⊗ λ)m′ = λ(m)m′ = Sλ,m′(m) = mS(λ⊗m′),

(λR(m⊗ λ′))(m′) = (λλ′(m))(m′) = λ(m′)λ′(m) = λ′(λ(m′)m)

= (λ′ ◦Sλ,m)(m
′) = (Sλ,mλ

′)(m′) = (S(λ⊗m)λ′)(m′).

Also ist (R,S,M,N,R,S) ein Morita-Kontext.

Satz III.6.34. Für den konkreten Morita-Kontext aus Beispiel III.6.33 gilt:

(i) Ist M ein endlich erzeugter projektiver R-Modul, so ist S surjektiv.

(ii) Ist M ein R-Generator, so ist R surjektiv.

337



Beweis.

(i) Nach Voraussetzung existieren k ∈ N und R-Homomorphismen f : Rk →M und g : M → Rk mit
f ◦ g = idM . Sei e1, . . . , ek ∈ Rk die kanonische Basis von Rk und πi : Rk → R die i-te Projektion.
Es gilt also x =

∑k
i=1 πi(x)ei für x ∈ Rk. Für m ∈M folgt

m = f(g(m)) =
k∑
i=1

f
(
πi(g(m))ei

)
=

k∑
i=1

πi(g(m))f(ei).

Mit mi := f(ei) ∈M und λi := πi ◦ g ∈ N folgt

1S = idM =
k∑
i=1

Sλi,mi
= S

( k∑
i=1

λi ⊗mi

)
∈ S(N ⊗RM).

Daher ist S surjektiv.

(ii) Nach Lemma III.6.27 existiert eine Indexmenge I und ein R-Epimorphismus f :
∐
i∈IM → R.

Sei (mi)i∈I ∈
∐
i∈IM mit f

(
(mi)i

)
= 1R. Dann ist J := {i ∈ I : mi ̸= 0} endlich. Sei

qi : M →
∐
i∈IM die i-te Injektion. Dann gilt

1R =
∑
j∈J

f(qj(mj)) = R
(∑
j∈J

mj ⊗ (f ◦ qj)
)
∈ R(M ⊗S N)

und R ist surjektiv.

Satz III.6.35 (Morita). Für Ringe R und S sind äquivalent:

(1) RMod ≈ SMod.

(2) Es existiert ein R-Progenerator M mit EndR(M) ∼= So.

(3) Es gibt einen R-S-Bimodul M und einen S-R-Bimodul N mit R ≃M ⊗S N und S ≃ N ⊗RM als
Bimoduln.

Gegebenenfalls nennt man R und S Morita-äquivalent.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Sei Ψ: SMod → RMod eine Äquivalenz. Nach Beispiel III.6.29 ist M := Ψ(S) ein R-
Progenerator. Nach Lemma II.7.20 ist So ∼= EndS(S). Nach Lemma III.5.23 und Lemma III.6.3
ist Ψ: EndS(S) → EndR(M) ein Ringisomorphismus.

(2) ⇒ (3): Nach Beispiel III.6.33 ist (R,S,M,N,R,S) ein Morita-Kontext mitN = HomR(M,R). Nach
Satz III.6.34, Satz III.6.31 und Bemerkung III.6.32 sind R und S die gesuchten Isomorphismen.

(3) ⇒ (1): Seien φ : M ⊗S N → R und ψ : N ⊗R M → S Isomorphismen von Bimoduln. Wir defi-
nieren Φ: RMod → SMod, A 7→ N ⊗R A mit Φ(f) := idN ⊗f für f ∈ HomR(A,B). Nach
Bemerkung III.6.20 ist Φ ein Funktor. Analog ist Ψ: SMod → RMod, A 7→ M ⊗S A mit
Ψ(f) := idM ⊗f ein Funktor. Für jeden R-Modul A gilt

ΨΦ(A) =M ⊗S Φ(A)
III.6.21≃ M ⊗S N ⊗R A ≃ R⊗R A

III.6.18≃ A.
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Sei αA : ΨΦ(A) → A, m ⊗ n ⊗ a 7→ φ(m ⊗ n)a ein entsprechender R-Isomorphismus. Für
f ∈ HomR(A,B), a ∈ A, m ∈M und n ∈ N gilt(

αB ◦ΨΦ(f)
)
(m⊗ n⊗ a) = αB

(
m⊗ Φ(f)(n⊗ a)

)
= αA

(
m⊗ n⊗ f(a)

)
= φ(m⊗ n)f(a) = f(φ(m⊗ n)a) = (f ◦ αA)(m⊗ n⊗ a).

Somit ist α : ΨΦ ⇒ id ein natürlicher Isomorphismus. Analog zeigt man, dass βA : ΦΨ(A) → A,
n⊗m⊗ a 7→ ψ(n⊗m)a einen natürlichen Isomorphismus β : ΦΨ ⇒ id definiert.

Beispiel III.6.36.

(i) Für jeden Ring R und n ∈ N ist Rn ein Progenerator mit EndR(Rn)o ∼= Rn×n (Lemma II.7.20).
Daher sind R und Rn×n Morita-äquivalent.

(ii) Sei R halbeinfach und M1, . . . ,Mk ein Repräsentantensystem für die nicht-isomorphen einfachen
R-Moduln. Dann ist M =M1 × . . .×Mk ein Progenerator mit EndR(M)o ∼= Q1 × . . .×Qk für
die Schiefkörper Qi := EndR(Mi)

o. Also sind R und Q1 × . . .×Qk Morita-äquivalent.

(iii) Seien R und S Morita-äquivalente lokale Ringe. Sei M ein R-Progenerator mit S ∼= EndR(M)o.
Da der reguläre R-Modul unzerlegbar, ist M frei, sagen wir M = Rn mit n ∈ N. Nun ist
S ∼= EndR(R

n)o ∼= Rn×n. Für n > 1 ist Rn×n ≃ Rn×1 × . . . × Rn×1 aber nicht lokal. Dies zeigt
n = 1 und S ∼= EndR(R)

o ∼= R.

Satz III.6.37. Für Ringe R und S gilt

(i) RMod ≈ SMod ⇐⇒ RoMod ≈ SoMod ⇐⇒ ModR ≈ ModS ⇐⇒ Rmod ≈ Smod.

(ii) R ∼= S =⇒ RMod ∼= SMod =⇒ RMod ≈ SMod =⇒ Z(R) ∼= Z(S).

Beweis.

(i) Ist RMod ≈ SMod, so existiert nach Morita ein R-Progenerator M und man erhält den Morita-
Kontext (R,S,M,N,R,S) aus Beispiel III.6.33. Nach Satz III.6.31 ist der S-Rechtsmodul M
ein Progenerator. Daher ist M als So-Linksmodul ebenfalls ein Progenerator. Für diesen gilt
EndSo(M) = EndS(M) ∼= R nach Satz III.6.31. Nach Morita folgt RoMod ≈ SoMod. Dies ist
bekanntlich zu ModR ≈ ModS äquivalent. Sei nun Φ: RMod → SMod eine Äquivalenz. Nach
Satz III.6.6 liefert die Einschränkung von Φ eine Äquivalenz Rmod → Smod. Sei umgekehrt eine
Äquivalenz Ψ: Smod → Rmod gegeben. Dann ist M := Ψ(R) endlich erzeugt und projektiv als
Objekt von Rmod. Man prüft leicht, dass Satz II.12.13 in Rmod richtig bleibt. Daher ist M ein
direkter Summand eines (endlich erzeugten) freien Moduln. Also ist M auch projektiv in RMod.
Auf die gleiche Weise sieht man mit Lemma III.6.27, dass M ein R-Generator ist. Außerdem ist
EndR(M) ∼= EndS(S) ∼= So nach Lemma III.6.3. Nach Morita sind R und S Morita-äquivalent.

(ii) Sei φ : R → S ein Ringisomorphismus. Jeder R-Modul M wird durch s · m := φ−1(s)m für
s ∈ S und m ∈ M zu einem S-Modul. Ein R-Homomorphismus ist auf diese Weise auch ein
S-Homomorphismus. Der identische Funktor RMod → SMod ist also ein Isomorphismus. Aus
RMod ∼= SMod folgt bekanntlich RMod ≈ SMod.

Nehmen wir nun RMod ≈ SMod. Wie im Beweis von Satz III.6.35 existiert ein Morita-Kontext
(R,S,M,N,R,S) mit Isomorphismen R und S. Satz III.6.31 liefert Z(R) ∼= Z(EndS(M)). An-
gewendet auf den Morita-Kontext (S,R,N,M,S,R) liefert der Satz auch Z(S) ∼= Z(So) ∼=
Z(EndS(M)). Daher gilt Z(R) ∼= Z(S).
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Folgerung III.6.38. Kommutative Ringe sind genau dann Morita-äquivalent, wenn sie isomorph sind.

Beispiel III.6.39.

(i) Nach Aufgabe II.39 existiert ein noetherscher Ring R, sodass Ro nicht noethersch ist. Nach
Satz III.6.9 gilt RMod ̸≈ RoMod.

(ii) Für einen Ring R ̸= 0 hat die duale Kategorie (RMod)o in der Regel keinen Bezug zu Moduln.
Nehmen wir zum Beispiel an es existiert ein Ring S und eine Äquivalenz Φ: SMod → (RMod)o.
Sei P := ×i∈N S das Produkt und Q :=

∐
i∈N S das Koprodukt von abzählbar vielen Kopien

von S. Dann wird der kanonische Monomorphismus f : Q → P auf einen Monomorphismus
Φ(f) : Φ(Q) → Φ(P ) abgebildet. Dabei ist Φ(Q) ein Koprodukt und Φ(P ) ein Produkt. In RMod
erhält man einen Epimorphismus Φ(P ) → Φ(Q), wobei Φ(P ) nun ein Koprodukt und Φ(Q)
ein Produkt von abzählbar vielen Kopien von Φ(S) ist (vgl. Lemma III.6.2). Mit S ist Φ(S)
endlich erzeugt. Ist nun R abzählbar (z. B. R = Z), so auch Φ(P ). Andererseits ist Φ(Q) stets
überabzählbar. Daher kann kein Epimorphismus Φ(P ) → Φ(Q) existieren. 3

Satz III.6.40. Endlich-dimensionale K-Algebren sind genau dann Morita-äquivalent, wenn ihre Basis-
algebren isomorph sind.

Beweis. Seien A und B endlich-dimensionale Morita-äquivalente K-Algebren. Seien P1, . . . , Pk die
projektiv-unzerlegbaren A-Moduln bis auf Isomorphie. Dann ist P := P1 × . . .× Pk ein Progenerator
und A ist Morita-äquivalent zur Basisalgebra Ab = EndA(P )

o. Wir können daher A = Ab und
B = Bb annehmen. Sei M ein beliebiger A-Progenerator mit B ∼= EndA(M)o. Da M projektiv ist,
gilt M ≃ P a11 × . . . × P akk mit a1, . . . , ak ∈ N0. Da M ein Generator ist, gilt a1, . . . , ak ≥ 1. Also ist
A ≃ P1 × . . .×Pk ein direkter Summand von M und A ∼= EndA(A)

o eine Unteralgebra von EndA(M)o.
Dies zeigt dimB ≥ dimA. Aus Symmetriegründen gilt auch dimA ≥ dimB und A ∼= B.

Beispiel III.6.41. Für endliche Gruppen G und H gilt CGMod ≈ CHMod ⇐⇒ k(G) = k(H)
(Bemerkung II.13.30). Die Bijektion G→ G, g 7→ g−1 setzt sich zu einem Ringisomorphismus KG→
(KG)o fort. Daher gilt KGMod ∼= ModKG.

Satz III.6.42. Sind A und B endlich-dimensionale K-Algebren, so ist A genau dann symmetrisch,
wenn B symmetrisch ist.

Beweis. Sei A symmetrisch und e ∈ A ein Basisidempotent. Nach Beispiel II.13.3 ist Bb ∼= Ab ∼= eAe
symmetrisch. Nach Satz II.12.25 existiert ein n ∈ N und ein Idempotent e ∈ (Bb)n×n mit B ∼= e(Bb)n×ne.
Wie in Beispiel II.13.10 zeigt man, dass (Bb)n×n symmetrisch ist. Also ist auch B symmetrisch.

Bemerkung III.6.43. Seien A und B Morita-äquivalente K-Algebren und M ein A-Progenerator mit
B ∼= EndA(M)o. Wie im Beweis von Satz III.6.35 erhält man eine Äquivalenz Ψ: BMod → AMod,
L 7→M⊗BL. Mit d := dimM gilt also dimΨ(L) = d dimL für alle B-Moduln L. Nach Satz III.6.6 sind
die Dimensionen der einfachen A-Moduln proportional zu den Dimensionen der einfachen B-Moduln.
Außerdem haben A und B die gleiche Cartan-Matrix (bei geeigneter Anordnung) nach Satz II.12.24.

3Es gibt jedoch Ringe, in denen ein solcher Epimorphismus existiert: Mit Aufgabe III.28 kann man wie in Beispiel II.9.6
Ringe mit R ≃×i∈N R konstruieren.
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III.7 Zentral-einfache Algebren

Bemerkung III.7.1. Für jeden artinschen Ring R ist R/J(R) halbeinfach (Lemma II.8.13). Nach
Artin-Wedderburn ist jeder halbeinfache Ring ein direktes Produkt von einfachen Ringen. Jeder einfache
artinsche Ring S ist eine endlich-dimensionale Z(S)-Algebra (Lemma II.12.5). In diesem Kapitel
klassifizieren wir einfache Algebren mit vorgegebenem Zentrum. Die Menge der Morita-Äquivalenzklassen
dieser Algebren erhält durch das Tensorprodukt eine Gruppenstruktur, deren Isomorphietyp wir in
Beispielen ausrechnen. Wie früher betrachten wir stets endlich-dimensionale Algebren über einem
Körper K.

Definition III.7.2. Eine K-Algebra A heißt zentral , falls Z(A) = K1A gilt. Ist A als Ring zusätzlich
einfach (d. h. 0 und A ̸= 0 sind die einzige Ideale in A), so nennt man A zentral-einfach.

Bemerkung III.7.3. Sei A zentral-einfach.

(i) Nach Artin-Wedderburn existiert eine Divisionsalgebra D und n ∈ N mit A ∼= Dn×n (vgl.
Bemerkung II.8.14 und Bemerkung II.12.3). Nach Beispiel II.12.22 ist D die Basisalgebra von A.
Nach Lemma II.12.5 gilt K ∼= Z(A) ∼= Z(Dn×n) ∼= Z(D). Daher ist auch D eine zentral-einfache
Algebra.

(ii) IstD eine Divisionsalgebra, so istDn×n für n ∈ N eine zentral-einfache Z(D)-Algebra. Insbesondere
ist jede einfache Algebra B eine zentral-einfache Z(B)-Algebra.

(iii) Ist die K-Algebra B Morita-äquivalent zu A, so ist auch B zentral-einfach nach Satz III.6.9 und
Satz III.6.37.

Definition III.7.4. Seien A und B Algebren mit Basen a1, . . . , an bzw. b1, . . . , bm über K. Wir kennen
bereits das Tensorprodukt A⊗B = A⊗KB alsK-Vektorraum mit Basis {ai⊗bj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}.
Durch

(ai ⊗ bj)(ar ⊗ bs) := aiar ⊗ bjbs

(und lineare Fortsetzung) wird A⊗B zu einer K-Algebra. Man nennt A⊗B das Tensorprodukt von A
und B.

Bemerkung III.7.5.

(i) Für a =
∑n

i=1 αiai, b =
∑m

j=1 βjbj , c =
∑n

r=1 γrar und d =
∑m

s=1 δsbs gilt

(a⊗ b)(c⊗ d) =
(∑
i,j

αiβj(ai ⊗ bj)
)(∑

r,s

γrδs(ar ⊗ bs)
)

=
∑
i,j,r,s

αiβjγrδs(aiar ⊗ bjbs) = ac⊗ bd.
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(ii) Die universelle Eigenschaft für Tensorprodukte von Algebren lautet: Für jede bilineare Abbildung
f : A×B → C mit f(1, 1) = 1 und f(a, b)f(c, d) = f(ac, bd) für alle (a, b), (c, d) ∈ A×B existiert
genau ein Homomorphismus f̂ : A⊗B → C von Algebren mit f̂(a⊗ b) = f(a, b) für (a, b) ∈ A×B.

(iii) Für K-Algebren A,B,C gibt es (wie in Bemerkung III.3.17) kanonische Isomorphismen von
Algebren:

K ⊗A ∼= A, (A⊗B)⊗ C ∼= A⊗ (B ⊗ C),

A⊗B ∼= B ⊗A, (A×B)⊗ C ∼= (A⊗ C)× (B ⊗ C).

(iv) Sind A und B Algebren, sodass A⊗B halbeinfach ist, so sind auch A und B halbeinfach, denn
J(A)⊗B und A⊗ J(B) sind nilpotente Ideale in A⊗B. Im Allgemeinen lässt sich J(A⊗B) aber
nicht aus J(A) und J(B) berechnen (siehe Beispiel III.7.7 und Satz A.8.16).

(v) Jeder A-B-Bimodul M wird durch (a⊗ b)m := amb zu einem A⊗Bo-Linksmodul (man definiere
zunächst (ai ⊗ bj)m und setze anschließend linear fort). Auf die gleiche Weise wird jeder A⊗Bo-
Linksmodul zu einem A-B-Bimodul.

Lemma III.7.6. Sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung und x ∈ K mit Minimalpolynom
µ ∈ K[X]. Dann ist L⊗K(x) ∼= L[X]/(µ).

Beweis. Der Einsetzungshomomorphismus Γ: L[X] → L⊗K(x), α 7→ α(1⊗x) ist offenbar surjektiv und
µ ∈ Ker(Γ). Wegen dimL(L⊗K(x)) = dimK K(x) = deg µ ≥ |L[X] : Ker(Γ)| gilt Ker(Γ) = (µ).

Beispiel III.7.7.

(i) Für endliche Gruppen G und H gilt K[G×H] ∼= KG⊗KH. Für jede Körpererweiterung K ⊆ L
ist L⊗KG ∼= LG.

(ii) Nach Lemma III.7.6 ist

C⊗R C ∼= C[X]/(X2 + 1) ∼= C[X]/(X − i)× C[X]/(X + i) ∼= C× C.

(iii) Sei K := F2(X
2) und L := F2(X). Dann besitzt L⊗ L ∼= L[Y ]/(Y 2 −X2) = L[Y ]/(Y −X)2 das

nilpotente Element Y −X + (Y −X)2. Insbesondere ist L⊗ L nicht halbeinfach.

Satz III.7.8. Für jede endliche Körpererweiterung K ⊆ L sind äquivalent:

(1) K ⊆ L ist separabel.

(2) Für jede endliche Körpererweiterung K ⊆M ist M ⊗ L halbeinfach.

(3) L⊗ L ist halbeinfach.

Beweis.

(1)⇒(2): Sei x ∈ L ein primitives Element mit Minimalpolynom µ ∈ K[X]. Nach Lemma III.7.6
ist M ⊗ L ∼= M [X]/(µ). Nach Voraussetzung gilt µ = µ1 . . . µk mit paarweise teilerfremden
irreduziblen Polynomen µ1, . . . , µk ∈ M [X]. Nach dem chinesischen Restsatz ist M [X]/(µ) ein
direktes Produkt von Körpern und damit halbeinfach.

(2)⇒(3): Trivial.
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(3)⇒(1): Sei x ∈ L mit Minimalpolynom µ ∈ K[X]. Da L ⊗ L kommutativ ist, ist K(x) ⊗ K(x)
halbeinfach (Aufgabe II.43). Wir können daher L = K(x) annehmen. Nun ist L[X]/(µ) halbeinfach.
Besitzt µ einen irreduziblen Teiler ρ ∈ L[X] mit Vielfachheit > 1, so wäre µ

ρ + (µ) ̸= 0 ein
nilpotentes Element in L[X]/(µ). Dieser Widerspruch zeigt, dass x separabel ist.

Lemma III.7.9. Für K-Algebren A und B gilt Z(A⊗B) = Z(A)⊗ Z(B).

Beweis. Sicher ist Z(A)⊗ Z(B) ⊆ Z(A⊗B). Sei A = Z(A)⊕A1 eine Zerlegung in Untervektorräume
und z ∈ Z(A⊗ B). Wir schreiben z = x+ y mit x ∈ Z(A)⊗ B und y ∈ A1 ⊗ B. Für a ∈ A ist a⊗ 1
sowohl mit z als auch mit x vertauschbar. Daher ist a⊗ 1 auch mit y vertauschbar. Sei b1, . . . , bm eine
Basis von B und y =

∑m
i=1 ai ⊗ bi mit ai ∈ A. Wegen

m∑
i=1

aia⊗ bi = y(a⊗ 1) = (a⊗ 1)y =

m∑
i=1

aia⊗ bi

gilt aia = aai für i = 1, . . . ,m. Da a ∈ A beliebig war, gilt ai ∈ Z(A) für i = 1, . . . ,m. Dies zeigt
y ∈ (A1 ⊗ B) ∩ (Z(A)⊗ B) = 0 und Z(A⊗ B) ⊆ Z(A)⊗ B. Wir können nun analog B = Z(B)⊕ B1

zerlegen und schreiben z = x + y mit x ∈ Z(A) ⊗ Z(B) sowie y ∈ Z(A) ⊗ B1. Dann ist y mit 1 ⊗ b
(b ∈ B) vertauschbar und man erhält leicht y = 0. Insgesamt ist Z(A⊗B) ⊆ Z(A)⊗ Z(B).

Bemerkung III.7.10. Man vergleiche das nächste Lemma mit Lemma II.12.26.

Lemma III.7.11. Für K-Algebren A, B und n,m ∈ N gilt An×n ⊗Bm×m ∼= (A⊗B)nm×nm.

Beweis. Für a = (aij)i,j ∈ An×n und b = (brs)r,s ∈ Bm×m definieren wir aij ⊗ b := (aij ⊗ brs)r,s ∈
(A ⊗ B)m×m und a ⊗ b := (aij ⊗ b)i,j ∈ (A ⊗ B)nm×nm ähnlich dem Kronecker-Produkt. Dies liefert
eine bilineare Abbildung

f : An×n ×Bm×m → (A⊗B)nm×nm,

(a, b) 7→ a⊗ b

mit f(1n, 1m) = 1nm und

f(a, b)f(c, d) = (a⊗ b)(c⊗ d) =
( n∑
k=1

(aik ⊗ b)(ckj ⊗ d)
)
i,j

=
(( n∑

k=1

aikckj

)
⊗ bd

)
i,j

= ac⊗ bd = f(ac, bd).

Nach der universellen Eigenschaft erhält man einen Homomorphismus von Algebren f̂ : An×n⊗Bm×m →
(A⊗B)nm×nm. Wählt man Basen a1, . . . , ar von A und b1, . . . , bs von B, so bilden die Matrizen aiEkl
bzw. biEkl Basen von An×n bzw. Bm×m (wie üblich sei Ekl = (δikδjl)i,j). Außerdem bilden

f̂(aiEkl ⊗ bjEpq) = (ai ⊗ bj)E(k−1)m+p,(l−1)m+p

eine K-Basis von (A⊗B)nm×nm. Also ist f̂ bijektiv.

Lemma III.7.12. Seien A und B Divisionsalgebren und 0 ̸= I ⊴A⊗B. Dann gilt I ∩ Z(A⊗B) ̸= 0.
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Beweis. Sei a1, . . . , an eine K-Basis von A. Wähle x ∈ I \ {0}, sodass in der eindeutigen Darstellung
x =

∑n
i=1 ai ⊗ bi möglichst viele der bi ∈ B verschwinden. O.B. d.A. sei b1 ≠ 0. Nach Multiplikation

mit 1⊗ b−1
1 können wir b1 = 1 annehmen. Für alle b ∈ B gilt dann

I ∋ (1⊗ b)x− x(1⊗ b) =
n∑
i=2

ai ⊗ (bbi − bib).

Die Wahl von x zeigt bbi = bib, d. h. bi ∈ Z(B) und x ∈ A⊗Z(B). Man kann nun B durch Z := Z(B) und
I durch J := I∩(A⊗Z) ̸= 1 ersetzen. Wie oben folgt J∩(Z(A)⊗Z) ̸= 0. Wegen Z(A)⊗Z(B) = Z(A⊗B)
gilt die Behauptung.

Lemma III.7.13. Sei A eine einfache Algebra und B eine zentral-einfache Algebra. Dann ist A⊗B
einfach.

Beweis. Nach Bemerkung III.7.3 existieren Divisionsalgebren DA und DB und n,m ∈ N mit A ∼= Dn×n
A

sowie B ∼= Dm×m
B . Dabei ist Z(DB) ∼= Z(Dm×m

B ) ∼= Z(B) ∼= K. Mit Lemma III.7.11 folgt

A⊗B ∼= (DA ⊗DB)
nm×nm.

Wir werden zeigen, dass DA ×DB einfach ist, denn dann existiert eine Divisionsalgebra D und k ∈ N
mit DA ⊗DB

∼= Dk×k und
A⊗B ∼= Dknm×knm

nach Lemma II.12.26. Wir können also A = DA und B = DB annehmen. Sei 0 ̸= I ⊴ A ⊗ B. Nach
Lemma III.7.12 gilt

0 ̸= I ∩ (A⊗ Z(B))⊴A⊗ Z(B) = A⊗K ∼= A.

Da A einfach ist, folgt 1 = 1⊗ 1 ∈ I und I = A⊗B. Daher ist A⊗B einfach.

Satz III.7.14. Sind A und B zentral-einfache Algebren, so auch A⊗B.

Beweis. Folgt aus Lemma III.7.9 und Lemma III.7.13.

Satz III.7.15. Eine Algebra A ist genau dann zentral-einfach, wenn die Abbildung F : A ⊗ Ao →
EndK(A) mit F (a⊗ b)(x) := axb ein Isomorphismus von Algebren ist.

Beweis. Für a, b ∈ A ist fa,b : A → A, x 7→ axb ein K-Endomorphismus mit f1,1 = idA und faa′,b′b =
fa,b ◦ fa′,b′ . Nach den Axiomen für Algebren ist die Abbildung f : A × Ao → EndK(A), (a, b) 7→ fa,b
bilinear mit f((a, b)(a′, b′)) = f(aa′, b′b) = f(a, b)f(a′, b′). Nach der universellen Eigenschaft ist F ein
Homomorphismus von Algebren.

Sei nun A zentral-einfach. Nach Satz III.7.14 ist A ⊗ Ao einfach und daher Ker(F ) = 0. Wegen
dimA⊗Ao = dim(A)2 = dimEndK(A) ist F ein Isomorphismus. Sei umgekehrt F ein Isomorphismus.
Dann ist A ⊗ Ao ∼= EndK(A) ∼= Kn×n zentral-einfach. Wegen Z(A) ⊗ Z(A) ∼= Z(A ⊗ Ao) ∼= Z(K) ist
auch Z(A) ∼= K. Für 0 ̸= I ⊴A ist 0 ̸= I ⊗Ao ⊴A⊗Ao. Da A⊗Ao einfach ist, folgt dim(I) dim(A) =
dim(I ⊗Ao) = dim(A⊗Ao) = dim2(A) und I = A. Also ist A einfach.

Definition III.7.16. Sei [A] die Morita-Äquivalenzklasse einer zentral-einfachen K-Algebra A. Sei
Br(K) :=

{
[A] : A zentral-einfach

}
.
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Bemerkung III.7.17. Nach Bemerkung III.7.3 enthält [A] genau eine Divisionsalgebra bis auf
Isomorphie.

Satz III.7.18. Durch
[A] · [B] := [A⊗B]

wird Br(K) zu einer abelschen Gruppe. Man nennt Br(K) die Brauergruppe von K.

Beweis. Seien D,DA, DB Divisionsalgebren mit A ∼= Dn×n
A , B ∼= Dm×m

B und DA ×DB
∼= Dk×k. Wie

in Lemma III.7.13 ist A ⊗ B ∼= Dnmk×nmk. Daraus folgt leicht, dass [A] · [B] nicht von der Wahl
der Repräsentanten A und B abhängt. Nach Satz III.7.14 und Bemerkung III.7.5 ist · wohldefiniert,
assoziativ, kommutativ und [K] ist ein neutrales Element. Nach Satz III.7.15 ist [A]·[Ao] = [EndK(A)] =
[Kn×n] = [K]. Also ist [Ao] das Inverse zu [A].

Beispiel III.7.19.

(i) Für jeden algebraisch abgeschlossenen Körper K ist Br(K) = 1 nach Lemma II.12.6. In dieser
Situation ist auch Br(K(X)) = 1 nach einem Satz von Tsen.

(ii) Ist K endlich, so auch jede (endlich-dimensionale) Divisionsalgebra über K nach Wedderburn
(Satz II.8.7). Daher gilt auch hier Br(K) = 1.

Satz III.7.20 (Skolem-Noether). Sei A zentral-einfach und B einfach. Dann existiert für alle
Homomorphismen f, g : B → A ein a ∈ A× mit f(x) = ag(x)a−1 für alle x ∈ B.

Beweis. Wir betrachten Mf := A als A⊗Bo-Modul (oder A-B-Bimodul) via

(a⊗ b)m := amf(b) (a ∈ A, b ∈ B,m ∈M).

Nach Lemma III.7.13 ist A⊗Bo einfach. Insbesondere besitzt A⊗Bo nur einen einfachen Modul S bis
auf Isomorphie. Daher ist Mf ≃ Sk für ein k ∈ N. Analog ist auch Mg ein A⊗Bo-Modul der gleichen
Dimension. Daher ist Mf ≃ Sk ≃Mg. Sei φ : Mf →Mg ein Isomorphismus. Für a := φ(1) und x ∈ B
gilt dann

ag(x) = (1⊗ x)φ(1) = φ((1⊗ x)1) = φ(f(x)) = φ((f(x)⊗ 1)1) = (f(x)⊗ 1)φ(1) = f(x)a.

Für y := φ−1(1) ∈ A gilt ya = (y⊗ 1)φ(1) = φ((y⊗ 1)1) = φ(y) = 1 = . . . = ay. Daher ist a ∈ A×.

Bemerkung III.7.21. Da wir im Beweis nur die Einfachheit von A ⊗ Bo benutzt haben, gilt die
Behauptung auch, wenn man A und B vertauscht. Man kann sogar auf die Einfachheit von B verzichten
(Satz A.8.18).

Beispiel III.7.22. Für A = B = Kn×n und g = idA erhält man, dassKn×n nur innere Automorphismen
besitzt (Aufgabe II.63).

Satz III.7.23 (Doppel-Zentralisator-Satz). Sei A eine zentral-einfache K-Algebra und B ⊆ A eine
einfache Unteralgebra. Dann gilt:

(i) Der Zentralisator C := CA(B) := {a ∈ A : ∀b ∈ B : ab = ba} ist eine einfache Algebra.

(ii) Ist D eine Divisionsalgebra mit C ∼= Dk×k, so gilt A⊗Bo ∼= Dn×n mit k | n.
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(iii) dimA = dim(B) dim(C).

(iv) CA(C) = B.

Beweis.

(i) Offenbar ist C eine Algebra. Wie im Beweis von Skolem-Noether betrachten wir M := A als
Modul der einfachen Algebra A⊗Bo mittels (a⊗ b)m := amb für m ∈M , a ∈ A und b ∈ B. Sei
S der einfache A ⊗ Bo-Modul und A ⊗ Bo ≃ Sn der reguläre Modul. Für die Divisionsalgebra
D := EndA⊗Bo(S) (Schurs Lemma) gilt (A⊗Bo)o ∼= Dn×n. SeiM ≃ Sk und E := EndA⊗Bo(M) ∼=
Dk×k. Sei φ ∈ E und a := φ(1). Für b ∈ B gilt dann

ab = (1⊗ b)φ(1) = φ((1⊗ b)1) = φ((b⊗ 1)1) = (b⊗ 1)φ(1) = ba,

d. h. a ∈ C. Dies liefert einen Algebren Homomorphismus F : E → Co, φ 7→ φ(1) (beachte
(φψ)(1) = φ(ψ(1)1) = ψ(1)φ(1)). Da φ durch φ(1) eindeutig bestimmt ist, ist F injektiv. Für
jedes c ∈ C ist umgekehrt die Abbildung φ : M →M , m 7→ mc ein Element von E, denn

φ((a⊗ b)m) = φ(amb) = ambc = amcb = (a⊗ b)mc = (a⊗ b)φ(m).

Also ist F auch surjektiv. Folglich ist C ∼= Eo einfach.

(ii) Es gilt C ∼= Eo ∼= (Do)k×k und A ⊗ Bo ∼= (Do)n×n. Wegen k dim(A) dim(B) = kn2 dim(D) =
nk dim(S) = n dim(Mf ) = ndim(A) ist k | n.

(iii) Nun gilt

dim(A) dim(B) dim(C) = dim(A⊗Bo) dim(E) = (nk dim(D))2

= dim(k dim(S))2 = dim(Mf )
2 = dim(A)2.

(iv) Da C einfach ist, können wir B durch C ersetzen und erhalten

dim(C) dim(CA(C)) = dim(A) = dim(C) dim(B)

aus (iii). Wegen B ⊆ CA(C) folgt CA(C) = B.

Lemma III.7.24. Ein Teilkörper L einer Divisionsalgebra D ist genau dann maximal, wenn CD(L) = L
gilt.

Beweis. Im Fall CD(L) = L ist L sicher maximal. Sei nun umgekehrt L maximal und c ∈ CD(L). Dann
ist auch L(c) ein Teilkörper von D und es folgt c ∈ L.

Satz III.7.25. Sei L ein maximaler Teilkörper einer zentralen Divisionsalgebra D. Dann ist dimD =
dim(L)2 und L⊗D ∼= Ln×n mit n := dimL.

Beweis. Als Körper ist L eine einfache Unteralgebra von D und gleichzeitig eine Divisionsalgebra. Nach
Lemma III.7.24 und dem Doppel-Zentralisator-Satz gilt dimD = dim(L) dim(CD(L)) = dim(L)2 und
D ⊗ L ∼= D ⊗ Lo ∼= Ln×n. Dimensionsvergleich zeigt n = dimL.

Folgerung III.7.26. Für jede zentral-einfache Algebra A ist dimA eine Quadratzahl.
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Beweis. Sei D eine zentrale Divisionsalgebra mit A ∼= Dn×n. Aus Dimensionsgründen existiert stets
ein maximaler Teilkörper von D. Nach Satz III.7.25 ist dimD eine Quadratzahl und somit auch
dimA = n2 dimD.

Satz III.7.27 (Frobenius). Jede R-Divisionsalgebra ist zu R, C oder H isomorph. Insbesondere ist
Br(R) = ⟨[H]⟩ ∼= C2.

Beweis. Sei D eine R-Divisionsalgebra. Wir identifizieren R mit R1D ⊆ D und nehmen R ≠ D an. Sei
L ⊆ D ein maximaler Teilkörper und x ∈ L ein primitives Element der separablen Körpererweiterung
R ⊆ L. Für das irreduzible Minimalpolynom µ ∈ R[X] von x gilt bekanntlich |L : R| = |R(x) : R| =
deg µ = 2 nach dem Fundamentalsatz der Algebra. Sei µ = X2 + aX + b mit a, b ∈ R. Da µ irreduzibel
ist, gilt y := Dµ = a2 − 4b < 0 und

L = R(x) = R(
√
y) = R

( √
y

√
−y

)
= R(

√
−1) ∼= C.

Wir können daher x2 = −1 annehmen. Im Fall Z(D) = L ist D ∼= C nach Lemma II.12.6. Anderenfalls
ist D zentral mit dimD = dim(L)2 = 4 nach Satz III.7.25. Bekanntlich existiert f ∈ Aut(L) mit
f(x) = −x. Wir können f zu f : L → D fortsetzen. Nach Skolem-Noether sind nun x und −x in D
konjugiert. Sei also y ∈ D mit yx = −xy. Dann ist

y2 ∈ CD(L) ∩ R(y) = L ∩ R(y) = R

nach Lemma III.7.24. Im Fall y2 > 0 wäre y ∈ R ⊆ L, denn das Polynom X2 − y2 besitzt höchstens
zwei Nullstellen in R(y). Nach Normierung können wir also y2 = −1 annehmen. Wegen y /∈ L ist
1, x, y, xy eine R-Basis von D und die Multiplikationstabelle ist eindeutig bestimmt. Dies zeigt D ∼= H.
Da C als R-Algebra nicht zentral ist, ist [H] das einzige nicht-triviale Element in Br(R). Es folgt
Br(R) = ⟨[H]⟩ ∼= C2.

Definition III.7.28. Für eine endliche Körpererweiterung K ⊆ L und eine Algebra A sei AL := L⊗A.
Durch

λ(x⊗ a) := (λ⊗ 1)(x⊗ a) = (λx)⊗ a (λ, x ∈ L, a ∈ A)

wird AL zu einer L-Algebra. Man sagt, AL entsteht durch Skalarerweiterung aus A. Existiert ein
Ringisomorphismus AL ∼= Ln×n, so nennt man L einen Zerfällungskörper von A.

Bemerkung III.7.29.

(i) Wegen A ∼= AK ist K genau dann ein Zerfällungskörper von A, wenn [A] = 1 gilt.

(ii) Ist a1, . . . , an eine Basis von A, so ist 1 ⊗ a1, . . . , 1 ⊗ an eine L-Basis von AL. Insbesondere ist
dimA = dimL(AL).

(iii) Sei f : AL → Ln×n ein Ringisomorphismus. Einschränken von f liefert einen Ringisomorphismus

L⊗ Z(A) ∼= Z(AL) → Z(Ln×n) ∼= L.

Insbesondere ist AL zentral-einfach. Nach Skolem-Noether existiert für die Homomorphismen
f : Z(AL) → Ln×n und g : Z(AL) → Ln×n, λ ⊗ 1 7→ λ1n ein a ∈ GL(n,L) mit f(x) = ag(x)a−1

für x ∈ Z(AL). Wir können daher f(λ ⊗ 1) = λ1n für λ ∈ L annehmen. Dann ist f auch ein
Isomorphismus von L-Algebren.
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(iv) Nach Satz III.7.25 besitzt jede zentrale Divisionsalgebra D einen Zerfällungskörper L, sagen wir
DL

∼= Ln×n. Wegen

L⊗Dk×k III.7.11∼= Dk×k
L

II.12.26∼= Lnk×nk

ist L auch ein Zerfällungskörper jeder zentral-einfachen Algebra mit Basisalgebra D.

(v) Mit L ist auch jede endliche Erweiterung M von L ein Zerfällungskörper von A, denn

AM =M ⊗A ∼= (M ⊗L L)⊗A ∼=M ⊗L AL ∼=M ⊗L L
n×n ∼= (M ⊗L L)

n×n ∼=Mn×n.

(vi) Als Anwendung beweisen wir einen Satz über symmetrische Algebren.

Lemma III.7.30. Für den Kommutatorraum jeder K-Algebra A gilt γ(A) ̸= A.

Beweis. Nehmen wir indirekt γ(A) = A an. Für A = A/J(A) gilt dann γ(A) = A. Wir können also
annehmen, dass A halbeinfach ist. Nach Artin-Wedderburn ist A eine direkte Summe von Matrixalgebren
über Divisionsalgebren. Nach Lemma II.12.34 können wir A = Dn×n für eine Divisionsalgebra D
annehmen. Wegen λ(ab − ba) = (λa)b − b(λa) für a, b ∈ A und λ ∈ K ist jedes Element in A eine
Summe von Kommutatoren (man braucht keine Linearkombinationen). Da diese Charakterisierung
unabhängig von K ist, können wir K = Z(D) annehmen, sodass A zu einer zentral-einfachen Algebra
wird. Sei e1, . . . , en ∈ A eine K-Basis. Dann wird γ(A) von den Elementen der Form eiej − ejei erzeugt.
Also hängt γ(A) nur von den Strukturkonstanten von A ab. Nach Bemerkung III.7.29 besitzt A einen
Zerfällungskörper L mit AL ∼= Ls×s. Nun ist 1 ⊗ e1, . . . , 1 ⊗ en eine Basis von AL mit den gleichen
Strukturkonstanten. Wir können also (K,A) durch (L,AL) ersetzen. Jetzt liefert Lemma II.12.34 aber
den Widerspruch γ(A) = γ(Ls×s) ̸= A.

Satz III.7.31 (Eilenberg-Nakayama). Jede halbeinfache Algebra ist symmetrisch.

Beweis. Nach Artin-Wedderburn und Beispiel II.13.10 genügt es zu zeigen, dass jede Divisionsalgebra
D symmetrisch ist. Nach Lemma III.7.30 existiert eine nicht-triviale K-lineare Abbildung λ : D → K
mit γ(D) ⊆ Ker(λ). Man zeigt leicht, dass β(x, y) := λ(xy) für x, y ∈ D eine symmetrische, assoziative,
nicht-ausgeartete Bilinearform definiert.

Satz III.7.32. Für jede endliche Körpererweiterung K ⊆ L ist die Abbildung

Γ: Br(K) → Br(L), [A] 7→ [AL]

ein Homomorphismus. Man setzt Br(L|K) := Ker(Γ).

Beweis. Sei A eine zentral-einfache K-Algebra. Nach Lemma III.7.13 ist AL einfach und nach Lem-
ma III.7.9 ist Z(AL) ∼= L⊗Z(A) ∼= L⊗K ∼= L. Also ist [AL] ∈ Br(L). Sei [A] = [B] mit A ∼= Dn×n und
B ∼= Dm×m für eine Divisionsalgebra D. Dann ist AL = L⊗Dn×n ∼= Dn×n

L nach Lemma III.7.11. Wie
bereits gezeigt, ist DL eine einfache L-Algebra. Also existiert eine Divisionsalgebra E mit DL

∼= Ek×k

und es folgt AL ∼= Enk×nk sowie BL ∼= Emk×mk. Daher ist [AL] = [BL] und Γ ist wohldefiniert. Für
[A], [B] ∈ Br(K) gilt schließlich

(A⊗B)L = L⊗A⊗B ∼= A⊗ (L⊗L L)⊗B ∼= (A⊗ L)⊗L (L⊗B) ∼= AL ⊗L BL.

Dies zeigt Γ([A][B]) = Γ([A⊗B]) = [(A⊗B)L] = [AL][BL] = Γ([A])Γ([B]).
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Bemerkung III.7.33. Offenbar besteht Br(L|K) genau aus den zentral-einfachen K-Algebren mit
Zerfällungskörper L. Nach Bemerkung III.7.29 gilt daher

Br(K) =
⋃
L⊇K,

|L:K|<∞

Br(L|K).

Wir zeigen, dass es genügt über Galois-Erweiterungen von K zu vereinigen.

Beispiel III.7.34. Nach Satz III.7.25 ist C ein Zerfällungskörper von H. Daher gilt Br(C|R) = Br(R) =
⟨H⟩ nach Satz III.7.27.

Satz III.7.35 (Noether-Jacobson). Jede zentrale Divisionsalgebra D besitzt einen maximalen
Teilkörper L, sodass K ⊆ L separabel ist.

Beweis (Herstein). Wir argumentieren durch Induktion nach dim(D). Nach Beispiel II.3.3 können wir
charK = p > 0 und D ≠ K annehmen. Ist für jedes x ∈ D der Körper K(x) separabel über K, so folgt
die Behauptung aus Satz III.7.25. Sei nun x ∈ D \K inseparabel mit Minimalpolynom µ. Wegen µ′ = 0
existiert ein irreduzibles Polynom ν ∈ K[X] mit µ(X) = ν(Xp). Dann ist ν das Minimalpolynom von
xp. Ist auch xp inseparabel, so können wir xp2 betrachten usw. Am Ende erhalten wir ein inseparables
Element x ∈ D, sodass xp separabel ist. Nehmen wir xp ∈ K an und betrachten die Abbildung

δ : D → D, d 7→ dx− xd.

Wegen x /∈ K = Z(D), existiert ein y ∈ D mit δ(y) ̸= 0. Sei δ1, δ2 ∈ EndK(D) mit δ1(x) := dx und
δ2(x) := xd. Dann gilt δ = δ1 − δ2 in EndK(D). Wegen charK = p folgt δp = (δ1 − δ2)

p = δp1 − δp2 .
Insbesondere ist

δp(y) = yxp − xpy = 0

wegen xp ∈ K. Sei m ∈ N minimal mit δm(y) = 0 und sei z := δm−1(y) sowie w := δm−2(y). Dann ist
z = δ(w) = wx− xw. Setze u := x−1z. Wegen δ(z) = 0 ist ux = xu. Es folgt

x = zu−1 = (wx− xw)u−1 = wxu−1 − xwu−1 = (wu−1)x− x(wu−1).

Für a := wu−1 gilt also x = ax − xa und a = 1 + xax−1. Wie zu Beginn des Beweises existiert eine
Potenz pn = q, sodass aq separabel ist. Nun ist aber aq = 1 + xaqx−1. Insbesondere sind x und aq

nicht vertauschbar und es folgt aq /∈ K. Damit haben wir eine separable Erweiterung K ⊊ K(aq) =:M
gefunden (Satz II.3.8).

Offenbar ist C := CD(M) eine Divisionsalgebra und nach Satz III.7.23 ist M ⊆ Z(C) ⊆ CD(C) =M .
Also ist C zentral über M mit dimM (C) < dimK(D). Nach Induktion besitzt C einen maximalen
Teilkörper L, der separabel über M ist. Nach Lemma II.3.7 ist L dann auch separabel über K. Nun gilt

dimD
III.7.23
= dim(M) dim(C)

I.9.5
= dimM (C) dim(M)2

III.7.25
= dimM (L)2 dim(M)2

I.9.5
= dim(L)2.

Nach Satz III.7.25 ist L also auch ein maximaler Teilkörper von D.

Folgerung III.7.36. Jede zentral-einfache Algebra besitzt einen Zerfällungskörper L, sodass K ⊆ L
eine Galois-Erweiterung ist.
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Beweis. Nach Bemerkung III.7.29 genügt es die Behauptung für zentrale Divisionsalgebren D zu
beweisen. Nach Satz III.7.35 existiert ein maximaler Teilkörper L ⊆ D, sodass K ⊆ L separabel ist.
Nach Satz II.3.4 liegt K ⊆ L in einer Galois-Erweiterung K ⊆M . Nun ist auchM ein Zerfällungskörper
von D.

Definition III.7.37. In der Situation von Folgerung III.7.36 heißt L ein Galois-Zerfällungskörper von
A.

Lemma III.7.38. Sei L ein Zerfällungskörper einer zentralen Divisionsalgebra D. Dann ist L zu einem
Teilkörper von Dn×n isomorph, wobei dim(L)2 = n2 dimD gilt.

Beweis. Sei DL
∼= Lk×k und sei S ≃ Lk×1 der einfache DL-Modul. Durch ds := (1 ⊗ d)s für s ∈ S

und d ∈ D wird S ein D-Modul. Für λ ∈ L gilt λds = (λ ⊗ d)s = dλs. Daher induziert die
Skalarmultiplikation von L auf S einen Algebrenhomomorphismus f : L→ EndD(S), der injektiv ist, da
L einfach ist. Da S über D eine Basis besitzt (Satz II.9.10), gilt EndD(S) ∼= Dn×n mit n := dimD(S).
Nun ist dim(D) dim(L) = dim(DL) = k2 dimL und

k dimL = dimS = dimD(S) dimD = nk2.

Es folgt dim(L)2 = n2k2 = n2 dimD.

Definition III.7.39. Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung und G := Gal(L|K). Sei Cn(G,L×) Gruppe
aller Abbildung Gn → L× bzgl. komponentenweiser Verknüpfung. Ein γ ∈ C2(G,L×) heißt Faktoren-
system (oder 2-Kozyklus), falls

γ(x, y)γ(xy, z) = x(γ(y, z))γ(x, yz) ∀x, y, z ∈ G. (III.7.1)

Die Faktorensysteme bilden eine Untergruppe Z2(G,L×) ≤ C2(G,L×).

Lemma III.7.40. Die Abbildung ∂ : C1(G,L×) → Z2(G,L×) mit ∂λ(x, y) = λ(x)x(λ(y))λ(xy)−1 für
λ ∈ C1(G,L×) und x, y ∈ G ist ein Homomorphismus.

Beweis. Für x, y, z ∈ G gilt

∂λ(x, y)∂λ(xy, z) = λ(x)x(λ(y))λ(xy)−1λ(xy)(xy)(λ(z))λ(xyz)−1

= x(λ(y))x(y(λ(z)))λ(x)λ(xyz)−1

= x(λ(y)y(λ(z))λ(yz)−1)λ(x)x(λ(yz))λ(xyz)−1 = x(∂λ(y, z))∂λ(x, yz).

Daher bildet ∂ nach Z2(G,L×) ab. Die Homomorphie-Eigenschaft ist offensichtlich.

Definition III.7.41. Man setzt B2(G,L×) := ∂(C1(G,L×)) und nennt

H2(G,L×) := Z2(G,L×)/B2(G,L×)

die zweite Kohomologiegruppe von G mit Werten in L×.

Lemma III.7.42. Für γ ∈ Z2(G,L×) und x ∈ G gilt γ(1, x) = γ(1, 1) und x(γ(1, 1)) = γ(x, 1). Jedes
Element von H2(G,L×) enthält ein normalisiertes Faktorensystem γ mit γ(1, x) = γ(x, 1) = 1 für alle
x ∈ G.
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Beweis. Setzt man x = y = 1 in (III.7.1), so folgt γ(1, 1)γ(1, z) = γ(1, z)γ(1, z). Setzt man y = z = 1, so
ergibt sich γ(x, 1)γ(x, 1) = x(γ(1, 1))γ(x, 1). Für die zweite Behauptung ersetzt man γ durch δ := γ∂λ
mit λ(1) := γ(1, 1)−1. Dann gilt

δ(1, x) = δ(1, 1) = γ(1, 1)λ(1)λ(1)λ(1)−1 = 1

und δ(x, 1) = x(δ(1, 1)) = 1.

Satz III.7.43. Für γ ∈ H2(G,L×) ist γ|G| = 1.

Beweis. Sei δ(x) :=
∏
g∈G γ(x, g) für x ∈ G. Nach (III.7.1) ist

γ(x, y)|G|δ(xy) =
∏
z∈G

γ(x, y)γ(xy, z) =
∏
z∈G

x(γ(y, z))γ(x, yz) = x(δ(y))δ(x).

Dies zeigt γ|G| = ∂δ ∈ B2(G,L×).

Beispiel III.7.44. Wir betrachten die Galois-Erweiterung Q ⊆ Q(i) mit G := Gal(Q(i)|Q) = ⟨σ⟩,
wobei σ die komplexe Konjugation ist. Sei γ ∈ Z2(G,Q(i)×) normalisiert. Dann ist γ durch ζ := γ(σ, σ)
eindeutig bestimmt. Aus (III.7.1) mit x = y = z = σ folgt σ(ζ) = ζ ∈ Q×. Man prüft leicht, dass die
übrigen Belegungen von x, y, z keine weiteren Einschränkungen liefern. Sei auch γ′ := γ∂µ normalisiert
mit µ ∈ C1(G,Q(i)×). Dann gilt 1 = γ′(1, 1) = γ(1, 1)µ(1)µ(1)µ(1)−1 = µ(1). Für µ(σ) = a+ bi ist

ζ ′ := γ′(σ, σ) = ζµ(σ)σ(µ(σ))µ(σ2)−1 = ζ(a2 + b)2.

Mit a = a1
a2

und b = b1
b2

(wobei a1, a2, b1, b2 ∈ Z) folgt

ζ ′ = ζ
(a1b2)

2 + (b1a2)
2

(a2b2)2
.

Nach Satz II.5.34 treten die Primfaktoren p ≡ 3 (mod 4) mit gerader Vielfachheit in (a1b2)
2 + (b1a2)

2

auf. Die Vielfachheiten von p in ζ und ζ ′ haben also die gleiche Parität. Für jede solche Primzahl
definieren wir nun γp ∈ Z2(G,Q(i)×) durch γp(σ, σ) = p. Für verschiedene p, q ∈ P mit p ≡ 3 ≡ q
(mod 4) gilt dann γp ̸= γq in H2(G,Q(i)×). Aus Aufgabe I.5 folgt |H2(G,Q(i)×)| = ∞. Da H2(G,Q(i)×)
abzählbar ist, gilt genauer

H2(G,Q(i)×) ∼=
∞∐
k=1

C2

nach Satz III.7.43.

Definition III.7.45. Sei D eine zentrale Divisionsalgebra mit Galois-Zerfällungskörper L. Nach
Lemma III.7.38 lässt sich L in die zentral-einfache Algebra A := Dn×n einbetten. Dabei gilt dimA =
dim(L)2. Nach dem Doppel-Zentralisator-Satz ist andererseits dimA = dim(L) dim(CA(L)) ≥ dim(L)2.
Dies zeigt CA(L) = L. Sei G := Gal(L|K) und x ∈ G. Nach Skolem-Noether lässt sich x zu einem
inneren Automorphismus von A fortsetzen. Sei also ax ∈ A× mit x(λ) = axλa

−1
x für alle λ ∈ L. Wegen

CA(L) = L ist ax bis auf L-Multiplikation eindeutig bestimmt. Ist auch y ∈ G, so gilt

axyλa
−1
xy = (xy)(λ) = x(y(λ)) = axayλa

−1
y a−1

x .

Daher ist axay = γ(x, y)axy mit γ(x, y) ∈ L×.
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Lemma III.7.46. Mit den Bezeichnungen aus Definition III.7.45 ist γ : G×G→ L× ein Faktorensystem.
Die entsprechende Nebenklasse γ ∈ H2(G,L×) hängt nicht von der Wahl der ax ab.

Beweis. Für x, y, z ∈ G gilt

γ(x, y)γ(xy, z)axyz = γ(x, y)axyaz = (axay)az = ax(ayaz) = axγ(y, z)ayz

= x(γ(y, z))axayz = x(γ(y, z))γ(x, yz)axyz.

Dies zeigt γ ∈ Z2(G,L×). Sei nun λ : G→ L× mit a′x = λ(x)ax und a′xa′y = γ′(x, y)a′xy. Dann folgt

γ′(x, y)λ(xy)axy = γ′(x, y)a′xy = a′xa
′
y = λ(x)axλ(y)ay = λ(x)x(λ(y))γ(x, y)axy

und γ′(x, y) = γ(x, y)λ(x)x(λ(y))λ(xy)−1. Dies zeigt γ′ = γ∂λ ∈ γ.

Definition III.7.47. Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung, G := Gal(L|K) und γ ∈ Z2(G,L×). Wir
definieren die verschränkte Gruppenalgebra LγG als K-Vektorraum LG mit der Multiplikation

λxx · λyy := λxx(λy)γ(x, y)xy (x, y ∈ G,λx, λy ∈ L).

Satz III.7.48. Mit den Bezeichnungen aus Definition III.7.47 ist LγG eine zentral-einfache K-Algebra
mit Zerfällungskörper L und dimK(LγG) = |G|2 = |L : K|2.

Beweis. Für x, y, z ∈ G gilt

(λxx · λyy) · λzz = λxx(λy)γ(x, y)xy · λzz = λxx(λy)γ(x, y)(xy)(λz)γ(xy, z)xyz

= λxx(λyy(λz))γ(x, y)γ(xy, z)xyz = λxx(λyy(λz))x(γ(y, z))γ(x, yz)xyz

= λxx · λyy(λz)γ(y, z)yz = λxx · (λyy · λzz).

Dies zeigt die Assoziativität der Multiplikation in A := LγG. Das Einselement ist e := γ(1, 1)−11, denn
nach Lemma III.7.42 gilt

e · λxx = γ(1, 1)−1λxγ(1, x)x = λxx,

λxx · e = λxx(γ(1, 1))
−1γ(x, 1)x = λxx

für alle x ∈ G. Wir können daher L mit Le ⊆ A identifizieren. Die Distributivgesetze gelten durch
lineare Fortsetzung der Multiplikationsvorschrift. Für µ ∈ K ist

µ(λxx · λyy) = µλxx(λy)γ(x, y)xy = (µλxx) · λyy = λxx(µλy)γ(x, y)xy = λxx · (µλyy).

Somit ist A eine K-Algebra.

Sei a :=
∑

x∈G λxx ∈ CA(L). Für µ ∈ L gilt∑
x∈G

µλxx = µe · a = a · µe =
∑
x∈G

λxx(µ)x.

Im Fall λx ̸= 0 ist daher x(µ) = µ für alle µ ∈ L. Dies zeigt a = λ11 und CA(L) = L. Ist zusätzlich
a ∈ Z(A), so gilt

x(λ1γ(1, 1)) = x(λ1)γ(x, 1)x = x · a = a · x = λ1γ(1, x)x = λ1γ(1, 1)x

für alle x ∈ G. Es folgt λ1γ(1, 1) ∈ LG = K und Z(A) = Ke, d. h. A ist zentral.
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Sei nun 0 ̸= I ⊴A. Wir wählen a =
∑

x∈G λxx ∈ I \ {0}, sodass möglichst viele λx verschwinden. Nach
Multiplikation mit einem x ∈ G können wir λ1 ̸= 0 annehmen. Sei µ ∈ L beliebig. Dann gilt

I ∋ a · µe− µe · a =
∑

x∈G\{1}

(λxx(µ)− µλx)x

und es folgt a · µe = µe · a. Daher ist a ∈ CA(L) = L. Insbesondere ist a invertierbar und man erhält
I = A. Also ist A einfach. Nach dem Doppel-Zentralisator-Satz ist L⊗A ∼= A⊗ Lo ∼= Ln×n. Somit ist
L ein Zerfällungskörper von A. Ist µ1, . . . , µn ∈ L eine K-Basis von L, so ist {µig : i = 1, . . . , n, g ∈ G}
eine K-Basis von LγG. Die letzte Behauptung folgt daher aus |G| = |L : K|.

Lemma III.7.49. Für γ, δ,∈ Z2(G,L×) gilt LγG ∼= LδG genau dann, wenn γ ≡ δ (mod B2(G,L×)).

Beweis. Sei A := LγG, B := LδG und f : A → B ein Isomorphismus von K-Algebren. Wie im
Beweis von Satz III.7.48 lässt sich L als Teilkörper von A und B auffassen (betrachte L → A,
λ 7→ λγ(1, 1)−11). Nach Skolem-Noether können wir dann f(λ) = λ für alle λ ∈ L annehmen. Sei x ∈ G
und f(x) =

∑
g∈G µgg ∈ B. Für λ ∈ L gilt∑

g∈G
µgg(λ)g = f(x)λ = f(x)f(λ) = f(xλ) = f(x(λ)x) = x(λ)f(x) =

∑
g∈G

x(λ)µgg.

Im Fall µg ̸= 1 erhält man g(λ) = x(λ) für alle λ ∈ L. Dies zeigt f(x) = µxx =: µ(x)x. Nun ist

γ(x, y)µ(xy)xy = γ(x, y)f(xy) = f(γ(x, y)xy) = f(x · y) = f(x) · f(y)
= µ(x)x · µ(y)y = µ(x)x(µ(y))δ(x, y)xy,

also γ = δ∂µ ≡ δ (mod B2(G,L×)).

Sei umgekehrt γ = δ∂µ mit µ ∈ C1(G,L×). Wir betrachten die K-lineare Abbildung f : A → B,
λx 7→ λµ(x)x für x ∈ G und λ ∈ L. Wegen γ(1, 1) = δ(1, 1)µ(1)µ(1)µ(1)−1 = δ(1, 1)µ(1) gilt

f(1A) = f(γ(1, 1)−11) = γ(1, 1)−1µ(1)1 = δ(1, 1)−11 = 1B.

Für x, y ∈ G und λx, λy ∈ L ist

f(λxx · λyy) = f(λxx(λy)γ(x, y)xy) = λxx(λy)γ(x, y)µ(xy)xy

= λxx(λy)δ(x, y)µ(x)x(µ(y))xy = λxµ(x)x · λyµ(y)y = f(λxx) · f(λyy).

Also ist f ein Homomorphismus. Da A einfach ist, ist f injektiv. Wegen dimA = |G|2 = dimB ist f
auch surjektiv.

Bemerkung III.7.50. Für die Konstruktion von LγG kann man nach Lemma III.7.49 ein normalisiertes
Faktorensystem γ ∈ Z2(G,L×) wählen. Dann ist 1 ∈ G das Einselement in LγG wie in der gewöhnlichen
Gruppenalgebra LG. Da L = L1 ein Teilkörper von LγG ist, kann man LγG auch als L-Vektorraum
mit Basis G betrachten. Im Gegensatz zu LG ist LγG aber keine L-Algebra (selbst wenn γ trivial ist),
denn dafür bräuchte man L ⊆ Z(LγG).

Satz III.7.51. Für jede Galois-Erweiterung K ⊆ L mit G := Gal(L|K) ist

Γ: H2(G,L×) → Br(L|K),

γ 7→ [LγG]

ist ein Isomorphismus.
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Beweis (Chase).
Schritt 1: Γ ist bijektiv.
Nach Satz III.7.48 und Lemma III.7.49 ist Γ wohldefiniert. Sei D eine zentrale Divisionsalgebra mit
Zerfällungskörper L. Wie in Definition III.7.45 ist L zu einer Unteralgebra von A := Dn×n isomorph
und man erhält ax ∈ A× und γ ∈ Z2(G,L×) mit x(λ) = axλa

−1
x und axay = γ(x, y)axy für x, y ∈ G

und λ ∈ L. Wir definieren die K-lineare Abbildung f : LγG→ A, λx 7→ λax mit λ ∈ L und x ∈ G. Für
λx, µy ∈ LγG gilt

f(λx · µy) = f(λx(µ)γ(x, y)xy) = λx(µ)γ(x, y)axy = λx(µ)axay = λax · µay = f(λx)f(µy),

d. h. f ist ein Homomorphismus von Algebren. Da LγG einfach ist, ist f injektiv. Nach Lemma III.7.38
ist

dim(LγG) = |L : K|2 = dim(L)2 = n2 dimD = dimA.

Also ist f ein Isomorphismus und Γ ist surjektiv.

Seien γ, δ ∈ Z2(G,L×) mit [LγG] = [LδG]. Dann haben LγG und LδG eine gemeinsame Basisalgebra
D. Wegen dim(LγG) = dim(L)2 = dim(LδG) folgt LγG ∼= Dn×n ∼= LδG. Aus Lemma III.7.49 ergibt
sich γ = δ in H2(G,L×). Daher ist Γ bijektiv.

Schritt 2: Γ ist ein Homomorphismus.
Seien γ, δ ∈ Z2(G,L×) normalisiert, A := LγG, B := LδG und C := LγδG. Nach Bemerkung III.7.50
ist A ein L-A-Bimodul und B ein L-B-Bimodul. Also ist V := Ao ⊗L B ein Ao-B-Bimodul, den wir als
A⊗K B-Rechtsmodul auffassen können. Für a⊗ b ∈ V und x⊗ y ∈ A⊗K B gilt dabei

(a⊗ b)(x⊗ y) = (x ∗ a)⊗ by = ax⊗ by,

wobei ∗ die Multiplikation in Ao bezeichnet. Speziell für λ ∈ L gilt

λa⊗ b = (a ∗ λ)⊗ b = a⊗ λb.

Wir definieren nun eine Skalarmultiplikation auf V mit C von links. Für λx ∈ C ist die Abbildung
Ao ×B → V , (a, b) 7→ λxa⊗ xb ausgeglichen. Daher ist

(λx)(a⊗ b) := λxa⊗ xb

wohldefiniert. Durch lineare Fortsetzung erhält man die Distributivgesetze. Für λxx, λyy ∈ C gilt

(λxx · λyy)(a⊗ b) = (λxx(λy)γ(x, y)δ(x, y)xy)(a⊗ b) = λxx(λy)γ(x, y)δ(x, y)xya⊗ xyb

= λxx(λy)γ(x, y)xya⊗ δ(x, y)xyb = (λxx)(λyya⊗ yb)

= (λxx)((λyy)(a⊗ b))

Also ist V ein C-Linksmodul. Für a′ ⊗ b′ ∈ A⊗K B gilt

(λx(a⊗ b))(a′ ⊗ b′) = (λxa⊗ xb)(a′ ⊗ b′) = λxaa′ ⊗ xbb′ = λx(aa′ ⊗ bb′) = λx((a⊗ b)(a′ ⊗ b′)).

Die Skalarmultiplikation von rechts liefert somit einen Homomorphismus f : (A⊗K B)o → EndC(V ).
Da A⊗K B einfach ist, ist f injektiv.

Mit n := |G| = dimL gilt dimK(V ) = |L : K|dimL(A) dimL(B) = n3. Sei C ≃ Sr die Zerlegung des
regulären C-Moduls mit dem einfachen Modul S der einfachen Algebra C. Wegen n2 = dimC = r dimS
folgt V ≃ Snr, da mit C auch V halbeinfach ist. Nach Lemma II.7.20 gilt EndC(V ) ∼= Dnr×nr mit der
Divisionsalgebra D := EndC(S). Außerdem ist

n2 = dim(Co) = dimEndC(C) = dim(Dr×r) = r2 dimD.
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Dies zeigt
dim(A⊗K B)o = n4 = n2r2 dimD = dimEndC(V ).

Daher ist f ein Isomorphismus. Insbesondere ist (A⊗K B)o ∼= Dnr×nr sowie Co ∼= Dr×r. Dies liefert
[A] · [B] = [C], d. h. Γ ist ein Homomorphismus.

Folgerung III.7.52. Für jeden Körper K ist Br(K) eine Torsionsgruppe, d. h. jedes Element hat
endliche Ordnung.

Beweis. Dies folgt aus Bemerkung III.7.33, Folgerung III.7.36, Satz III.7.51 und Satz III.7.43.

Beispiel III.7.53. Nach Satz III.7.51 und Beispiel III.7.44 gilt

Br(Q(i)|Q) ∼= H2(G,Q(i)×) ∼=
∞∐
i=1

C2.

Mit dem Albert-Brauer-Hasse-Noether-Satz aus der Klassenkörpertheorie zeigt man

Br(Q) ∼= C2 ×
∞×
k=1

Q/Z.

Definition III.7.54. Nach Folgerung III.7.26 ist die Dimension einer zentral-einfachen Algebra A eine
Quadratzahl. Man nennt degA :=

√
dimA den Grad und e(A) := deg(Ab) den Index von A, wobei Ab

die Basisalgebra von A ist.

Bemerkung III.7.55. Für eine zentrale Divisionsalgebra D mit Zerfällungskörper L gilt degD | dimL
nach Lemma III.7.38. Der folgende Satz verbessert daher Satz III.7.43.

Satz III.7.56. Für [A] ∈ Br(K) gilt [A]e(A) = 1.

Beweis. Wir können annehmen, dass D := A eine Divisionsalgebra ist mit e := e(A) = deg(D). Sei L
ein Galois-Zerfällungskörper von D. Wie in Definition III.7.45 können wir L in A := Dn×n einbetten
(eine „neue“ Algebra A). Dabei gilt (ne)2 = n2 dimD = dimA = dim(L)2 und dimL = ne. Sei
G := Gal(L|K). Dann existieren ax ∈ A× mit x(λ) = axλa

−1
x und axay = γ(x, y)axy für x, y ∈ G,

λ ∈ L und γ ∈ C2(G,L×). Sei S = Dn×1 der einfache A-Modul. Durch Einschränkung wird S ein
L-Vektorraum. Dabei gilt

dimL(S) =
dimS

dimL
=
n dimD

ne
= e.

Sei v1, . . . , ve eine L-Basis von S. Für x ∈ G sei α(x) = (αij(x)) ∈ Le×e mit

axvi =
e∑
j=1

αij(x)vj .

Für x, y ∈ G gilt dann

γ(x, y)
e∑
j=1

αij(xy)vj = γ(x, y)axyvi = axayvi = ax

( e∑
k=1

αik(y)vk

)
=

e∑
k=1

x(αik(y))axvk =

e∑
k,j=1

x(αik(y))αkj(x)vj .
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Dies zeigt γ(x, y)α(xy) = x(α(y))α(x) für alle x, y ∈ G. Sei schließlich λ(x) := det(α(x)). Dann folgt

γ(x, y)eλ(xy) = det(γ(x, y)α(xy)) = det(x(α(y))) det(α(x)) = x(λ(y))λ(x).

Also ist γe = ∂λ ∈ B2(G,L×) und die Behauptung ergibt sich aus Satz III.7.51.

Lemma III.7.57. Für jede zentral-einfache Algebra A haben e(A) und |⟨[A]⟩| die gleichen Primteiler.

Beweis. Nach Satz III.7.56 ist |⟨[A]⟩| ein Teiler von e(A). Wir müssen also nur zeigen, dass ein Primteiler
p | e(A) auch |⟨[A]⟩| teilt. Sei A ∼= Dn×n für eine Divisionsalgebra D. Sei L ein Galois-Zerfällungskörper
von D mit G := Gal(L|K). Dann gilt |G|2 = dim(L)2 = n2 dimD = (ne(A))2 (Lemma III.7.38) und p
teilt |G|. Sei P ∈ Sylp(G) und Lp := Fix(P ) ≤ L. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie ist p kein
Teiler von |G : P | = |Lp : K| = dim(Lp). Nach Lemma III.7.38 ist Lp kein Zerfällungskörper von D.
Insbesondere ist [ALp ] ̸= 1. Andererseits ist

L⊗Lp ALp = L⊗Lp Lp ⊗K A ∼= L⊗K A ∼= AL,

d. h. ALp ∈ Br(L|Lp) ∼= H2(P,L×), denn Gal(L|Lp) = P . Nach Satz III.7.43 ist |⟨[ALp ]⟩| ein Teiler von
|P | und damit eine nicht-triviale p-Potenz. Nach Satz III.7.32 muss p auch |⟨[A]⟩| teilen.

Bemerkung III.7.58.

(i) Für jede zentral-einfache Algebra A über einem Zahlkörper gilt e(A) = |⟨A⟩| (ohne Beweis).

(ii) Unser nächstes Ziel ist eine Verbindung zu den in Definition II.14.61 definierten Schur-Indizes.

Lemma III.7.59. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung. Sei V ein endlich-dimensionaler KG-Modul
und VL der entsprechende LG-Modul. Dann gilt

dimK EndKG(V ) = dimL EndLG(VL).

Beweis. Sei ∆: G→ GL(n,K) ⊆ GL(n,L) die zu V bzw. VL gehörende Darstellung. Nach dem Beweis
von Satz II.14.47 gilt EndKG(V ) ∼= CKn×n(∆(G)). Sei ∆(g) = (γij(g))i,j für g ∈ G. Dann gilt

A = (aij) ∈ CKn×n(∆(G)) ⇐⇒ ∀g ∈ G : A∆(g) = ∆(g)A

⇐⇒ ∀g ∈ G ∀1 ≤ i, j ≤ n :
n∑
k=1

aikγkj(g) =

n∑
k=1

γik(g)akj .

Folglich ist CKn×n(∆(G)) der Lösungsraum eines homogenen Gleichungssystems in n2 Variablen, dessen
Koeffizientenmatrix M ∈ Kn2|G|×n2 aus den γij(g) gebildet wird. Bekanntlich hängt die Dimension
dieses Raums nur vom Rang von M ab. Der Rang von M wiederum ändert sich nicht, wenn man M
als Matrix über L betrachtet. Daraus folgt die Behauptung.

Satz III.7.60. Sei χ ∈ Irr(G) mit Werten in einem Zahlkörper K. Sei ∆ eine irreduzible K-Darstellung
mit Charakter mK(χ)χ. Dann ist A := ∆(KG) eine zentral-einfache K-Algebra mit e(A) = mK(χ).
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Beweis. Nach Artin-Wedderburn ist A eine einfache K-Algebra. Nach Satz II.14.44 existiert ein
Zerfällungskörper L ⊇ K von G mit |L : K| < ∞. Sei ∆L : G → GL(d, L) mit ∆L(g) = ∆(g) für
g ∈ G. Sei Γ: G→ GL(e, L) eine L-Darstellung mit Charakter χ. Nach Voraussetzung ist d = em mit
m := mK(χ). Bei geeigneter Basiswahl gilt ∆(g) = diag(Γ(g), . . . ,Γ(g)) für alle g ∈ G. Sei z ∈ KG
mit ∆(z) ∈ Z(A). Nach Satz II.14.47 gilt Γ(z) ∈ CLe×e(Γ(G)) = L1e. Daher existiert ein α ∈ L mit
∆(z) = α1d. Wegen αd = tr∆(z) = mχ(z) ∈ K gilt α ∈ K und Z(A) ∼= K. Dies zeigt, dass A eine
zentral-einfache K-Algebra ist.

Seien V , VL und W die einfachen Moduln zu ∆, ∆L und Γ. Dann ist A eine Matrixalgebra über der
Divisionsalgebra E := EndKG(V )o. Außerdem ist EndLG(W ) ∼= CLe×e(Γ(G)) ∼= L nach Satz II.14.47.
Nach Lemma II.7.20 gilt EndLG(VL) = EndLG(W

m) ∼= EndLG(W )m×m ∼= Lm×m. Mit Lemma III.7.59
folgt

e(A) = e(E) =
√
dimK E =

√
dimL EndLG(VL) = m.

Lemma III.7.61. Seien D1 und D2 zentrale Divisionsalgebren mit teilerfremden Graden (oder Dimen-
sionen). Dann ist D1 ⊗D2 eine Divisionsalgebra.

Beweis. Sei D1⊗D2
∼= Dn×n für eine Divisionsalgebra D. Sei Do

1⊗D1
∼= Kk×k (beachte [D1]

−1 = [Do
1]).

Dann gilt k2 = dim(Do
1 ⊗D1) = dim(D1)

2 und k = dim(D1). Andererseits gilt

Dk×k
2

∼= (K ⊗D2)
k×k III.7.11∼= Kk×k ⊗D2

∼= Do
1 ⊗D1 ⊗D2

∼= Do
1 ⊗Dn×n ∼= (Do

1 ⊗D)n×n ∼= (El×l)n×n ∼= Enl×nl

für eine weitere Divisionsalgebra E. Nach Artin-Wedderburn ist D2
∼= E und k = nl. Insbesondere ist

n | k = dim(D1) = deg(D1)
2. Aus Symmetriegründen ist auch n | deg(D2)

2 und die Voraussetzung
liefert n = 1, d. h. D1 ⊗D2

∼= D.

Satz III.7.62. Sei D eine zentrale Divisionsalgebra mit deg(D) = pa11 . . . pakk (Primfaktorzerlegung).
Dann existieren bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Divisionsalgebren D1, . . . , Dk mit D ∼= D1 ⊗
. . .⊗Dk und deg(Di) = paii für i = 1, . . . , k.

Beweis. Sei deg(D) = n1n2 mit teilerfremden n1, n2 > 1. Wir zeigen, dass bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmte Divisionsalgebren D1 und D2 mit D ∼= D1 ⊗D2 und deg(Di) = ni für i = 1, 2 existieren.
Die Behauptung folgt dann durch Induktion nach k. Seien a, b ∈ Z mit an1 + bn2 = ggT(n1, n2) = 1.
Seien D1 und D2 die eindeutig bestimmten Divisionsalgebren mit [D]bn2 = [D1] und [D]an1 = [D2].
Dann gilt [D1 ⊗D2] = [D]an1+bn2 = [D] und

[D1]
n1 = [D]bdeg(D) = [D]be(D) = 1

nach Satz III.7.56. Nach Lemma III.7.57 ist jeder Primteiler von deg(D1) ein Teiler von n1. Analoges
gilt für D2. Aus der Voraussetzung folgt ggT(deg(D1), deg(D2)) = 1. Nun ist D1 ⊗D2 eine Divisions-
algebra nach Lemma III.7.61. Dies zeigt D ∼= D1 ⊗ D2. Wegen n1n2 = deg(D) = deg(D1 ⊗ D2) =
deg(D1) deg(D2) gilt deg(Di) = ni für i = 1, 2.

Bemerkung III.7.63. Mit Hilfe von Satz III.7.62 kann man die Artin-Wedderburn-Zerlegung verfeinern.
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III.8 Pfadalgebren

Bemerkung III.8.1. Wir konstruieren mit graphentheoretischen Methoden sogenannte Pfadalgebren,
die in der Regel unendlich-dimensional sind. Wir zeigen, dass jede endlich-dimensionale Algebra zu
einer Faktoralgebra einer Pfadalgebra Morita-äquivalent ist. Stets sei K ein Körper.

Definition III.8.2.

(i) Ein Köcher1 Q ist ein gerichteter Multigraph, d. h. es existieren

• eine endliche nicht-leere Menge Q0 von Ecken,

• eine endliche Menge Q1 von Pfeilen,

• Abbildungen s, t : Q1 → Q0, die jedem Pfeil α ∈ Q1 ein Anfang s(α) und ein Ende t(α)
zuweisen. Wir schreiben dann auch α : s(α) → t(α).

Im Fall s(α) = t(α) nennt man α eine Schleife.

(ii) Ein Teilköcher von Q ist ein Quadrupel Q′ = (Q′
0, Q

′
1, s

′, t′) mit Q′
0 ⊆ Q0, Q′

1 ⊆ Q1, s′ = s|Q′
1

und t′ = t|Q′
1
. Man nennt Q′ voll , falls Q′

1 alle Pfeile aus Q1 mit Anfang und Ende in Q′
0 enthält.

In diesem Fall ist Q′ durch Q′
0 eindeutig bestimmt.

(iii) Ein Pfad von a ∈ Q0 nach b ∈ Q0 der Länge n ist eine Folge von Pfeilen ρ = (α1, . . . , αn) ∈ Qn1
mit s(α1) = a, t(αn) = b und s(αi) = t(αi−1) für i = 2, . . . , n. Im Fall a = b und n ≥ 1 nennt man
ρ einen Kreis. Für jedes q ∈ Q0 definieren wir zusätzlich den Pfad ϵq der Länge 0 von q nach q.

Beispiel III.8.3. Wir werden Köcher durch Graphen darstellen. Zum Beispiel

Q: a b cα

β

γ

δ

Q0 = {a, b, c}, Q1 = {α, β, γ, δ},
s(α) = s(β) = t(γ) = a, t(α) = t(β) = b, t(γ) = s(δ) = t(δ) = c.

Definition III.8.4. Sei K ein Körper, Q ein Köcher und P die Menge aller Pfade von Q der Länge
≥ 0. Sei KQ der K-Vektorraum mit Basis P . Für Pfade (α1, . . . , αm), (β1, . . . , βn) definieren wir

(α1, . . . , αm) · (β1, . . . , βn) =

{
(α1, . . . , αm, β1, . . . , βn) falls t(αm) = s(β1),

0 sonst.

1englisch quiver
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Diese Multiplikation setzen wir linear nach KQ fort. Man zeigt leicht, dass KQ auf diese Weise eine
K-Algebra mit Einselement

∑
q∈Q0

ϵq ist. Man nennt KQ die Pfadalgebra von Q über K.

Bemerkung III.8.5.

(i) Genau dann ist KQ endlich-dimensional, wenn Q keine Kreise (insbesondere keine Schleifen)
besitzt. Der entsprechende ungerichtete Graph kann dennoch Kreise besitzen. Zum Beispiel hat
die Pfadalgebra von

a

b c

Dimension 7.

(ii) Wir werden oft Q0 mit {ϵq : q ∈ Q0} ⊆ KQ identifizieren. Für k ≥ 2 sei Qk die Menge der Pfade
der Länge k in Q. Dann gilt KQ =

⊕∞
k=0KQk und KQk ·KQl ⊆ KQk+l. Eine solche Zerlegung

bezeichnet man als Graduierung von KQ. Außerdem nennt man

R(KQ) :=

n⊕
k=1

KQk ⊴KQ

das Pfeilideal von KQ.

Beispiel III.8.6.

(i) Für einen Köcher Q ohne Pfeile gilt KQ =
⊕

q∈Q0
Kϵq ∼= K |Q0|.

(ii) Für Q = ({q}, {α}, s, t) mit α : q → q ist KQ ∼= K[X], indem man α mit X identifiziert.

(iii) Der Köcher Q = ({a, b}, {α}, s, t) mit α : a→ b besitzt genau drei Pfade: ϵa, ϵb und α. Daher ist
dimKQ = 3. Wegen ϵaα = α ≠ 0 = αϵa ist KQ nicht kommutativ. Man zeigt leicht, dass die
Abbildung

Γ: KQ→
{(

x y
0 z

)
: x, y, z ∈ K

}
⊆ K2×2

mit Γ(ϵa) =
(
1 0
0 0

)
, Γ(ϵb) =

(
0 0
0 1

)
und Γ(α) =

(
0 1
0 0

)
ein Isomorphismus von Algebren ist.

(iv) Für

Q: q αβ

ist KQ die freie Algebra vom Rang 2, d. h. es gelten keinerlei Kürzungsregeln für die zwei
Erzeuger α und β. Die Pfade von Q sind die Wörter der Form αa1βa2αa3 . . . oder βa1αa2βa3 . . .
mit a1, a2, . . . ∈ N.

Satz III.8.7. Sei K ein Körper und Q ein Köcher mit Ecken q1, . . . , qn. Dann ist 1 = ϵq1 + . . .+ ϵqn
eine Zerlegung in paarweise orthogonale primitive Idempotente.
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Beweis. Es ist klar, dass ϵq1 , . . . , ϵqn paarweise orthogonale Idempotente sind. Um zu zeigen, dass sie pri-
mitiv sind, untersuchen wir, ob Pi := KQϵqi unzerlegbar ist (Lemma II.8.21). Nach Bemerkung II.12.12
genügt es zu zeigen, dass E := ϵqiKQϵqi

∼= EndKQ(Pi) lokal ist. Sei dafür ϵ ∈ E ein Idempotent. Dann
gilt ϵ = λϵqi + α, wobei α eine Linearkombination von Kreisen der Länge ≥ 1 durch qi ist. Nun gilt

0 = ϵ2 − ϵ = (λ2 − λ)ϵqi + (2λ− 1)α+ α2.

Da die Summanden (Kreise) von α2 länger sind als die Summanden von α, folgt α = 0 und λ ∈ {0, 1}.
Also ist E lokal nach Satz II.12.11.

Bemerkung III.8.8. Sei Q ein Köcher ohne Kreise. Nach Bemerkung III.8.5 und Satz II.12.16 besitzt
KQ höchstens |Q0| einfache Moduln bis auf Isomorphie. Für das Pfeilideal gilt R(KQ)k ⊆

⊕
l≥0KQk+l.

Daher ist R(KQ) nilpotent und KQ/R(KQ) ∼= K |Q0| ist halbeinfach mit genau |Q0| nicht-isomorphen
einfachen Moduln. Dies zeigt J(KQ) = R(KQ) und KQ ist eine Basisalgebra.

Definition III.8.9.

(i) Sei α ein Pfeil eines Köchers Q. Wir definieren den inversen Pfeil α−1 durch s(α−1) = t(α) und
t(α−1) = s(α) (wir verlangen nicht, dass α−1 in Q1 liegt). Ein Weg von a ∈ Q0 nach b ∈ Q0

der Länge l ≥ 0 ist eine Folge (αe11 , . . . , α
el
l ) mit α1, . . . , αl ∈ Q1, e1, . . . , el ∈ {±1}, s(αe11 ) = a,

t(αell ) = b und s(αeii ) = t(α
ei−1

i−1 ) für i = 2, . . . , l.

(ii) Ecken a und b heißen benachbart , falls ein Weg der Länge 1 ((inverser) Pfeil) von a nach b
existiert. Ecken a, b ∈ Q0 heißen verbunden, falls ein beliebiger Weg von a nach b existiert. Dies
definiert eine Äquivalenzrelation auf Q0. Die Äquivalenzklassen heißen Komponenten von Q. Jede
Komponente von Q induziert einen vollen Teilköcher. Besitzt Q nur eine Komponente, so nennt
man Q zusammenhängend.

Satz III.8.10. Seien A1, . . . , Ak die Komponenten eines Köchers Q. Sei ϵi :=
∑

q∈Ai
ϵq für i = 1, . . . , k.

Dann sind ϵ1, . . . , ϵk die zentral-primitiven Idempotente von KQ. Außerdem ist der Block KQϵi zur
Pfadalgebra über dem von Ai erzeugten vollen Teilköcher isomorph.

Beweis. Sei α ∈ Q1. Dann liegen s(α) und t(α) in der gleichen Komponente von Q. Daher gilt

αϵi = ϵiα =

{
α falls s(α), t(α) ∈ Ai,

0 sonst

für 1 ≤ i ≤ k. Also sind ϵ1, . . . , ϵk zentrale Idempotente.

Sei umgekehrt z = z0 + . . .+ zn ∈ Z(KQ) ein Idempotent, wobei zi eine Linearkombination von Pfaden
der Länge i ist (Bemerkung III.8.5). Nehmen wir n ≥ 1 und zn ̸= 0 an. Sei m ≥ 1 minimal mit zm ̸= 0.
Dann gilt

z0 + . . .+ zn = z = z2 = z20 + z0zm + zmz0 + z2m + . . .+ z2n

und es folgt z20 = z0 und zm = z0zm + zmz0. Da z zentral ist, gilt auch

z20 + z0zm + . . .+ z0zn = z0z = zz0 = z20 + zmz0 + . . .+ znz0.

Dies zeigt z0zm = zmz0 und zm = 2z0zm. Multiplikation mit z0 liefert z0zm = 2z20zm = 2z0zm = 0 und
zm = 0. Widerspruch. Daher ist z = z0 =

∑
q∈Q0

λqϵq mit λq ∈ K. Aus z2 = z folgt leicht λq ∈ {0, 1}
für alle q ∈ Q0. O.B. d.A. sei λq = 1 für ein q ∈ A1. Angenommen es gibt einen Pfeil α ∈ Q1 von q
nach q′ ∈ A1. Aus αz = zα = α folgt λq′ = 1. Existiert hingegen ein Pfeil α′ ∈ Q1 von q′ nach q, so
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folgt λq′ = 1 aus zα = αz = α. Daher gilt λq′ = 1 für alle Nachbarn q′ von q. Induktiv folgt λq = 1 für
alle q ∈ A1. Also ist z eine Summe gewisser ϵi und ϵ1, . . . , ϵk sind die zentral-primitiven Idempotente
von KQ. Es ist klar, dass KQϵi von den Pfaden zwischen Ecken in Ai erzeugt wird. Daraus folgt die
letzte Aussage.

Satz III.8.11 (Universelle Eigenschaft). Sei Q = (Q0, Q1, s, t) ein Köcher und A eine K-Algebra.
Seien φ0 : Q0 → A und φ1 : Q1 → A Abbildungen mit folgenden Eigenschaften:

(i)
∑

q∈Q0
φ0(q) = 1, φ0(a)

2 = φ0(a) und φ0(a)φ0(b) = 0 für alle a, b ∈ Q0 mit a ̸= b.

(ii) Für alle α ∈ Q1 gilt φ1(α) = φ0(s(α))φ1(α)φ0(t(α)).

Dann existiert genau ein Algebren-Homomorphismus Φ: KQ→ A mit Φ(ϵq) = φ0(q) für q ∈ Q0 und
Φ(α) = φ1(α) für α ∈ Q1.

Beweis. Für jeden Pfad α = (α1, . . . , αn) in Q definieren wir

Φ(α) := φ1(α1) . . . φ1(αn)

(für n = 0 ist Φ(ϵq) = φ0(q) bereits vorgegeben). Dann setzt sich Φ zu einer K-linearen Abbildung
KQ→ A fort. Dabei gilt

Φ(1) =
∑
q∈Q0

Φ(ϵq) =
∑
q∈Q0

φ0(q) = 1,

Φ(α)Φ(ϵq) = φ1(α1) . . . φ0(s(αn))φ1(αn)φ0(t(αn))φ0(q)

=

{
φ1(α1) . . . φ0(s(αn))φ1(αn)φ0(t(αn)) = Φ(α) = Φ(αϵq) falls q = t(αn)

0 falls q ̸= t(αn),

Φ(ϵq)Φ(α) = . . . =

{
Φ(ϵqα) falls q = s(α1),

0 falls q ̸= s(α1).

Sei β = (β1, . . . , βm) ein weiterer Pfad. Im Fall t(αn) = s(β1) gilt

Φ(α)Φ(β) = φ1(α1) . . . φ1(αn)φ1(β1) . . . φ1(βm) = Φ(αβ).

Im Fall t(αn) ̸= s(β1) gilt

φ1(αn)φ1(β1) = φ0(s(αn))φ1(αn)φ0(t(αn))φ0(s(β1))︸ ︷︷ ︸
=0

φ1(β1)φ0(t(β1)) = 0

und Φ(α)Φ(β) = 0 = Φ(0) = Φ(αβ). Dies zeigt, dass Φ ein Homomorphismus von Algebren ist. Sei
Φ′ : KQ→ A ein weiterer Homomorphismus mit den gleichen Eigenschaften. Dann gilt

Φ′(α) = Φ′(α1) . . .Φ
′(αn) = φ1(α1) . . . φ1(αn) = Φ(α).

Also ist Φ′ = Φ.

Beispiel III.8.12. Sei A = K2×2 und

Q: a b

α

β
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Sei wie üblich Est = (δisδjt)i,j ∈ A. Sei φ0(a) = E11, φ0(b) = E22, φ1(α) = E12 und φ1(β) = E21.
Man prüft leicht nach, dass die Voraussetzungen von Satz III.8.11 erfüllt sind. Daher existiert ein
Epimorphismus Φ: KQ→ A mit Kern (αβ − ϵa, βα− ϵb)⊴KQ.

Definition III.8.13. Sei KQ eine Pfadalgebra. Ein Ideal I ⊴KQ heißt zulässig , falls ein m ≥ 2 mit
R(KQ)m ⊆ I ⊆ R(KQ)2 existiert.

Bemerkung III.8.14. Sei I ⊴ KQ zulässig mit R(KQ)m ⊆ I. Dann verschwinden alle Pfade der
Länge ≥ m in KQ/I. Daher ist KQ/I endlich-dimensional. Besitzt Q keine Kreise, so ist R(KQ)m = 0
für ein m und jedes Ideal in R(KQ)2 ist zulässig. Insbesondere ist dann auch 0 zulässig. Beliebige
Faktoralgebren von Pfadalgebren können schlechtere Eigenschaften haben wie das folgende Beispiel
illustriert.

Beispiel III.8.15 (Dieudonné). Sei

Q: qα β

wie in Beispiel III.8.6 und I := (α2, βα)⊴KQ. Wegen βm /∈ I für alle m ≥ 1 ist I nicht zulässig. Sei
A := KQ/I und

J := K{αβm + I : m ∈ N} ⊆ A.

Wegen α(αβm) ∈ I und β(αβm) ∈ I ist J⊴A. Jedes Erzeugendensystem von J als A-Modul spannt auch
J als K-Vektorraum auf. Wegen dim J = ∞ ist J nicht endlich erzeugt. Daher ist A nicht noethersch.

Lemma III.8.16. Sei Q ein Köcher und I ⊴KQ zulässig. Dann sind {ϵq + I : q ∈ Q0} paarweise
orthogonale primitive Idempotente in A := KQ/I.

Beweis. Sei R(KQ)m ⊆ I. Wegen I ⊆ R(KQ)2 sind ϵq := ϵq + I von 0 verschiedene paarweise
orthogonale Idempotente in KQ/I. Wie im Beweis von Satz III.8.7 genügt es zu zeigen, dass E := ϵqAϵq
lokal ist. Sei ϵ = λϵq + α + I ∈ E ein Idempotent, wobei α eine Linearkombination von Kreisen der
Länge ≥ 1 durch q ist. Aus ϵ2 = ϵ folgt

(λ2 − λ)ϵq + (2λ− 1)α+ α2 ∈ I ⊆ R(KQ)2.

Dies zeigt λ2 = λ ∈ {0, 1}. Im Fall λ = 0 ist α2 ≡ α (mod I). Andererseits ist αm ∈ R(KQ)m ⊆ I.
Dies zeigt ϵ = 0. Sei nun λ = 1. Dann ist α2 ≡ −α (mod I). Wie zuvor folgt α ∈ I und ϵ = ϵq. Also ist
ϵq primitiv.

Satz III.8.17. Sei Q ein Köcher und I ⊆ KQ zulässig. Genau dann ist KQ/I eine Blockalgebra, wenn
Q zusammenhängend ist.

Beweis. Nehmen wir an, dass Q eine Komponente A ≠ Q0 besitzt. Nach Satz III.8.10 ist ϵ :=
∑

q∈A ϵq+I
ein zentrales Idempotent in KQ/I. Nach Lemma III.8.16 ist 0 ̸= ϵ ≠ 1. Daher ist KQ/I keine
Blockalgebra.
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Sei umgekehrt z ∈ Z(KQ/I) ein Idempotent. Dann lässt sich z in primitive Idempotente zerlegen. Nach
Satz II.8.22 und Lemma III.8.16 können wir z =

∑
q∈A ϵq + I für eine Teilmenge A ⊆ Q0 annehmen.

Wie im Beweis von Satz III.8.10 zeigt man, dass A eine Vereinigung von Komponenten von Q ist. Also
ist KQ/I eine Blockalgebra, wenn Q zusammenhängend ist.

Bemerkung III.8.18. Im Folgenden konstruieren wir spezielle Erzeuger für zulässige Ideale.

Definition III.8.19. Sei Q ein Köcher. Eine Relation in KQ ist eine Linearkombination von Pfaden
r =

∑n
i=1 λiαi mit λi ∈ K, αi ∈ R(KQ)2, s(αi) = s(αj) und t(αi) = t(αj) für alle i, j.

Satz III.8.20. Sei Q ein Köcher. Jedes zulässige Ideal von KQ lässt sich als KQ-Modul durch endlich
viele Relationen erzeugen.

Beweis. Sei I ⊴KQ zulässig, R := R(KQ) und Rm ⊆ I. Da Rm von allen Pfaden der Länge m erzeugt
wird und I/Rm ⊆ KQ/Rm endlich-dimensional ist, ist I endlich erzeugt, sagen wir I = (x1, . . . , xn) ⊆
R2. Für a, b ∈ Q0 und 1 ≤ i ≤ n gilt ϵaxiϵb ∈ I, da I ein Ideal ist. Wegen

xi = 1xi1 =
∑

a,b∈Q0

ϵaxiϵb

wird I auch von {ϵaxiϵb : a, b ∈ Q0, 1 ≤ i ≤ n} erzeugt. Dies sind offenbar (endlich viele) Relationen.

Beispiel III.8.21. Sei

Q: a b

α

β

γ

δ

und I ⊴KQ das von den Relationen δ2 − αγ, αγ + βγ, δ3 erzeugte Ideal. Sei ρ ∈ Q5. Enthält ρ den
Teilpfad βγ, so können wir diesen durch −αγ ersetzen ohne die Nebenklasse ρ+ I zu verändern. Auf die
gleiche Weise können wir αγ durch δ2 ersetzen. Nun können α oder β nur noch am Ende von ρ stehen.
Also muss ρ den Teilpfad δ3 enthalten (γδ2α ist zu kurz). Dies zeigt ρ ∈ I und R(KQ)5 ⊆ I ⊆ R(KQ)2.
Also ist I zulässig.

Lemma III.8.22. Sei Q ein Köcher, I ⊴KQ zulässig und A := KQ/I. Dann gilt J(A) = R(KQ)/I
und A ist eine Basisalgebra.

Beweis. Wegen R(KQ)m ⊆ I für ein m ∈ N ist R(KQ)/I ⊴ A nilpotent und R(KQ)/I ⊆ J(A) nach
Lemma II.8.15. Da die halbeinfache Algebra A/(R(KQ)/I) ∼= KQ/R(KQ) ∼= K |Q0| keine nicht-trivialen
nilpotenten Ideale besitzt, gilt J(A) ⊆ R(KQ)/I. Dies zeigt J(A) = R(KQ)/I. Die zweite Behauptung
folgt aus Beispiel II.12.22.

Definition III.8.23. Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra und 1 = e1 + . . .+ en eine Zerlegung
in paarweise orthogonale primitive Idempotente. Wir definieren einen Köcher Q(A) = (Q0, Q1, s, t) wie
folgt:

• Q0 = {q1, . . . , qn}.
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• Für 1 ≤ i, j ≤ n enthält Q1 genau dimK(eiJ(A)ej/eiJ(A)
2ej) Pfeile qi → qj .

Bemerkung III.8.24. Sind 1 = e1 + . . .+ en = f1 + . . .+ fn Zerlegungen in paarweise orthogonale
Idempotente, so existiert nach Satz II.8.22 ein x ∈ A× mit fi = xeix

−1. Da die Abbildung A → A,
a 7→ xax−1 ein (innerer) Automorphismus ist, hängt Q(A) nicht von der Wahl der Zerlegung 1 =
e1 + . . .+ en ab.

Beispiel III.8.25.

(i) Genau dann ist A halbeinfach, wenn Q(A) keine Pfeile besitzt.

(ii) Sei A ⊆ Kn×n die Algebra der oberen Dreiecksmatrizen aus Beispiel II.12.22. Für die primitiven
Idempotente ei := Eii gilt eiJ(A)kej = KEij falls i+ k ≤ j und 0 sonst. Dies zeigt:

Q(A): q1 q2 · · · qn

Satz III.8.26. Sei Q ein Köcher und I ⊴KQ zulässig. Dann ist Q(KQ/I) = Q.

Beweis. Sei A := KQ/I. Nach Lemma III.8.16 ist 1 =
∑

q∈Q0
ϵq eine Zerlegung in paarweise ortho-

gonale primitive Idempotente. Wir können daher Q(A)0 := Q0 annehmen. Nach Lemma III.8.22 gilt
J(A)/J(A)2 ∼= R(KQ)/R(KQ)2 ∼= KQ1. Für a, b ∈ Q0 ist dimK ϵaJ(A)ϵb/ϵaJ(A)

2)ϵb daher die Anzahl
der Pfeile von a nach b. Dies liefert eine Bijektion Q1 → Q(A)1.

Lemma III.8.27. Sei Q(A) der Köcher einer endlich-dimensionalen K-Algebra A. Für jeden Pfeil
α : qi → qj in Q(A)1 sei xα ∈ eiJ(A)ej, sodass die Elemente xα + eiJ(A)

2ej eine K-Basis von
eiJ(A)ej/eiJ(A)

2ej bilden. Dann ist jedes Element in eiJ(A)ej eine K-Linearkombination von Elementen
der Form xα1 . . . xαk

, wobei k ∈ N und (α1, . . . , αk) ein Pfad von qi nach qj ist.

Beweis. Nach Definition gilt

eiJ(A)ej =
∑

α∈Q(A)1
qi→qj

Kxα + eiJ(A)
2ej ,

eiJ(A)
2ej =

n∑
k=1

eiJ(A)ekJ(A)ej =

n∑
k=1

( ∑
α∈Q(A)1
qi→qk

Kxα + eiJ(A)
2ek

)( ∑
α∈Q(A)1
qk→qj

Kxα + ekJ(A)
2ej

)

=
∑

(α1,α2)∈Q(A)2
qi→qj

Kxα1xα2 + eiJ(A)
3ej .

Induktiv erhält man entsprechende Linearkombinationen für eiJ(A)kej mit k ∈ N. Da J(A) nilpotent
ist, existiert ein l ∈ N mit eiJ(A)ej =

∑l
k=1 eiJ(A)

kej .

Satz III.8.28. Sei K algebraisch abgeschlossen und A eine endlich-dimensionale Basisalgebra über K.
Dann existiert ein zulässiges Ideal I ⊴KQ(A) mit A ∼= KQ(A)/I.
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Beweis. Sei Q := Q(A). Für α ∈ Q1 wählen wir xα wie in Lemma III.8.27. Sei φ0 : Q0 → A, qi 7→ ei und
φ1 : Q1 7→ A, α 7→ xα. Nach der universellen Eigenschaft existiert ein Homomorphismus Φ: KQ→ A
mit Φ(ϵqi) = ei für i = 1, . . . , n und Φ(α) = xα für α ∈ Q1. Da A eine Basisalgebra ist und K algebraisch
abgeschlossen ist, gilt A/J(A) =

∑n
i=1Kei + J(A). Wegen J(A) =

∑n
i,j=1 eiJ(A)ej ist Φ surjektiv nach

Lemma III.8.27. Sei I := Ker(Φ)⊴KQ und R := R(KQ). Dann gilt Φ(R) ⊆ J(A). Da J(A) nilpotent
ist, gilt Φ(Rl) ⊆ J(A)l = 0 für ein l ≥ 1. Dies zeigt Rl ⊆ I. Jedes x ∈ I hat die Form

x =
n∑
i=1

λiϵqi +
∑
α∈Q1

µαα+ y

mit λi, µα ∈ K und y ∈ R2. Aus Φ(x) = 0 folgt
n∑
i=1

λiei +
∑
α∈Q1

µαxα +Φ(y) = 0.

Insbesondere ist
∑n

i=1 λiei ∈ J(A). Da e1, . . . , en eine Basis von A/J(A) bilden, ergibt sich λ1 = . . . =
λn = 0. Da die Nebenklassen von xα eine Basis von J(A)/J(A)2 bilden, muss nun auch µα = 0 für alle
α ∈ Q1 gelten. Dies zeigt I ⊆ R2, d. h. I ist zulässig mit KQ/I ∼= Φ(KQ) = A.

Bemerkung III.8.29. Das zulässige Ideal I in Satz III.8.28 ist in der Regel nicht eindeutig bestimmt.

Beispiel III.8.30.

(i) Für jede halbeinfache Basisalgebra A gilt KQ(A) ∼= KdimA ∼= A nach Beispiel III.8.25 und
Beispiel II.12.22.

(ii) Sei A ⊆ Kn×n die Algebra der oberen Dreiecksmatrizen wie in Beispiel III.8.25. Jeder Pfad in
Q(A) ist eindeutig durch Anfang und Ende bestimmt. Daher gilt dimKQ(A) =

(
n+1
2

)
= dimA

und A ∼= KQ(A).

(iii) Sei

A :=


a b c
0 a d
0 0 a

 : a, b, c ∈ K

 .

Offenbar ist J(A) = (E12, E23), J(A) = (E13) und A/J(A) ∼= K. Es folgt:

Q(A): qα β

Der Epimorphismus Φ: KQ(A) → A bildet o. B. d.A. α auf E12 und β auf E23 ab. Wegen
E23E12 = 0 ist I := Ker(Φ) = (α2, β2, βα) und A ∼= KQ(A)/I (Dimensionsvergleich).

(iv) Sei A eine 3-dimensionale Basisalgebra über einem algebraisch abgeschlossenen Körper K. Sei
Q := Q(A). Besitzt Q drei Ecken, so ist A ∼= KQ ∼= K3. Nehmen wir nun Q0 = {a, b} an.
Existiert ein Pfeil α : a → b in Q1, so ist A ∼= KQ isomorph zur Algebra der oberen 2 × 2-
Dreiecksmatrizen aus (ii). Nehmen wir nun an, dass eine Schleife α : a→ a in Q1 existiert. Dann
ist Q unzusammenhängend und A ist keine Blockalgebra. Man sieht leicht A ∼= KQ/(α2) ∼=
K × K[X]/(X2). Schließlich sei Q0 = {a}. Besitzt Q1 nur eine Schleife α : a → a, so ist A ∼=
KQ/(α3) ∼= K[X]/(X3). Besitzt Q1 zwei Schleifen α, β : a→ a, so erhält man

A ∼= KQ/(α2, β2, αβ, βα) ∼= K[X,Y ]/(X2, Y 2, XY ).
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Man zeigt leicht, dass die fünf genannten Algebren paarweise nicht isomorph sind.

Definition III.8.31.

• Eine Darstellung ∆ eines Köchers Q weist jeder Ecke q ∈ Q0 einen K-Vektorraum ∆(q) und
jeden Pfeil α : a → b eine K-lineare Abbildung ∆(α) : ∆(a) → ∆(b) zu. Sind alle ∆(q) endlich-
dimensional, so nennt man ∆ endlich-dimensional.

• Ist α = (α1, . . . , αn) ∈ Qn1 ein Pfad und ∆ eine Darstellung von Q, so definiert man

∆(α) := ∆(α1) ◦ . . . ◦∆(αn) : ∆(s(α1)) → ∆(t(αn)).

Für den Pfad ϵq der Länge 0 sei ∆(ϵq) := id∆(q). Diese Definition lässt sich linear auf Summen
von Pfaden mit gemeinsamem Anfang/Ende fortsetzen. Sei I = (ρ1, . . . , ρk)⊴KQ zulässig mit
Relationen ρ1, . . . , ρk. Man nennt ∆ zulässig bzgl. I, falls ∆(ρi) = 0 für alle i = 1, . . . , k gilt.

• Ein Morphismus zwischen Darstellungen ∆ und Γ von Q ist eine Familie von linearen Abbildungen
F := {fq : ∆(q) → Γ(q) : q ∈ Q0} mit fb ◦∆(α) = Γ(α)◦fa für alle Pfeile α : a→ b. Wir schreiben
F : ∆ → Γ. Man sieht leicht, dass die Klasse alle Darstellungen von Q mit den entsprechenden
Morphismen eine Kategorie bilden, die wir mit Rep(Q) bezeichnen. Beschränkt man sich auf
zulässige Darstellungen bzgl. I ⊴KQ, so erhält man die Kategorie Rep(Q, I). Beschränkt man
sich auf endlich-dimensionale Darstellungen, so erhält man die Kategorien rep(Q) und rep(Q, I).

Satz III.8.32. Sei Q ein Köcher, I ⊴KQ zulässig und A := KQ/I. Dann gilt ModA ≈ Rep(Q, I)
und modA ≈ rep(Q, I).

Beweis. Sei M ein A-Rechtsmodul. Für q ∈ Q0 sei ϵq := ϵq + I ∈ A das entsprechende Idempotent.
Wir definieren die Darstellung ∆ von Q durch ∆(q) :=Mϵq. Ist M endlich erzeugt, so ist ∆ endlich-
dimensional. Für einen Pfeil α : a → b in Q1 sei ∆(α)(x) := x(α + I) = xαϵb ∈ ∆(b) für x ∈ ∆(a).
Offenbar ist ∆(α) K-linear. Sei ρ = α1 + . . .+ αn ∈ I eine Relation mit Pfaden α1, . . . , αn : a→ b. Für
x ∈ ∆(a) gilt

∆(ρ)(x) = ∆(α1)(x) + . . .∆(αn)(x) = xα1 + . . .+ xαn = ρx = 0.

Dies zeigt Φ(M) := ∆ ∈ Rep(Q, I). Sei f : M → N ein Homomorphismus von A-Rechtsmoduln. Für
x ∈Mϵq gilt f(x) = f(xϵq) = f(x)ϵq ∈ Nϵq. Die Einschränkung fq von f auf Mϵq bildet also nach Nϵq
ab. Wir definieren Φ(f) : Φ(M) → Φ(N) durch Φ(f)q := fq für q ∈ Q0. Für jeden Pfeil α : a→ b und
x ∈ Φ(M)(a) gilt(

fb ◦ Φ(M)(α)
)
(x) = fb(xα) = f(x)α = Φ(N)(α)(f(x)) =

(
Φ(N)(α) ◦ fa

)
(x).

Daher ist Φ(f) ein Morphismus und Φ: ModA → Rep(Q, I) ist ein Funktor.

Wir starten nun umgekehrt mit ∆ ∈ Rep(Q, I) und definieren den K-Vektorraum Ψ(∆) =×q∈Q0
∆(q).

Ist ∆ endlich-dimensional, so auch Ψ(∆). Für x = (xq)q∈Q0 ∈ Ψ(∆) und einen Pfad α : a→ b sei

xα :=
(
δq,b∆(α)(xa)

)
q∈Q0

∈ Ψ(∆)

mit dem Kronecker-Delta δq,b. Man rechnet leicht nach, dass Ψ(∆) zu einem KQ-Rechtsmodul wird. Für
eine Relation ρ ∈ I ist xρ = 0 wegen ∆(ρ) = 0. Also ist Ψ(∆) ein A-Modul. Sei F = (fq) : ∆ → Γ ein
Morphismus zwischen Darstellungen ∆ und Γ. Wir definieren Ψ(F ) : Ψ(∆) → Ψ(Γ) durch Ψ(F )(x) =
(fq(xq))q∈Q0 für x = (xq) ∈ Ψ(∆). Offenbar ist Ψ(F ) K-linear. Für einen Pfad α : a→ b gilt

Ψ(F )(xα) =
(
δb,qfb(∆(α)(xa))

)
q
=

(
δb,qΓ(α)fa(xa)

)
q
= Ψ(F )(x)α,
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d. h. Ψ(F ) ist A-linear. Insgesamt ist Ψ: Rep(Q, I) → ModA ein Funktor.

Für jeden A-Modul M existiert ein kanonischer Isomorphismus

Ψ(Φ(M)) =×
q∈Q0

Mϵq
σ−−→

⊕
q∈Q

Mϵq =M1A =M.

Für jeden Homomorphismus f : M → N und x ∈M gilt dann

Ψ(Φ(f))(x) = Ψ
(
(fq)q∈Q0

)
(x) = (fq(xϵq))q

σ−−→
∑
q∈Q0

fq(xϵq) = f(x).

Dies zeigt Ψ ◦ Φ = id. Für eine Darstellung ∆ von Q sei

∆̃ := Φ(Ψ(∆)) = Φ
(×
q∈Q0

∆(q)
)
.

Für a ∈ Q0 existiert ein kanonischer Isomorphismus

∆̃(a) =×
q∈Q0

∆(q)ϵa =
{(
δq,a∆(ϵa)(xa)

)
q
: xq ∈ ∆(q)

}
=

{
(δq,axa)q : xa ∈ ∆(a))

} σa−−→ ∆(a).

Sei F := (fq) : ∆ → Γ ein Morphismus, f := Ψ(F ) : Ψ(∆) → Ψ(Γ) und F̃ := (f̃q) = Φ(f) : ∆̃ → Γ̃.
Dann ist f̃a die „Einschränkung“ von f auf ∆̃(a). Für x ∈ ∆(a) gilt daher

f̃a
(
(δq,ax)q

)
= f((δq,ax)q

)
=

(
fq(δq,ax)

)
q

σa−−→ fa(x),

d. h. F̃ stimmt modulo σ mit F überein und Φ ◦ Ψ = id. Es folgt ModA ≈ Rep(Q, I). Wie bereits
festgestellt bleiben in beide Richtungen endlich-dimensionale Objekte erhalten. Dies zeigt modA ≈
rep(Q, I).

Folgerung III.8.33. Für jeden Köcher Q ohne Kreise gilt Rep(Q) ≈ ModKQ und rep(Q) ≈ modKQ.

Beweis. Wähle I = 0 in Satz III.8.32.

Beispiel III.8.34. Sei Q ein Köcher und q ∈ Q0. Wir definieren die Darstellung ∆q von Q durch
∆q(a) := δq,aK und ∆q(α) = 0 für a ∈ Q0 und α ∈ Q1. Offenbar ist ∆q zulässig bzgl. jedem zulässigen
Ideal I ⊆ R(KQ)2. Sei A := KQ/I die entsprechende Basisalgebra. Dann entspricht ∆q einem 1-
dimensionalem A-Modul Mq. Für a ̸= b in Q0 gibt es offensichtlich nur den trivialen Morphismus
∆a → ∆b. Daher gibt es zwischen Ma und Mb ebenfalls nur den trivialen Homomorphismus. Nach
Lemma III.8.16 ist {Mq : q ∈ Q0} ein Repräsentantensystem für die einfachen A-Moduln.

Bemerkung III.8.35. In Bemerkung III.3.15 haben wir Algebren mit endlichem Darstellungstyp
eingeführt. Sei Q ein zusammenhängender Köcher ohne Kreise. Gabriel hat gezeigt, dass KQ genau
dann endlichen Darstellungstyp hat, wenn der Graph von Q eine der folgenden Dynkin-Diagramme ist
(n ist die Anzahl der Ecken):

An: n ≥ 1

Dn: n ≥ 4

En: n = 6, 7, 8
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Die Anzahl der Isomorphieklassen unzerlegbarer KQ-Moduln in den fünf Fällen ist n2+n
2 , n2 − n, 36,

63 und 120 (ohne Beweis).
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III.9 Lie-Algebren

Bemerkung III.9.1. Lie-Algebren sind ring-ähnliche Strukturen mit nicht-assoziativer Multiplikation
(es sind also keine Algebren im herkömmlichen Sinn). Sie treten in vielen Bereichen der Mathematik und
Physik auf. Ihr Studium könnte man als „höhere“ lineare Algebra bezeichnen. Wir werden frühere Sätze
(wie Artin-Wedderburn oder Wedderburn-Malcev) auf Lie-Algebren übertragen und einige Unterschiede
feststellen. Stets sei K ein Körper.

Definition III.9.2. Eine Lie-Algebra ist einK-Vektorraum V mit einer bilinearen Abbildung L×L→ L,
(x, y) 7→ [x, y] (Lie-Klammer), sodass für alle x, y, z ∈ L gilt:

• [x, x] = 0 (alternierend),

• [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 (Jacobi-Identität).

Bemerkung III.9.3.

(i) Lie-Algebren sind keine Algebren im Sinn von Definition II.12.2, denn die Lie-Klammer ist in der
Regel nicht assoziativ und es gibt kein Einselement.

(ii) Wir betrachten im Folgenden stets endlich-dimensionale Lie-Algebren, sofern nichts anderes gesagt
wird.

(iii) Sei L eine Lie-Algebra und x, y ∈ L. Aus

0 = [x+ y, x+ y] = [x, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y] = [x, y] + [y, x]

folgt die Antisymmetrie [x, y] = −[y, x]. Ist charK ≠ 2, so ist antisymmetrisch äquivalent zu
alternierend (setze y = x).

(iv) Die Jacobi-Identität lässt sich nach (iii) auch in der Form

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0

schreiben.

(v) Für k ≥ 2 definieren wir induktiv [x1, . . . , xk+1] := [x1, [x2, . . . , xk]].1

Beispiel III.9.4.

(i) Jeder K-Vektorraum V wird durch [v, w] := 0 für v, w ∈ V zu einer Lie-Algebra. Solche Lie-
Algebren nennt man abelsch.

(ii) Ist (Li)i∈I eine Familie von Lie-Algebren, so ist auch das direkte Produkt L := ×i∈I Li eine
Lie-Algebra, indem man [(xi)i, (yi)i] := ([xi, yi])i für (xi)i, (yi)i ∈ L definiert.

1Viele Bücher definieren links-normierte Kommutatoren [x1, . . . , xk] = [[x1, . . . , xk−1], xk].
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(iii) Sei A eine K-Algebra. Für x, y ∈ A sei [x, y] := xy − yx. Dann gilt

[λx+ y, z] = (λx+ y)z − z(λx+ y) (λ ∈ K)

= λ(xz − zx) + yz − zy = λ[x, z] + [y, z],

[x, x] = 0,

[x, y + z] = −[y + z, x] = . . . = [x, y] + [x, z],

[x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] = x(yz − zy)− (yz − zy)x+ y(zx− xz)

− (zx− xz)y + z(xy − yx)− (xy − yx)z = 0.

Auf diese Weise wird A zu einer Lie-Algebra.

(iv) Als Spezialfall von (iii) erhält man die allgemeine lineare Lie-Algebra gl(n,K) := Kn×n vom Grad
n (Achtung: gl(n,K) besteht nicht nur aus den Matrizen in GL(n,K)). Wie üblich sei gl(n, q) :=
gl(n,Fq) für Primzahlpotenzen q ̸= 1. Bekanntlich bilden die Matrizen {Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} eine
K-Basis von gl(n,K). Es gilt

[Eij , Ekl] = EijEkl − EklEij = δjkEil − δilEkj .

Für jeden Vektorraum V definiert man allgemeiner die Lie-Algebra gl(V ) = EndK(V ).

(v) Sei L = K3 und

[x, y] :=

x1x2
x3

×

y1y2
y3

 =

x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1

 (Kreuzprodukt)

für x, y ∈ L. Offenbar ist das Kreuzprodukt bilinear und alternierend. Außerdem gilt

x× (y × z) =

x1x2
x3

×

y2z3 − y3z2
y3z1 − y1z3
y1z2 − y2z1

 =

x2(y1z2 − y2z1)− x3(y3z1 − y1z3)
∗
∗


=

(x1z1 + x2z2 + x3z3)y1 − (x1y1 + x2y2 + x3y3)z1
∗
∗

 = ⟨x, z⟩y − ⟨x, y⟩z,

wobei ⟨x, y⟩ das Standard-Skalarprodukt bezeichnet. Daraus folgt die Jacobi-Identität

[x, y, z] + [y, z, x] + [z, x, y] = ⟨x, z⟩y − ⟨x, y⟩z + ⟨y, x⟩z − ⟨y, z⟩x+ ⟨z, y⟩x− ⟨z, x⟩y = 0.

Also ist L eine Lie-Algebra.

Definition III.9.5. Sei L eine Lie-Algebra. Ein Unterraum U ≤ L heißt

• (Lie)-Unteralgebra, falls [x, y] ∈ U für alle x, y ∈ U gilt. Sicher ist U dann selbst eine Lie-Algebra.

• Ideal , falls [x, u] ∈ U für alle x ∈ L und u ∈ U gilt. Wir schreiben dann U ⊴ L wie bei Ringen.

Bemerkung III.9.6.

(i) Wegen [x, y] = −[y, x] lassen sich Ideale I auch durch die äquivalente Bedingung [u, x] ∈ I für
u ∈ I und x ∈ L charakterisieren.

(ii) Im Gegensatz zur Situation bei Ringen sind Ideale von Lie-Algebren auch Unteralgebren.
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(iii) Ist I ⊴ L, so wird der Vektorraum L/I durch

[x+ I, y + I] := [x, y] + I (x, y ∈ L)

zu einer Lie-Algebra, denn [x+ u, y] + I = [x, y] + [u, y] + I = [v, w] + I für x, y ∈ L und u ∈ I
(Wohldefiniertheit). Man nennt L/I eine Lie-Faktoralgebra.

Beispiel III.9.7. Sei L eine Lie-Algebra.

(i) Wie üblich sind 0 und L Ideale (und damit Lie-Unteralgebren) von L. Besitzt L keine weiteren
Ideale und ist L nicht abelsch, so nennt man L einfach (ggf. ist dimL ≥ 2).

(ii) Das Zentrum Z(L) := {x ∈ L : ∀v ∈ L : [x, v] = 0} ist offensichtlich ein Ideal und gleichzeitig eine
abelsche Unteralgebra. Jeder Unterraum von Z(L) ist ein Ideal in L.

(iii) Für X ⊆ L sei ⟨X⟩ der Durchschnitt aller Unteralgebren von L, die X enthalten. Dann ist ⟨X⟩
die von X erzeugte Lie-Algebra. Als Vektorraum wird ⟨X⟩ von allen iterierten Lie-Klammern
[x1, . . . , xn]mit x1, . . . , xn ∈ X aufgespannt. Im Fall L = ⟨X⟩ nennt manX ein Erzeugendensystem
von L.

(iv) Für I, J⊴L sind auch I+J und I∩J Ideale. Außerdem ist [I, J ] := SpanK{[x, y] : x ∈ I, y ∈ J}⊴L,
denn für x ∈ I, y ∈ J und v ∈ L gilt

[v, [x, y]] = −[x, [y, v]︸︷︷︸
∈J

]− [y, [v, x]︸ ︷︷ ︸
∈I

] ∈ [I, J ].

Insbesondere ist die Kommutatoralgebra L′ := [L,L] ein Ideal von L. Offenbar ist L′ das „kleinste“
Ideal mit abelscher Faktoralgebra (vgl. Aufgabe I.31).

(v) Sei A eine gewöhnliche Algebra, die wir durch [a, b] = ab− ba als Lie-Algebra auffassen. Dann ist
A′ = γ(A) genau der in Definition II.12.32 definierte Kommutatorraum.

(vi) Sei L := gl(n,K). Da die Spur von Matrizen linear ist, ist

sl(n,K) := {a ∈ L : tr(a) = 0}

ein Unterraum von L. Für x, y ∈ L gilt tr([x, y]) = tr(xy)− tr(yx) = 0, d. h. L′ ≤ sl(n,K)⊴ L.
Man nennt sl(n,K) die spezielle lineare Lie-Algebra vom Grad n. Die Matrizen Eij mit i ≠ j und
E11 − Eii für i = 2, . . . , n bilden eine Basis von sl(n,K). Wegen [Ei1, E1j ] = Eij für i ≠ j und
[E1i, Ei1] = E11 − Eii ist L′ = sl(n,K). Für K = C ist die Abbildung

exp: gl(n,C) → GL(n,C), A 7→
∞∑
k=0

Ak

k!

bekanntlich wohldefiniert. Man kann außerdem zeigen, dass exp surjektiv (aber nicht injektiv) ist.
Wegen det(exp(A)) = exp(tr(A)) ist exp(sl(n,C)) = SL(n,C).

(vii) Die oberen Dreiecksmatrizen bilden bekanntlich einen Ring und daher eine Lie-Unteralgebra U
von L := gl(n,K). Wegen [E21, E11] = E21 /∈ U ist U kein Ideal von L. Dafür bilden die strikten
oberen Dreiecksmatrizen (mit Nullen auf der Hauptdiagonale) ein Ideal in U .
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(viii) Für S ∈ Kn×n sei
L := {A ∈ Kn×n : AtS = −SA}.

Für A,B ∈ L gilt

[A,B]tS = (BtAt −AtBt)S = −BtSA+AtSB = S(BA−AB) = −S[A,B].

Daher ist L eine Lie-Unteralgebra von gl(n,K). Darauf kommen wir in Beispiel III.9.56 zurück.

Definition III.9.8. Eine K-lineare Abbildung f : L → M zwischen Lie-Algebren L und M heißt
Homomorphismus, wenn f([x, y]) = [f(x), f(y)] für alle x, y ∈ L gilt. Wie üblich definiert man Mono-,
Epi-, Endo-, Iso- und Automorphismen von Lie-Algebren.

Bemerkung III.9.9.

(i) Wie immer zeigt man, dass Bilder und Urbilder von Unteralgebren unter Homomorphismen auf
Unteralgebren abgebildet werden. Außerdem ist das Urbild eines Ideal stets ein Ideal. Insbesondere
sind Kerne von Homomorphismen Ideale. Für ein Homomorphismus f : L→M gilt der Homomor-
phiesatz L/Ker(f) ∼=M . Daraus folgen wie üblich der Korrespondenzsatz und die Isomorphiesätze
(U + I)/I ∼= U/(U ∩ I) und L/J ∼= (L/I)/(J/I) für eine Unteralgebra U ⊆ L und Ideale I, J ⊴ L
mit J ⊆ I.

(ii) Für jeden bijektiven Homomorphismus f : L → M ist auch f−1 ein Homomorphismus. Die
Isomorphie von Lie-Algebren ist also wie üblich eine Äquivalenzrelation.

(iii) Sei x1, . . . , xn eine Basis der Lie-Algebra L. Für i < j seien λijk ∈ K mit [xi, xj ] =
∑n

k=1 λjikxk.
Offenbar ist L durch die Strukturkonstanten λijk bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

(iv) Ist L = I ⊕ J eine direkte Summe von Idealen, so gilt L ∼= I × J . Sind I und J jedoch nur
Unteralgebren, so ist dies falsch. Ist nämlich x1, . . . , xn eine Basis von L, so sind Kxi (abelsche)
Unteralgebren mit L = Kx1 ⊕ . . .⊕Kxn.

Beispiel III.9.10. Für eine Lie-Algebra L sei ad: L→ gl(L), x 7→ adx mit adx(v) := [x, v] für v ∈ L.
Aus der Bilinearität der Lie-Klammer folgt die Wohldefiniertheit von ad (d. h. adx ist K-linear für alle
x ∈ L) und die Linearität von ad. Für x, y, z ∈ L gilt

ad[x,y](z) = [[x, y], z] = −[[y, z], x]− [[z, x], y] = [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

= (adx ◦ ady − ady ◦ adx)(z) = [adx, ady](z).

Daher ist ad ein Homomorphismus von Lie-Algebren mit Kern Z(L). Man nennt ad den adjungierten
Homomorphismus.

Bemerkung III.9.11. Im Folgenden sei V stets ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Eine lineare
Abbildung f ∈ gl(V ) heißt (bekanntlich) nilpotent, falls ein k ∈ N mit fk = 0 existiert.

Lemma III.9.12. Für x ∈ gl(V ) gilt:

(i) x nilpotent =⇒ adx nilpotent

(ii) x diagonalisierbar =⇒ ad(x) diagonalisierbar
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Beweis.

(i) Sei xk = 0. Für y ∈ gl(V ) ist ad2kx (y) = [x, [x, . . . , [x, y] . . .]] eine Summe von Termen der Form
xiyx2k−i = 0. Also ist ad2kx = 0.

(ii) Sei e1, . . . , en eine Basis V bestehend aus Eigenvektoren von x. Dann bilden die linearen Ab-
bildungen fij mit fij(ek) = δikej eine Basis von gl(V ). Sei x(ei) = λiei für i = 1, . . . , n und
Eigenvektoren λi ∈ K. Es gilt

adx(fij)(ek) = (xfij − fijx)(ek) = δikx(ej)− λkfij(ek) = δik(λj − λk)ej = 0

und adx(fij) = (λj−λi)fij . Daher sind die fij Eigenvektoren von adx und adx ist diagonalisierbar.

Definition III.9.13. Sei L eine Lie-Unteralgebra von gl(V ). Eine lineare Abbildung λ : V → K heißt
Gewicht von L, falls

Vλ := {v ∈ V : ∀x ∈ L : x(v) = λ(v)v} ̸= 0.

Bemerkung III.9.14. Offenbar besteht Vλ aus gemeinsamen Eigenvektoren aller Elemente aus L.

Beispiel III.9.15. Sei L ⊆ gl(n,K) die Lie-Algebra der oberen Dreiecksmatrizen. Dann ist λ : L→ K,
(xij) 7→ x11 ein Gewicht und Vλ = K(1, 0, . . . , 0).

Lemma III.9.16 (Invarianz-Lemma). Sei charK = 0. Sei I ⊴ L ⊆ gl(V ) und λ : I → K ein Gewicht
von I. Dann gilt λ([L, I]) = 0. Insbesondere ist λ ein Homomorphismus von Lie-Algebren und Vλ ein
L-invarianter Unterraum von V , d. h. x(Vλ) ⊆ Vλ für alle x ∈ L.

Beweis. Sei x ∈ L, v ∈ Vλ \ {0} und U := Span{xi(v) : i ∈ N0} ≤ V mit d := dimU . Dann ist
v, x(v), . . . , xd−1(v) eine Basis von U . Wir zeigen induktiv,

a(xi(v)) ∈ λ(a)xi(v) +
i−1∑
j=0

Kxj(v)

für alle a ∈ I und i = 0, . . . , d− 1. Dies ist klar für i = 0. Sei induktiv a(xi(v)) = λ(a)xi(v) + w und
[a, x]xi(v) = λ([a, x])xi(v) + w′ mit w,w′ ∈

∑i−1
j=0Kx

j(v). Dann ist

a(xi+1(v)) = (xa+ [a, x])xi(v) = x(λ(a)xi(v) + w) + λ([a, x])xi(v) + w′ ∈ λ(a)xi+1(v) +
i∑

j=0

Kxj(v).

Insbesondere ist die Matrix der Einschränkung a|U eine obere Dreiecksmatrix und tr(a|U ) = dλ(a).

Wir wenden dieses Argument mit b := [x, a] ∈ I anstelle von a an. Wegen x(U) ⊆ U gilt dλ(b) =
tr(b|U ) = tr([x|U , a|U |]) = 0. Aus charK = 0 folgt λ(b) = 0 und λ([L, I]) = 0 wie behauptet. Insbesondere
ist λ(I ′) = 0 = K ′ und λ ist ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Schließlich gilt

a(x(v)) = xa(v) + [a, x](v) = λ(a)x(v) + λ([a, x])(v) = λ(a)x(v)

und x(v) ∈ Vλ. Dies zeigt, dass Vλ L-invariant ist.

Folgerung III.9.17. Sei charK = 0 und x, y ∈ gl(n,K), sodass [x, y] mit x und y vertauschbar ist.
Dann ist [x, y] nilpotent.
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Beweis. O.B. d.A. können wir annehmen, dass K algebraisch abgeschlossen ist. Nach der Jordanschen
Normalform genügt es zu zeigen, dass jeder Eigenwert λ von [x, y] gleich 0 ist. Sei U := {v ∈
V : [x, y](v) = λv} ≤ V der entsprechende Eigenraum. Wegen [x, [x, y]] = 0 = [y, [x, y]] ist L :=
Span{x, y, [x, y]} ⊆ gl(V ) eine Lie-Algebra mit Ideal I := K[x, y]. Nach dem Invarianz-Lemma ist U
invariant unter x und y. Daher gilt 0 = tr([x|U , y|U ]) = tr([x, y]|U ) = tr(λ idU ) = λ dimU und λ = 0.

Lemma III.9.18. Sei V ≠ 0 und L ⊆ gl(V ) eine Lie-Algebra, die nur aus nilpotenten Elementen
besteht. Dann ist die triviale Abbildung λ : L→ K, x 7→ 0 ein Gewicht von L.

Beweis. Induktion nach d := dimL. Im Fall d = 0 ist Vλ = V ̸= 0 nach Voraussetzung. Sei d > 0 und
I eine maximale Lie-Unteralgebra von L. Wir zeigen, dass I ein Ideal mit Dimension d − 1 ist. Sei
L := L/I und ad: I → gl(L) mit adx(a+ I) := [x, a] + I für a ∈ L. Für a, b ∈ L mit a+ I = b+ I ist
[x, a − b] ∈ I und adx(a + I) = adx(b + I), d. h. ad ist wohldefiniert. Der gleiche Beweis wie für ad
(Beispiel III.9.10) zeigt, dass ad ein Homomorphismus ist. Aus Lemma III.9.12 folgt, dass ad(I) aus
nilpotenten Abbildungen besteht. Wegen dimad(I) < d existiert ein a+ I ∈ Lλ \ {0}, d. h. [x, a] ∈ I für
alle x ∈ I. Nun ist auch I +Ka eine Unteralgebra von L und die Maximalität von I zeigt L = I +Ka.
Dies zeigt I ⊴ L und dim I = d− 1.

Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf I an. Dann ist

U := {v ∈ V : ∀x ∈ I : x(v) = 0} ̸= 0.

Für x ∈ I und u ∈ U gilt x(a(u)) = (ax+[x, a])(u) = 0 und a(u) ∈ U . Mit a ist auch die Einschränkung
a|U nilpotent. Insbesondere existiert u ∈ Ker(a|U ) \ {0}. Offenbar gilt u ∈ Vλ und Vλ ̸= 0.

Definition III.9.19. Sei L eine Lie-Algebra. Wir definieren L(1) := L′ und L(k) := [L(k−1), L(k−1)] für
k ≥ 2. Außerdem sei L[1] := L und L[k] := [L,L[k−1]] für k ≥ 2. Wir nennen L

• auflösbar , wenn ein k ≥ 1 mit L(k) = 0 existiert.

• nilpotent , wenn ein k ≥ 1 mit L[k] = 0 existiert.

• halbeinfach, wenn L keine nicht-trivialen auflösbaren Ideale besitzt.

Lemma III.9.20. Eine Lie-Algebra L ist genau dann auflösbar, wenn eine Folge von Unteralgebren
0 = I0 ⊴ I1 ⊴ . . . ⊴ In = L existiert, sodass Ik/Ik−1 für k = 1, . . . , n abelsch ist (man benötigt nicht
Ii ⊴ L).

Beweis. Ist L auflösbar, so hat die Folge 0 = L(n) ⊴ L(n−1) ⊴ . . .⊴ L die gewünschte Eigenschaft. Sei
umgekehrt 0 = I0⊴ I1⊴ . . .⊴ In = L wie angegeben. Da L/In−1 abelsch ist, gilt L′ ⊆ In−1. Sei induktiv
L(k) ⊆ In−k. Dann gilt L(k+1) = [L(k), L(k)] ⊆ [In−k, In−k] ≤ In−k−1. Es folgt L(n) ⊆ I0 = 0 und L ist
auflösbar.

Beispiel III.9.21.

(i) Wegen L(k) ⊆ L[k+1] ist jede nilpotente Lie-Algebra auflösbar.

(ii) Sei N ⊆ gl(n,K) die Lie-Algebra der strikten oberen Dreiecksmatrizen (mit Nullen auf der
Hauptdiagonale). Für die Standardbasis e1, . . . , en von Kn und x ∈ N gilt x(ek) ∈

∑k−1
i=1 Kei.

Man sieht leicht, dass jedes Element von N [k] eine Linearkombination von Produkten der Form
x1 . . . xk mit x1, . . . , xk ∈ N ist. Wegen x1 . . . xn(ei) = 0 für i = 1, . . . , n und alle x1, . . . , xn ∈ N
folgt N [n] = 1. Also ist N nilpotent.
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(iii) Sei nun S ⊆ gl(n,K) die Lie-Algebra aller oberen Dreiecksmatrizen. Man zeigt leicht S′ ⊆ N . Da
N nilpotent ist, ist S auflösbar.

Bemerkung III.9.22.

(i) Offenbar gilt L[n] = Span{[x1, . . . , xn] : x1, . . . , xn ∈ L} für n ≥ 2.

(ii) Wie in Satz I.6.5 zeigt man, dass Unteralgebren und Faktoralgebren von auflösbaren (bzw.
nilpotenten) Lie-Algebren auflösbar (bzw. nilpotent) sind. Außerdem ist eine Lie-Algebra L mit
Ideal I genau dann auflösbar, wenn I und L/I auflösbar sind.

(iii) Sind A,B ⊴L auflösbar, so ist auch A+B auflösbar, denn (A+B)/A ∼= B/(B ∩A). Die Summe
J(L) aller auflösbaren Ideale von L ist daher das größte auflösbare Ideal (beachte dimL < ∞).
Man nennt J(L) das Radikal von L.

(iv) Offenbar ist L genau dann halbeinfach, wenn J(L) = 0 gilt. Im Allgemeinen ist L/J(L) halbeinfach.
Das Radikal spielt daher eine ähnliche Rolle wie das Jacobson-Radikal für gewöhnliche Algebren
(Bemerkung II.8.17).

(v) Ist I ̸= 0 ein auflösbares Ideal von L, so existiert ein k ∈ N mit I(k) ̸= 1 = I(k+1). Nun ist I(k) ein
abelsches Ideal von L. Daher ist L genau dann halbeinfach, wenn L keine nicht-trivialen abelschen
Ideale besitzt.

Definition III.9.23. Für eine Lie-Algebra L definieren wir Z0(L) := 0 und

Zn(L)/Zn−1(L) := Z(L/Zn−1(L))

für n ≥ 1.

Lemma III.9.24. Für jede Lie-Algebra L und n, k ∈ N0 gilt:

(i) Zn+k(L)/Zn(L) = Zk(L/Zn(L)).

(ii) L[n+1] = 0 ⇐⇒ Zn(L) = L.

Beweis.

(i) Induktion nach k: Für k = 0, 1 folgt die Behauptung aus der Definition. Sei L := L/Zn(L). Für
k ≥ 1 gilt induktiv

Zk+1(L)/Zk(L) = Z
(
L/Zk(L)

) ∼= Z(L/Zn+k(L))

= Zn+k+1(L)/Zn+k(L) ∼= (Zn+k+1(L)/Zn(L))/(Zn+k(L)/Zn(L))

= (Zn+1+k(L)/Zn(L))/Zk(L).

Da die beiden kanonischen Isomorphismen zueinander invers sind, folgt

Zk+1(L) = Zn+1+k(L)/Zn(L).
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(ii) Für n = 0 ist die Behauptung trivial. Sei n ≥ 1 und [L,L[n]] = L[n+1] = 0. Dann ist L[n] ≤ Z(L).
Für L := L/Z(L) gilt daher L[n]

= (L[n] + Z(L))/Z(L) = 0. Nach Induktion ist Zn−1(L) = L. Aus
(i) folgt Zn−1(L) = Zn(L)/Z(L) und Zn(L) = L.

Sei umgekehrt Zn(L) = L. Nach (i) gilt Zn−1(L/Z(L)) = L/Z(L). Induktiv folgt

(L[n] + Z(L))/Z(L) = (L/Z(L))[n] = 0

und L[n] ⊆ Z(L). Also ist L[n+1] = [L,L[n]] = 0.

Bemerkung III.9.25. Sei L nilpotent. Das kleinste n ≥ 0 mit L[n+1] = 0 (bzw. Zn(L) = L) nennt
man die Nilpotenzklasse von L. Man kann ggf. die Folge 0 = Z0(L) ≤ . . . ≤ Zn(L) = L verfeinern zu
einer Folge von Unterräumen 0 = L0 ≤ . . . ≤ Lm = L mit dimLk = k für k = 1, . . . ,m. Da Unterräume
des Zentrums Ideale sind, gilt Li ⊴ L für i = 0, . . . ,m.

Lemma III.9.26. Sind I und J nilpotente Ideale einer Lie-Algebra L, so ist auch I + J nilpotent.

Beweis. Sei k ∈ N mit I [k] = J [k] = 0. Jedes Element in (I + J)[2k] ist eine Linearkombination von
Elementen der Form x := [x1, . . . , x2k] mit x1, . . . , x2k ∈ I ∩ J . O.B. d.A. liegen mindestens k dieser
Elemente in I. Wegen I [i] ⊴ L folgt dann x ∈ I [k] = 0. Dies zeigt (I + J)[2k] = 0.

Definition III.9.27. Das größte nilpotente Ideal einer Lie-Algebra L nennt man das Nilradikal von L
und schreibt dafür N(L) (existiert nach Lemma III.9.26).

Satz III.9.28 (Engel). Sei L ⊆ gl(n,K) eine Lie-Algebra, die aus nilpotenten Elementen besteht. Dann
existiert ein x ∈ GL(n,K), sodass xLx−1 aus strikten oberen Dreiecksmatrizen besteht. Insbesondere ist
L nilpotent.

Beweis. Induktion nach n. O.B. d.A. sei n ≥ 1 und V := Kn. Nach Lemma III.9.18 existiert ein
v ∈ V \ {0} mit x(v) = 0 für alle x ∈ V . Sei V := V/⟨v⟩. Es gibt einen kanonischen Homomorphismus
von Lie-Algebren L→ gl(V ). Nach Induktion existiert eine Basis b2 + ⟨v⟩, . . . , bn + ⟨v⟩ von V , sodass
jedes x ∈ L durch eine strikte obere Dreiecksmatrix auf V beschrieben wird. Bzgl. der Basis v, b2, . . . , bn
von V ist jedes x ∈ L eine strikte obere Dreiecksmatrix.

Bemerkung III.9.29. Nicht jede nilpotente Lie-Algebra L ⊆ gl(n,K) besteht aus nilpotenten Ele-
menten. Zum Beispiel die abelsche Lie-Algebra L = K1n.

Folgerung III.9.30. Eine Lie-Algebra L ist genau dann nilpotent, wenn ad(L) aus nilpotenten Ele-
menten besteht.

Beweis. Sei L nilpotent mit L[k] = 0. Für x ∈ L gilt adx(L) ⊆ L′, ad2x(L) ⊆ [L,L′] = L[3] und induktiv
adk−1

x (L) ⊆ L[k] = 0, d. h. adx ist nilpotent für alle x ∈ L.

Nehmen wir umgekehrt an, dass ad(L) aus nilpotenten Elementen besteht. Nach Engel ist ad(L) ∼=
L/Z(L) nilpotent. Daher existiert ein k ∈ N mit L[k] ⊆ Z(L). Wegen L[k+1] ⊆ [L,Z(L)] = 0 ist L
nilpotent.

Lemma III.9.31. Sei L ⊆ gl(V ) eine Lie-Algebra und I ⊴ L ein Ideal, das aus nilpotenten Elementen
besteht. Dann gilt tr(x1 . . . xk) = 0 für k ∈ N und x1, . . . , xk ∈ L, solange mindestens ein xi in I liegt.
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Beweis. Sei n := dimV . Für k = 0, . . . , n sei

Vk := Span{x1 . . . xkv : v ∈ V, x1, . . . , xk ∈ I}.

Nach Engel gilt 0 = Vn ⊆ Vn−1 ⊆ . . . ⊆ V0 = V (vgl.Beispiel III.9.21). Wir zeigen durch Induktion nach
k, dass Vk invariant unter L ist. Dies ist klar für k = 0. Sei also k ≥ 1, x ∈ I, u ∈ Vk−1, v = xu ∈ Vk
und a ∈ L. Dann gilt nach Induktion

av = [a, x]u+ xau ∈ Vk + xVk−1 ⊆ Vk.

Sei nun x1, . . . , xk ∈ L und xi ∈ I. Dann gilt

x1 . . . xkVl ⊆ x1 . . . xiVl ⊆ x1 . . . xi−1Vl+1 ⊆ Vl+1.

Bzgl. einer geeigneten Basis ist daher x1 . . . xk eine strikte obere Dreiecksmatrix (mit Spur 0).

Lemma III.9.32. Sei charK = 0. Genau dann ist a ∈ gl(n,K) nilpotent, wenn tr(ak) = 0 für
k = 1, . . . , n gilt.

Beweis. Ist a nilpotent, so ist a zu einer strikten oberen Dreiecksmatrix ähnlich. Dies zeigt tr(ak) = 0
für k = 1, . . . , n. Sei umgekehrt tr(ak) = 0 für k = 1, . . . , n. O. B. d.A. sei K algebraisch abgeschlossen
und a in Jordanscher Normalform. Seien λ1, . . . , λn ∈ K die Eigenwerte und

µ = Xd + cd−1X
d−1 + . . .+ c0 ∈ K[X]

das Minimalpolynom von a. Nach Vieta lassen sich die ci durch elementarsymmetrische Polynome in
λ1, . . . , λn ausdrücken. Nach den Girard-Newton-Identitäten lassen sich die elementarsymmetrischen
Polynome durch die Potenzpolynome ρk = Xk

1 + . . .+X
k
n ausdrücken (dies benötigt charK = 0). Wegen

ρk(λ1, . . . , λn) = tr(ak) = 0 gilt ci = 0 für i = 0, . . . , d− 1. Also ist a nilpotent.

Beispiel III.9.33. Die nicht-nilpotente Einheitsmatrix a = 1p ∈ gl(p, p) für p ∈ P erfüllt tr(ak) =
tr(1p) = 0 für k ∈ N.

Lemma III.9.34. Sei charK = 0. Sei L ⊆ gl(V ) eine Lie-Algebra und I, J ⊴L mit J ⊆ [L, I]. Besteht
[I, J ] aus nilpotenten Elementen, so besteht auch J aus nilpotenten Elementen.

Beweis. Sei x ∈ J . Nach Lemma III.9.32 müssen wir tr(xk) = 0 für k ∈ N zeigen. Wegen x ∈ J ⊆ [L, I]
genügt es tr([a, y]xk−1) = 0 für a ∈ L, y ∈ I und k ∈ N zu zeigen. Es gilt

tr([a, y]xk−1) = tr(ayxk−1)− tr(yaxk−1) = tr(ayxk−1)− tr(axk−1y) = tr(a[y, xk−1]).

Nach der Leibniz-Regel (Aufgabe III.46) ist

[y, xk−1] =
k−1∑
l=1

xl−1[y, x]xk−l−1.

Daher besitzt jeder Summand in a[y, xk−1] einen nilpotenten Faktor in [I, J ]. Aus Lemma III.9.31 folgt
die Behauptung.

Satz III.9.35. Für jede Lie-Algebra L über einem Körper der Charakteristik 0 gilt L′ ∩ J(L) ⊆ N(L).
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Beweis. Sei L := L/Z(L). Wie üblich gilt J(L) = J(L) und N(L) = N(L). Aus L′ ∩ J(L) ⊆ N(L) folgt

L′ ∩ J(L) ⊆ (L′ + Z(L)) ∩ J(L) ⊆ N(L).

Es genügt also die Behauptung für L ∼= ad(L) ≤ gl(L) zu zeigen. Wir nehmen daher L ⊆ gl(V ) an.
Sei J := J(L) und J (n) = 0. Wir zeigen durch Induktion nach k = n, n − 1, . . . , 0, dass L′ ∩ J (k)

aus nilpotenten Elementen besteht. Dies ist klar für k = n. Sei die Behauptung für k + 1 bereits
gezeigt. Dann besteht [[L, J (k)], J (k)] ⊆ L′ ∩ J (k+1) aus nilpotenten Elementen. Nach Lemma III.9.34
besteht [L, J (k)] aus nilpotenten Elementen und somit auch [L,L′ ∩ J (k)]. Erneute Anwendung von
Lemma III.9.34 mit I = L zeigt, dass L′ ∩J (k) aus nilpotenten Elementen besteht. Der Fall k = 0 liefert
mit Engel die Behauptung.

Folgerung III.9.36. Eine Lie-Algebra L über einen Körper der Charakteristik 0 ist genau dann
auflösbar, wenn L′ nilpotent ist.

Beweis. Ist L′ nilpotent, so sind L′ und L auflösbar. Die Umkehrung folgt aus Satz III.9.35.

Bemerkung III.9.37.

(i) Nach Aufgabe III.50 existiert eine 4-dimensionale auflösbare Lie-Algebra L über F2, sodass L′

nicht nilpotent ist.

(ii) Wie die Auflösbarkeit lässt sich auch die Nilpotenz für Gruppen definieren (Aufgabe III.53).
Folgerung III.9.36 gilt allerdings nicht für Gruppen, denn für die auflösbare Gruppe S4 ist S′

4 = A4

nicht nilpotent.

Lemma III.9.38. Sei K algebraisch abgeschlossen mit Charakteristik 0, V ̸= 0 und L ⊆ gl(V ) eine
auflösbare Lie-Algebra. Dann existiert ein Gewicht λ : L→ K.

Beweis. O.B. d.A. sei L ̸= 0. Dann existiert ein Unterraum I ⊆ L mit L′ ⊆ I und L = I +Kx für ein
x ∈ L \ I. Offenbar ist I ein auflösbares Ideal von L. Nach Induktion existiert λ : I → K mit

U := {v ∈ V : ∀a ∈ I : a(v) = λ(a)v} ̸= 0.

Nach dem Invarianz-Lemma gilt x(U) ⊆ U . Da K algebraisch abgeschlossen ist, besitzt x auf U einen
Eigenvektor u ∈ U mit Eigenwert µ ∈ K. Wir setzen λ durch λ(x) := µ linear nach L fort. Für a ∈ I
und c ∈ K gilt

(a+ cx)(u) = λ(a)u+ cλ(x)u = λ(a+ cx)u.

Dies zeigt u ∈ Vλ ̸= 0.

Satz III.9.39 (Lie). Sei K algebraisch abgeschlossen mit Charakteristik 0 und L ⊆ gl(n,K) eine
auflösbare Lie-Algebra. Dann existiert ein x ∈ GL(n,K), sodass xLx−1 aus oberen Dreiecksmatrizen
besteht.

Beweis. Sei V := Kn ̸= 0. Nach Lemma III.9.38 existiert ein Gewicht λ : L→ K. Dann ist v ∈ Vλ \ {0}
ein gemeinsamer Eigenvektor aller Elemente aus L. Insbesondere ist U := ⟨v⟩ L-invariant und L operiert
auf V := V/U . Nach Induktion besitzt V eine Basis b2 + U, . . . , bn + U , sodass jedes x ∈ L durch eine
obere Dreiecksmatrix auf V beschrieben wird. Nun ist v, b2, . . . , bn eine Basis von V mit der gewünschten
Eigenschaft.
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Beispiel III.9.40. Sei K ein (algebraisch abgeschlossener) Körper der Charakteristik p > 0. Sei L die
von den Matrizen

x :=


0 1 0
...

. . .
. . .

0
. . . 1

1 0 · · · 0

 , y :=


0 · · · · · · 0
... 1

...
...

. . . 0
0 · · · 0 p− 1


erzeugte Lie-Unteralgebra von gl(p,K). Wegen

[x, y] =


0 1

. . .
. . .

. . . p− 1
0

−



0 0 · · · · · · 0
...

. . . 1
...

...
. . .

. . . 0

0
. . . p− 2

p− 1 0 · · · · · · 0


= x

ist dimL = 2. Insbesondere ist L auflösbar. Da y paarweise verschiedene Eigenwerte hat und keiner der
Standardbasisvektoren ein Eigenvektor von x ist, besitzt L ein Gewicht. Also gilt der Satz von Lie in
nicht positiver Charakteristik.

Lemma III.9.41. Diagonalisierbare Matrizen a, b ∈ Kn×n sind genau dann vertauschbar, wenn sie
bzgl. einer gemeinsamen Basis Diagonalgestalt haben.

Beweis. Sind s−1as und s−1bs Diagonalmatrizen für ein s ∈ GL(n,K), so gilt

ab = s(s−1ass−1bs)s−1 = s(s−1bss−1as)s−1 = ba.

Sei nun umgekehrt ab = ba. Wir können annehmen, dass a eine Diagonalmatrix ist. Für einen Eigenwert
λ von a besteht dann der entsprechende Eigenraum Eλ aus Standardbasisvektoren. Für v ∈ Eλ
gilt abv = bav = λbv und bv ∈ Eλ, d. h. Eλ ist b-invariant. Also hat b Blockdiagonalgestalt. Das
Minimalpolynom jedes Blocks teilt das Minimalpolynom von b. Da b diagonalisierbar ist, zerfallen die
Minimalpolynome in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Daher ist jeder Block von b diagonalisierbar.
Es genügt also die Behauptung für jeden Block zu beweisen. In diesem Fall ist aber a = λ1n und für
jedes t ∈ GL(n,K) gilt t−1at = a.

Satz III.9.42 (Jordan-Chevalley-Zerlegung). Sei charK = 0 und a ∈ Km×m. Dann existieren
eindeutig bestimmte Matrizen d, n ∈ Km×m mit folgenden Eigenschaften:

(i) a = d+ n und dn = nd.

(ii) d ist über K diagonalisierbar und n ist nilpotent.

Außerdem existiert α ∈ K[X] mit α(a) = d.

Beweis. Sei µ ∈ K[X] das Minimalpolynom von a und L ein Zerfällungskörper von µ über K. Wir
beweisen die Behauptung zunächst über L. Sei

µ = (X − λ1)
e1 . . . (X − λk)

ek
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mit paarweise verschiedenen Eigenwerten λ1, . . . , λk ∈ L. Sei

Lm = Ker
(
(a− λ11m)

e1
)
⊕ . . .⊕Ker

(
(a− λk1m)

ek
)

die entsprechende Hauptraumzerlegung.2 Nach dem chinesischen Restsatz existiert ein α ∈ L[X]
mit α ≡ λi (mod (X − λi)

ei) für i = 1, . . . , k. Für 1 ≤ i ≤ k und v ∈ Ker((a − λi1m)
ei) gilt

nun α(a)v = λiv. Bezüglich einer geeigneten Basis ist also d := α(a) eine Diagonalmatrix und a
in Jordanscher Normalform. Bezüglich dieser Basis ist n := a − d als strikte untere Dreiecksmatrix
nilpotent. Außerdem gilt dn = α(a)a− d2 = aα(a)− d2 = nd.

Sei nun auch a = d1 + n1 mit d1n1 = n1d1, d1 diagonalisierbar und n1 nilpotent. Dann ist d1 mit a
vertauschbar und daher auch mit α(a) = d. Nach Lemma III.9.41 sind d und d1 simultan diagonalisierbar.
Insbesondere ist auch d− d1 diagonalisierbar. Analog ist n1 mit d vertauschbar und daher auch mit n.
Nach der binomischen Formel ist n− n1 nilpotent. Insgesamt ist d− d1 = n1 − n diagonalisierbar und
nilpotent, d. h. d = d1 und n = n1.

Wegen charK = 0 ist K ⊆ L eine Galois-Erweiterung. Für σ ∈ Gal(L|K) gilt a = σ(a) = σ(d) + σ(n).
Offenbar sind auch σ(d) und σ(n) diagonalisierbar (über L) bzw. nilpotent. Außerdem ist σ(d)σ(n) =
σ(dn) = σ(nd) = σ(n)σ(d). Aus der Eindeutigkeit von d und n folgt σ(d) = d und σ(n) = n. Da K ⊆ L
eine Galois-Erweiterung ist, ergibt sich d, n ∈ Km×m. Da d im L-Spann der Matrizen 1m, a, a

2, . . . ist,
muss d auch im K-Spann dieser Matrizen liegen. Daher kann man α ∈ K[X] wählen.

Lemma III.9.43. Sei charK = 0 und x ∈ gl(m,K) mit Jordan-Chevalley-Zerlegung x = d+ n. Dann
ist adx = add + adn die Jordan-Chevalley-Zerlegung von adx.

Beweis. Offenbar ist adx = add + adn. Nach Lemma III.9.12 ist add diagonalisierbar und adn nilpotent.
Außerdem ist [add, adn] = ad[d,n] = ad0 = 0, d. h. addadn = adnadd.

Satz III.9.44. Sei charK = 0 und L ⊆ gl(m,K) eine Lie-Algebra mit tr(xy) = 0 für alle x, y ∈ L.
Dann ist L auflösbar.

Beweis. Nach Engel reicht es zu zeigen, dass jedes x ∈ L′ nilpotent ist. Sei x = d + n die Jordan-
Chevalley-Zerlegung von x. Um d = 0 zu zeigen, können wir annehmen, dass K algebraisch abgeschlossen
ist und d = diag(λ1, . . . , λm) bereits Diagonalgestalt hat. Sei F := SpanQ(λ1, . . . , λm). Es genügt zu
zeigen, dass jede Linearform f : F → Q trivial ist. Sei d′ := diag(f(λ1), . . . , f(λm)) und α ∈ K[X] mit
α(λi − λj) = f(λi − λj) = f(λi)− f(λj) für alle i ≠ j (Interpolation). Bezüglich der Standardbasis Eij
ist add eine Diagonalmatrix mit Eigenwerten λi − λj (siehe Beweis von Lemma III.9.12). Dies zeigt
α(add) = add′ . Nach Lemma III.9.43 ist adx = add + adn die Jordan-Chevalley-Zerlegung von adx.
Insbesondere existiert ein β ∈ K[X] mit add = β(adx). Für y ∈ L gilt [d′, y] = add′(y) = α(β(adx))(y) ∈
L. Nach Voraussetzung ist

tr
(
[y, z]d′

)
= tr(yzd′)− tr(zyd′) = tr(d′yz)− tr(yd′z) = tr

(
[d′, y]z

)
= 0

für alle z ∈ L. Da sich x ∈ L′ als Linearkombination von [y, z] schreiben lässt, erhält man

m∑
i=1

λif(λi) = tr(xd′) = 0.

Anwenden von f ergibt
∑m

i=1 f(λi)
2 = 0. Da f nach Q abbildet, folgt f(λ1) = . . . = f(λm) = 0 wie

gewünscht.
2Siehe Vorlesungsskript Lineare Algebra
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Definition III.9.45. Für eine Lie-Algebra L ist

κ : L× L→ K, (x, y) 7→ tr(adx ◦ ady) (x, y ∈ L)

eine symmetrische Bilinearform, die man die Killing-Form von L nennt.

Bemerkung III.9.46. Für x, y, z ∈ L gilt wie üblich κ([x, y], z) = κ(x, [y, z]), d. h. κ ist assoziativ
(vgl. Definition II.13.2). Für I ⊴ L folgt

I⊥ := {x ∈ L : κ(x, I) = 0}⊴ L.

Genau dann ist κ nicht-ausgeartet, wenn L⊥ = 0 gilt.

Satz III.9.47 (Cartan-Kriterium für Auflösbarkeit). Sei charK = 0. Eine Lie-Algebra L ist genau
dann auflösbar, wenn κ(L,L′) = 0 gilt.

Beweis. Sei L auflösbar. Nach Lie können wir annehmen, dass ad(L) in Kn×n aus oberen Dreiecks-
matrizen besteht. Folglich ist jedes ady ∈ L′ eine strikte obere Dreiecksmatrix. Dies zeigt κ(x, y) =
tr(adxady) = 0 für alle x ∈ L. Sei nun umgekehrt tr(adxady) = 0 für alle x ∈ L und y ∈ L′. Nach
Satz III.9.44 ist ad(L′) = (L′ + Z(L))/Z(L) auflösbar und damit auch L.

Lemma III.9.48. Sei I ein Ideal der Lie-Algebra L. Dann stimmen die Killing-Formen von L und I
auf I × I überein.

Beweis. Sei κ die Killing-Form von L und κI die Killing-Form von I. Wie ergänzen eine Basis von I zu
einer Basis von L. Die Matrix von adx für x ∈ I bzgl. diese Basis hat die Form

(
Ax Bx
0 0

)
, wobei Ax die

Matrix von adx in I ist. Für y ∈ I gilt

κ(x, y) = tr

(
AxAy ∗
0 0

)
= tr(AxAy) = κI(x, y).

Satz III.9.49 (Cartan-Kriterium für Halbeinfachheit). Sei charK = 0. Eine Lie-Algebra ist genau
dann halbeinfach, wenn die Killing-Form nicht-ausgeartet ist.

Beweis. Sei L eine Lie-Algebra mit Killing-Form κ. Für x, y ∈ L⊥ gilt κ(x, y) = 0. Nach dem ersten
Cartan-Kriterium und Lemma III.9.48 ist L⊥ auflösbar. Ist L halbeinfach, so muss L⊥ = 0 gelten, d. h.
κ ist nicht-ausgeartet.

Sei nun L nicht halbeinfach. Nach Bemerkung III.9.22 existiert ein abelsches Ideal I ̸= 0. Für x ∈ I und
y ∈ L gilt (adxady)2(L) ⊆ (adxady)(I) = 0. Also ist adxady nilpotent und κ(x, y) = tr(adxady) = 0.
Dies zeigt I ⊆ L⊥ und κ ist ausgeartet.

Folgerung III.9.50. Sei charK = 0. Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra und I ⊴ L. Dann ist I
halbeinfach und L = I ⊕ I⊥.

Beweis. Die Killing-Form auf J := I ∩ I⊥ ist trivial nach Lemma III.9.48. Nach dem ersten Cartan-
Kriterium ist J auflösbar und daher J = 0. Wegen dimL = dim(I)+ dim(I⊥) ist L = I ⊕ I⊥. Sei x ∈ I
mit κ(x, I) = 0. Dann ist auch κ(x, L) = κ(x, I) + κ(x, I⊥) = 0. Aus dem zweiten Cartan-Kriterium für
L folgt x = 0. Das Kriterium auf I angewendet zeigt, dass I halbeinfach ist.
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Folgerung III.9.51. Sei charK = 0. Für jede halbeinfache Lie-Algebra L gilt L′ = L.

Beweis. Nach Folgerung III.9.50 existiert ein Ideal I⊴Lmit L = L′⊕I. Für x, y ∈ I gilt [x, y] ∈ I∩L′ = 0.
Daher ist I abelsch und I = 0.

Bemerkung III.9.52. Wir beweisen nun eine Version von Artin-Wedderburn für Lie-Algebren.

Satz III.9.53. Sei charK = 0. Eine Lie-Algebra L ist genau dann halbeinfach, wenn L eine direkte
Summe von einfachen Idealen ist.

Beweis. Sei L halbeinfach und I ⊴ L ein maximales Ideal. Nach Folgerung III.9.50 ist L = I ⊕ I⊥ mit
I halbeinfach und I⊥ ∼= L/I einfach. Induktiv ist I eine direkte Summe von einfachen Idealen. Man
zeigt leicht, dass die Ideale von I auch Ideale von L sind. Also gibt die Behauptung.

Sei nun L = L1 ⊕ . . . ⊕ Ln eine direkte Summe von einfachen Lie-Algebren L1, . . . , Ln. Sei I ⊴ L
auflösbar. Dann ist auch [I, Li] ⊆ Li auflösbar und [I, Li] = 0. Es folgt [I, L] ⊆ [I, L1]+ . . .+[I, Ln] = 0
und I ⊆ Z(L). Offenbar ist Z(L) = Z(L1) + . . .+ Z(Ln) = 0 und I = 0. Also ist L halbeinfach.

Bemerkung III.9.54. Im Folgenden beschäftigen wir uns mit der Klassifikation der einfachen Lie-
Algebren.

Satz III.9.55. Sei n ≥ 2 und charK ∤ 2n. Dann ist sl(n,K) eine einfache Lie-Algebra.

Beweis. Sei 0 ̸= x = (xij) ∈ I ⊴ L := sl(n,K). Nehmen wir zunächst an, dass x eine Diagonalmatrix
ist. Wegen x11 + . . .+ xnn = tr(x) = 0 und charK ∤ n existieren s ̸= t mit xss ̸= xtt. Es folgt

0 ̸= x′ := (xss − xtt)Est =
n∑
i=1

xii[Eii, Est] = [x,Est] ∈ I.

Indem wir notfalls x durch x′ ersetzen, können wir xts ̸= 0 für gewisse s ≠ t annehmen. Für 1 ≤ i, j ≤ n
gilt

[[Eij , Est], Est] = [[δjsEit − δitEsj ], Est] = δjs(δtsEit − δitEst)− δit(δjsEst − δstEsj)

= −2δitδjsEst =

{
−2Est falls (i, j) = (t, s),

0 sonst.

Es folgt

0 ̸= −2xtsEst =
n∑

i,j=1

xij [[Eij , Est], Est] = [[x,Est], Est] ∈ I

(beachte charK ̸= 2) und Est ∈ I. Für k /∈ {s, t} erhält man

Esk = [Est, Etk] ∈ I, Ekt = [Eks, Est] ∈ I, Ess − Ett = [Est, Ets] ∈ I.

Man kann nun die Rollen von s und t variieren, sodass alle Basiselemente Eij (i ̸= j) und E11 − Eii
von L in I liegen. Dies zeigt I = L.

Beispiel III.9.56.

(i) Die Lie-Algebra L := sl(2, 2) ist nicht einfach wegen 12 ∈ Z(L).
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(ii) Für n ∈ N und S =
(

0 1n
−1n 0

)
∈ K2n×2n ist

L := sp(2n,K) := {A ∈ K2n×2n : AtS = −SA}

eine Lie-Algebra nach Beispiel III.9.7. Sei A =
(
A1 A2
A3 A4

)
∈ L. Aus(

−At
3 At

1

−At
4 At

2

)
=

(
At

1 At
3

At
2 At

4

)(
0 1n

−1n 0

)
=

(
0 −1n
1n 0

)(
A1 A2

A3 A4

)
=

(
−A3 −A4

A1 A2

)
folgt At

1 = −A4, At
2 = A2 und At

3 = A3. Insbesondere ist tr(A) = tr(A1) + tr(A4) = 0. Daher
ist L eine Unteralgebra von sl(2n,K). Man nennt L die symplektische Lie-Algebra von Grad
2n. Für die Wahl von A1 hat man n2 freie Parameter, während die symmetrischen Matrizen A2

und A3 jeweils n(n+ 1)/2 Freiheitsgrade gewähren. Dies zeigt dimL = 2n2 + n. Insbesondere ist
sp(2,K) = sl(2,K).

(iii) Sei S =
(

0 1n
1n 0

)
∈ K2n×2n und T :=

(
1 0
0 S

)
∈ K(2n+1)×(2n+1). Man nennt

so(2n,K) = {A ∈ K2n×2n : AtS = −SA},
so(2n+ 1,K) = {A ∈ K(2n+1)×(2n+1) : AtT = −TA}

die speziellen orthogonalen Lie-Algebren von Grad 2n bzw. 2n + 1. Eine Rechnung wie in (ii)
zeigt, so(n,K) ⊆ sl(n,K) und dim so(n,K) = 1

2(n
2 − n) für n ≥ 2. Man kann so(3,C) ∼= sl(2,C),

so(5,C) ∼= sp(4,C) und so(6,C) ∼= sl(4,C) zeigen.

Bemerkung III.9.57. Killing und Cartan haben bewiesen, dass jede komplexe einfache Lie-Algebra
zu genau einer der folgenden Lie-Algebren isomorph ist:

(a) sl(n,C) für n ≥ 2.

(b) sp(2n,C) für n ≥ 2.

(c) so(n,C) für n = 4, 7, 8, . . ..

(d) eine der Ausnahmen g2, f4, e6, e7, e8 mit Dimensionen 14, 52, 78, 133, 248.

Definition III.9.58. Eine Darstellung einer Lie-Algebra L ist ein Homomorphismus von Lie-Algebren
∆: L→ gl(V ), wobei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist. Ggf. wird V ein (Lie-)Modul von
L, d. h. für x, y ∈ L, v, w ∈ V und λ ∈ K gilt

• x(v + w) = xv + xw,

• (x+ y)(v) = xv + yv,

• (λx)(v) = λxv,

• [x, y](v) = x(yv)− y(xv)

(man beachte, dass (xy)(v) nicht definiert ist).

Beispiel III.9.59.

(i) Für jeden Grad (bzw. jede Dimension) gibt es stets die triviale Darstellung L → gl(V ), x 7→ 0
(und den trivialen Modul).
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(ii) Das Analogon der regulären Darstellung (für gewöhnliche Algebren) ist die adjungierte Darstellung
ad: L → gl(L). Wir nennen L den adjungierten Lie-Modul zu L. Im Gegensatz zur regulären
Darstellung ist ad in der Regel nicht treu (Ker(ad) = Z(L)). Wir beweisen in Satz III.9.97, dass
jede Lie-Algebra eine treue Darstellung besitzt.

(iii) Für Lie-Moduln V und W von L ist auch V ×W ein Lie-Modul von L. Außerdem ist Hom(V,W )
ein Lie-Modul mit

(xφ)(v) := xφ(v)− φ(xv)

für φ ∈ Hom(V,W ) und v ∈ V , denn

([x, y]φ)(v) = x(yφ(v))− y(xφ(v))− φ(x(yv)) + φ(y(xv))

= x(yφ)(v)− (yφ)(xv)− y(xφ)(v) + (xφ)(yv) = (x(yφ))(v)− (y(xφ))(v).

(iv) Ist W = K der triviale Lie-Modul in der Situation von (iii), so erhält man den dualen Lie-Modul
V ∗ := Hom(V,K) mit (xφ)(v) = −φ(xv) für x ∈ L, φ ∈ V ∗ und v ∈ V .

(v) Sei A eine gewöhnliche Algebra und V ein A-Modul. Wenn man A durch [a, b] := ab − ba für
a, b ∈ A als Lie-Algebra auffasst, so ist V auch ein Lie-Modul.

Bemerkung III.9.60.

(i) Wie üblich definiert man Untermoduln von Lie-Moduln. Ein Lie-Modul M ≠ 0 heißt einfach,
falls 0 und M die einzigen Untermoduln sind. Die entsprechende Darstellung nennt man ggf.
irreduzibel. Der triviale 1-dimensionale Modul ist einfach. Im Gegensatz zu gewöhnlichen (endlich-
dimensionalen) Algebren, kann eine Lie-Algebra einfache Moduln mit beliebig großen Dimensionen
besitzen (Satz III.9.64).

(ii) Wie üblich definiert man Homomorphismen zwischen Lie-Moduln und beweist den Homomorphie-
satz und die Isomorphiesätze. Man zeigt leicht, dass EndL(V ) für einen L-Moduln eine Algebra
im herkömmlichen Sinn ist. Ist V einfach, so ist EndL(V ) eine Divisionsalgebra (Schurs Lemma).

(iii) Die Untermoduln des adjungierten Moduls L sind die Ideale von L. Daher ist L genau dann
einfach, wenn ad irreduzibel ist.

(iv) Die Isomorphie von Lie-Moduln entspricht wie üblich der Ähnlichkeit von Darstellungen.

Lemma III.9.61. Sei V ein Lie-Modul einer Lie-Algebra L. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(1) V ist eine Summe von einfachen Lie-Moduln.

(2) V ist eine direkte Summe von einfachen Lie-Moduln.

(3) Für jeden Untermodul U ≤ V existiert ein Untermodul W ≤ V mit V = U ⊕W .

Ggf. nennt man V halbeinfach.

Beweis. Der Beweis funktioniert ähnlich wie in Satz II.7.4, außer dass man auf Zorns Lemma verzichten
kann, da alle Moduln endlich-dimensional sind.

(1) ⇒ (2): Sei U ≤ V eine möglichst große direkte Summe von einfachen Moduln. Angenommen es
existiert ein einfacher Modul S ≤ V mit S ⊈ U . Da S einfach ist, gilt U ∩ S = 0 und daher
U + S = U ⊕ S im Widerspruch zur Wahl von U . Nach Voraussetzung folgt U = V .
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(2) ⇒ (3): Sei V = S1 ⊕ . . .⊕ Sn mit einfachen Moduln S1, . . . , Sn. Sei W ≤ V eine möglichst große
Summe von Si mit W ∩ U = 0. Angenommen es gilt U +W < V . Dann existiert ein Si mit
Si ⊈ U +W . Wegen der Einfachheit von Si ist (U +W ) ∩ Si = 0 und (W + Si) ∩ U = 0 im
Widerspruch zur Wahl von W . Dies zeigt V = U ⊕W .

(3) ⇒ (1): Sei U die Summe aller einfachen Untermoduln von V . Dann existiertW ≤ V mit V = U⊕W .
Im Fall W ̸= 0 hätte W einen einfachen Untermodul, der auch in U liegen müsste. Daher ist
W = 0 und V = U .

Satz III.9.62. Sei K algebraisch abgeschlossen mit charK = 0. Dann ist jeder einfache Modul einer
auflösbaren Lie-Algebra 1-dimensional.

Beweis. Sei ∆: L → gl(n,K) eine irreduzible Darstellung der auflösbaren Lie-Algebra L. Nach Lie
können wir annehmen, dass ∆(L) aus oberen Dreiecksmatrizen besteht. Dann ist K(1, 0, . . . , 0) ein
Untermodul und es folgt n = 1.

Beispiel III.9.63. Sei K algebraisch abgeschlossen mit charK = 0 und L ≠ 0 eine auflösbare Lie-
Algebra. Dann sind die irreduziblen Darstellungen genau die linearen Abbildungen ∆: L → K mit
L′ ⊆ Ker(∆). Insbesondere besitzt L im Fall |K| = ∞ unendlich viele nicht-isomorphe einfache Moduln.

Satz III.9.64. Sei K algebraisch abgeschlossen mit charK = 0. Für jedes d ∈ N besitzt sl(2,K) genau
einen einfachen Modul der Dimension d bis auf Isomorphie.

Beweis. Für d ≥ 0 sei Vd :=
⊕d

k=0KX
kY d−k ⊆ K[X,Y ] der Raum aller homogenen Polynome in X,Y

vom Grad d. Dann ist dimVd = d+ 1. Offenbar wird sl(2,K) als Vektorraum von x := E12, y := E21

und z := E11 − E22 aufgespannt. Wir zeigen, dass Vd durch

x(XkY d−k) := (d− k)Xk+1Y d−k−1,

y(XkY d−k) := kXk−1Y d−k+1,

z(XkY d−k) := (2k − d)XkY d−k

zu einem Lie-Modul wird. Es gilt [x, y] = z, [x, z] = −2x und [y, z] = 2y. Andererseits ist

(xy − yx)(XkY d−k) = x(kXk−1Y d−k+1)− y((d− k)Xk+1Y d−k−1)

= k(d− k + 1)XkY d−k − (d− k)(k + 1)XkY d−k

= (2k − d)XkY d−k = z(XkY d−k),

(xz − zx)(XkY d−k) = x((2k − d)XkY d−k)− z((d− k)Xk+1Y d−k−1)

= (2k − d)(d− k)Xk+1Y d−k−1 − (d− k)(2(k + 1)− d)Xk+1Y d−k−1

= 2(k − d)Xk+1Y d−k−1 = −2x(XkY d−k),

(yz − zy)(XkY d−k) = y((2k − d)XkY d−k)− z(kXk−1Y d−k+1)

= (2k − d)kXk−1Y d−k+1 − k(2(k − 1)− d)Xk−1Y d−k+1

= 2kXk−1Y d−k+1 = 2y(XkY d−k).

Sei U ≤ Vd ein Untermodul. Da {XkY d−k : k = 0, . . . , d} eine Basis von Vd aus Eigenvektoren von z ist,
ist auch die Einschränkung z|U diagonalisierbar (das Minimalpolynom hat keine doppelten Nullstellen).
Da die Eigenwerte −d, 2−d, . . . , d von z paarweise verschieden sind, sind die Eigenräume 1-dimensional.
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Also muss U einen der Eigenvektoren XkY d−k enthalten. Durch Anwendung von x und y folgt U = Vd,
d. h. Vd ist einfach.

Sei nun V ein beliebiger einfacher Lie-Modul für sl(2,K). Sei v ∈ V ein Eigenvektor von z zum
Eigenwert λ. Angenommen es gilt x(v) ̸= 0. Dann ist

z(xv) = x(zv)− [x, z]v = λxv + 2xv = (λ+ 2)xv,

d. h. xv ist ein Eigenvektor von z zum Eigenwert λ + 2. Ist yv ̸= 0, so folgt analog, dass yv ein
Eigenvektor von z zum Eigenwert λ − 2 ist. Wir setzen xkv := x(x(. . . xv) . . .) für k ∈ N0. Wegen
dimV < ∞ existiert ein k ∈ 0 mit xk+1v = 0 ̸= xkv. Indem wir v durch xkv ersetzen, können wir
xv = 0 annehmen. Mit dem gleichen Argument finden wir yd+1v = 0 ̸= ydv. Die Elemente vi := yiv für
i = 0, . . . , d sind linear unabhängig, da sie Eigenvektoren von z zu paarweise verschiedenen Eigenwerten
sind. Offenbar ist U := ⟨v0, . . . , vd⟩ invariant unter y und z. Wir zeigen xvi ∈ U durch Induktion nach
i. Für i = 0 ist xv0 = xv = 0 ∈ U . Sei bereits xvi−1 ∈ U gezeigt. Dann ist

xvi = x(yvi−1) = [x, y]vi−1 + y(xvi−1) = zvi−1 + y(xvi−1) ∈ U.

Also ist U ≤ V ein Untermodul und U = V , da V einfach ist. Insbesondere ist dimV = d+ 1.

Die Matrix von z als lineare Abbildung auf V bzgl. der Basis v0, . . . , vd ist diagonal mit Spur

λ+ (λ− 2) + . . .+ (λ− 2d) = (d+ 1)(λ− d).

Andererseits ist tr(z) = tr([x, y]) = 0. Dies zeigt λ = d. Dadurch ist V als Lie-Modul eindeutig bestimmt
und es folgt V ≃ Vd.

Definition III.9.65. Für eine Darstellung ∆: L → gl(V ) einer Lie-Algebra L definieren wir die
symmetrische Bilinearform

κV : L× L→ K, (x, y) 7→ tr(∆(x)∆(y)).

Bemerkung III.9.66. Für die adjungierte Darstellung ad: L→ gl(L) erhält man die Killing-Form
κL = κ. Wie in Bemerkung III.9.46 zeigt man, dass κV im Allgemeinen assoziativ ist.

Lemma III.9.67. Sei charK = 0. Sei ∆: L → gl(V ) eine treue Darstellung einer halbeinfachen
Lie-Algebra L. Dann ist κV nicht-ausgeartet.

Beweis. Sei I := {x ∈ L : κV (x, L) = 0}⊴ L. Nach Satz III.9.44 ist ∆(I) auflösbar. Da ∆ treu ist und
L halbeinfach, muss I = 0 gelten.

Definition III.9.68. Seien L, ∆ und V wie in Lemma III.9.67. Sei e1, . . . , en eine Basis von L und
f1, . . . , fn die dazu gehörige duale Basis bzgl. κV . Wir nennen die Abbildung

γ :=
n∑
i=1

∆(ei)∆(fi) : V → V

den Casimir-Operator auf V (vgl. Bemerkung II.13.5).
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Bemerkung III.9.69. Mit den Bezeichnungen aus Definition III.9.68 gilt

x =
n∑
i=1

κV (x, ei)fi =
n∑
i=1

κV (x, fi)ei

für alle x ∈ L.

Lemma III.9.70. Der Casimir-Operator γ auf V hängt nicht von der Wahl der zueinander dualen
Basen ab. Außerdem ist γ ein Homomorphismus von Lie-Moduln mit Spur dimV .

Beweis. Sicher ist γ eine K-lineare Abbildung. Sei (e′i), (f
′
i) ein weiteres Paar dualer Basen bzgl. κV .

Dann gilt

n∑
i=1

∆(e′i)∆(f ′i)
III.9.69
=

n∑
i=1

n∑
j=1

κV (e
′
i, fj)∆(ej)∆(f ′i) =

n∑
j=1

∆(ej)

n∑
i=1

κV (e
′
i, fj)∆(f ′i) =

n∑
j=1

∆(ej)∆(fj).

Daher hängt γ nicht von der Wahl der Basen ab.

Für x ∈ L und v ∈ V gilt

γ(xv) =
n∑
i=1

ei(fi(xv)) =
n∑
i=1

(
ei([fi, x]v) + ei(x(fiv))

)
=

n∑
i=1

(
ei([fi, x]v)− [x, ei](fiv) + x(ei(fiv))

)
=

n∑
i=1

n∑
j=1

κV ([fi, x], ej)ei(fjv)−
n∑
i=1

n∑
j=1

κV (fj , [x, ei])ej(fiv) +
n∑
i=1

x(ei(fiv))

=
n∑
i=1

x(ei(fiv)) = xγ(v),

d. h. γ ist ein Homomorphismus. Schließlich gilt

tr(γ) =
n∑
i=1

tr(∆(ei)∆(fi)) =
n∑
i=1

κV (ei, fi) = n.

Bemerkung III.9.71. Wir beweisen Lemma II.8.4 für Lie-Algebren.

Satz III.9.72 (Weyl). Sei charK = 0. Eine Lie-Algebra L ist genau dann halbeinfach, wenn jeder
L-Modul halbeinfach ist.

Beweis. Nehmen wir zunächst an, dass der adjungierter Lie-Modul L halbeinfach ist. Dann existiert
eine Zerlegung in einfache Untermoduln L = S1 ⊕ . . .⊕ Sn. Nach Satz III.9.53 genügt es zu zeigen, dass
jedes Si eine einfache Lie-Algebra ist. Sei also 0 ̸= I ⊴ Si. Für j ̸= i gilt [Sj , I] ⊆ Si ∩ Sj = 0. Dies zeigt
[L, I] ⊆ [S1, I] + . . .+ [Sn, I] = [Si, I] ⊆ I. Daher ist I ein Untermodul des einfachen Moduls Si. Es
folgt I = Si und Si ist einfach.

Sei nun L halbeinfach und ∆: L→ gl(V ) eine Darstellung. Nach Folgerung III.9.50 ist L/Ker(∆) ∼=
Ker(∆)⊥⊴L halbeinfach. Wir können daher annehmen, dass ∆ treu ist. Sei 0 ̸= U ≤ V ein Untermodul.
Nach Lemma III.9.61 müssen wir zeigen, dass U ein Komplement besitzt. Wir argumentieren durch
Induktion nach dimV .
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Schritt 1: dim(V/U) = 1.
Angenommen U ist nicht einfach. Dann existiert ein Untermodul 0 < U1 < U . Nach Induktion existiert
ein W ≤ V mit V/U1 = (U/U1) ⊕ (W/U1). Dabei gilt dim(W/U1) = dim(V/U) = 1. Wieder nach
Induktion existiert W1 ≤ W mit W = U1 ⊕W1. Wegen W1 ∩ U ≤ W1 ∩W ∩ U = W1 ∩W1 ∩ U1 = 1
ist V = U ⊕W1. Sei nun U einfach. Nach Folgerung III.9.51 ist L = L′. Für x, y ∈ L und v ∈ V
gilt [x, y]v = x(yv) − y(xv) ∈ U wegen V/U ≃ K. Es folgt LV ⊆ U . Für den Casimir-Operator gilt
insbesondere γ(V ) ⊆ U und W := Ker(γ) ̸= 0. Nach Lemma III.9.70 ist tr(γ|U ) = tr(γ) = dimV ̸= 0
wegen charK = 0. Nach Schurs Lemma ist γ|U invertierbar. Dies zeigt U ∩W = 0 und V = U ⊕W
wegen dim(U +W ) ≥ dim(U) + 1 = dimV .

Schritt 2: U ≤ V beliebig.
Bekanntlich ist H := Hom(V,W ) ein L-Modul mit (xφ)(v) = xφ(v) − φ(xv) für x ∈ L, φ ∈ H und
v ∈ V . Offenbar sind H1 := {φ ∈ H : φ|U ∈ K idU} und H1 := {φ ∈ H : φ|U = 0} Untermoduln
von H. Sei V = U ⊕W1 eine Vektorraumzerlegung. Dann liegt die Projektion V → U in H1 \ H0.
Daher ist die Einschränkung H1 → K idU ein Epimorphismus mit Kern H0. Also gilt dim(H1/H0) = 1
und nach Schritt 1 existiert ein L-Modul H2 ≤ H mit H1 = H0 ⊕ H2. Sei φ ∈ H2 \ {0}. Wegen
L = L′ gilt xφ = 0, d. h. φ : V → U ist ein Epimorphismus von Lie-Moduln. Für W := Ker(φ) ≤ V
gilt dim(U) + dim(W ) = dim(V ) nach dem Homomorphiesatz. Wegen U ∩W = Ker(φ|U ) = 0 ist
V = U ⊕W .

Bemerkung III.9.73. Für eine Primzahl p > 2 ist L := sl(2, p) einfach nach Satz III.9.55. Wir zeigen,
dass Weyls Satz in dieser Situation nicht gilt. Sei

Vp :=

p∑
k=0

KXkY p−k ≤ K[X,Y ]

der L-Modul aus dem Beweis von Satz III.9.64. Dann ist U := KXp + KY p ≤ V ein (trivialer)
Untermodul. Angenommen es existiert ein Untermodul W ≤ Vp mit Vp = U ⊕W . Wie in Satz III.9.64
ist z := E11 − E22 auf W diagonalisierbar mit Eigenwerten 2 − p, 4 − p, . . . , p − 2. Daher enthält W
einen Eigenvektor XkY p−k mit 0 < k < p. Durch Anwendung von x := E12 folgt leicht der Widerspruch
Xp ∈W .

Satz III.9.74 (Levi). Sei charK = 0 und L eine Lie-Algebra. Dann existiert eine Unteralgebra U mit
L = J(L)⊕ U .

Beweis. Induktion nach dimL. Sei J := J(L). Angenommen es existiert ein Ideal 0 ̸= I ⊴ L mit
I ⊊ J . Mit J ist auch J/I auflösbar und (L/I)/(J/I) ∼= L/J ist halbeinfach. Dies zeigt J(L/I) = J/I.
Nach Induktion existiert eine Unteralgebra V ≤ L mit L/I = (J/I)⊕ (V/I). Da V/I ∼= (L/I)/(J/I)
halbeinfach ist, gilt J(V ) = I. Wieder nach Induktion existiert eine Unteralgebra U ≤ V mit V = I ⊕U .
Nun gilt L = J + V = J + U und J ∩ U = J ∩ V ∩ U = I ∩ U = 0.

Wir können daher annehmen, dass J ein minimales Ideal ist. Insbesondere ist J abelsch und [L, J ] ∈
{0, J}. Nehmen wir [L, J ] = 0 an. Dann gilt J = Z(L). Durch die adjungierte Darstellung wird L ein
L/J-Modul. Nach Weyl existiert ein Untermodul U ≤ L mit L = J ⊕ U . In diesem Fall ist U sogar ein
Ideal. Sei nun [L, J ] = J . Dann ist Z(L) = 0. Nach Beispiel III.9.59 ist E := gl(L) ein L-Modul durch
(xφ)(v) = [adx, φ](v) = [x, φ(v)]− φ([x, v]) für x, v ∈ L und φ ∈ gl(L). Wir definieren die Unterräume

P := {φ ∈ E : φ(L) ⊆ J, φ|J ∈ K idJ},
Q := {φ ∈ P : φ(J) = 0},
R := ad(J)
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von E. Sei φ ∈ P und λ ∈ K mit φ|J = λ idJ . Für x, v ∈ L und y ∈ J gilt (xφ)(v) ∈ J und
(xφ)(y) = λ[x, y] − λ[x, y] = 0. Dies zeigt, dass P ein Untermodul ist mit LP ⊆ Q. Analog ist auch
Q ein Untermodul. Wegen [adx, ady] = ad[x,y] ∈ R ist R ebenfalls ein Untermodul. Da J abelsch ist,
gilt R ⊆ Q ⊆ P . Wie im Beweis von Weyl ist dim(P/Q) = 1. Außerdem ist P/R ein L/J-Modul.
Nach Weyl existiert ein Untermodul S/R ≤ P/R mit P/R = (Q/R)⊕ (S/R). Wir wählen φ ∈ S mit
φ|J = idJ . Offenbar ist U := {x ∈ L : xφ = 0} eine Unteralgebra von L. Für x ∈ L gilt xφ ∈ S ∩Q = R.
Sei y ∈ J mit xφ = ady. Für v ∈ L gilt

(yφ)(v) = [y, φ(v)]− φ([y, v]) = −[y, v] = −ady(v).

Dies zeigt x+ y ∈ U und L = J +U . Für y ∈ J ∩U erhält man y ∈ Z(L) = 0. Daher ist L = J ⊕U .

Bemerkung III.9.75. Levis Satz übertragt die Existenzaussage von Wedderburn-Malcev auf Lie-
Algebren. Die Eindeutigkeit der Unteralgebra lässt sich folgendermaßen formulieren: Sind U, V Unteral-
gebren von L mit L = J(L)⊕ U = J(L)⊕ V , so existiert ein x ∈ N(L) mit exp(adx)(U) = V , wobei
exp in Aufgabe III.51 definiert ist (ohne Beweis).

Beispiel III.9.76. Für n ≥ 2 ist sl(n,C) (halb)einfach nach Satz III.9.55. Andererseits ist Z(gl(n,C)) =
C1n ∼= gl(n,C)/sl(n,C) abelsch. Dies zeigt J(gl(n,C)) = C1n und gl(n,C) = C1n ⊕ sl(n,C).

Folgerung III.9.77. Sei charK = 0 und L eine Lie-Algebra. Dann gilt [L, J(L)] = L′ ∩ J(L).

Beweis. Offensichtlich ist [L, J(L)] ⊆ L′ ∩ J(L). Sei U ≤ L eine Unteralgebra mit L = J(L)⊕ U . Dann
gilt L′ ⊆ [L, J(L)] + [U,U ] ⊆ [L, J(L)] + U . Aus der Dedekind-Identität (für Vektorräume) folgt

L′ ∩ J(L) ⊆ ([L, J(L)] + U) ∩ J(L) = [L, J(L)] + (U ∩ J(L)) ⊆ [L, J(L)] + J(U) = [L, J(L)].

Definition III.9.78.

• Seien X1, X2, . . . höchstens abzählbar viele nicht-vertauschbare Variablen. Sei M := ⟨X1, X2, . . .⟩
das Monoid aller Monome der Form Xi1 . . . Xik mit k ∈ N0 und i1, . . . , ik ∈ N bzgl. Aneinander-
reihung (für k = 0 erhält man das Einselement 1). Wir ordnen die Monome zuerst nach Länge
und anschließend lexikographisch, d. h.

Xi1 . . . Xik ≤ Xj1 . . . Xjl :⇐⇒ k < l ∨ (k = l ∧ (i1, . . . , ik) ≤ (j1 . . . , jk)).

Zum Beispiel gilt

1 < X1 < X2 < . . . < X2
1 < X1X2 < . . . < X2

2 < . . . < X3
1 < . . . .

Dies definiert eine Wohlordnung auf M .

• Sei A := K⟨X1, . . .⟩ die unendlich-dimensionale K-Algebra mit Basis M . Man nennt A die freie
Algebra in X1, . . .. Die Elemente von A nennen wir (nicht-kommutative) Polynome.

• Für a ∈ A sei a0 := λXi1 . . . Xik mit λ ∈ K× der größte Summand von a bzgl. der oben definierten
Ordnung auf M (wobei λ keinen Einfluss auf die Ordnung hat). Wir nennen a normiert, falls
λ = 1. Sei I := (G)⊴A ein Ideal mit einer Menge von normierten Erzeugern G ⊆ A. Für g ∈ G
und x, y ∈ M sei ρxgy : A → A die lineare Abbildung, die xg0y auf x(g0 − g)y abbildet und
alle anderen Monome festlässt (x = 1 oder y = 1 ist zulässig). Wir nennen ρxgy eine Reduktion
modulo I. Ein Polynom a ∈ A heißt reduziert, falls a unter allen Reduktionen modulo I festbleibt.
Da jedes Monom in x(g0 − g)y kleiner ist als xg0y, lässt sich jedes Polynom mit endlich vielen

389



Reduktionen in ein reduziertes Polynom überführen. Gibt es nur ein reduziertes Polynom r, in
das sich a überführen lässt, so nennt man a eindeutig reduzierbar und setzt ρ∞(a) := r.

• Sei a = xyz ∈M und g, h ∈ G mit g0 = xy und h0 = yz. Existieren
Kompositionen von Reduktionen σ und τ modulo I mit σ(ρgz(a)) =
τ(ρxh(a)), so sagen wir „die Überlappung ist auflösbar“.

• Sei nun a = g0 = xh0y ∈M mit g, h ∈ G. Existieren Kompositionen
von Reduktionen σ und τ modulo I mit σ(ρg(a)) = τ(ρxhy(a)), so
sagen wir „die Inklusion ist auflösbar“.

a

ρgz(a)

ρxh(a)

b

σ

τ

Lemma III.9.79 (Diamantenlemma3). Mit den obigen Bezeichnungen sind folgende Aussagen äquiva-
lent:

(1) Alle Überlappungen und Inklusionen sind auflösbar.

(2) Alle Polynome in A sind eindeutig reduzierbar.

(3) Die Nebenklassen der reduzierten Monome bilden eine K-Basis von A/I.

Beweis.

(1)⇒(2): Wir zeigen zunächst, dass die eindeutig reduzierbaren Polynome einen Unterraum R ⊆ A
bilden. Offenbar ist 0 ∈ R. Seien a, b ∈ R und λ ∈ K. Seien ρ, σ, τ Kompositionen von Reduktionen,
sodass ρ(a+ λb), σρ(a) und τσρ(b) reduziert sind. Dann gilt

ρ(a+ λb) = τσρ(a+ λb) = τσρ(a) + λτσρ(b) = ρ∞(a) + λρ∞(b).

Also ist a+λb eindeutig reduzierbar mit ρ∞(a+λb) = ρ∞(a)+λρ∞(b). Somit ist R ein Unterraum
und ρ∞ : A→ A linear.

Es genügt nun zu zeigen, dass alle Monome a ∈M eindeutig reduzierbar sind. Dies ist klar für
a = 1. Sei also a ≠ 1 und induktiv alle b < a eindeutig reduzierbar. Seien σ := σkσk−1 . . . σ1
und τ := τl . . . τ1 Kompositionen von Reduktionen, sodass σ(a) und τ(a) reduziert sind. Wir
müssen σ(a) = τ(a) zeigen. O.B. d.A. sei σ1(a) ̸= a ≠ τ1(a). Dann sind σ1(a) und τ1(a) eindeutig
reduzierbar nach Induktion. Im Fall σ1(a) = τ1(a) gilt σ(a) = τ(a). Sei also σ1(a) ̸= τ1(a). Dann
tritt einer der folgenden Fälle ein:

Fall 1: a = xg0yh0z, σ1 = ρxgyh0z und τ1 = ρxg0yhz mit g, h ∈ G.
Aus der Linearität von ρ∞ folgt

σ(a) = ρ∞(σ1(a)) = ρ∞(x(g0 − g)yh0z) = ρ∞(x(g0 − g)y(h0 − h)z)

= ρ∞(xgy(h0 − h)z) = ρ∞(τ1(a)) = τ(a).

Fall 2: a = xg0yz = xwh0z, σ1 = ρxgyz und τ1 = ρxwhz mit g, h ∈ G.
Da Überlappungen auflösbar sind, existieren Kompositionen von Reduktionen σ′ und τ ′ modulo
I mit σ′(ρgy(g0y)) = τ ′(ρwh(wh0)). Man kann nun jede Reduktion ρrgs in σ′ und τ ′ durch ρxrgsz
ersetzen. Man erhält dann σ′(σ1(a)) = τ ′(τ1(a)). Mit Induktion folgt

σ(a) = ρ∞(σ1(a)) = ρ∞(σ′(σ1(a))) = ρ∞(τ ′(τ1(a))) = ρ∞(τ1(a)) = τ(a).

3Der Name ergibt sich aus dem obigen Diagramm.
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Fall 3: a = xg0y = xwh0vy, σ1 = ρxgy und τ1 = ρxwhvy mit g, h ∈ G.
Da alle Inklusionen auflösbar sind, existieren Kompositionen von Reduktionen σ und τ ′ modulo I
mit σ′(ρg(g0)) = τ ′(ρwhv(wh0v)). Durch Multiplikation von links und rechts mit x bzw. y wie in
Fall 2 erhält man σ′(σ1(a)) = τ ′(τ1(a)). Wie in Fall 2 folgt σ(a) = τ(a).

(2)⇒(3): Für Monome x, y und g ∈ G gilt xg0y = x(g0 − g)y + xgy ≡ x(g0 − g)y (mod I). Für alle
a ∈ A ist daher ρ∞(a) ≡ a (mod I). Es folgt A = I + ρ∞(A). Jedes a = ρ∞(a) ∈ I ist eine
Linearkombination von Elementen der Form xgy = xg0y−x(g0−g)y mit Monomen x, y und g ∈ G.
Wegen ρxgy(xgy) = 0 folgt a = 0, denn ρ∞ ist wohldefiniert und linear. Also ist A = I ⊕ ρ∞(A)
und die Nebenklassen der reduzierten Monome bilden eine Basis von A/I ∼= ρ∞(A).

(3)⇒(1): Sei S ⊆ A der Unterraum aller reduzierten Polynome. Nach Voraussetzung gilt A = I ⊕ S.
Sei a ∈ A und σ, τ Reduktionen modulo I. Dann existieren Kompositionen von Reduktionen σ′

und τ ′ mit σ′(σ(a)), τ ′(τ(a)) ∈ S. Da Reduktionen die Nebenklasse modulo I nicht verändern, gilt
andererseits σ′σ(a)− τ ′τ(a) ∈ I. Es folgt σ′σ(a) = τ ′τ(a). Insbesondere sind alle Überlappungen
und Inklusionen auflösbar.

Bemerkung III.9.80. Man kann die aus dem Diamantenlemma gewonnenen Basis als nicht-kommutative
Version einer Gröbnerbasis auffassen.

Beispiel III.9.81.

(i) Sei gij := XiXj −XjXi und G := {gij : j < i}. Durch Anwenden der entsprechenden Reduktionen
kann man die Xi nach Indizes sortieren. Die reduzierten Monome sind daher Xi1 . . . Xik mit
i1 ≤ . . . ≤ ik. Da g0 für alle g ∈ G ein Produkt von zwei Variablen ist, kann es keine Inklusionen
geben. Jede Überlappung hat die Form XiXjXk mit i > j > k. Diese Überlappung ist auflösbar
wegen

XiXjXk

ρgijXk−−−−→ XjXiXk

ρXjgik−−−−→ XjXkXi

ρgjkXi−−−−→ XkXjXi,

XiXjXk

ρXigjk−−−−→ XiXkXj

ρgikXj−−−−→ XkXiXj

ρXkgij−−−−→ XkXjXi.

Das Diamantenlemma zeigt K⟨X1, . . .⟩/I ∼= K[X1, . . .].

(ii) Sei (X1, X2) = (X,Y ) und G := {g} mit g := Y 2 −XY − Y X. Hier ist Y 3 eine nicht-auflösbare
Überlappung, denn

Y 3 ρgY−−→ XY 2 + Y XY
ρXg−−→ X2Y +XYX + Y XY,

Y 3 ρY g−−→ Y XY + Y 2X
ρgX−−→ Y XY +XYX + Y X2

sind reduziert, aber ungleich (andere Reduktionen sind nicht möglich).

Definition III.9.82. Durch [a, b] := ab − ba wird K⟨X1, . . .⟩ bekanntlich zu einer Lie-Algebra. Sei
L eine Lie-Algebra über K mit Basis x1, . . . (endlich oder abzählbar). Für i > j seien aijk ∈ K
die Strukturkonstanten mit [xi, xj ] =

∑∞
k=1 aijkxk (die Summe ist endlich). Sei gij := [Xi, Xj ] −∑∞

k=1 aijkXk und I := (gij : i > j)⊴K⟨X1, . . .⟩ das von den gij erzeugte gewöhnliche Ideal. Man nennt

U(L) := K⟨X1, . . .⟩/I

die universell-einhüllende Algebra von L. Die Nebenklasse von Xi nach I in U(L) bezeichnen wir mit
Xi. Nach Konstruktion definiert L→ U(L), xi 7→ Xi einen Homomorphismus von Lie-Algebren.
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Satz III.9.83 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Für jede Lie-Algebra L ist {Xi1 . . . Xik : k ∈ N0, i1 ≤
. . . ≤ ik} eine Basis von U(L).

Beweis. Wir wenden das Diamantenlemma auf die Erzeugermenge G := {gij : i > j} von I⊴K⟨X1, . . .⟩
an. Offenbar ist g := gij normiert mit g0 = XiXj . Man sieht leicht, dass die reduzierten Monome
die Form Xi1 . . . Xik mit i1 ≤ . . . ≤ ik haben. Daher genügt es zu zeigen, dass Überlappungen und
Inklusionen auflösbar sind. Inklusion können wie in Beispiel III.9.81 nicht auftreten, da alle g0 ein
Produkt von zwei Variablen sind. Überlappungen haben die Form a = XiXjXk mit i > j > k. Wir
müssen zeigen, dass man ρgijXk

(a) und ρXigjk(a) zu einem gemeinsamen Element reduzieren kann. Sei
α : L→ K⟨X1, . . . , Xn⟩ die lineare Abbildung mit α(xi) = Xi. Dann gilt gij = XiXj−XjXi−α([xi, xj ]).
Es folgt

a
ρgijXk−−−−→ XjXiXk + α([xi, xj ])Xk

ρXjgik−−−−→ XjXkXi +Xjα([xi, xk]) + α([xi, xj ])Xk

ρgjkXi−−−−→ XkXjXi + α([xj , xk])Xi +Xjα([xi, xk]) + α([xi, xj ])Xk =: p,

a
ρXigjk−−−−→ XiXkXj +Xiα([xj , xk])

ρgikXj−−−−→ XkXiXj + α([xi, xk])Xj +Xiα([xj , xk])
ρXkgij−−−−→ XkXjXi +Xkα([xi, xj ]) + α([xi, xk])Xj +Xiα([xj , xk]) =: q

p− q = [α([xj , xk]), Xi] + [Xj , α([xi, xk])] + [α([xi, xj ]), Xk]

= [α([xj , xk]), Xi] + [α([xk, xi]), Xj ] + [α([xi, xj ]), Xk].

Sei T ⊆ N die (endliche) Menge aller Indizes t, sodass Xt als Faktor eines Summanden in p oder q
vorkommt. Für σ :=

∏
s,t∈T
s>t

ρgst gilt

σ([Xs, Xt]) =


ρgst(XsXt)−XtXs = α([xs, xt]) falls s > t,

XsXt − ρgts(XtXs) = −α([xt, xs]) = α([xs, xt]) falls s < t,

0 = α([xs, xt]) falls s = t.

Es folgt

σ
(
[α([xj , xk]), Xi]

)
=

∞∑
l=1

ajklσ([Xl, Xi]) =

∞∑
l=1

ajklα([xl, xi]) = α
([ ∞∑

l=1

ajklxl, xi

])
= α

(
[[xj , xk], xi]

)
.

Dies zeigt

σ(p)− σ(q) = σ(p− q) = α
(
[[xj , xk], xi] + [[xk, xi], xj ] + [[xi, xj ], xk]

)
= 0

nach der Jacobi-Identität.

Folgerung III.9.84. Für jede Lie-Algebra L mit Basis x1, . . . ist die lineare Abbildung L → U(L),
xi 7→ Xi ein Monomorphismus von Lie-Algebren.

Bemerkung III.9.85.

(i) Sei L eine Lie-Algebra mit einer beliebigen Basis B (möglicherweise überabzählbar). Nach dem
Wohlordnungssatz existiert eine totale Ordnung auf B. Auf diese Weise lässt sich der Satz von
Poincaré-Birkhoff-Witt auch für L beweisen.

(ii) Im Folgenden werden wir oft L als Lie-Unteralgebra von U(L) auffassen.
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Satz III.9.86 (Universelle Eigenschaft). Sei L eine Lie-Algebra mit Basis x1, . . . und A eine K-
Algebra. Dann besitzt jeder Homomorphismus von Lie-Algebren L→ A genau eine Fortsetzung zu einem
Homomorphismus von Algebren U(L) → A.

Beweis. Sei f : L→ A ein Homomorphismus von Lie-Algebren. Wir definieren zunächst einen Algebren-
Homomorphismus F̂ : K⟨X1, . . .⟩ → A durch F̂ (Xi) := f(xi). Es genügt gij ∈ Ker(F̂ ) zu zeigen. Es
gilt

F̂ (gij) = [f(xi), f(xj)])−
∞∑
k=1

aijkf(xk) = f
(
[xi, xj ]−

∞∑
k=1

aijkxk

)
= 0.

Die Eindeutigkeit von F ist offensichtlich, da jedes Element in U(L) eine Summe von Monomen der Xi

ist.

Bemerkung III.9.87. Angenommen die universelle Eigenschaft gilt auch für eine K-Algebra U ⊇ L.
Dann kann man die Einbettungen L ↪→ U(L) und L ↪→ U zu Homomorphismen Φ: U → U(L) bzw.
Ψ: U(L) → U fortsetzen. Nun ist ΦΨ eine Fortsetzung von L ↪→ U(L). Andererseits ist idU(L) die
einzige Fortsetzung solche Fortsetzung. Dies zeigt ΦΨ = idU(L) und analog ΨΦ = idU . Also ist U(L) ∼= U
durch die universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt. Insbesondere hängt U(L) nicht von der Wahl der
Basis von L ab.

Definition III.9.88. Die freie Lie-Algebra vom Rang n ist die vonX1, . . . , Xn erzeugte Lie-Unteralgebra
Ln von K⟨X1, . . . , Xn⟩. Als Vektorraum wird Ln von allen Lie-Klammern [Xi1 , . . . , Xik ] aufgespannt.

Satz III.9.89.

(i) Jede Lie-Algebra L mit n Erzeugern ist zu einer Faktoralgebra von Ln isomorph.

(ii) U(Ln) ∼= K⟨X1, . . . , Xn⟩.

Beweis.

(i) Wir können die Menge der Erzeuger x1, . . . , xn von L zu einer (höchstens) abzählbaren Basis
x1, . . . fortsetzen. Nach Folgerung III.9.84 existiert ein Monomorphismus φ : L → U(L). Sei
I = (gij)⊴K⟨X1, . . .⟩ wie in Definition III.9.82. Man sieht leicht, dass φ genau auf die Nebenklassen
von Ln nach I abbildet. Also ist L ∼= φ(L) = (Ln + I)/I ∼= Ln/(Ln ∩ I).

(ii) Sei φ : Ln → A ein Homomorphismus in eine gewöhnliche Algebra A. Wegen

φ(XiXj)− φ(XjXi) = φ([Xi, Xj ]) = [φ(Xi), φ(Xj)] = φ(Xi)φ(Xj)− φ(Xj)φ(Xi)

für 1 ≤ i, j ≤ n lässt sich φ zu genau einem Homomorphismus K⟨X1, . . . , Xn⟩ → A fortsetzen.
Die Behauptung folgt aus Bemerkung III.9.87.

Beispiel III.9.90. Sei L eine Lie-Algebra mit n Erzeugern und Φ: Ln → L ein Epimorphismus wie in
Satz III.9.89. Für k ∈ N existiert ein Epimorphismus

L[k]
n

Φ−→ L[k] → L[k]/L[k+1],

mit L[k+1]
n im Kern. Daher ist L[k]/L[k+1] zu einer Faktoralgebra von L

[k]
n /L

[k+1]
n isomorph. Der folgende

Satz liefert eine optimale Abschätzung für dim(L[k]/L[k+1]).
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Satz III.9.91 (Witts Formel). Für k ∈ N gilt

dim
(
L[k]
n /L

[k+1]
n

)
=

1

k

∑
d|k

µ(d)nk/d,

wobei µ die Möbius-Funktion ist.

Beweis. Für k ∈ N sei bk,1+L
[k+1]
n , . . . , bk,dk +L

[k+1]
n eine Basis von L

[k]
n /L

[k+1]
n . Nach Poincaré-Birkhoff-

Witt und Satz III.9.89 besitzt A := K⟨X1, . . . , Xn⟩ eine Basis aus Elementen der Form

b := bi1,j1 . . . bil,jl ,

wobei die Paare (i1, j1), . . . , (il, jl) lexikografisch geordnet sind. Induktiv sieht man, dass b ein homogenes
Polynom vom Grad i1 + . . .+ il ist. Sei Ak der von den Monomen Xi1 . . . Xik aufgespannte Unterraum
von A. Offenbar gilt dimAk = nk. Andererseits liegt b genau dann in Ak, wenn i1 + . . .+ il = k gilt.
Jedes der di Basiselemente bi,j kann s-mal gewählt werden und trägt dann si zum Grad k bei. Die
Anzahl der b ∈ Ak ist daher der Koeffizient von Xk in der formalen Potenzreihe4

(1 +X +X2 + . . .)d1(1 +X2 +X4 + . . .)d2 . . . =

∞∏
i=1

(1−Xi)−di .

Insgesamt erhält man

(1− nX)−1 =

∞∑
k=0

nkXk =

∞∑
k=0

dim(Ak)X
k =

∞∏
i=1

(1−Xi)−di .

Logarithmieren liefert

∞∑
k=1

nk

k
Xk = − log(1− nX) = −

∞∑
i=1

di log(1−Xi) =

∞∑
i=1

∞∑
k=1

di
k
Xik =

∞∑
k=1

∑
l|k

dll

k
Xk.

Ein Koeffizientenvergleich zeigt
nk =

∑
l|k

dll

für alle k ∈ N. Die Behauptung folgt nun mit Möbius-Inversion.

Beispiel III.9.92.

(i) Für n = 2 ergeben sich folgende Dimensionen

k 1 2 3 4 5 6 7 8

dim
(
L
[k]
2 /L

[k+1]
2

)
2 1 2 3 6 9 18 30

Die ersten Basiselemente sind

X,Y, [X,Y ], [X,X, Y ], [Y,X, Y ], [X,X,X, Y ], [X,Y,X, Y ] = [Y,X,X, Y ], [Y, Y,X, Y ]

nach Aufgabe III.42. Eine nilpotente Lie-Algebra mit zwei Erzeugern und Nilpotenzklasse 4 hat also
höchstens Dimension 2 + 1 + 2 + 3 = 8. Analoge Aussagen gelten für p-Gruppen (Aufgabe III.53).

4Siehe Vorlesungsskript Kombinatorik
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(ii) Für k = 2 gilt dim
(
L
[2]
n /L

[3]
n

)
=

(
n
2

)
. Die Lie-Klammern [Xi, Xj ]mit i < j bilden eine entsprechende

Basis.

(iii) Für p ∈ P ist dim
(
L
[k]
p /L

[k+1]
p

)
die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grad k in Fp[X] (siehe

Aufgabe I.61).

Satz III.9.93 (Iwasawa). Sei charK > 0 und L eine Lie-Algebra. Dann existiert eine treue Darstellung
L→ gl(V ).

Beweis (Jacobson). Sei p := charK und d := dimL. Für x, y ∈ L gilt adpx(y) = xpy − yxp nach
Aufgabe III.46 (auch wenn p = 2), d. h. adpx = adxp . Sei µx ∈ K[X] das Minimalpolynom von adx. Für
i ∈ N0 existieren γi, ρi ∈ K[X] mit Xpi = µxγi + ρi mit deg ρi < deg µx ≤ d. Außerdem existieren
a0, . . . , ad ∈ K (nicht alle 0) mit

∑d
i=0 aiρi = 0. Für das Polynom σx :=

∑d
i=0 aiX

pi = µx
∑d

i=0 aiγi
gilt

adσx(x) =
d∑
i=0

aiad
pi

x = σx(adx) = 0,

d. h. σx(x) ∈ Z(L).

Sei x1, . . . , xd eine Basis von L, pki := deg σxi und zi := σxi(xi) ∈ Z(L) wie oben. Nach Folge-
rung III.9.84 können wir L als Lie-Unteralgebra der universell einhüllenden Algebra U(L) auffassen.
Dabei identifizieren wir xi mit Xi. Nach Poincaré-Birkhoff-Witt wird U(L) von den Elementen

α := zb11 . . . zbdd x
c1
1 . . . xcdd = zb11 x

c1
1 . . . zbdd x

cd
d (III.9.1)

mit bi ≥ 0 und 0 ≤ ci < pki für i = 1, . . . , d aufgespannt. Sei r(α) := b1p
k1 + c1 + . . .+ bdp

kd + cd und
Vα(r) der von den Elementen xe11 . . . xedd mit e1 + . . .+ ed < r(α) aufgespannte Unterraum von U(L).
Dann gilt

α ≡ xb1p
k1+c1

1 . . . xbdp
kd+cd

d (mod Vα(r)).

Sei β := λ1α1 + . . . + αmαm = 0 mit λi ∈ K und paarweise verschiedenen αi wie in (III.9.1) für
i = 1, . . . ,m. Dann sind auch die Exponenten-Tupel (bjpkj + cj)j der αi paarweise verschieden. Sei
r := max{r(αi) : i = 1, . . . ,m} = r(αs). Aus β ≡ 0 (mod Vr) folgt nun leicht λs = 0. Also bilden die
Elemente in (III.9.1) eine Basis von U(L).

Sei S = (z1, . . . , zd) ⊆ Z(U(L)) das von den Elementen z1, . . . , zd erzeugte gewöhnliche Ideal in U(L).
Dann bilden die Elemente xc11 . . . xcdd + S mit 0 ≤ ci < pki für i = 1, . . . , d eine Basis von U := U(L)/S.
Insbesondere ist dimU <∞ und L∩S = 0. Durch Linksmultiplikation erhält man eine treue Darstellung
L→ gl(U).

Lemma III.9.94. Sei L eine Lie-Algebra und I ⊴ L. Dann lässt sich die adjungierte Darstellung
ad: L→ gl(I) fortsetzen zu einer Darstellung ∇ : L→ gl(U(I)) mit ∇x(ab) = ∇x(a)b+ a∇x(b) für alle
x ∈ L und a, b ∈ U(I).

Beweis. Sei x1, . . . , xn eine Basis von I ⊆ U(I). Nach Poincaré-Birkhoff-Witt existiert genau eine
lineare Abbildung ∇y : U(I) → U(I) mit

∇y(xi1 . . . xir) =
r∑

k=1

xi1 . . . xik−1
ady(xik)xik+1

. . . xir (III.9.2)
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für 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ir ≤ n. Offenbar ist ∇y eine Fortsetzung von ady und ∇ : L→ gl(U(I)), y 7→ ∇y ist
linear. Für y, z ∈ L gilt

∇y(xi1 . . . xir) =

r∑
k=1

xi1 . . . xik−1
(adyadz(xik)− adzady(xik))xik+1

. . . xir

=

r∑
k,l=1

xi1 . . . ady(xik) . . . adz(xil) . . . xir −
r∑

k,l=1

xi1 . . . adz(xik) . . . ady(xil) . . . xir

= ∇y∇z(xi1 . . . xir)−∇z∇y(xi1 . . . xir).

Daher ist ∇ eine Darstellung. Für i < j gilt

∇y(xjxi) = ∇y(xixj + [xj , xi]) = ady(xi)xj + xiady(xj) + ady([xj , xi])

= xjady(xi) + ady(xj)xi + [ady(xi), xj ] + [xi, ady(xj)] + ady([xj , xi])

= xjady(xi) + ady(xj)xi + [[y, xi], xj ] + [[xj , y], xi] + [[xi, xj ], y] = xjady(xi) + ady(xj)xi.

Wir zeigen (III.9.2) für beliebige i1, . . . , ir durch Induktion zuerst nach r und dann nach der Anzahl
der Fehlstände der Permutation π(j) = ij . O. B. d.A. sei ik > ik+1. Dann gilt

∇y(xi1 . . . xir) = ∇y(xi1 . . . xik+1
xik . . . xir + xi1 . . . [xik , xik+1

] . . . xir)

=

k−1∑
l=1

xi1 . . . ady(xil) . . . xikxik+1
. . . xir + xi1 . . .∇y

(
xik+1

xik + [xik , xik+1
]
)
. . . xir

+

r∑
l=k+2

xi1 . . . xikxik+1
. . . ady(xil) . . . xir

=
r∑
l=1

xi1 . . . xil−1
ady(xil)xil+1

. . . xir

wie behauptet. Daraus folgt leicht ∇y(ab) = ∇y(a)b+ a∇y(b) für alle a, b ∈ U(I).

Bemerkung III.9.95. Im Folgenden Satz konstruieren wir eine Darstellung ∆: L→ gl(V ), die das
Nilradikal auf ein nilpotentes Ideal der gewöhnlichen Algebra gl(V ) abbildet, d. h. es gilt ∆(N(L))n =
{∆(x1) . . .∆(xn) : x1, . . . , xn ∈ N(L)} = 0 für ein n ∈ N.

Satz III.9.96 (Ado). Sei charK = 0 und L eine Lie-Algebra. Dann existiert eine treue Darstellung
∆: L→ gl(V ) mit ∆(N(L))n = 0 für ein n ∈ N.

Beweis. Wir konstruieren induktiv eine Darstellung ∆: L → gl(V ) mit Ker(∆) ∩ Z(L) = 0 und
∆(N(L))n = 0 für ein n ∈ N. Dann ist die Darstellung

∆⊕ ad: L→ gl(V × L), x 7→ ∆(x)⊕ adx

treu. Sei N(L)[k] = 0. Für alle x ∈ N(L) und y ∈ L gilt dann adkx(y) = [x, [x, . . . , [x, y] . . .]] = 0, d. h.
adx ist nilpotent. Nach Engel ist ad(N(L))n = 0 für ein n ∈ N. Also gilt auch (∆⊕ ad)(N(L))n = 0,
wenn n groß genug ist. Daher genügt es ∆ zu konstruieren.

Schritt 1: L ist abelsch.
Wir betrachten die injektive Abbildung ∆: L→ gl(L×K) mit ∆(x)(v, λ) := (λx, 0) für x, v ∈ L und
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λ ∈ K. Für x, y ∈ L gilt ∆(x)(∆(y)(v, λ)) = ∆(x)(λy, 0) = 0 und ∆([x, y]) = ∆(0) = 0 = [∆(x),∆(y)].
Also ist ∆ eine treue Darstellung mit ∆(L)2 = 0.

Schritt 2: L ist nilpotent.
Nach Bemerkung III.9.25 existiert eine Folge von Idealen

Z(L) = L0 ⊴ L1 ⊴ . . .⊴ Lm =: L

mit dim(Li/Li−1) = 1 für i = 1, . . . ,m. Induktiv existiert eine Darstellung ∆k : Lk → gl(Vk) mit
Ker(∆k) ∩ Z(L) = 0 und ∆k(Lk)

nk = 0 (für k = 0 folgt die Behauptung aus Schritt 1). Nach der
universellen Eigenschaft lässt sich ∆k fortsetzen zu einer Darstellung ∆̂k : U(Lk) → gl(Vk). Dabei
identifizieren wir eine Basis x1, . . . , xd von Lk wie üblich mit X1, . . . , Xd ∈ U(Lk)

Sei S das von den Elementen xi1 . . . xir mit r ≥ nk erzeugte (gewöhnliche) Ideal der (gewöhnlichen)
Algebra U(Lk). Wir setzen U := U(Lk)/S und identifizieren xi mit xi+S. Nach Poincaré-Birkhoff-Witt
ist dimU <∞. Wegen us ∈ S für u ∈ U(Lk) und s ∈ S wird U durch Linksmultiplikation ein Lie-Modul
von Lk. Sei Lk+1 = Lk ⊕ Y mit einer 1-dimensionalen (abelschen) Unteralgebra Y . Wir betrachten
die Darstellung ∇ : Y → gl(U(Lk)) aus Lemma III.9.94 (eingeschränkt auf Y ). Wegen ∇y(S) ⊆ S für
y ∈ Y ist auch ∇ : Y → gl(U) eine wohldefinierte Darstellung. Für u ∈ U , x ∈ Lk und y ∈ Y definieren
wir

(x+ y)u := xu+∇y(u).

Für x′ ∈ I und y′ ∈ Y gilt

(x+ y)((x′ + y′)u)− (x′ + y′)((x+ y)u) = (x+ y)(x′u+∇y′(u))− (x′ + y′)(xu+∇y(u))

= xx′u+ x∇y′(u) +∇y(x
′u) +∇y∇y′(u)− x′xu− x′∇y(u)−∇y′(xu)−∇y′∇y(u)

= [x, x′]u+ (x∇y′(u)−∇y′(xu)) + (∇y(x
′u)− x′∇y(u)) + [y, y′]u.

Für x = xs und u = xi1 . . . xir gilt

x∇y′(u)−∇y′(xu) = −[y′, xs]xi1 . . . xir = [x, y′]u.

Dies zeigt

(x+ y)((x′ + y′)u)− (x′ + y′)((x+ y)u) =
(
[x, x′] + [x, y′] + [y, x′] + [y, y′]

)
u = [x+ y, x′ + y′]u.

Auf diese Weise erhält man eine Darstellung ∆k+1 : Lk+1 → gl(U).

Nach Konstruktion ist S ⊆ Ker(∆̂k). Man kann daher ∆̂k als Darstellung ∆̂k : U → gl(Vk) auffassen.
Sei x ∈ Ker(∆k+1) ∩ Z(L) ⊆ Lk. Dann gilt x1U = 0 und x ∈ S ∩ Z(L) ⊆ Ker(∆k) ∩ Z(L) = 0.
Dies zeigt Ker(∆k+1) ∩ Z(L) = 0. Für x ∈ Lk und u ∈ U gilt xnku = 0. Jede Anwendung von ∇y

ersetzt einen Faktor x ∈ L[l] durch [y, x] ∈ L[l+1]. Da L nilpotent ist, gilt ∇t
y = 0 für ein t ∈ N. Für

nk+1 := max{nk, t} gilt somit auch ∆k+1(Lk+1))
nk+1 = 0.

Schritt 3: L ist auflösbar.
Sei N := N(L). Nach Folgerung III.9.36 ist L′ ⊆ N . Also existiert eine Folge N = L0 ⊴ . . .⊴ Lm =: L
mit dim(Li/Li−1) = 1 für i = 1, . . . ,m. Für 0 ≤ k ≤ m ist

[L,N(Lk)] ≤ L′ ≤ N ≤ N(Lk).

Also ist N(Lk) ein nilpotentes Ideal von L und N(Lk) = N . Induktiv (bzw. nach Schritt 2) existiert
eine Darstellung ∆k : Lk → gl(Vk) mit Ker(∆k) ∩ Z(L) = 0 und ∆k(N)nk = 0. Diese setzt sich nach
∆̂k : U(Lk) → gl(Vk) fort. Anders als in Schritt 2 sei diesmal S das von Ker(∆̂k) und N erzeugte
gewöhnliche Ideal von U(Lk). Wegen Nnk ⊆ Ker(∆̂k) gilt Snk ⊆ Ker(∆̂k). Sei U := U(Lk)/S

nk .
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Man erhält dann wieder eine wohldefinierte Darstellung ∆̂k : U → gl(Vk). Sei Lk+1 = Lk ⊕ Y . Wir
benutzen wieder die Darstellung ∇ : Y → gl(U(Lk)) aus Lemma III.9.94. Die Anwendung von ∇y

auf ein Monom xi1 . . . xir ersetzt je einen Faktor xil durch [y, xil ] ∈ N . Dies zeigt ∇y(U(Lk)) ⊆ S.
Wegen ∇y(st) = ∇y(s)t + s∇y(t) für s, t ∈ S gilt auch ∇y(S

nk) ⊆ Snk . Folglich ist ∇ : Y → gl(U)
wohldefiniert. Man kann also eine Darstellung ∆k+1 : Lk+1 → gl(U) wie in Schritt 2 konstruieren. Sicher
ist ∆k+1(N)nk = 0. Sei x ∈ Ker(∆k+1)∩ Z(L). Dann gilt x ∈ Snk ∩ Z(L) ⊆ Ker(∆k)∩ Z(L) = 0. Daher
ist Ker(∆k+1) ∩ Z(L) = 0.

Es bleibt dimU < ∞ zu zeigen. Sei µi ∈ K[X] das Minimalpolynom von ∆k(xi) ∈ gl(Vk) und
di := deg µi. Dann ist µi(xi)nk ∈ Ker(∆k)

nk ⊆ Snk . Man kann somit xnkdi
i durch ein Polynom kleineren

Grades modulo Snk ersetzen. Nach Poincaré-Birkhoff-Witt ist dimU <∞.

Schritt 4: L ist beliebig.
Nach Levi existiert eine halbeinfache Unteralgebra Y ≤ L mit L = J(L)⊕ Y . Nach Schritt 4 existiert
eine Darstellung Γ: J(L) → gl(V ) mit Ker(Γ) ∩ Z(L) = 0 und Γ(J(L))n = 0 für ein n ∈ N. Mit der
gleichen Argumentation wie in Schritt 3 konstruiert man eine Darstellung ∆ von L mit den gewünschten
Eigenschaften.

Satz III.9.97. Jede Lie-Algebra besitzt eine treue Darstellung.

Beweis. Folgt aus Satz III.9.93 und Satz III.9.96.
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III.10 Bewertungsringe

Bemerkung III.10.1. In der Darstellungstheorie endlicher Gruppen haben wir gesehen, dass die Wahl
des zugrunde liegenden Körpers eine entscheidende Rolle spielt (sowohl die Charakteristik als auch
die Existenz von Einheitswurzeln). Bewertungsringe dienen dazu Darstellungen von einem Körper zu
einem anderen Körper zu transportieren. Die irreduziblen Darstellungen von G = S3 über C lassen sich
beispielsweise über Z realisieren und anschließend modulo einer Primzahl p reduzieren, sodass man
Darstellungen über Fp erhält (irreduzible Darstellungen bleiben dabei im Allgemeinen nicht irreduzibel).
Für beliebige Gruppen muss man größere Ringe mit entsprechenden Eigenschaften konstruieren. Dies
führt zu vollständigen normierten Räumen mit interessantem und zugleich ungewohntem analytischen
Konvergenzverhalten.

Definition III.10.2. Eine (multiplikative) Bewertung eines Integritätsbereichs R ist eine Abbildung
ν : R→ R mit folgenden Eigenschaften:

• ν(x) ≥ 0 und ν(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 (positiv definit),

• ν(xy) = ν(x)ν(y) (multiplikativ),

• ν(x+ y) ≤ ν(x) + ν(y) (subadditiv oder Dreiecksungleichung)

für alle x, y ∈ R. Man nennt ν

• vollständig , falls R mit der Norm |x| := ν(x) ein vollständiger normierter Raum ist.

• archimedisch, falls ein n ∈ N mit ν(n · 1) > 1 existiert.

• ultrametrisch, falls ν(x+ y) ≤ max{ν(x), ν(y)} für alle x, y ∈ R gilt.

Beispiel III.10.3.

(i) Jeder Integritätsbereich R besitzt die triviale Bewertung ν mit ν(x) = 1 für alle x ∈ R \ {0}.
Sie ist vollständig, archimedisch und ultrametrisch. Endliche Körper K besitzen nur die triviale
Bewertung, denn aus ν(x)|K|−1 = ν(x|K|−1) = 1 folgt ν(x) = 1 für x ∈ K×.

(ii) Jeder Teilring R ⊆ C besitzt die euklidische Bewertung ν(x) := |x| =
√
xx. Sie ist archimedisch

und für R ∈ {R,C} bekanntlich vollständig.

(iii) Für x = ±
∏
p∈P p

ap ∈ Z \ {0} mit ap ∈ N0 definiert νp(x) := p−ap die ultrametrische p-adische
Bewertung auf Z.

(iv) Für α =
∑∞

k=0 akX
k ∈ R[X] \ {0} definiert ν(α) := 2−min{k:ak ̸=0} eine ultrametrische Bewertung

auf R[X] (man kann 2 durch jede andere Zahl > 1 ersetzen). Die gleiche Konstruktion funktioniert
auch für den Ring R[[X]] der formalen Potenzreihen aus Aufgabe II.30.
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(v) Sei R ein Dedekindring mit Primideal P ≠ 0. Nach Satz II.11.29 besitzt das Hauptideal (x)
für x ∈ R \ {0} eine eindeutige Primidealzerlegung (x) =

∏
Q∈Spec(ZK)Q

aQ mit aQ ∈ N0. Dann
definiert νP (x) := 2−aP eine Bewertung auf R. Ist R der Ganzheitsring eines Zahlkörpers, so erhält
man durch νP (x) := |R : P |−aP die P -adische Bewertung als Verallgemeinerung der p-adischen
Bewertung (nach Satz II.11.16 ist |R : P | <∞).

(vi) Sei K ein Körper mit Bewertung ν und σ ∈ Aut(K). Dann ist auch K → R, x 7→ ν(σ(x)) eine
Bewertung.

Bemerkung III.10.4. Sei ν eine Bewertung von R.

(i) Wegen ν(−1) > 0 und ν(−1)2 = ν((−1)2) = ν(1) = 1 gilt ν(−1) = 1. Allgemeiner ist ν(−x) = ν(x)
für x ∈ K.

(ii) Wegen ν(x) = ν(x−y+y) ≤ ν(x−y)+ν(y) gilt |ν(x)−ν(y)| ≤ ν(x−y) für x, y ∈ R. Konvergiert
die Folge (xn)n in R bzgl. ν gegen x, so gilt |ν(x)− ν(xn)| ≤ ν(x− xn) → 0 mit n→ ∞ und

lim
n→∞

ν(xn) = ν
(
lim
n→∞

xn

)
= ν(x),

d. h. ν ist stetig bzgl. der euklidischen Norm in R.

(iii) Die ultrametrische Ungleichung ν(x+ y) ≤ max{ν(x), ν(y)} impliziert die Dreiecksungleichung.

(iv) Ist ν ultrametrisch und ν(x) < ν(y), so gilt

ν(y) = ν(x+ y − x) ≤ max{ν(x+ y), ν(x)} ≤ max{ν(x), ν(y)} = ν(y).

Dies zeigt ν(x+ y) = ν(y). Geometrisch formuliert: Alle Dreiecke sind gleichschenklig.

(v) In manchen Büchern benutzt man additive Bewertungen ν : R→ R ∪ {∞} mit den Axiomen

• ν(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0,

• ν(xy) = ν(x) + ν(y),

• ν(x+ y) ≥ min{ν(x), ν(y)}

für alle x, y ∈ R. Unter diesen Voraussetzungen ist R → R, x 7→ 2−ν(x) eine ultrametrische
multiplikative Bewertung und umgekehrt. Archimedische Bewertungen werden auf diese Weise
nicht berücksichtigt.

Lemma III.10.5. Jede Bewertung ν eines Integritätsbereichs R lässt sich eindeutig zu einer Bewertung
ν̂ auf dem Quotientenkörper Q(R) fortsetzen. Dabei gilt ν̂

(
x
y

)
= ν(x)

ν(y) für x
y ∈ Q(R). Ist ν archimedisch

(bzw. ultrametrisch), so auch ν̂.

Beweis. Für xy ∈ Q(R) =: K ist y ≠ 0 und ν(y) ̸= 0. Gilt xy = a
b inK, so ist ν(x)ν(b) = ν(xb) = ν(ya) =

ν(y)ν(a). Also ist ν̂ : K → R wohldefiniert und offensichtlich auch positiv definit und multiplikativ. Für
beliebige x

y ,
a
b ∈ K gilt

ν̂
(x
y
+
a

b

)
=
ν(xb+ ya)

ν(yb)
≤ ν(x)ν(b) + ν(y)ν(a)

ν(y)ν(b)
=
ν(x)

ν(y)
+
ν(a)

ν(b)
= ν̂

(x
y

)
+ ν̂

(a
b

)
.

Daher ist ν̂ eine Bewertung von K. Für jede weitere Fortsetzung ν̂ ′ von ν gilt

ν(x) = ν̂ ′(x) = ν̂′
(x
y

)
ν̂ ′(y) = ν̂ ′

(x
y

)
ν(y)
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und ν̂ ′
(
x
y

)
= ν(x)

ν(y) = ν̂
(
x
y

)
.

Ist ν archimedisch, so auch ν̂. Ist ν ultrametrisch, so gilt

ν̂
(x
y
+
a

b

)
=
ν(xb+ ya)

ν(yb)
≤ max{ν(x)ν(b), ν(y)ν(a)}

ν(y)ν(b)
= max

{ν(x)
ν(y)

,
ν(a)

ν(b)

}
= max

{
ν̂
(x
y

)
, ν̂

(a
b

)}
.

Daher ist auch ν̂ ultrametrisch.

Beispiel III.10.6. Die p-adische Bewertung auf Z setzt sich nach Q fort. Die in Beispiel III.10.3
definierten Bewertungen auf K[X] und K[[X]] für einen Körper K setzen sich nach K(X) bzw. K((X))
fort (Aufgabe II.30).

Lemma III.10.7. Jede nicht-triviale Bewertung ν eines Körpers K ist entweder archimedisch oder
ultrametrisch. Ist charK > 0, so ist ν ultrametrisch.

Beweis. Ist ν ultrametrisch, so gilt ν(n · 1) ≤ max{ν((n − 1) · 1), ν(1)} ≤ . . . ≤ ν(1) = 1 und ν
ist nicht archimedisch. Nehmen wir umgekehrt an, dass ν nicht archimedisch ist. Für x, y ∈ K mit
M := max{ν(x), ν(y)} gilt

ν(x+ y)n = ν((x+ y)n) = ν
( n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

)
≤

n∑
k=0

ν
((n

k

))
ν(x)kν(y)n−k ≤ (n+ 1)Mn.

Wegen
n
(
log ν(x+ y)− log(M)

)
≤ log(n+ 1) (III.10.1)

für alle n ∈ N folgt ν(x+ y) ≤M = max{ν(x), ν(y)}. Also ist ν ultrametrisch.

Für charK = p > 0 erfüllt jede Bewertung ν(λ)p−1 = ν(λp−1) = ν(1) = 1 für λ ∈ Fp. Daher kann ν
nicht archimedisch sein.

Definition III.10.8. Eine Bewertung ν eines Körpers K heißt diskret, falls ν(K×) = ⟨c⟩ ∼= C∞.

Satz III.10.9. Sei ν eine ultrametrische Bewertung eines Körpers K. Dann ist

R := {x ∈ K : ν(x) ≤ 1}

ein lokaler Teilring von K mit J(R) = {x ∈ R : ν(x) < 1}. Umgekehrt ist K zum Quotientenkörper von
R isomorph. Ist ν diskret, so ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Man zeigt leicht, dass R ein Teilring und P := {x ∈ R : ν(x) < 1} ein echtes Ideal von R ist.
Sei x ∈ I ◁R gegeben. Im Fall ν(x) = 1 ist auch ν(x−1) = 1 und x−1 ∈ R. Dann wäre 1 = xx−1 ∈ R.
Also gilt I ⊆ P = J(R) und R ist lokal. Die Inklusion R → K setzt sich zu einem Isomorphismus
Q(R) → K fort, da für x ∈ K \R stets x−1 ∈ R gilt.

Sei nun ν diskret und ν(K×) = ⟨c⟩ mit c ∈ R. O.B. d.A. sei c < 1 (anderenfalls ersetze c durch c−1).
Wähle r ∈ R mit ν(r) = c. Sei I ⊴ R. Dann existiert ein minimales k ∈ N mit ν(x) ≤ ck für alle
x ∈ I. Es folgt ν(xr−k) ≤ 1 und xr−k ∈ R. Dies zeigt I ⊆ (rk). Für x ∈ I mit ν(x) = ck erhält man
rkx−1 ∈ R× und (rk) ⊆ I. Also ist I = (rk) ein Hauptideal.

Bemerkung III.10.10. In der Situation von Satz III.10.9 nennt man R den Bewertungsring und J(R)
das Bewertungsideal von K.
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Beispiel III.10.11.

(i) Für die triviale Bewertung auf K ist K der Bewertungsring und 0 das Bewertungsideal.

(ii) Für die p-adische Bewertung auf Q ist der Bewertungsring R = Z(p) die Lokalisierung aus
Beispiel III.1.7.

(iii) Sei ν die Bewertung von K(X) mit ν(X) = 2−1. Dann ist K[X] der Bewertungsring und (X) das
Bewertungsideal. Für K((X)) ist analog K[[X]] der Bewertungsring.

Lemma III.10.12. Für nicht-triviale Bewertungen ν1 und ν2 eines Körpers K sind folgende Eigen-
schaften äquivalent:

(1) ν1(x) < 1 =⇒ ν2(x) < 1 für alle x ∈ K.

(2) Es existiert ein s > 0 mit ν1(x) = ν2(x)
s für alle x ∈ K.

(3) Die offenen Mengen von K bzgl. ν1 und ν2 stimmen überein.

Ggf. nennt man ν1 und ν2 äquivalent.

Beweis.

(1) ⇒ (2): Für x, y ∈ K gilt zunächst

ν1(x) < ν2(y) =⇒ ν1(x/y) < 1 =⇒ ν2(x/y) < 1 =⇒ ν2(x) < ν2(y).

Da ν1 nicht trivial ist, existiert a ∈ K mit ρ1 := ν1(a) > 1 = ν1(1). Es folgt ρ2 := ν2(a) > 1. Für
jedes x ∈ K× existieren α, β ∈ R mit ν1(x) = ρα1 und ν2(x) = ρβ2 . Da Q dicht in R liegt, können
wir α beliebig gut durch rationale Zahlen approximieren, etwa n

m < α < k
m mit n,m, k ∈ Z. Da

die Funktion R → R, r 7→ ρr1 streng monoton wächst, folgt

ρn1 < ραm1 < ρk1,

ν1(a)
n < ν1(x)

m < ν1(a)
k,

ν2(a)
n < ν2(x)

m < ν2(a)
k,

ρn2 < ρβm2 < ρk2.

Wegen ρ2 > 1 ist n
m < β < k

m und α = β. Für s := log ρ2
log ρ1

> 0 gilt

ν2(x) = eβ log ρ2 = eαs log ρ1 = (ρα1 )
s = ν1(x)

s

für alle x ∈ K.

(2) ⇒ (3): Sei U ⊆ K offen bzgl. ν1 und x ∈ U . Dann existiert ein ϵ > 0mit {y ∈ K : ν1(x−y) < ϵ} ⊆ U .
Wegen ν2(x− y) = ν1(x− y)1/s gilt ν2(x− y) < ϵ1/s ⇒ y ∈ U . Also ist U bzgl. ν2 offen. Wegen
ν2(x) = ν1(x)

1/s für alle x ∈ K gilt auch die Umkehrung.

(3) ⇒ (1): Sei x ∈ K mit ν1(x) < 1. Dann gilt limn→∞ xn = 0 bzgl. ν1. Nach Voraussetzung ist
(K, ν1) → (K, ν2), a→ a stetig (Urbilder offener Mengen sind offen). Also konvergiert xn auch
bzgl. ν2 gegen 0. Dies impliziert ν2(x) < 1.

Bemerkung III.10.13. Die Äquivalenz von Bewertungen ist offensichtlich eine Äquivalenzrelation.
Ist ν eine diskrete (bzw. vollständige) Bewertung, so ist auch jede zu ν äquivalente Bewertung diskret
(bzw. vollständig). Äquivalente ultrametrische Bewertungen definieren den gleichen Bewertungsring.
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Satz III.10.14 (Ostrowski). Jede nicht-triviale Bewertung auf Q ist entweder zur euklidischen
Bewertung oder zu genau einer p-adischen Bewertung äquivalent.

Beweis. Sei ν eine nicht-triviale Bewertung auf Q.

Fall 1: ν ist ultrametrisch.
Dann gilt ν(n) ≤ 1 für alle n ∈ Z und es existiert ein minimales p ∈ N mit ν(p) < 1. Sei p = ab mit
a, b ∈ N. Aus ν(a)ν(b) = ν(ab) < 1 folgt a = p oder b = p, d. h. p ∈ P. Sei q ∈ P \ {p}. Dann existieren
a, b ∈ Z mit ap+ bq = 1 und es folgt

1 = ν(ap+ bq) ≤ max{ν(a)ν(p)︸ ︷︷ ︸
<1

, ν(b)ν(q)} = ν(b)ν(q) = 1.

Daher ist ν(q) = 1. Sei x = ±
∏
q∈P q

aq ∈ Q×. Dann gilt

ν(x) < 1 =⇒ ν(p)ap < 1 =⇒ ap > 0 =⇒ νp(x) = p−ap < 1.

Nach Lemma III.10.12 ist ν zur p-adischen Bewertung äquivalent. Für q ∈ P \ {p} ist ν wegen
νq(q) < 1 = ν(q) nicht zu νq äquivalent.

Fall 2: ν ist archimedisch.
Sei a ∈ N mit ν(a) > 1 und b ∈ N \ {1}. Für n ∈ N existieren ganze Zahlen 0 ≤ αi ≤ b− 1 mit

an =
k∑
i=0

αib
i ≥ bk

und αk ≠ 0 (b-adische Entwicklung). Dabei gilt k ≤ n log a
log b . Sei δ :=

log a
log b . Nach der Dreiecksungleichung

ist ν(αi) = ν(1) + . . .+ ν(1) ≤ b für i = 0, . . . , k. Mit M := max{1, ν(b)} folgt

ν(a)n ≤
k∑
i=0

ν(αi)ν(b)
i ≤ b(k + 1)Mk ≤ b(nδ + 1)(M δ)n.

Wie in (III.10.1) ergibt sich ν(a) ≤M δ. Wegen ν(a) > 1 ist M = ν(b) > 1 und log ν(a)
log a ≤ log ν(b)

log b . Durch
Vertauschen von a und b erhält man

s :=
log ν(a)

log a
=

log ν(b)

log b
> 0.

Also gilt ν(b) = bs für alle b ∈ N. Es folgt ν(q) = |q|s für alle q ∈ Q. Somit ist ν zur euklidischen
Bewertung äquivalent.

Folgerung III.10.15. Jede diskrete Bewertung eines Körpers ist ultrametrisch.

Beweis. Sei K ein Körper mit diskreter Bewertung ν. Nehmen wir an, dass ν archimedisch ist. Nach
Lemma III.10.7 ist charK = 0 und o.B. d.A. Q ⊆ K. Außerdem existiert ein n ∈ N mit ν(n) > 1.
Daher ist die Einschränkung von ν auf Q ebenfalls eine archimedische Bewertung. Nach Ostrowski ist ν
die euklidische Bewertung auf Q. Insbesondere ist ν(Q×) = Q×

+ nicht zyklisch. Somit kann auch ν(K×)
nicht zyklisch sein. Widerspruch.

Bemerkung III.10.16.

(i) Wir zeigen in Bemerkung III.10.42, dass die Umkehrung von Folgerung III.10.15 falsch ist.
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(ii) Das Produkt über alle nicht-trivialen nicht-äquivalenten Bewertungen von Q ergibt interessanter-
weise die triviale Bewertung:

|x|
∏
p∈P

νp(x) = 1 (x ∈ Q×).

Satz III.10.17. Für jeden Körper K mit Bewertung ν gilt:

(i) Es existiert ein Körper K̂ mit vollständiger Bewertung ν̂ und ein Monomorphismus Γ: K → K̂,
sodass Γ(K) dicht1 in K̂ liegt und ν̂ ◦ Γ = ν gilt.

(ii) Ist auch Γ̃ : K → K̃ wie in (i), so existiert genau ein stetiger Isomorphismus Θ: K̂ → K̃ mit
Θ ◦ Γ = Γ̃.

Man nennt K̂ die Vervollständigung von K bzgl. ν.

Beweis.

(i) Schritt 1: Konstruktion von K̂.
Sei R die Menge aller Cauchyfolgen2 α := (an)n∈N von Elementen aus K. Nach Bemerkung III.10.4
ist (ν(an))n ist eine reelle Cauchyfolge. Da R vollständig ist, existiert ∥α∥ := limn→∞ ν(an) ∈ R.
Für α := (an) ∈ R und β := (bn) ∈ R gilt

ν(an + bn − am − bm) ≤ ν(an − am) + ν(bn − bm),

ν(anbn − ambm) = ν(anbn − anbm + anbm − ambm) ≤ ν(an)ν(bn − bm) + ν(bm)ν(an − am).

Daraus folgt α + β := (an + bn)n ∈ R und α · β := (anbn)n ∈ R. Auf diese Weise wird R mit
0 := (0, 0, . . .) und 1 := (1, 1, . . .) zu einem Ring. Außerdem ist I := {α ∈ R : ∥α∥ = 0} ◁ R.
Für α ∈ R \ I existiert ein N ∈ N mit ν(an) > 1

2∥α∥ > 0 für alle n ≥ N . Wir definieren
β := (bn)n = (1, . . . , 1, a−1

N , a−1
N+1, . . .). Dann gilt

ν(bn − bm) = ν
(am − an

anam

)
≤ 4∥α∥−1ν(am − an)

für n,m ≥ N und es folgt β ∈ R. Außerdem ist ∥1 − αβ∥ = 0, d. h. (α + I)(β + I) = 1 + I.
Daher ist I ein maximales Ideal und K̂ := R/I ist ein Körper. Offensichtlich ist Γ: K → K̂,
a 7→ (a, a, . . .) + I ein Monomorphismus.

Schritt 2: Konstruktion von ν̂.
Für α, β ∈ R gilt nach den üblichen Regeln für Grenzwerte

∥α∥ ≥ 0 und ∥α∥ = 0 ⇐⇒ α ∈ I,

∥αβ∥ = lim
n→∞

ν(anbn) = lim
n→∞

ν(an)ν(bn) = ∥α∥∥β∥,

∥α+ β∥ = lim
n→∞

ν(an + bn) ≤ lim
n→∞

(ν(an) + ν(bn)) = ∥α∥+ ∥β∥,

α ≡ β (mod I) =⇒ ∥α∥ = ∥α− β + β∥ ≤ ∥α− β∥+ ∥β∥ = ∥β∥ ≤ ∥α∥.

Also ist ν̂ : K̂ → R, α := α + I 7→ ∥α∥ eine wohldefinierte Bewertung auf K̂ mit ν̂(Γ(a)) =
lim ν(a) = ν(a) für a ∈ K. Für ϵ > 0 sei N ∈ N mit ν(an − am) < ϵ für n,m ≥ N . Dann gilt

ν̂(α− Γ(aN )) = lim
n→∞

ν(an − aN ) ≤ ϵ.

1Erinnerung: Für alle a ∈ K̂ und ϵ > 0 existiert ein b ∈ K mit ν̂(a− b) < ϵ.
2Erinnerung: Für jedes ϵ > 0 existiert ein N ∈ N mit ν(an − am) < ϵ für alle n,m ≥ N

404



Also liegt Γ(K) dicht in K̂.

Schritt 3: ν̂ ist vollständig.
Sei (αn)n eine Cauchyfolge in K̂. Da Γ(K) dicht in K̂ liegt, existiert für jedes n ∈ N ein an ∈ K
mit ν̂(αn − Γ(an)) <

1
n . Sei α := (an)n und ϵ > 0. Dann existiert ein N ∈ N mit 1

N < ϵ/4 und
ν̂(αn − αm) < ϵ/2 für alle n,m ≥ N . Es folgt

ν(an − am) = ν̂
(
Γ(an − am)

)
= ν̂

(
Γ(an)− αn + αn − αm + αm − Γ(am)

)
<

1

n
+
ϵ

2
+

1

m
< ϵ.

Dies zeigt α ∈ R. Außerdem ist

ν̂(α− αn) = ν̂(α− Γ(an) + Γ(an)− αn) ≤ ν̂(α− Γ(an)) + ν̂(αn − Γ(an))

< lim
k→∞

ν(ak − an) +
1

n

n→∞−−−→ 0,

d. h. (αn)n konvergiert gegen α in K. Daher ist ν̂ vollständig.

(ii) Schritt 1: Konstruktion von Θ.
Für α = (an) ∈ R ist ν̃(Γ̃(an)− Γ̃(am)) = ν(an − am). Also ist (Γ̃(an))n eine Cauchyfolge in K̃.
Da ν̃ vollständig ist, existiert

Θ(α) := lim
n→∞

Γ̃(an) ∈ K̃.

Für β = (bn) ≡ α (mod I) ist (Γ̃(an)− Γ̃(bn))n eine Nullfolge. Dies zeigt, dass Θ wohldefiniert ist.
Außerdem istΘ(Γ(a)) = lim Γ̃(a) = Γ̃(a) für alle a ∈ K. Mit Γ̃ ist auchΘ ein Ringhomomorphismus.
Da K̂ ein Körper ist, ist Θ injektiv. Da Γ̃(K) dicht in K̃ liegt, ist jedes Element von K̃ Grenzwert
einer Folge (Γ̃(an))n. Mit (Γ̃(an))n ist auch (an)n eine Cauchyfolge. Daraus folgt die Surjektivität
von Θ. Wegen

ν̃
(
Θ(α)

)
= ν̃

(
lim
n→∞

Γ̃(an)
)

III.10.4
= lim

n→∞
ν(an) = ν̂(α)

ist Θ isometrisch und daher (gleichmäßig) stetig.

Schritt 2: Eindeutigkeit von Θ.
Sei Ψ: K̂ → K̃ ein weiterer stetiger Isomorphismus mit Ψ ◦ Γ = Γ̃. Da Γ(K) dicht in K̂ liegt,
existiert für α ∈ K̂ eine Folge (Γ(an))n mit α = limn→∞ Γ(an). Da Θ und Ψ stetig sind, gilt

Ψ(α) = lim
n→∞

Ψ(Γ(an)) = lim
n→∞

Γ̃(an) = lim
n→∞

Θ(Γ(an)) = Θ(α).

Beispiel III.10.18.

(i) Ist ν bereits vollständig, so ist K̂ ∼= K wegen der Eindeutigkeit von K̂. Dies gilt zum Beispiel für
die triviale Bewertung (jede Cauchyfolge ist konstant).

(ii) Bekanntlich ist R die Vervollständigung von Q bzgl. der euklidischen Bewertung.

(iii) Nach Aufgabe III.59 ist K((X)) die Vervollständigung von K(X).

(iv) Sei (an)n eine ganzzahlige Cauchyfolge bzgl. der p-adischen Bewertung für p ∈ P. Dann existiert
für jedes k ∈ N ein N ∈ N mit νp(an − am) < p−k, d. h. an ≡ am (mod pk) für n,m ≥ N . Dies
motiviert folgende Definition.
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Definition III.10.19. Für p ∈ P ist

Z[p] :=
{
(an + pnZ)n ∈

∞×
n=1

Z/pnZ : ∀n ∈ N : an ≡ an+1 (mod pn)
}

der Ring der ganzen p-adischen Zahlen. Für α = (an+p
nZ)n ∈ Z[p] \{0} existiert eine maximale Potenz

pk mit pk | ak. Wir definieren ν̂p(α) := p−k sowie ν̂p(0) := 0.

Bemerkung III.10.20.

(i) Seien α := (an + pnZ)n ̸= 0 und β := (bn + pnZ)n ̸= 0 ganze p-adische Zahlen. Seien k, l ∈ N
maximal mit pk | ak, pl | bl und o.B. d.A. k ≤ l. Wegen bk ≡ bl ≡ 0 (mod pk) gilt pk | ak + bk
und es folgt

ν̂p(α+ β) ≤ p−k = max
{
ν̂p(α), ν̂p(β)

}
.

Wegen pk+l | ak+lbk+l und pn ∤ anbn für alle n > k+ l ist auch ν̂p(αβ) = ν̂(α)ν̂(β). Insgesamt ist ν̂p
eine ultrametrische Bewertung auf Z[p]. Aus αβ ̸= 0 folgt außerdem, dass Z[p] ein Integritätsbereich
ist.

(ii) Den Quotientenkörper Q[p] von Z[p] nennt man Körper der p-adischen Zahlen.3 Nach Lem-
ma III.10.5 setzt sich ν̂p zu einer Bewertung auf Q[p] fort. Offenbar ist Z[p] der Bewertungsring
von Q[p] mit Bewertungsideal pZ[p]. Nach Satz III.10.9 ist Z[p] lokal und Z×

[p] = Z[p] \ pZ[p].

(iii) Mittels des isometrischen Ringmonomorphismus Z → Z[p], a 7→ (a+ pnZ)n kann Z als Teilring von
Z[p] und Q als Teilkörper von Q[p] auffassen. Insbesondere ist charQ[p] = 0. Für α := (an+p

nZ)n ∈
Z[p] können wir 0 ≤ an < pn für alle n ∈ N annehmen. Die Zahlen b0 := a1 und bn := an+1−an

pn für
n ≥ 1 liegen dann in {0, . . . , p− 1}. Als Teleskopsumme erhält man eine (unendliche) p-adische
Entwicklung

α =

∞∑
n=0

bnp
n.

Für α ∈ N stimmt dies mit der gewöhnlichen p-adischen Entwicklung überein (Aufgabe III.64).
Umgekehrt definiert jede Folge (bn) ∈ {0, . . . , p−1}N0 von Koeffizienten genau eine ganze p-adische
Zahl. Insbesondere ist Z[p] überabzählbar. Im Gegensatz zum Ring der formalen Potenzreihen
Fp[[X]] werden p-adische Entwicklungen in Z[p] mit „Übertrag“ addiert (außerdem ist charFp[[X]] =
p).

(iv) Sei αβ ∈ Q[p] und ν̂p(β) = p−k mit k ∈ N0. Dann ist p−kβ ∈ Z×
[p] und es existiert eine p-adische

Entwicklung α(p−kβ)−1 =
∑∞

n=0 bnp
n. Also ist

α

β
= p−k

α

p−kβ
=

∞∑
n=−k

bn+kp
n =: . . . bk+1bk,bk−1 . . . b0

(dies zeigt auch, dass Q[p] mit der Lokalisierung Z[p][p
−1] übereinstimmt (Beispiel III.1.7)). Daher

hat Q[p] Ähnlichkeit mit dem Körper der formalen Laurentreihen Fp((X)).

3In der Literatur wird oft die Bezeichnung Qp gewählt, die bei uns bereits durch den Kreisteilungskörper belegt ist.
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Beispiel III.10.21.

(i) Die Addition und Multiplikation in Z[p] lässt sich wie im Dezimalsystem von Hand durchführen.
Für p = 3 gilt zum Beispiel

12,1 + 2,21 = (p+ 2p0 + p−1) + (2p0 + 2p−1 + p−2) = 2p+ 2p0 + p−2 = 22,01,

12,1 · 2,21 = (p+ 2p0 + p−1)(2p0 + 2p−1 + p−2) = p2 + p+ 2p0 + 2p−1 + p−2 + p−3 = 112,211.

(ii) Nach Bemerkung III.10.20 ist 3 ∈ Z×
[2]. Für α = (an)n = 3−1 gilt 3an ≡ 1 (mod 2n) für alle n ∈ N.

Man prüft leicht

an ≡

{
2n+1
3 falls n ungerade,

2n+1+1
3 falls n gerade

(mod pn).

Dies liefert eine periodische 2-adische Entwicklung

1

3
= 1 + 1 · 2 + 0 · 22 + 1 · 23 + . . . = . . . 01011 = . . . 011.

Alternativ lässt sich das Ergebnis als geometrische Reihe interpretieren:

1

3
= 1 +

∞∑
k=0

22k+1 = 1 +
∞∑
k=0

(22k+2 − 22k+1) =
∞∑
k=0

(−2)k

(Aufgabe III.62).

Satz III.10.22. Es existiert ein stetiger Isomorphismus Q̂ → Q[p], wobei Q̂ die Vervollständigung von
Q bzgl. νp ist.

Beweis. Sei Γ: Q → Q[p] die kanonische Einbettung. Nach Konstruktion gilt ν̂p(Γ(a)) = νp(a) für
a ∈ Q. Für α = (an + pnZ)n ∈ Z[p] gilt ν̂p(α − Γ(an)) ≤ p−n. Daher liegt Γ(Z) dicht in Z[p]. Nach
Bemerkung III.10.20 lässt sich jedes Element in Q[p] in der Form p−kα mit k ∈ N0 und α ∈ Z[p]

schreiben. Also ist Γ(Q) dicht in Q[p]. Für jede Cauchyfolge
(
αn
βn

)
n
in Q[p] existiert pk := limn→∞ ν̂p

(
αn
βn

)
nach Bemerkung III.10.4. Für ein N ∈ N gilt daher ν̂p(αn) = pkν̂p(βn) für alle n ≥ N . O.B. d.A. sei
N = 1. Nach Multiplikation mit p−k können wir also βn = 1 für alle n ∈ N annehmen.

Für n ∈ N existiert an ∈ Z mit ν̂p(αn − Γ(an)) <
1
n . Wie im Schritt 3 des Beweises von Satz III.10.17

zeigt man, dass (Γ(an))n eine Cauchyfolge in Z[p] ist. Für k ∈ N sei Nk ∈ N mit an ≡ am (mod pk) für
alle n,m ≥ Nk. O.B. d.A. sei k ≤ Nk ≤ Nl für k ≤ l. Wir definieren bk := aNk

für k ∈ N. Dann ist
β := (bk + pkZ)k ∈ Z[p]. Für n ≥ Nk gilt bn = aNn ≡ an (mod pk). Es folgt

ν̂p(β − αn) ≤ ν̂p(β − Γ(an)) + ν̂p(Γ(an)− αn) < p−k +
1

n

n→∞−−−→ 0,

d. h. (αn)n konvergiert gegen β. Somit ist Q[p] vollständig bzgl. ν̂p und Satz III.10.17(ii) liefert einen
stetigen Isomorphismus Θ: Q̂ → Q[p].

Bemerkung III.10.23. Im Vergleich zu R ist die Analysis in Q[p] deutlich einfacher, da man zum
Beispiel keine Konvergenzkriterien für Folgen benötigt (Aufgabe III.56).

Satz III.10.24 (Ostrowski). Bis auf Isomorphie sind R und C mit der euklidischen Bewertung die
einzigen Körper mit vollständiger archimedischer Bewertung.

407



Beweis. Sei K ein Körper mit vollständiger archimedischer Bewertung ν. Nach Lemma III.10.7 ist
charK = 0 und wir können Q ⊆ K annehmen.

Schritt 1: R ⊊ K und ν(x) = |x| für x ∈ R.
Nach Definition ist die Einschränkung von ν auf K archimedisch. Nach Satz III.10.14 existiert ein
s > 0 mit ν(x) = |x|s für alle x ∈ Q. Sei ν̃(x) := ν(x)1/s für x ∈ K. Offenbar ist ν̃ positiv definit und
multiplikativ. Für x, y ∈ K und n ∈ N gilt

ν̃(x+ y)n = ν̃
(
(x+ y)n

)
= ν

( n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k

)1/s
≤

( n∑
k=0

(
n

k

)s
ν(x)kν(y)n−k

)1/s

≤ (n+ 1)1/smax
{(n

k

)s
ν(x)kν(y)n−k : k = 0, . . . , n

}1/s

= (n+ 1)1/smax
{(n

k

)
ν̃(x)kν̃(y)n−k : k = 0, . . . , n

}
≤ (n+ 1)1/s

(
ν̃(x) + ν̃(y)

)n
.

Wie in (III.10.1) folgt die Dreiecksungleichung ν̃(x+y) ≤ ν̃(x)+ ν̃(y). Nach Konstruktion gilt ν(x) = |x|
für x ∈ Q. Da ν vollständig ist, enthält K den Grenzwert jeder Cauchyfolge aus Q, d. h. wir können
R ⊊ K annehmen. Dann gilt ν(x) = |x| für x ∈ R.

Schritt 2: K ∼= C.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra und Satz II.2.10 genügt es zu zeigen, dass R ⊆ K algebraisch
ist. Sei x ∈ K \ R und

q : C → R, z 7→ ν
(
(x− z)(x− z)

)
= ν(x2 − (z + z)x+ zz).

Wegen z + z, zz ∈ R reicht es zu zeigen, dass q eine Nullstelle besitzt. Bezüglich der euklidischen Norm
ist q stetig, denn∣∣ν((x− z)(x− z)

)
− ν

(
(x− w)(x− w)

)∣∣ ≤ ν
(
−(z − w + z − w)x+ zz − wz + wz − ww

)
≤ 2|z − w|ν(x) + |z − w|

(
|z|+ |w|

)
.

Für a, b, c ∈ K gilt bekanntlich ν(a− b+ c) ≥ ν(a− b)− ν(c) ≥ ν(a)− ν(b)− ν(c). Für |z| > 3ν(x) gilt
daher

q(z) ≥ |z|2 − |z + z|ν(x)− ν(x)2 ≥ |z|2 − 2

3
|z|2 − 1

9
|z|2 > 2ν(x)2 ≥ ν(x)2 = q(0).

Nach dem Satz vom Minimum nimmt q auf der kompakten Menge {z ∈ C : |z| ≤ 3ν(x)} sein Minimum
m := min{q(z) : z ∈ C} an. Nehmen wir indirekt m > 0 an. Dann besitzt die nichtleere, kompakte
Menge M := {z ∈ C : q(z) = m} ein Element z0 mit größtmöglicher Norm |z0|. Wir betrachten

α := (X − z0)(X − z0) + ϵ = X2 − (z0 + z0)X + |z0|2 + ϵ ∈ R[X],

wobei 0 < ϵ < m sei. Für s ∈ R gilt α(s) = |s− z0|2 + ϵ > 0. Daher besitzt α zwei komplex-konjugierte
Nullstellen z1, z1. Das Produkt der Nullstellen ist das Absolutglied von α, d. h. |z1|2 = |z0|2 + ϵ > |z0|2.
Dies zeigt z1 /∈M und q(z1) > m.

Für ungerades n ∈ N betrachten wir nun

β := (α− ϵ)n + ϵn = (X − z0)
n(X − z0)

n + ϵn ∈ R[X]

mit Nullstelle z1. Wegen β(s) = |s− z0|2n+ ϵn > 0 für s ∈ R zerfällt β in paarweise komplex-konjugierte
Linearfaktoren, sagen wir

β =

n∏
i=1

(
X2 − (zi + zi)X + |zi|2

)
.
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Für X = x erhält man

q(z1)m
n−1 ≤

n∏
i=1

q(zi) = ν(β(x)) = ν
(
(x− z0)

n(x− z0)
n + ϵn

)
≤ q(z0)

n + ϵn = mn + ϵn.

Dies liefert q(z1) ≤ m+ ϵn

mn−1 . Mit n→ ∞ ergibt sich der Widerspruch q(z1) ≤ m. Also ist m = 0 wie
behauptet.

Definition III.10.25. Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem KörperK mit Bewertung
ν. Eine Abbildung V → R, v 7→ |v| heißt Norm von V , falls gilt:

• |v| ≥ 0 und |v| = 0 ⇐⇒ v = 0 (positiv definit),

• |λv| = ν(λ)|v| (homogen),

• |v + w| ≤ |v|+ |w| (subadditiv)

für alle v, w ∈ V und λ ∈ K. Ggf. nennt man V einen normierten Raum. Zwei Normen |.|1 und |.|2 auf
V heißen äquivalent , falls s, t > 0 mit s|v|1 ≤ |v|2 ≤ t|v|1 für alle v ∈ V existieren.

Beispiel III.10.26. Viele Normen lassen sich aus der Analysis übertragen. Der nächste Satz zeigt,
dass wir in der Regel mit einer Norm auskommen. Auf V = Kn existiert die Maximumsnorm

|v|max := max{ν(vi) : i = 1, . . . , n} (v = (v1, . . . , vn) ∈ V ).

Satz III.10.27. Sei V ein n-dimensionaler normierter Raum über einem Körper K mit vollständiger
Bewertung ν. Dann existiert ein stetiger Isomorphismus Kn → V mit stetiger Umkehrfunktion4 bzgl.
|.|max. Insbesondere ist V vollständig und je zwei Normen auf V sind äquivalent.

Beweis. Sei b1, . . . , bn ∈ V eine Basis und β := max1≤i≤n |bi|. Dann definiert f : Kn → V , (xi) 7→∑n
i=1 xibi einen Isomorphismus mit

|f(x)| ≤
n∑
i=1

|xibi| ≤ n max
1≤i≤n

{ν(xi)|bi|} ≤ nβ|x|max.

Wegen |f(x)− f(y)| = |f(x− y)| ≤ nβ|x− y|max für x, y ∈ Kn ist f (gleichmäßig) stetig. Nehmen wir
nun indirekt an, dass eine Folge (x(k))k∈N mit

|x(k)|max > k|f(x(k))|

für k ∈ N existiert. Dann existiert 1 ≤ i ≤ nmit ν(x(k)i ) = |x(k)|max für unendlich viele k. Nach Übergang
zu einer Teilfolge und Normierung können wir x(k)1 = |x(k)|max = 1 für alle k ∈ N annehmen. Indem
man erneut eine Teilfolge wählt, kann man annehmen, dass alle x(k) auf den gleichen m Koordinaten
verschwinden. Sei m dabei so groß wie möglich. Da die Vektoren x(k) − x(l) auf mindestens m + 1
Koordinaten verschwinden, existiert ein γ > 0 mit

|x(k) − x(l)|max ≤ γ|f(x(k))− f(x(l))| ≤ γ
(
|f(x(k))|+ |f(x(l))|

)
<
γ

k
+
γ

l
.

4Also ein Homöomorphismus
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Also ist x(k) eine Cauchyfolge in Kn. Man zeigt leicht, dass mit K auch Kn vollständig ist bzgl. |.|max.
Daher existiert x := limk→∞ x(k) ∈ Kn. Wegen x1 = x

(k)
1 = 1 ist x ≠ 0. Da f stetig ist, erhält man den

Widerspruch

0 ̸= f(x) = lim
k→∞

f(x(k)) < lim
k→∞

1

k
= 0.

Also existiert γ > 0 mit |x|max ≤ γ|f(x)| für alle x ∈ Kn, d. h. f−1 ist (gleichmäßig) stetig.

Die Vollständigkeit von Kn bzgl. |.|max impliziert die Vollständigkeit von V bzgl. |.|. Ist |.|′ eine weitere
Norm auf V , so existiert ein stetiger Isomorphismus g : Kn → V bzgl. |.|′ mit stetiger Umkehrfunktion.
Dann ist auch g ◦ f−1 : V → V ein solcher Isomorphismus. Daraus ergibt sich die Äquivalenz von |.|
und |.|′.

Lemma III.10.28. Seien ν1, . . . , νn paarweise nicht-äquivalente nicht-triviale Bewertungen auf K.
Dann existiert x ∈ K mit ν1(x) > 1 und νi(x) < 1 für i = 2, . . . , n.

Beweis. Da ν1 und ν2 nicht äquivalent sind, existieren a, b ∈ K mit ν1(a) < 1, ν2(a) ≥ 1 und ν1(b) ≥ 1,
ν2(b) < 1. Für c := b/a ∈ K gilt dann ν1(c) > 1 und ν2(c) < 1. Damit ist der Fall n = 2 erledigt. Sei
nun induktiv y ∈ K mit ν1(y) > 1 und νi(y) < 1 für i = 3, . . . , n. Im Fall ν2(y) ≤ 1 existiert ein k ∈ N
mit

ν1(cy
k) = ν1(c)ν1(y)

k > 1, ν2(cy
k) ≤ ν2(c) < 1, νi(cy

k) < 1 (3 ≤ i ≤ n).

Die Behauptung gilt also für x := cyk. Sei schließlich ν2(y) > 1. Für k ∈ N und 1 ≤ i ≤ n gilt wie üblich

|1− νi(y)
k| ≤ νi(1 + yk) ≤ 1 + νi(y)

k.

Sei zk := yk

1+yk
. Für genügend große k ist dann

νi(czk) = νi(c)
νi(y)

k

νi(1 + yk)


≥ ν1(c)

ν1(y)k

1+ν1(y)k
> 1 falls i = 1,

≤ ν2(c)
ν2(y)k

ν2(y)k−1
< 1 falls i = 2,

≤ νi(c)
νi(y)

k

1−νi(y)k
< 1 falls i ≥ 3.

(III.10.2)

Wir können also x := czk setzen.

Satz III.10.29 (Artin-Whaples’ Approximationssatz). Seien ν1, . . . , νn paarweise nicht-äquivalente
nicht-triviale Bewertungen auf K und x1, . . . , xn ∈ K. Dann existiert für jedes ϵ > 0 ein x ∈ K mit
νi(x− xi) < ϵ für i = 1, . . . , n.

Beweis. Nach Lemma III.10.28 existieren y1, . . . , yn ∈ K mit νi(yi) > 1 und νi(yj) < 1 für i ≠ j. Wir
definieren

sk :=

n∑
i=1

xi
yki

1 + yki

für k ∈ N. Wie in (III.10.2) gilt

νi(sk − xi) ≤
∑
j ̸=i

νi(xj)
νi(yj)

k

1− νi(yj)k
+ νi(xi)

1

νi(yki )− 1

k→∞−−−→ 0

für i = 1, . . . , n. Daher gilt die Behauptung für x := sk, falls k genügend groß ist.
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Beispiel III.10.30. Seien p1, . . . , pn ∈ P und x1, . . . , xn ∈ Z. Für jedes ϵ > 0 liefert der chinesische
Restsatz ein x ∈ Z mit x ≡ xi (mod pkii ) für i = 1, . . . , n, wobei p−kii < ϵ. Dies bedeutet νp(x− xi) < ϵ.
Nimmt man eine weitere Ungleichung für die euklidische Bewertung hinzu, also |x − xn+1| < ϵ, so
muss man x ∈ Q wählen. Der Approximationssatz kann daher als Verallgemeinerung des chinesischen
Restsatzes angesehen werden.

Lemma III.10.31 (Hensel). Sei K ein Körper mit ultrametrischer vollständiger Bewertung ν,
Bewertungsring R und R := R/J(R). Sei α ∈ R[X] und α = α1α2 ∈ R[X] mit ggT(α1, α2) = 1 und α1

normiert. Dann existieren β, γ ∈ R[X] mit α = βγ, β = α1, γ = α2 und β normiert.

Beweis. Nach Satz III.10.9 ist R ein lokaler Ring und R ein Körper. Wir wählen zunächst β1, γ1 ∈ R[X]
mit β1 = α1 und γ1 = α2. O.B. d.A. sei β1 normiert und deg(α− β1γ1) < degα =: n (d. h. α und γ1
haben den gleichen führenden Koeffizienten). Da α1, α2 im euklidischen Ring R[X] teilerfremd sind,
existieren σ, τ ∈ R[X] mit α1σ + α2τ = 1. Die Koeffizienten von α− β1γ1 und β1σ + γ1τ − 1 liegen in
J(R). Unter diesen Koeffizienten wählen wir u ∈ J(R), sodass ν(u) so groß wie möglich ist. Im Fall u = 0
ist α = β1γ1 und wir sind fertig. Sei also u ≠ 0. Für k ∈ N sei (uk) ⊴ R[X]. Für jeden Koeffizienten
s ∈ J(R) von α−β1γ1 oder β1σ+ γ1τ − 1 gilt ν(su−1) ≤ 1, d. h. su−1 ∈ R und s = su−1u ∈ (u). Daher
gilt α ≡ β1γ1 (mod (u)) und β1σ + γ1τ ≡ 1 (mod (u)).

Für k ≥ 2 konstruieren wir induktiv Polynome βk, γk ∈ R[X] mit folgenden Eigenschaften:

(a) βk ist normiert und deg(α− βkγk) < n,

(b) βk ≡ βk+1 und γk ≡ γk+1 (mod (uk)),

(c) α ≡ βkγk (mod (uk)).

Seien dafür βk, γk gegeben. Wähle δ ∈ R[X] mit α = βkγk + ukδ und deg δ < n. Da βk normiert ist,
dürfen wir durch βk mit Rest teilen ohne R[X] zu verlassen. Dies liefert ρ, θ ∈ R[X] mit τδ = βkρ+ θ
und deg θ < deg βk. Sei d := deg γ1 und µ, η ∈ R[X] mit σδ + γkρ = µ + ηXd und deg µ < d. Dann
erfüllen

βk+1 := βk + ukθ, γk+1 := γk + ukµ

bereits (a) und (b). Außerdem gilt

δ ≡ (β1σ + γ1τ)δ ≡ (βkσ + γkτ)δ ≡ βk(σδ + γkρ) + γkθ ≡ βkµ+ βkηX
d + γkθ (mod (u)).

Hierbei ist deg δ < n, deg(βkµ) < deg(βk) + d = n und deg(γkθ) < n. Andererseits ist βkXd normiert
vom Grad n. Dies geht nur falls η = 0. Es folgt

βk+1γk+1 ≡ α− ukδ + (βkµ+ γkθ)u
k ≡ α (mod (uk+1)),

d. h. (c) gilt für k + 1. Damit ist die Induktion abgeschlossen.

Nun schreiben wir βk =
∑e

j=0 bkjX
j und γk =

∑d
j=0 ckjX

j mit bij , cij ∈ R. Nach Konstruktion gilt
ν(bkj − blj) ≤ ν(u)k < 1 für k ≤ l und analog für ckj . Da K vollständig ist, existieren die Grenzwerte
bj := limk→∞ bkj und cj := limk→∞ ckj in R. Wir definieren β :=

∑e
j=0 bjX

j und γ :=
∑d

j=0 cjX
j .

Mit βk ist auch β normiert. Außerdem gilt β = β1 = α1 und γ = γ1 = α2. Wegen βγ ≡ βkγk ≡ α
(mod (uk)) für alle k ≥ 1 ist α = βγ.

Beispiel III.10.32. Nehmen wir an, dass α wie in Hensels Lemma eine einfache Nullstelle y ∈ R
besitzt. Dann kann man α1 = X − y wählen. Also existiert ein normiertes Polynom β ∈ R[X] mit β | α
und β = α1. Nun hat β die Form β = X − x, d. h. x ist eine Nullstelle von α mit x = y.
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Satz III.10.33. Sei p ∈ P und E ≤ Q×
[p] die Untergruppe der Einheitswurzeln. Dann gilt E = ⟨−1⟩ ∼= C2

falls p = 2 und E ∼= Cp−1 falls p > 2.

Beweis. Sei α = Xp−1 − 1 ∈ Z[p][X]. Wegen Z[p]/J(Z[p]) ∼= Fp gilt α =
∏
a∈F×

p
(X − a). Sei F×

p = ⟨a⟩.
Nach Beispiel III.10.32 besitzt α eine Nullstelle x ∈ Z[p] mit x = a. Offenbar ist x eine primitive
Einheitswurzel der Ordnung p− 1. Für p = 2 ist offensichtlich −1 eine zweite Einheitswurzel (beachte
charQ[2] = 0).

Sei umgekehrt x ∈ E mit Ordnung n. Aus ν̂p(x)n = ν̂p(x
n) = ν̂p(1) = 1 folgt ν̂p(x) = 1 und x ∈ Z[p].

Also gilt α := Xn − 1 =
∏n
k=1(X − xk) ∈ Fp[X]. Sei zunächst p ∤ n. Wegen ggT(α, α′) = 1 gilt xk ̸= xl

für 1 ≤ k < l ≤ n. Also hat auch x Ordnung n in F×
p . Dies zeigt n | p− 1. Sei nun n = p > 2. Dann ist

x = xp = xp = 1 und es existiert y ∈ Z[p] mit x = 1 + py. Für k ∈ N folgt xk =
∑k

i=0

(
k
i

)
yipi ≡ 1 + kpy

(mod p2). Dies liefert den Widerspruch

0 =
xp − 1

x− 1
=

p−1∑
k=0

xk ≡
p−1∑
k=0

(1 + kpy) = p+
p− 1

2
p2y ≡ p (mod p2).

Sei schließlich p = 2 und n = 4. Sei wieder x = 1 + 2y. Dann wäre −1 = x2 ≡ 1 (mod 4).

Lemma III.10.34. Sei K ein Körper mit ultrametrischer vollständiger Bewertung ν. Sei α =∑n
k=0 akX

k ∈ K[X] irreduzibel. Dann gilt max1≤k≤n ν(ak) = max{ν(a0), ν(an)}.

Beweis. Sei s ≥ 0 minimal mit ν(as) = max1≤k≤n ν(ak). Nehmen wir s > 0 an. Dann ist auch
β := a−1

s α ∈ R[X] irreduzibel in K[X] und β = Xsβ1 ∈ R[X] für ein β1 ∈ R[X] mit β1(0) ̸= 0. Also
sind Xs und β1 teilerfremd. Nach Hensel existieren γ, δ ∈ R[X] mit α = γδ, γ = Xs und δ = β1. Wegen
s > 0 muss deg δ = 0 gelten, da β irreduzibel ist. Dann ist aber auch deg β1 = 0 und s = n.

Satz III.10.35 (Straßmann). Sei K ein Körper mit ultrametrischer Bewertung ν und Bewertungsring
R. Sei (an)n∈N0 eine Folge in K, sodass ein maximales N ∈ N0 mit ν(aN ) = maxn∈N0 ν(an) existiert.
Dann existieren höchstens N Elemente x ∈ R mit

∑∞
n=0 anx

n = 0.

Beweis. Induktion nach N : Sei N = 0 und x ∈ R, sodass α(x) :=
∑∞

n=0 anx
n konvergiert. Nach

Aufgabe III.56 gilt
ν(a1x+ a2x

2 + . . .) ≤ max
n∈N

ν(anx
n) < ν(a0)

wegen ν(x) ≤ 1. Aus Bemerkung III.10.4 folgt ν(α(x)) = ν(a0) ̸= 0 und α(x) ̸= 0. Sei nun N ≥ 1.
Nehmen wir a0 = 0 an. Dann ist x = 0 eine Lösung von α(x) = 0. Jede weitere Lösung y ̸= 0 erfüllt
b0 + b1y + . . . = 0, wobei bn := an+1 für n ∈ N0. Nach Induktion ist die Anzahl dieser y höchstens
N − 1. Also gilt die Behauptung. Wir können daher a0 ̸= 0 annehmen. Für x ∈ R mit α(x) = 0 gilt
x ̸= 0. Wir dividieren die formale Potenzreihe α =

∑∞
n=0 anX

n ∈ K[[X]] durch X − x und erhalten
β =

∑∞
n=0 bnX

n ∈ K[[X]] mit b0 := −a0x−1 und bn := (bn−1 − an)x
−1 für n ∈ N. Jede Lösung y ≠ x

von α(y) = 0 erfüllt nun β(y) = 0. Für k ∈ N0 gilt

bk = ak+1 + bk+1x = ak+1 + x(ak+2 + bk+2x) = . . . =
∞∑
n=0

ak+n+1x
n.

Aus ν(x) ≤ 1 folgt ν(bk) ≤ maxn∈N0 ν(ak+n+1)ν(x)
n < ν(aN ) für k ≥ N . Daher ist ν(bN−1) =

ν(aN + bNx) = max{ν(aN ), ν(bNx)} = ν(aN ). Für k < N − 1 gilt schließlich

ν(bk) ≤ max
n∈N0

ν(ak+n+1)ν(x)
n ≤ ν(aN ) = ν(bN−1).
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Also ist ν(bN−1) = maxn∈N0 ν(bn). Nach Induktion ist die Anzahl der y ∈ R mit β(y) = 0 höchstens
N − 1.

Beispiel III.10.36.

(i) Sei a0 := 0 und an := 2n

n ∈ Q[2] für n ∈ N. Dann gilt N = 2 mit den Bezeichnungen aus
Satz III.10.35. Nach Aufgabe III.61 sind x = 0, 1 ∈ Z[2] die einzigen Lösungen von

∑
anx

n = 0.

(ii) Sei α = XN−p ∈ Z[p][X] mit N ≥ 2. Wegen ⟨ν̂p(Q[p])⟩ = ⟨p−1⟩ = ⟨νp(p)⟩ besitzt α keine Nullstelle
in Z[p]. Daher ist die Abschätzung in Straßmanns Satz im Allgemeinen nicht optimal.

Bemerkung III.10.37. Wir hatten (zum Beispiel in Aufgabe III.35) bereits die Norm-Abbildung
N : L → K, x 7→

∏
σ∈Gal(L|K|) σ(x) für Galois-Erweiterungen K ⊆ L benutzt. Wir führen nun eine

allgemeinere Konstruktion ein.

Definition III.10.38. Sei K ⊆ L eine endliche Körpererweiterung. Für x ∈ L definiert tx : L → L,
y 7→ xy eine K-lineare Abbildung. Wir nennen NL

K : L→ K, x 7→ det(tx) die Norm-Abbildung von L
bzgl. K.5

Lemma III.10.39. Für endliche Körpererweiterungen K ⊆ L ⊆M gilt:

(i) Für x ∈ K ist NL
K(x) = x|L:K|.

(ii) Für x, y ∈ L ist NL
K(xy) = NL

K(x)NL
K(y).

(iii) Für x ∈ L ist NL
K(x) = N

K(x)
K (x)|L:K(x)|.

(iv) Für das Minimalpolynom µx über K gilt NL
K(x) = (−1)|L:K|µx(0)

|L:K(x)|.

(v) NM
K = NL

K ◦NM
L .

(vi) Ist K ⊆ L eine Galois-Erweiterung, so gilt NL
K(x) =

∏
σ∈Gal(L|K)| σ(x).

Beweis.

(i) Die Matrix der Abbildung tx bzgl. einer beliebigen Basis von L ist x1n, wobei n = |L : K|. Daher
ist NL

K(x) = det(tx) = xn.

(ii) Offenbar gilt txy = tx ◦ ty und NL
K(xy) = det(txy) = det(tx) det(ty) = NL

K(x)NL
K(y).

(iii) Sei b1, . . . , bn ∈ K(x) eine K-Basis von K(x) und c1, . . . , cm ∈ L eine K(x)-Basis von L. Nach dem
Beweis des Gradsatzes ist B := {bicj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} eine K-Basis von L. Sei A ∈ Kn×n

die Matrix von t′x : K(x) → K(x) bzgl. b1, . . . , bn. Offenbar ist dann diag(A, . . . , A) ∈ Knm×nm

die Matrix von tx : L→ L bzgl. B. Dies zeigt NL
K(x) = det(A)m = N

K(x)
K (x)|L:K(x)|.

(iv) Nach Cayley-Hamilton ist µx ein Teiler des charakteristischen Polynoms von tx. Wegen d :=
deg µx = |K(x) : K| ist µx das charakteristische Polynom von t′x : K(x) → K(x). Aus (iii) folgt

NL
K(x) = N

K(x)
K (x)|L:K(x)| = det(t′x)

|L:K(x)| =
(
(−1)d det(X id−t′x)(0)

)|L:K(x)|

=
(
(−1)dµx(0)

)|L:K(x)|
= (−1)|L:K|µx(0)

|L:K(x)|.

5Die Norm-Abbildung sollte nicht mit den Normen aus Definition III.10.25 verwechselt werden.
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(v) Nach (iii) ist

NM
K (x) = N

K(x)
K (x)|M :K(x)| = N

L(x)
K (x)|M :L(x)|, NL

K

(
NM
L (x)

)
= NL

K

(
N
L(x)
L (x)

)|M :L(x)|

für x ∈M . Wir können daher M = L(x) annehmen. Sei d := |L(x) : L|. Dann ist 1, x, . . . , xd−1

eine L-Basis von L(x). Sei b1, . . . , bn ∈ L eine K-Basis von L. Die Matrix von tx : L(x) → L(x)
bzgl. der Basis

{b1, . . . , bn, b1x, . . . , bnx, . . . , b1xd−1, . . . , bnx
d−1}

hat die Form

A :=


0 · · · 0 A1

1n
. . .

...
...

. . . 0 Ad−1

0 1n Ad

 .

Nach n(d − 1) Zeilenvertauschungen erhält man detA = (−1)n(d−1) det(A1). Sei µx = Xd +
λd−1X

d−1+. . .+λ0 ∈ L[X] das Minimalpolynom von x über L. Dann gilt xd = −λd−1x
d−1−. . .−λ0.

Daher ist A1 die Matrix von t−λ0 : L→ L. Nach (iv) gilt NL(x)
L (x) = (−1)dµx(0) = (−1)d+1(−λ0)

und

NL
K(N

L(x)
L (x))

(i),(ii)
= (−1)n(d+1)NL

K(−λ0) = (−1)n(d+1) det(A1) = (−1)2nd detA = N
L(x)
K (x).

(vi) Bekanntlich permutiert Gal(L|K) die Nullstellen von µx. Daher gilt

µ|L:K(x)|
x =

∏
σ∈Gal(L|K)

(X − σ(x))

und
NL
K(x)

(iv)
= (−1)|L:K|µx(0)

|L:K(x)| =
∏

σ∈Gal(L|K)

σ(x).

Satz III.10.40. Sei K ein Körper mit vollständiger Bewertung ν. Für jede endliche Körpererweiterung
K ⊆ L existiert genau eine Bewertung ν̃ auf L, die ν fortsetzt. Außerdem ist ν̃ vollständig und für
x ∈ L gilt

ν̃(x) = |L:K|
√
ν
(
NL
K(x)

)
.

Beweis. Die Abbildung ν̃ : L→ L, x 7→ |L:K|
√
ν(NL

K(x)) ist nach Lemma III.10.39 eine positiv definite
multiplikative Fortsetzung von ν.

Fall 1: ν ist trivial.
Hier ist auch ν̃ trivial und vollständig. Angenommen ν ′ ist eine nicht-triviale Fortsetzung von ν. Sei
x ∈ L× mit ν̃(x) ̸= 1, o. B. d.A. ν̃(x) > 1 (ersetze notfalls x durch x−1). Wegen |L : K| < ∞ ist x
algebraisch über K. Dies widerspricht Aufgabe III.55 angewendet auf das Minimalpolynom µx. Also ist
ν ′ = ν̃ die einzige Fortsetzung von ν.

Fall 2: ν ist archimedisch.
Nach Ostrowski istK ∈ {R,C} und ν(x) = |x|s für ein s > 0 und x ∈ K. Da C algebraisch abgeschlossen
ist, können wir (K,L) = (R,C) annehmen. In der Tat ist

ν̃(z) =
√
ν(NC

R (z)) =
√
zz

s
= |z|s
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für z ∈ C zur euklidischen Bewertung auf C äquivalent. Sei ν ′ eine weitere Fortsetzung von ν. Nach
Satz III.10.27 ist ν ′ als Norm zu ν̃ äquivalent. Insbesondere definieren ν̃ und ν ′ die gleichen offenen
Mengen. Nach Lemma III.10.12 sind ν̃ und ν ′ auch als Bewertungen äquivalent. Sei t > 0 mit
ν ′(z) = ν̃(z)t für alle z ∈ C. Wegen 2s = ν̃(2) = ν(2) = ν ′(2) = 2st ist t = 1 und ν ′ = ν̃.

Fall 3: ν ist ultrametrisch.
Wir zeigen zuerst, dass ν̃ die ultrametrische Ungleichung erfüllt. Sei x, y ∈ L× mit ν̃(x) ≥ ν̃(y). Wegen
NL
K(x + y) = NL

K(x)N
L
K(1 + y

x) genügt es die Aussage ν̃(x) ≤ 1 ⇒ ν̃(1 + x) ≤ 1 zu zeigen. Nach
Lemma III.10.39 ist dies äquivalent zu

ν
(
N
K(x)
K (x)

)
≤ 1 =⇒ ν

(
N
K(x)
K (1 + x)

)
≤ 1.

Für das Minimalpolynom µx =
∑d

k=0 akX
k ∈ K[X] gilt ν(a0) = ν((−1)da0) = ν

(
N
K(x)
K (x)

)
≤ 1

nach Lemma III.10.39. Aus Lemma III.10.34 folgt max0≤k≤d ν(ak) = max{ν(a0), 1} = 1. Offenbar ist
µx(X − 1) das Minimalpolynom von 1 + x. Daher gilt

ν
(
N
K(x)
K (1 + x)

)
= ν(µx(−1)) = ν

( d∑
k=0

(−1)kak

)
≤ max

0≤k≤d
ν(ak) ≤ 1

wie gewünscht. Damit ist ν̃ eine Bewertung auf L, die ν fortsetzt. Die Eindeutigkeit von ν̃ zeigt man
wie in Fall 2 mit Hilfe von Lemma III.10.12. Daraus ergibt sich auch die Vollständigkeit von ν̃.

Folgerung III.10.41. Sei K ein Körper mit vollständiger Bewertung ν. Dann existiert genau eine
Bewertung ν̃ des algebraischen Abschluss K, die ν fortsetzt.

Beweis. Für jede endliche Körpererweiterung K ⊆ L mit L ⊆ K sei νL die nach Satz III.10.40 eindeutig
bestimmte Fortsetzung von ν. Für x, y ∈ L ist |K(x, y) : K| <∞, da K ⊆ K algebraisch ist. Außerdem
gilt νK(x)(x) = µK(x,y)(x). Dies zeigt, dass ν̃ : K → R, x 7→ νK(x)(x) eine Bewertung von K ist,
die ν fortsetzt. Ist ν ′ eine weitere Fortsetzung von ν, so müssen ν̃ und ν ′ auf K(x) für alle x ∈ K
übereinstimmen. Daher gilt ν ′ = ν̃.

Bemerkung III.10.42.

(i) Sei K := Q[p] und ν̃p die eindeutige Fortsetzung von ν̂p nach K.6 Mit νp ist auch ν̃p ultrametrisch.
Nehmen wir an, dass ν̃p diskret ist. Dann existiert x ∈ K mit ⟨ν̃p(x)⟩ = ν̃p(K

×
). Da K algebraisch

abgeschlossen ist, existiert y ∈ K mit y2 = x. Außerdem existiert a ∈ Z mit ν̃p(y) = ν̃p(x)
a. Damit

hat man den Widerspruch ν̃p(x) = ν̃p(y)
2 = ν̃p(x)

2a. Also ist ν̃p nicht diskret.

(ii) Im Gegensatz zu Satz III.10.40 ist ν̃p nicht vollständig (Aufgabe III.65). Wir zeigen, dass die
algebraische Abgeschlossenheit erhalten bleibt, wenn man erneut zur Vervollständigung übergeht
(Satz III.10.45).

Lemma III.10.43 (Krasner). Sei K ein Körper mit vollständiger ultrametrischer Bewertung ν. Sei
K der algebraische Abschluss von K und ν̃ die Fortsetzung von ν auf K. Sei α ∈ K[X] irreduzibel und
separabel mit Nullstellen x1, . . . , xd ∈ K. Sei

r := min
i̸=j

ν̃(xi − xj).

Für y ∈ K mit ν̃(x1 − y) < r gilt K(x1) ⊆ K(y).
6Nach Konstruktion sind K, K und C gleichmächtig zur Potenzmenge von N. Aus Satz A.5.4 folgt daher K ∼= C.
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Beweis. Sei L := K(y). Der Zerfällungskörper M ⊆ K von α über L ist nach Artins Satz I.10.9 eine
Galois-Erweiterung, da α separabel ist. Die Eindeutigkeit von ν̃ auf M zeigt ν̃(σ(z)) = ν̃(z) für alle
z ∈M und σ ∈ G := Gal(M |L). Insbesondere ist

ν̃(σ(x1)− y) = ν̃(x1 − σ−1(y)) = ν̃(x1 − y) < r

und
ν̃(x1 − σ(x1)) = ν̃(x1 − y + y − σ(x1)) ≤ max{ν̃(x1 − y), ν̃(y − σ(x1))} < r.

Nach Definition von r geht dies nur falls σ(x1) = x1. Insgesamt ist x1 ∈ MG = L = K(y) wie
behauptet.

Folgerung III.10.44. Mit den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma III.10.43 sei α =
∑d

k=0 akX
k ∈

K[X]. Dann existiert ein ϵ > 0 mit folgender Eigenschaft: Jedes normierte Polynom β =
∑d

k=0 bkX
k ∈

K[X] mit ν(ak − bk) < ϵ für k = 0, . . . , d ist irreduzibel.

Beweis. Seim := max0≤k≤d ν(ak) und ϵ := min
{
1, rd(m+1)−d

}
> 0. Sei β wie angegeben mit Nullstelle

y ∈ K. Nach Aufgabe III.55 gilt

ν̃(y) ≤ max
0≤k≤d

ν(bk) ≤ max
0≤k≤d

ν(ak) + max
0≤k≤d

ν(ak − bk) < m+ ϵ ≤ m+ 1

und
d∏

k=0

ν̃(y − xk) = ν̃(α(y)) = ν̃((α− β)(y)) ≤ max
0≤k≤d

ν(ak − bk)ν̃(y)
k < ϵ(m+ 1)d.

Also existiert ein k mit ν̃(y − xk) < d
√
ϵ(m + 1) ≤ r. Aus Krasners Lemma folgt K(xk) ⊆ K(y).

Andererseits ist |K(y) : K| ≤ deg β = d = |K(xk) : K|. Dies zeigt K(xk) = K(y) und β ist
irreduzibel.

Satz III.10.45 (Kürschák). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper mit Bewertung ν. Dann
ist auch die Vervollständigung K̂ bzgl. ν algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Ist ν archimedisch, so ist R ⊆ K̂ ⊆ C nach Ostrowski. Da X2 + 1 bereits eine Nullstelle im
algebraisch abgeschlossenen Körper K besitzt, kann der Fall K̂ ∼= R nicht auftreten. Somit ist K̂ ∼= C
algebraisch abgeschlossen.

Sei nun ν ultrametrisch. Wir zeigen zunächst, dass K̂ vollkommen ist (Definition I.11.19). Dafür können
wir charK = p > 0 annehmen. Sei x ∈ K̂. Da K dicht in K̂ liegt, ist x der Grenzwert einer Folge aus
K, etwa x = limn→∞ xn. Da K algebraisch abgeschlossen ist, existieren yn ∈ K mit ypn = xn. Wegen

ν(yk − yl)
p = ν

(
(yk − yl)

p
)
= ν(ypk − ypl ) = ν(xk − xl)

ist auch (yn) eine Cauchyfolge. Für y := limn→∞ yn ∈ K̂ gilt offenbar yp = x. Also ist K̂ vollkommen.

Angenommen K̂ ist nicht algebraisch abgeschlossen. Dann existiert ein irreduzibles Polynom α ∈ K̂[X]
vom Grad d > 1. Nach Beispiel II.3.3 ist α separabel. Da K dicht in K̂ liegt, finden wir ein Polynom
β ∈ K[X] dessen Koeffizienten beliebig nah an den entsprechenden Koeffizienten von α liegen. Nach
Folgerung III.10.44 können wir erreichen, dass β irreduzibel ist und ebenfalls Grad d hat. Dann wäre K
aber nicht algebraisch abgeschlossen.
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Beispiel III.10.46. Sei K die Vervollständigung von Q[p]. Dann ist K sowohl algebraisch abgeschlossen
als auch vollständig. Sei R der Bewertungsring von K und R := R/J(R). Sei α ∈ R[X] \ R. Dann
existiert β ∈ R[X] \R mit β = α. Da K algebraisch abgeschlossen ist, besitzt β eine Nullstelle x ∈ K.
Nach Aufgabe III.55 ist x ∈ R und x ist eine Nullstelle von α. Dies zeigt, dass R ebenfalls algebraisch
abgeschlossen ist.

Bemerkung III.10.47. Sei K ein Zahlkörper vom Grad n := |K : Q|. Wegen charK = 0 existieren
nach Aufgabe II.18 genau n (injektive) Homomorphismen σ : K → C. Im Fall σ(K) ⊆ R nennt man σ
eine reelle Einbettung von K und anderenfalls eine komplexe Einbettung. Die komplexen Einbettungen
treten in Paaren der Form (σ, σ) auf, wobei σ(x) := σ(x) für x ∈ K gilt.

Lemma III.10.48. Sei K ein Zahlkörper und σ, τ : K → C Einbettungen mit |σ(x)| = |τ(x)| für alle
x ∈ K. Dann gilt σ ∈ {τ, τ}.

Beweis. Sei γ := σ ◦ τ−1 : τ(K) → σ(K). Für x, y ∈ K gilt

|σ(x)− σ(y)| = |σ(x− y)| = |τ(x− y)| = |τ(x)− τ(y)|.

Dies zeigt, dass γ stetig bzgl. der euklidischen Bewertung ist. Man kann nun γ zur Vervollständigung
τ̂(K) fortsetzen, indem man γ̂(x) := limn→∞ γ(xn) für jede Cauchyfolge (xn)n in τ(K) definiert (dies
ist wohldefiniert, da γ Nullfolgen auf Nullfolgen abbildet). Man zeigt leicht, dass γ̂ : τ̂(K) → σ̂(K) ein
Isomorphismus ist. Nach Ostrowski gilt τ̂(K) = σ̂(K) ∈ {R,C}. Da Q im Fixkörper von γ liegt, liegt R
im Fixkörper von γ̂. Daraus folgt γ̂ = id oder γ̂ ist die komplexe Konjugation auf C.

Satz III.10.49. Sei K ein Zahlkörper. Seien σ1, . . . , σr die reellen Einbettungen von K und seien
τ1, . . . , τs Repräsentanten für die Paare von komplexen Einbettungen. Dann ist jede archimedische
Bewertung von K zu genau einer der Bewertungen x 7→ |σi(x)| oder x 7→ |τi(x)| äquivalent.

Beweis. Sei ν eine archimedische Bewertung von K. Nach Ostrowski existiert ein Homomorphismus
γ : K̂ → C und s > 0 mit ν̂(x) = |γ(x)|s für alle x ∈ K. Also ist ν zu einer der angegebenen Bewertungen
äquivalent. Seien nun σ und τ beliebige Einbettungen von K und s > 0 mit |σ(x)| = |τ(x)|s für alle
x ∈ K. Für x = 2 erhält man 2 = |σ(2)| = |τ(2)|s = 2s und s = 1. Aus Lemma III.10.48 folgt nun
σ ∈ {τ, τ}. Also sind die angegebenen Bewertungen paarweise nicht-äquivalent.

Bemerkung III.10.50. Die ultrametrischen Bewertungen eines Zahlkörpers K entstehen durch Wahl
eines Primideals P ⊴ ZK wie in Beispiel III.10.3 beschrieben.

Lemma III.10.51. Sei K ein Körper mit ultrametrischer Bewertung ν und Bewertungsring R. Sei
V ein K-Vektorraum und W ⊆ V ein endlich-erzeugter R-Modul. Dann existieren linear unabhängige
Elemente b1, . . . , bn ∈W über K mit W = Rb1 + . . .+Rbn.

Beweis. Nach Satz III.10.9 ist P := J(R) ein maximales Ideal. Wie im Beweis von Satz II.9.7 können wir
W/PW als R/P -Vektorraum betrachten. DaW endlich erzeugt ist, existiert eine Basis b1+PW, . . . , bn+
PW von W/PW über R/P . Folglich ist W = Rb1 + . . . + Rbn + PW . Als Vektorraum ist W/PW
halbeinfach und J(W ) ⊆ PW . Nakayamas Lemma liefert daher R = Rb1 + . . .+Rbn. Angenommen es
existieren λ1, . . . , λn ∈ K (nicht alle 0) mit λ1b1 + . . .+ λnbn = 0. Sei µ := max1≤i≤n ν(λi) > 0. Dann
gilt λ1

µ b1 + . . .+ λn
µ bn + PW = 0 in W/PW und es folgt λi

µ ∈ P für i = 1, . . . , n. Damit hat man den
Widerspruch ν(λi) < µ für i = 1, . . . , n. Also sind b1, . . . , bn linear unabhängig über K.
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Bemerkung III.10.52. Zu jeder endlichen Gruppe G existiert nach Satz II.14.44 ein Zahlkörper K,
der Zerfällungskörper für G ist. Sei ∆: G→ GL(n,K) eine Darstellung und V := Kn der entsprechende
KG-Modul. Sei p ∈ P und P ⊴ ZK ein maximales Ideal mit p ∈ P . Die P -adische Bewertung auf K
ist ultrametrisch mit Bewertungsring R. Sei e1, . . . , en ∈ Kn die Standardbasis und W ⊆ V der von
den Elementen gei (g ∈ G, 1 ≤ i ≤ n) erzeugte R-Modul. Nach Lemma III.10.51 existieren linear
unabhängige Elemente b1, . . . , bn ∈ W über K mit W = Rb1 + . . . + Rbn. Wegen e1, . . . , en ∈ W
ist b1, . . . , bn eine K-Basis von V . Für g ∈ G ist gbi ∈ W eine R-Linearkombination von b1, . . . , bn.
Durch den Basiswechsel {e1, . . . , en} → {b1, . . . , bn} erhält man eine zu ∆ ähnliche Darstellung Γ: G→
GL(n,R). Mit der Reduktion modulo P entsteht eine Darstellung Γ: G→ GL(n,R/P ) mit Einträgen in
dem endlichen Körper R/P der Charakteristik p. Ersetzt man K durch den Körper aus Beispiel III.10.46,
so erreicht man, dass K und R/P algebraisch abgeschlossen sind.
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III.11 Allgemeine Galois-Theorie

Bemerkung III.11.1. In diesem Abschnitt entwickeln wir drei Erweiterungen des Hauptsatzes der
Galois-Theorie: für gewisse Algebren, für Schiefkörper und für unendliche Körpererweiterungen.

Definition III.11.2. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung und G ≤ Gal(L|K).

• Für eine G-Menge S sei

HomG(S,L) :=
{
φ : S → L : ∀s ∈ S, g ∈ G : φ(gs) = g(φ(s))

}
.

• Zwei G-Mengen S und T nennt man isomorph, falls eine Bijektion φ : S → T mit gφ(s) = φ(gs)
für alle g ∈ G und s ∈ S existiert.

• Für zwei K-Algebren A und B sei AlgK(A,B) die Menge der Algebra-Homomorphismen A→ B.

• Eine K-Algebra A heißt L-separiert , wenn für je zwei verschiedene Elemente x, y ∈ A ein
f ∈ AlgK(A,L) mit f(x) ̸= f(y) existiert.

Bemerkung III.11.3.

(i) Man zeigt leicht, dass HomG(S,L) mit den komponentenweisen Verknüpfungen (α +
· β)(s) =

α(s) +
· β(s) und (λα)(s) = λα(s) für α, β ∈ HomG(S,L), s ∈ S und λ ∈ K eine K-Algebra ist.

(ii) Sei nun K ⊆ L eine Galois-Erweiterung und G := Gal(L|K). Sei R ⊆ S ein Repräsentantensystem
für die Bahnen von G auf S. Für r ∈ R sei Gr der Stabilisator von r. Für g ∈ Gr und φ ∈
HomG(S,L) gilt g(φ(r)) = φ(gr) = φ(r) ∈ LGr . Sind umgekehrt xr ∈ LGr für r ∈ R gegeben, so
existiert genau ein φ ∈ HomG(S,L) mit φ(r) = xr für r ∈ R. Dies zeigt

dimK HomG(S,L) =
∑
r∈R

|LGr : K| =
∑
r∈R

|G : Gr| =
∑
r∈R

|Gr| = |S|.

(iii) Jede L-separierte K-Algebra ist kommutativ, denn für x, y ∈ A und f ∈ AlgK(A,L) =: S gilt
f(xy) = f(x)f(y) = f(y)f(x) = f(yx). Durch gφ(a) := g(φ(a)) für g ∈ G, a ∈ A und φ ∈ S wird
S eine G-Menge. Wie in Dedekinds Lemma I.14.1 zeigt man, dass S linear unabhängig über L ist.
Insbesondere gilt |S| ≤ dimK A.

Satz III.11.4 (Allgemeine Galois-Korrespondenz). Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung und G :=
Gal(L|K). Dann induzieren die Abbildungen S 7→ HomG(S,L) und A 7→ AlgK(A,L) zueinander inverse
Bijektionen zwischen der Menge der Isomorphieklassen von endlichen G-Mengen und der Menge der
K-Isomorphieklassen von endlich-dimensionalen L-separierten K-Algebren.
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Beweis. Sei S eine endliche G-Menge und A := HomG(S,L). Nach Bemerkung III.11.3 ist dimK A =
|S| <∞. Seien α, β ∈ A und s ∈ S mit α(s) ̸= β(s). Offenbar ist die Abbildung Γs : A→ L, φ 7→ φ(s)
ein Homomorphismus von K-Algebren mit Γs(α) ̸= Γs(β). Daher ist A L-separiert. Sei T := AlgK(A,L)
und Γ: S → T , s 7→ Γs. Seien s, s′ ∈ S mit s ̸= s′. Sind s und s′ in verschiedenen Bahnen von G, so
existiert nach Bemerkung III.11.3 ein φ ∈ A mit

Γs(φ) = φ(s) = 0 ̸= 1 = φ(s′) = Γs′(φ).

Anderenfalls wählen wir g ∈ G \ Gs mit gs = s′ und x ∈ LGs \ Lg. Dann existiert ein φ ∈ A
mit φ(s) = x und φ(s′) = gφ(s) = gx ̸= x = φ(s). In beiden Fällen gilt Γs ̸= Γs′ und Γ ist
injektiv. Wegen |T | ≤ dimK A = |S| ist Γ auch surjektiv. Für g ∈ G und s ∈ S ist schließlich
Γgs(φ) = φ(gs) = gφ(s) = gΓs(φ) und Γ(gs) = gΓ(s). Dies zeigt, dass S und T isomorphe G-Mengen
sind.

Sei umgekehrt A eine endlich-dimensionale L-separierte K-Algebra. Nach Bemerkung III.11.3 ist S :=
AlgK(A,L) eine endliche G-Menge. Sei B := HomG(S,L) und Γ: A → B, a 7→ Γa mit Γa(f) := f(a)
für f ∈ S. Für g ∈ G gilt

Γa(
gf) = gf(a) = g(f(a)) = g(Γa(f)) =

gΓa(f).

Daher ist Γ wohldefiniert. Wie üblich ist Γ ein Homomorphismus von K-Algebren. Für verschiedene
a, b ∈ A existiert ein f ∈ S mit f(a) ̸= f(b), da A L-separiert ist. Dies zeigt die Injektivität von Γ.
Nach Bemerkung III.11.3 ist dimB = |S| ≤ dimA und Γ ist auch surjektiv. Daraus folgt, dass die
angegebenen Abbildungen zueinander inverse Bijektionen sind.

Beispiel III.11.5. In der Situation von Satz III.11.4 sei S eine endliche transitive G-Menge und
s ∈ S. Dann ist die Abbildung Γ: HomG(S,L) → LGs , φ 7→ φ(s) ein Homomorphismus von K-
Algebren. Nach Bemerkung III.11.3 ist Γ sogar ein Isomorphismus von Körpern. Nach dem Beweis
von Satz I.4.7 ist andererseits G/Gs → S, gGs 7→ gs ein Isomorphismus von G-Mengen, wobei G
durch Linksmultiplikation auf G/Gs operiert. Auf diese Weise erhält man eine Bijektion zwischen
den K-Isomorphieklassen von Zwischenkörpern. Wir beweisen eine allgemeinere Korrespondenz für
Schiefkörper in Satz III.11.21.

Bemerkung III.11.6. Sei R ⊆ S eine Erweiterung von Schiefkörpern. Nach Satz II.9.10 lässt sich S als
freier R-Linksmodul oder R-Rechtsmodul auffassen. Zur besseren Unterscheidung schreiben wir RS bzw.
SR. Wie in Bemerkung II.9.12 erwähnt stimmen die Dimensionen dim(RS) und dim(SR) nicht unbedingt
überein. Sei V ein S-Modul. Dann gilt wie bei Körpern der Gradsatz dim(RV ) = dim(SV ) dim(RS)
bzw. dim(VR) = dim(VS) dim(SR) (siehe Beweis von Satz I.9.5). Im Fall R ⊆ Z(S) ist jede Basis des
R-Linksmoduls S auch eine Basis des R-Rechtsmoduls. Es gilt also dimR(S) = dim(RS) = dim(SR).

Satz III.11.7. Sei R ⊆ S eine Erweiterung von Schiefkörpern mit dimZ(S)(S) < ∞. Dann gilt
dim(RS) = dim(SR).

Beweis. Sei Z := Z(S) und

A :=
{ n∑
i=1

λizz : n ∈ N, λ1, . . . , λn ∈ R, z1, . . . , zn ∈ Z
}

der von Z und R erzeugte Teilring in S. Dann besitzt A als R-Linksmodul eine Basis mit Elementen
aus Z. Offenbar ist dies auch eine Basis von A als R-Rechtsmodul. Gleichzeitig ist A ein endlich-
dimensionaler Z-Vektorraum. Für a ∈ A \ {0} ist die Z-lineare Abbildung fa : A→ A, x 7→ ax injektiv,

420



da S ein Schiefkörper ist. Wegen dimZ(A) ≤ dimZ(S) <∞ ist fa auch surjektiv und es folgt a−1 ∈ A.
Also ist A ein Schiefkörper. Aus Bemerkung III.11.6 folgt

dim(RS) = dim(AS) dim(RA) =
dim(AS) dimZ(A)

dimZ(A)
dim(AR) =

dimZ(S)

dimZ(A)
dim(AR)

= dim(SA) dim(AR) = dim(SR).

Bemerkung III.11.8.

(i) Sei S ein Schiefkörper und End(L,+) der Endomorphismenring der abelschen Gruppe (L,+). Für
s ∈ S und φ ∈ End(L,+) sei φs : S → S, x 7→ φ(x)s. Offenbar ist φs ∈ End(L,+) und End(L,+)
wird auf diese Weise zu einem S-Rechtsmodul.

(ii) Sei nun R ⊆ S eine Erweiterung von Schiefkörpern und E := End(RS) der Ring aller R-linearen
Abbildungen S → S. Offenbar ist E ein S-Untermodul von End(L,+). Ist B eine Basis von RS,
so ist die „duale Basis“ {b∗ : b ∈ B} mit b∗(c) := δbc für c ∈ B eine Basis von ES . Es gilt also
dim(RS) = dim(ES).

(iii) Für G ≤ Aut(S) sei wie üblich

SG := {s ∈ S : ∀g ∈ G : g(s) = s} ⊆ S

der Fix-Schiefkörper von G in S. Im Fall R ⊆ SG ist G ⊆ E und man kann den S-Spann GS ≤ ES
bilden.

(iv) Sei E∗ := Hom(ES , SS) die Menge der Homomorphismen zwischen den S-Rechtsmoduln E und S.
Für λ ∈ S hat man die „duale Abbildung“ λ∗ ∈ E∗ mit λ∗(f) := f(λ). Für Γ ∈ E∗ und s ∈ S ist
sΓ ∈ E∗ mit (sΓ)(f) := sΓ(f). Auf diese Weise wird E∗ zu einem S-Linksmodul. Analog definiert
man (GS)∗.

(v) Sei V ein (Links- oder Rechts-)Modul über einem Schiefkörper R mit Basis B. Für u ∈ U ≤ V sei
B(u) ⊆ B minimal mit u ∈ ⟨B(u)⟩. Wir nennen u ≠ 0 minimal bzgl. B, falls U ∩ ⟨B(u)⟩ = ⟨u⟩
gilt. Nach Aufgabe III.66 bilden die minimalen Elemente ein Erzeugendensystem von U .

Lemma III.11.9 (Ninot). Sei S ein Schiefkörper, G ≤ Aut(S) und R := SG. Für s1, . . . , sn ∈ S sind
äquivalent:

(1) s1, . . . , sn sind linear unabhängig in RS.

(2) s∗1, . . . , s
∗
n sind linear unabhängig in S(GS)

∗.

Beweis. (1) ⇒ (2): Sei

U :=
{
(λ1, . . . , λn) ∈ Sn :

n∑
i=1

λis
∗
i = 0

}
≤ S(S

n).

Wir nehmen indirekt U ≠ 0 an und wählen (λi)i ∈ U \ {0} minimal bzgl. der Standardbasis von
Sn (Bemerkung III.11.8). O.B. d.A. sei λ1 = 1. Für f ∈ GS gilt

0 =
n∑
i=1

(λis
∗
i )(f) =

n∑
i=1

λif(si).
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Darauf wenden wir σ ∈ G an:

0 =
n∑
i=1

σ(λi)σf(si) =
n∑
i=1

σ(λi)s
∗
i (σf).

Da mit f auch σf durch GS läuft, erhält man (σ(λi))i ∈ U . Aus der Minimalität von (λi)i
folgt σ(λi) = µλi für ein µ ∈ S und i = 1, . . . , n. Dabei gilt µ = µλ1 = σ(λ1) = 1. Dies zeigt
(λi)i ∈ (SG)n = Rn. Für f = id hat man schließlich

0 =
n∑
i=1

(λis
∗
i )(f) =

n∑
i=1

λisi.

Die lineare Unabhängigkeit von s1, . . . , sn liefert den Widerspruch λ1 = . . . = λn = 0.

(2) ⇒ (1): Seien r1, . . . , rn ∈ R mit
∑n

i=1 risi = 0. Für σ ∈ G ist

0 = σ
( n∑
i=1

risi

)
=

n∑
i=1

riσ(si) =

n∑
i=1

ris
∗
i (σ).

Da GS von G erzeugt wird, folgt
∑n

i=1 ris
∗
i = 0. Nach Voraussetzung ist r1 = . . . = rn = 0.

Satz III.11.10. Sei S ein Schiefkörper, G ≤ Aut(S) und R := SG. Dann gilt End(RS) = GS.

Beweis. Nach Bemerkung III.11.8 gilt dim(End(RS)S) = dim(RS) und analog dim(S(GS)
∗) = dim((GS)S)

(duale Basis). Aus Lemma III.11.9 folgt daher dim(End(RS)S) ≤ dim((GS)S). Wegen GS ≤ End(RS)
gilt Gleichheit.

Definition III.11.11. Sei R ⊆ S eine Erweiterung von Schiefkörpern.

• Wie bei Körpern sei

G := Gal(S|R) := {γ ∈ Aut(S) : ∀r ∈ R : γ(r) = r}

die Galoisgruppe von S über R.

• Wir nennen R ⊆ S eine Galois-Erweiterung , falls dim(RS) <∞ und SG = R gilt.

• Für s ∈ S× sei ρs : S → S, x 7→ sxs−1 der von s induzierte innere Automorphismus von S.
Dann ist ρ : S× → Aut(S), s 7→ ρs ein Ringhomomorphismus. Man nennt Inn(S) := ρ(S×) die
innere Automorphismengruppe von S. Für α ∈ Aut(S) und s ∈ S× gilt αρsα−1 = ρα(s). Dies zeigt
Inn(S)⊴Aut(S).

• Eine Untergruppe H ≤ G heißt abgeschlossen, falls ρ−1(H) ∪ {0} ein Schiefkörper ist.

Bemerkung III.11.12. Da Z(S)× der Kern von ρ ist, gilt Inn(S) ∼= S×/Z(S)×.

Beispiel III.11.13. Offenbar ist R ⊆ H eine Galois-Erweiterung, denn dimR(H) = 4 und HInn(H) =
Z(H) = R. Nach Skolem-Noether gilt G := Gal(H|R) = Inn(H). Im Gegensatz zu Galois-Erweiterungen
von Körpern kann G also unendlich groß sein. Wir werden sehen, dass die äußere Automorphismengruppe
GInn(S)/Inn(S) stets endlich ist (Satz III.11.16).
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Lemma III.11.14. Sei S ein Schiefkörper und σ1, . . . , σn ∈ Aut(S) linear unabhängig in Aut(L,+)S.
Seien s1, . . . , sn ∈ S× mit

γ :=

n∑
i=1

σisi ∈ Aut(S).

Dann ist γ = ρ−1
si σi für i = 1, . . . , n. Im Fall γ = ρs für ein s ∈ S× gilt σi = ρsis für i = 1, . . . , n.

Beweis. Für s, t ∈ S gilt

γ(s) = γ(st)γ(t)−1 =
n∑
i=1

(σisi)(st)γ(t)
−1 =

n∑
i=1

σi(s)
(
σi(t)siγ(t)

−1
)
.

Da die σi linear unabhängig sind, folgt si = σi(t)siγ(t)
−1 und γ(t) = s−1

i σi(t)si für alle t ∈ S. Dies
zeigt γ = ρ−1

si σi für i = 1, . . . , n. Die zweite Aussage folgt durch Umstellen.

Lemma III.11.15. Sei S ein Schiefkörper, s, s1, . . . , sn ∈ S× und Z := Z(S). Dann sind äquivalent:

(1) s1, . . . , sn sind linear unabhängig in ZS und s ∈ SpanZ{s1, . . . , sn}

(2) ρs1 , . . . , ρsn sind linear unabhängig in End(S,+)S und ρs ∈ SpanS{ρs1 , . . . , ρsn}.

Beweis. Wir zeigen zunächst nur einen Teil von (1)⇒(2): Sei s =
∑n

i=1 zisi mit z1, . . . , zn ∈ Z. Für
x ∈ S gilt

ρs(x) = sxs−1 =
n∑
i=1

zisixs
−1 =

n∑
i=1

ρsi(x)(sizis
−1)

und ρs ∈ SpanS{ρs1 , . . . , ρsn}.

(2) ⇒ (1): Sei ρs =
∑

i=1 ρsiλi mit λ1, . . . , λn ∈ S. Aus Lemma III.11.14 folgt λi = 0 oder ρsi = ρλis
für i = 1, . . . , n. Also existieren z1, . . . , zn ∈ Z mit zisi = λis für i = 1, . . . , n (im Fall λi = 0 ist
zi = 0). Nun gilt

s = ρs(1)s =
n∑
i=1

λis =
n∑
i=1

zisi ∈ SpanZ{s1, . . . , sn}.

Nehmen wir nun an, dass s1, . . . , sn linear abhängig sind. O.B. d.A. sei s1 =
∑n

i=2 zisi mit
z2, . . . , zn ∈ Z. Aus dem ersten Teil des Beweises folgt ρs1 ∈ SpanL{ρs2 , . . . , ρsn} im Widerspruch
zur linearen Unabhängigkeit von ρs1 , . . . , ρsn .

(1) ⇒ (2): Es verbleibt zu zeigen, dass ρs1 , . . . , ρsn linear unabhängig sind. O.B. d.A. seien ρs2 , . . . , ρsn
linear unabhängig und ρs1 ∈ SpanS{ρs2 , . . . , ρsn}. Wegen (2)⇒(1) erhält man den Widerspruch
s1 ∈ SpanZ{s2, . . . , sn}.

Satz III.11.16. Sei R ⊆ S eine Galois-Erweiterung von Schiefkörpern und G := Gal(S|R). Dann gilt

dim(RS) = dimZ(S)(CS(R))|G : G ∩ Inn(S)|,

wobei CS(R) der Zentralisator von R in S ist. Insbesondere ist dim(RS) = dim(SR).
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Beweis. Sei C eine Basis von C := CS(R) über Z := Z(S) und sei Γ ⊆ G ein Repräsentantensystem für
G/(G ∩ Inn(S)). Sei E := End(RS). Wegen dim(RS) = dim(ES), genügt es zu zeigen, dass

B := {γρc : c ∈ C, γ ∈ Γ} ⊆ E

eine Basis von ES ist. Ist B linear abhängig, so findet man eine nicht-triviale Linearkombination

γρc =
∑

(i,j)∈I

γjρcisij (III.11.1)

mit c, ci ∈ C, γ, γj ∈ Γ und sij ∈ S× für (i, j) ∈ I. Dabei können wir annehmen, dass die Automorphis-
men γjρci auf der rechten Seite linear unabhängig in ES ⊆ End(S,+) sind. Aus Lemma III.11.14 folgt
γρc = ρ−1

sijγjρci für alle (i, j) ∈ I. Also ist γ ≡ γj (mod Inn(S)) und γ = γj . Multipliziert man (III.11.1)
von links mit γ−1, so erhält man ρc ∈ SpanS{ρc1 , . . . , ρcn}, wobei wir I durch {1, . . . , n} ersetzt haben.
Aus Lemma III.11.15 folgt der Widerspruch c ∈ SpanZ{c1, . . . , cn}.

Wegen E = GS (Satz III.11.10) verbleibt zu zeigen, dass jedes σ ∈ G von B erzeugt wird. Sei
γ ∈ Γ mit σ ≡ γ (mod Inn(S)). Dann existiert ein c ∈ C mit σ = γρc. Seien c1, . . . , cn ∈ C mit
c ∈ SpanZ{c1, . . . , cn}. Aus Lemma III.11.15 folgt ρc ∈ SpanS{ρc1 , . . . , ρcn}. Also liegt σ in SpanS B.

Für die zweite Behauptung überlegt man sich analog, dass B′ := {ρcγ : c ∈ C, γ ∈ Γ} eine Basis von
SEnd(SR) ist.

Beispiel III.11.17. Ist R ⊆ Z := Z(S) in der Situation von Satz III.11.16, so erhält man dimR(Z) =
|G : G ∩ Inn(S)|, denn dimR(S) = dimZ(S) dimR(Z).

Satz III.11.18. Sei R ⊆ S eine Galois-Erweiterung von Schiefkörpern und T ein Schiefkörper mit
R ⊆ T ⊆ S. Dann ist auch T ⊆ S eine Galois-Erweiterung.

Beweis. Sicher ist dim(TS) ≤ dim(RS) <∞. Sei G := Gal(S|R) und H := Gal(S|T ) ≤ G. Sei Γ ⊆ G
eine Basis von GS = End(RS)S (Satz III.11.10). Wir wählen φ ∈ End(TS) ≤ GS minimal bzgl. Γ
(Bemerkung III.11.8). Sei φ =

∑n
i=1 γisi mit γ1, . . . , γn ∈ Γ und s1, . . . , sn ∈ S×. O. B. d.A. sei s1 := 1.

Für λ ∈ S liegt die Abbildung fλ : S → S, s 7→ sλ in End(TS). Also gilt auch φfλ ∈ End(TS) mit

(φfλ)(s) =
n∑
i=1

(γisi)(sλ) =
n∑
i=1

γi(s)γi(λ)si =
n∑
i=1

(γiγi(λ)si)(s)

für s ∈ S. Aus der Minimalität von φ folgt φfλ = φµ für ein µ ∈ S. Also ist siµ = γi(λ)si für
i = 1, . . . , n. Insbesondere ist µ = s1µ = γ1(λ). Nun gilt

φ(λ) =

n∑
i=1

γi(λ)si =
( n∑
i=1

si

)
γ1(λ)

für alle λ ∈ S. Wegen φ ̸= 0 ist s :=
∑n

i=1 si ∈ S× und

φs−1 = ρsγ1 ∈ End(TS) ∩Aut(S) = End(TS) ∩G = H.

Da die minimalen Elemente ein Erzeugendensystem von End(TS) bilden (Aufgabe III.66), erhält
man End(TS) = HS. Sei nun s ∈ S \ T . Dann kann man {1, s} zu einer Basis B von TS ergänzen.
Wir konstruieren f ∈ End(TS) durch f(s) = 0 und f(b) = b für alle b ∈ B \ {s}. Dann existieren
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s1, . . . , sn ∈ S und σ1, . . . , σn ∈ H mit f =
∑n

i=1 σisi. Wäre σi(s) = s für alle i, so hätte man den
Widerspruch

f(s) =
n∑
i=1

σ(s)si = s
n∑
i=1

si = sf(1) = s.

Dies zeigt SH = T .

Satz III.11.19 (Cartan-Jacobson). Sei R ⊆ S eine Galois-Erweiterung von Schiefkörpern und
G := Gal(S|R). Sei T die Menge aller Schiefkörper T mit R ⊆ T ⊆ S. Sei H die Menge aller
abgeschlossenen Untergruppen von G. Dann sind die Abbildungen T → H, T 7→ Gal(S|T ) und H → T ,
H 7→ SH zueinander inverse, inklusionsumkehrende Bijektionen.

Beweis (Kasch). Sei T ∈ T und H := Gal(S|T ) ≤ G. Wegen ρ−1(H) = CS(T )
× ist H ∈ H. Nach

Satz III.11.18 gilt SH = T . Sei umgekehrt H ∈ H und T := SH ∈ T . Nach Satz III.11.10 gilt

H ≤ Gal(S|T ) ≤ End(TS) = HS.

Für c ∈ CS(T ) ist ρc ∈ Gal(S|T ) und es existieren linear unabhängige Elemente γ1, . . . , γn ∈ H
und s1, . . . , sn ∈ S× mit ρc =

∑n
i=1 γisi. Nach Lemma III.11.14 ist γi = ρsic mit sic ∈ ρ−1(H) für

i = 1, . . . , n. Nach Lemma III.11.15 ist c ∈ SpanZ(S)(s1c, . . . , snc). Wegen H ∈ H ist ρ−1(H) ∪ {0} ein
Schiefkörper. Aus Z(S)× ≤ ρ−1(H) folgt c ∈ ρ−1(H) und CS(T )

× ⊆ ρ−1(H).

Sei schließlich σ ∈ Gal(S|T ). Nach Lemma III.11.14 existieren γ ∈ H und s ∈ S× mit σ = ρ−1
s γ. Wegen

ρs = γσ−1 ∈ Gal(S|T ) gilt s ∈ CS(T )
× ⊆ ρ−1(H) und es folgt σ ∈ H. Insgesamt ist Gal(S|SH) = H.

Dies zeigt, dass die angegebenen Abbildungen zueinander inverse Bijektionen sind. Offensichtlich sind
sie inklusionsumkehrend.

Bemerkung III.11.20.

(i) In der Situation von Satz III.11.19 liegt ρ−1(H) zwischen Z(S) und CS(R). Besteht G nur aus
inneren Automorphismen, so induziert ρ einen Isomorphismus CS(R)×/Z(S)× → G. Ggf. stehen
die Schiefkörper zwischen Z(S) und CS(R) in Bijektion zu den abgeschlossenen Untergruppen von
G. Die Abbildung T 7→ CS(T ) ist dann eine Bijektion zwischen M und der Menge der Schiefkörper
C mit Z(S) ⊆ C ⊆ CS(R).

(ii) Im Fall Z := Z(S) ⊆ R ist jedes Element in G ein Automorphismus der zentral einfachen Z-Algebra
S. Nach Skolem-Noether besteht G dann nur aus inneren Automorphismen und wir sind in der
Situation von (i).

(iii) Ist hingegen CS(R) = Z(S), so ist jede Untergruppe H ≤ G abgeschlossen, denn ρ−1(H) = Z(S)×.
Dies trifft insbesondere zu, wenn S ein Körper ist. In diesem Fall erhält man den Hauptsatz der
Galois-Theorie zurück.

Satz III.11.21 (Fortsetzungssatz). Sei R ⊆ S eine Galois-Erweiterung von Schiefkörpern und
G := Gal(S|R). Seien T1, T2 Schiefkörper mit R ⊆ T1, T2 ⊆ S. Dann lässt sich jeder R-lineare
Ringisomorphismus φ : T1 → T2 zu einem Element aus G fortsetzen. Insbesondere sind T1 und T2 genau
dann R-isomorph, wenn Gal(S|T1) und Gal(S|T2) in G konjugiert sind.
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Beweis. Offenbar kann man φ nach End(RS) fortsetzen, indem man eine Basis von RT zu einer Basis
von RS ergänzt und geeignete Bilder wählt. Wir wählen jedoch eine Basis Γ ⊆ G von End(RS) = GS.
Sei ψ =

∑
γ∈Γ γsγ ∈ GS eine Fortsetzung von φ, sodass möglichst viele sγ verschwinden. Für s, t ∈ T1

gilt ∑
γ∈Γ

γ(s)γ(t)sγ = ψ(st) = φ(st) = ψ(s)φ(t) =
∑
γ∈Γ

γ(s)sγφ(t).

Existiert ein γ ∈ G mit γ(t)sγ = sγφ(t) für alle t ∈ T1, so gilt die Behauptung mit σ = ρ−1
sγ γ ∈ G

(beachte sγ ∈ CS(R)). Nehmen wir daher an, dass γ ∈ G und t ∈ T1 mit d := γ(t)sγ − sγφ(t) ̸= 0
existieren. Dann ist auch

ψ̃ := ψ −
(∑
δ∈Γ

δδ(t)sδ − ψφ(t)
)
d−1sγ ∈ (G \ {γ})S

eine Fortsetzung von φ mit weniger von 0 verschiedenen Koeffizienten bzgl. Γ. Widerspruch.

Sei nun ψ ∈ G eine Fortsetzung von φ. Sei Hi := Gal(S|Ti) ≤ G für i = 1, 2. Dann gilt ψH1ψ
−1 =

Gal(S|ψ(T1)) = H2. Nehmen wir umgekehrt an, dass H1 und H2 durch ein σ ∈ G konjugiert sind. Nach
Cartan-Jacobson gilt σ(T1) = σ(SH1) = SσH1σ−1

= SH2 = T2. Also sind T1 und T2 R-isomorph.

Satz III.11.22. Sei R ⊆ S eine Galois-Erweiterung von Schiefkörpern und G := Gal(S|R). Sei
H ≤ G abgeschlossen und T := SH . Dann ist Gal(T |R) ∼= NG(H)/H. Genau dann ist R ⊆ T eine
Galois-Erweiterung, wenn NG(H) in keiner abgeschlossenen echten Untergruppe von G liegt.

Beweis. Für σ ∈ NG(H) ist σ(T ) = σ(SH) = SσHσ
−1

= SH = T (vgl. Beweis von Satz I.10.11). Also ist
die Einschränkungsabbildung Γ: NG(H) → Gal(T |R) ein Homomorphismus mit Kern Gal(S|T ) = H
(Satz III.11.19). Nach Satz III.11.21 lässt sich jeder Automorphismus in Gal(T |R) zu einem σ ∈ G
fortsetzen. Dabei gilt σHσ−1 = Gal(S|σ(T )) = Gal(S|T ) = H, d. h. σ ∈ NG(H). Also ist Γ surjektiv
und NG(H)/H ∼= Gal(T |R). Sei nun R ⊆ T eine Galois-Erweiterung. Wegen H ≤ NG(H) gilt

SNG(H) = TNG(H) = TGal(T |R) = R = SG.

Nach Cartan-Jacobson ist G die kleinste abgeschlossene Untergruppe, die NG(H) enthält. Ist umgekehrt
R ⊆ T keine Galois-Erweiterung, so gilt T1 := TNG(H) ⊋ R und Gal(S|T1) < G ist eine abgeschlossene
Untergruppe, die NG(H) enthält.

Bemerkung III.11.23. Nach Satz II.3.6 und Aufgabe II.23 ist eine endliche Körpererweiterung K ⊆ L
genau dann eine Galois-Erweiterung, wenn sie separabel und normal ist. Auf diese Weise werden wir
die Definition der Galois-Erweiterung auf unendliche Körpererweiterungen ausdehnen.

Lemma III.11.24. Seien K ⊆ L ⊆ K Körpererweiterungen, wobei K der algebraische Abschluss von
K ist. Genau dann ist K ⊆ L normal, wenn α(L) = L für alle α ∈ Gal(K|K) gilt.

Beweis. Sei x ∈ L und α ∈ Gal(K|K) =: G. Dann ist α(x) eine Nullstelle des Minimalpolynoms
µx ∈ K[X]. Ist K ⊆ L normal, so folgt α(x) ∈ L und α(L) ⊆ L. Nach Lemma I.9.11 ist α(L) = L.
Nehmen wir nun an, dass eine Nullstelle y ∈ K von µx nicht in L liegt. Nach dem Fortsetzungssatz
existiert ein K-Isomorphismus K(x) → K(y), der sich mit Satz II.2.10 und Lemma I.9.11 zu einem
Automorphismus α ∈ G mit α(L) ̸= L fortsetzen lässt.

Satz III.11.25. Sei K ⊆ L eine algebraische Körpererweiterung und M die Vereinigung aller normalen
Körpererweiterungen von K in L. Dann ist K ⊆M eine normale Körpererweiterung.
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Beweis. Seien x, y ∈ M . Dann existieren normale Erweiterungen K ⊆ L1 und K ⊆ L2 mit x ∈ L1

und y ∈ L2. Wir können L ⊆ K annehmen. Jedes Element des Kompositums L1L2 ist eine rationale
Funktion in endlichen vielen Variablen aus L2 und mit Koeffizienten aus L1 (Bemerkung II.3.14).
Aus Lemma III.11.24 folgt α(L1L2) = L1L2 für alle α ∈ Gal(K|K). Also ist K ⊆ L1L2 eine normale
Körpererweiterung. Insbesondere ist x+

· y ∈ L1L2 ⊆M . Dies zeigt, dassM ein Körper ist. Offensichtlich
ist K ⊆M normal.

Definition III.11.26. In der Situation von Satz III.11.25 nennt man M den normalen Abschluss von
K in L.

Beispiel III.11.27. Sei K := F2(X
6) und L := F2(X,Y ). Dann ist

F2(X) der algebraische Abschluss von K in L. Nach Aufgabe II.23 ist
die Erweiterung K ⊆ F2(X

3) vom Grad 2 normal. Andererseits ist
K ⊆ F2(X

2) nicht normal, denn das Minimalpolynom Y 3 −X6 ∈ K[Y ]
von X2 zerfällt erst in F4(X

2) in Linearfaktoren. Also ist F2(X
3) der

normale Abschluss von K in L. Andererseits ist K ⊆ F2(X
2) separabel,

denn (Y 3−X6)′ = Y 2 ̸= 0, aber K ⊆ F2(X
3) ist bekanntlich inseparabel.

Daher ist F2(X
2) der separable Abschluss von K in L.

F2(X,Y )

F2(X)

F2(X
2) F2(X

3)

F2(X
6)

Satz III.11.28. Für jede algebraische Körpererweiterung K ⊆ L sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) K ⊆ L ist separabel und normal.

(2) Für jedes x ∈ L zerfällt das Minimalpolynom µx ∈ K[X] in paarweise verschiedene Linearfaktoren
in L[X].

(3) LGal(L|K) = K.

(4) L ist die Vereinigung aller Zwischenkörper M ⊆ L, sodass K ⊆M eine endliche Galois-Erweiterung
ist.

Ggf. nennen wir K ⊆ L eine (möglicherweise unendliche) Galois-Erweiterung.

Beweis. Sei L ⊆ K und G := Gal(L|K).

(1)⇔(2): Folgt aus der Definition von separabel und normal.

(2)⇒(3): Sicher gilt K ⊆ LG. Sei x ∈ L \K. Dann besitzt das Minimalpolynom µx ∈ K[X] eine weitere
Nullstelle y ∈ L \ {x}. Nach dem Fortsetzungssatz existiert ein K-Isomorphismus K(x) → K(y),
der sich wie üblich zu σ ∈ Gal(K|K) fortsetzen lässt. Nach Lemma III.11.24 ist σ|L ∈ G mit
σ(x) = y ̸= x. Dies zeigt x /∈ LG und LG = K.

(3)⇒(4): Sei x ∈ L. Da G die Nullstellen von µx permutiert, ist N := {σ(x) : σ ∈ G} ⊆ L endlich.
Insbesondere ist α :=

∏
y∈N (X − y) ∈ LG[X] = K[X] wohldefiniert. Aus µx | α folgt (2) und

damit (1). Nach Satz II.3.4 lässt sich die endliche, separable Erweiterung K ⊆ K(x) in eine
(endliche) Galois-Erweiterung einbetten.

(4)⇒(2): Für x ∈ L existiert eine (endliche) Galois-Erweiterung K ⊆ M mit x ∈ M . Daher zerfällt µx
bereits in M [X] in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

Satz III.11.29. Für jede unendliche Galois-Erweiterung K ⊆ L ist Gal(L|K) überabzählbar.
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Beweis. Nach Satz III.11.28 existieren endliche Galois-Erweiterungen K ⊆ Li mit L =
⋃
i∈I Li. Durch

Bildung von Komposita konstruiert man eine unendliche Folge K := L0 ⊊ L1 ⊊ . . ., sodass alle K ⊆ Li
endliche Galois-Erweiterungen sind. Wie üblich zeigt man, dass M :=

⋃
i∈N Li eine Galois-Erweiterung

von K ist. Jeder K-Automorphismus σ : M →M setzt sich zu einem K-Automorphismus σ̂ : K → K
fort. Nach Lemma III.11.24 ist dann σ̂|L ∈ Gal(L|K) =: G eine Fortsetzung von σ. Wir können also
M = L annehmen. Nach dem Hauptsatz der Galois-Theorie ist Li−1 ⊊ Li eine Galois-Erweiterung. Wir
wählen 1 ̸= σi ∈ Gal(Li|Li−1) für i ∈ N. Sei σ̂i ∈ G eine Fortsetzung von σi. Für jede unendliche Folge
a = (ai)i ∈ {0, 1}N definieren wir σa : L→ L durch

σa(x) = σ̂a11 σ̂
a2
2 . . . σ̂akk (x)

für x ∈ Lk. Man sieht leicht, dass σa ein wohldefinierter Automorphismus in G ist (Lemma I.9.11).
Sei b = (bi)i ̸= a eine weitere Folge und k = min{i ∈ N : ai ̸= bi}. Dann existiert ein x ∈ Lk mit
σakk (x) ̸= σbkk (y). Es folgt σa ̸= σb. Daher ist |G| ≥ |{0, 1}N| überabzählbar.

Beispiel III.11.30.

(i) Sei K der algebraische Abschluss von K und L der separable Abschluss von K in K. Für
x ∈ L ist jede Nullstelle des Minimalpolynoms µx ∈ K[X] separabel. Daher zerfällt µx in
Linearfaktoren in L[X] und K ⊆ L ist eine Galois-Erweiterung. Man nennt G := Gal(L|K) die
absolute Galoisgruppe von K. Sei σ ∈ G mit Ordnung k <∞. Ist charK = 0, so ist L = K und
k ≤ 2 nach Folgerung A.7.12. Sei nun p := charK > 0. Wie üblich lässt sich σ zu σ̂ ∈ Gal(K|K)
fortsetzen. Nach Satz II.3.8 ist L ⊆ K rein inseparabel. Für alle x ∈ K existiert nach Satz II.3.11
ein n ∈ N mit xpn ∈ L. Dies zeigt

(σ̂k(x)− x)p
n
= σ̂k(xp

n
)− xp

n
= 0

und σ̂k(x) = x. Also hat auch σ̂ Ordnung k. Aus Folgerung A.7.12 folgt σ = 1, d. h. G ist
torsionsfrei.

(ii) Betrachten wir speziell K = Fq für eine Primzahlpotenz q ≠ 1. Angenommen es existieren
σ, τ ∈ G := Gal(K|K) mit στ ≠ τσ. Dann existiert ein x ∈ Fqn ⊆ K mit στ(x) ̸= τσ(x). Da
Gal(Fqn |K) ∼= Cn abelsch ist, müssen aber die Einschränkungen von σ und τ auf Fqn kommutieren.
Dieser Widerspruch zeigt, dass G eine torsionsfreie abelsche Gruppe ist. Nach Satz III.11.29 ist G
überabzählbar, während K abzählbar ist. Im Gegensatz zu endlichen Galois-Erweiterungen gilt
also |G| > |K : K|.

(iii) Sei p ∈ P und ζn := e2πi/p
n ∈ Qpn für n ∈ N. Nach Satz III.11.28 ist

Qp∞ := Q(ζn : n ∈ N) =
⋃
n∈N

Qpn

eine unendliche Galois-Erweiterung über Q. Für σ ∈ G := Gal(Qpn |Q) existieren an ∈ (Z/pnZ)×
mit σ(ζn) = ζann und an+1 ≡ an (mod pn) für alle n ∈ N. Dies zeigt G ∼= Z×

[p], wobei Z[p] der
Ring der ganzen p-adischen Zahlen ist (Definition III.10.19). Sei nun p > 2. Nach Satz I.8.34
existiert ein a ∈ Z mit (Z/p2Z)× = ⟨a+ p2Z⟩. Nach Aufgabe I.52 gilt (Z/pnZ)× = ⟨a+ pnZ⟩ für
alle n ∈ N. Für σ ∈ G mit σ(ζn) = ζan ist dann Qσ

p∞ = Q = QG
p∞ . Der Hauptsatz der (endlichen)

Galois-Theorie überträgt sich also nicht direkt auf unendliche Erweiterungen.

(iv) Für π ⊆ P sei Q(
√
π) := Q(

√
p : p ∈ π). Sei π zunächst endlich. Wir zeigen durch Induktion nach

|π|, dass Q ⊆ Q(
√
π) eine Galois-Erweiterung von Grad 2|π| ist. Dies ist klar für |π| ≤ 1. Sei q ∈ π

und π′ := π \ {q}. Für ω ⊆ π sei pω :=
∏
p∈ω p. Nach Induktion ist {√pω : ω ⊆ π′} eine Q-Basis
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von Q(
√
π′). Nehmen wir √q ∈ Q(

√
π′) an. Dann existieren xω ∈ Q mit √q =

∑
ω⊆π′ xω

√
pω. Sei

r ∈ ω ⊆ π′ mit xω ̸= 0. Sei

x1 :=
∑

ω⊆π′\{r}

xω∪{r}
√
pω, x2 :=

∑
ω⊆π′\{r}

xω
√
pω.

Dann gilt
q =

√
q2 = (

√
rx1 + x2)

2 = rx21 + x22 + 2
√
rx1x2

mit x1, x2 ∈ Q(
√
π′ \ {r}). Nach Induktion ist

√
r /∈ Q(

√
π′ \ {r}). Dies impliziert x1x2 = 0 und

x2 = 0 wegen x1 ≠ 0. Nun folgt √q =
√
rx1. Da r beliebig war, gilt sogar √q = xω

√
pω für ein

ω ⊆ π′. Dann hätte q = x2ωpω aber zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen. Also ist √q /∈ Q(
√
π′)

und |Q(
√
π) : Q| = 2|π| wie behauptet. Als (iteriertes) Kompositum der Galois-Erweiterungen

Q(
√
p) für p ∈ π ist Q(

√
π) eine Galois-Erweiterung mit Gal(Q(

√
π)|Q) ∼= C

|π|
2 nach Satz I.10.15.

Daher ist auch Q(
√
P) =

⋃
|π|<∞Q(

√
π) eine Galois-Erweiterung. Für jede Teilmenge π ⊆ P

existiert ein σπ ∈ G := Gal(Q(
√
P)|Q) mit

σπ(
√
p) =

{√
p falls p ∈ π,

−√
p falls p /∈ π.

Umgekehrt ist jedes τ ∈ G durch die Bilder τ(√p) für p ∈ P eindeutig bestimmt. Also ist G ∼= CN
2 .

Für H := ⟨σπ : |π| <∞⟩ < G gilt Q(
√
P)H = Q.

Satz III.11.31. Seien K ⊆M ⊆ L Körpererweiterungen, sodass K ⊆ L eine Galois-Erweiterung ist.
Sei G := Gal(L|K) und H := Gal(L|M). Dann gilt:

(i) M ⊆ L ist eine Galois-Erweiterung.

(ii) Ist |M : K| <∞, so gilt |G : H| = |M : K|.

(iii) Genau dann ist K ⊆M eine Galois-Erweiterung, wenn H ⊴G. Ggf. gilt Gal(M |K) ∼= G/H.

Beweis.

(i) Sei x ∈ L. Nach Satz III.11.28 zerfällt das Minimalpolynom µx ∈ K[X] in paarweise verschiedene
Linearfaktoren in L[X]. Das Minimalpolynom von x über M teilt µx und zerfällt daher ebenfalls
in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

(ii) Nach Aufgabe II.18 ist |M : K| die Anzahl der Homomorphismen σ : M → L. Jeder dieser
Homomorphismen setzt sich zu einem Isomorphismus L→ L fort. Nach Lemma III.11.24 kann
man diese Isomorphismen zu Elementen von G einschränken. Umgekehrt kann man jedes σ ∈ G
auf M einschränken. Für σ, τ ∈ G gilt dabei σH = τH genau dann, wenn σ und τ die gleiche
Einschränkung auf M haben. Dies zeigt die Behauptung.

(iii) In jedem Fall istK ⊆M separabel. Nehmen wir an, dassK ⊆M normal ist. Nach Lemma III.11.24
gilt σ(M) =M für alle σ ∈ G. Die Einschränkung liefert daher einen Homomorphismus Γ: G→
Gal(M |K) mit Kern H ⊴G. Wie bisher lässt sich jeder K-Automorphismus M →M zu einem
Element von G fortsetzen. Daher ist Γ surjektiv und G/H ∼= Γ(G) = Gal(M |K).

Sei umgekehrt H ⊴G. Nach (i) und Satz III.11.28 ist M = LH und σ(M) = LσHσ
−1

= LH =M
für alle σ ∈ G (vgl. Beweis von Satz I.10.11). Nach Lemma III.11.24 ist K ⊆M normal.
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Bemerkung III.11.32. Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit G := Gal(L|K). Nach Satz III.11.28
existieren endliche Galois-Erweiterungen K ⊆ Li mit L =

⋃
i∈I Li. Nach Satz III.11.31 ist Hi :=

Gal(L|Li) ⊴ G mit |G : Hi| = |Li : K| < ∞ und
⋂
i∈I Hi = Gal(L|

⋃
Li) = 1. Daher ist der

HomomorphismusG→×i∈I G/Hi, g 7→ (gHi)i injektiv undG ist zu einer Untergruppe von×i∈I G/Hi

isomorph. Gruppen mit dieser Eigenschaft nennt man residual-endlich.

Definition III.11.33. Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung und G := Gal(L|K). Sei

N :=
{
Gal(L|M) : K ⊆M endliche Galois-Erweiterung

}
.

Eine Teilmenge U ⊆ G heißt offen, falls U eine Vereinigung von (beliebig vielen) Nebenklassen gN mit
g ∈ G und N ∈ N ist. Wie üblich heißt A ⊆ G abgeschlossen, falls G \A offen ist.

Lemma III.11.34. Mit den Bezeichnungen aus Definition III.11.33 bilden die offenen Teilmengen
eine Topologie auf G, d. h. es gilt

(i) ∅ und G sind offen.

(ii) Die Vereinigung von offenen Mengen ist offen.

(iii) Der Durchschnitt von zwei offenen Mengen ist offen.

Beweis. Offenbar ist ∅ als leere Vereinigung offen und G ist die triviale Nebenklasse von G ∈ N . Nach
Definition gilt (ii). Seien g, h ∈ G und N,M ∈ N mit gN ∩ hM ̸= ∅. Für x ∈ gN ∩ hM gilt

gN ∩ hM = xN ∩ xM = x(N ∩M).

Seien K ⊆ L1 und K ⊆ L2 endliche Galois-Erweiterungen mit N = Gal(L|L1) und M = Gal(L|L2).
Nach Satz I.10.15 ist K ⊆ L1L2 eine endliche Galois-Erweiterung mit Gal(L|L1L2) = N ∩M . Daraus
folgt (iii).

Definition III.11.35. Die Topologie aus Lemma III.11.34 heißt Krull-Topologie auf G.

Beispiel III.11.36. Nach Bemerkung III.11.32 existieren Ni ∈ N mit
⋂
i∈I Ni = 1. Für g ∈ G ist

G \ {g} = G \
⋂
i∈I

gNi =
⋃
i∈I

(G \ gNi) =
⋃
i∈I

⋃
hNi ̸=gNi

hNi

offen. Daher ist jede endliche Teilmenge von G abgeschlossen. Ist G endlich, so ist die Krull-Topologie
diskret, d. h. jede Teilmenge ist offen und abgeschlossen.

Satz III.11.37 (Krull). Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung, G := Gal(L|K), M := {M Körper :

K ⊆M ⊆ L} und H := {H ≤ G : H abgeschlossen}. Dann sind die Abbildungen M 7→ Gal(L|M) und
H 7→ LH zueinander inverse, inklusionsumkehrende Bijektionen zwischen M und H.

Beweis. Sei M ∈ M und H := Gal(L|M) ≤ G. Nach Satz III.11.28 existieren endliche Galois-
Erweiterungen K ⊆ Li mit L =

⋃
i∈I Li. Nach Satz III.11.31 gilt Ni := Gal(L|Li)⊴G und |G : Ni| =

|Li : K| < ∞. Für σ ∈ G \ H existieren i ∈ I und x ∈ M ∩ Li mit σ(x) ̸= x. Für τ ∈ Ni gilt
στ(x) = σ(x) ̸= x. Daher gilt σ ∈ σNi ⊆ G \H. Also ist G \H offen und H ∈ H.
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Nach Satz III.11.31 ist M ⊆ L eine Galois-Erweiterung und LH =M . Sei umgekehrt H ∈ H gegeben.
Dann ist H ≤ Gal(L|LH). Sei σ ∈ Gal(L|LH). Da H abgeschlossen ist, existieren endliche Galois-
Erweiterungen K ⊆ Li und gi ∈ G mit G \ H =

⋃
i∈I giNi, wobei Ni := Gal(L|Li). Nehmen wir

indirekt σ /∈ H an. Dann existiert i ∈ I mit σ ∈ giNi. Nach Artin ist LH ⊆ LiL
H eine endliche

Galois-Erweiterung. Daher ist die Einschränkung Φ: Gal(L|LH) → Gal(LiL
H |LH) ein wohldefinierter

Homomorphismus. Offenbar gilt

(LiL
H)Φ(H) = LH = (LiL

H)Gal(LiL
H |LH).

Aus dem Hauptsatz der Galois-Theorie folgt Φ(H) = Gal(LiL
H |LH). Insbesondere existiert ein h ∈ H

mit Φ(σ) = Φ(h). Dies zeigt σ−1h ∈ Gal(L|Li) = Ni und h ∈ hNi = σNi ⊆ G \H. Widerspruch. Also
gilt H = Gal(L|LH) und die Abbildungen sind zueinander inverse Bijektionen. Wie üblich sind sie
inklusionsumkehrend.

Folgerung III.11.38. Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung und H1, H2 endliche Untergruppen von
Gal(L|K). Dann ist LH1 = LH2 äquivalent zu H1 = H2.

Beweis. Nach Beispiel III.11.36 sind H1 und H2 abgeschlossen. Daher gilt

LH1 = LH2 ⇐⇒ H1 = Gal(L|LH1) = Gal(L|LH2) = H2.

Folgerung III.11.39. Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung und H ≤ Gal(L|K). Genau dann ist H
offen, wenn H abgeschlossen ist und |G : H| <∞.

Beweis. Sei H offen, sagen wir H =
⋃
i∈I giNi mit gi ∈ G und Ni ∈ N . Dann existiert ein i mit

1 ∈ giNi = Ni ⊆ H. Es folgt |G : H| ≤ |G : Ni| < ∞ und G \ H =
⋃
x∈G\H xNi ist offen, d. h. H

ist abgeschlossen. Sei umgekehrt H abgeschlossen und |G : H| < ∞. Nach Krull ist H = Gal(L|LH)
und |LH : K| = |G : H| <∞. Nach Satz II.3.4 existiert eine endliche Galois-Erweiterung K ⊆M mit
LH ⊆M . Nun ist N := Gal(L|M) ≤ H offen und somit auch H =

⋃
h∈H hN .

Beispiel III.11.40.

(i) Sei H := ⟨σπ : |π| < ∞⟩ ≤ G := Gal(Q(
√
P)|Q) ∼= CN

2 aus Beispiel III.11.30. Wir können G/H
als F2-Vektorraum auffassen. Durch Wahl einer Basis findet man H ≤ N ≤ G mit |G : N | = 2.
Wäre N abgeschlossen, so hätte man den Widerspruch

Q = Q(
√
P)G ⊊ Q(

√
P)N ⊆ Q(

√
P)H = Q.

(ii) Das in Bemerkung I.12.18 erwähnte inverse Galois-Problem ist äquivalent zu der Frage, ob für jede
endliche Gruppe G ein stetiger Epimorphismus Γ: Gal(Q|Q) → G existiert, wobei man G mit der
diskreten Topologie ausstattet. Die Stetigkeit von Γ garantiert, dass N := Ker(Γ) abgeschlossen
ist. Nach Krull ist dann Gal(Q|QN

) = N und G ∼= Gal(QN |Q) nach Satz III.11.31.

Satz III.11.41. Für Körpererweiterungen K ⊆Mi ⊆ L mit i = 1, 2 gilt:

(i) Ist K ⊆M1 eine Galois-Erweiterung, so auch M2 ⊆M1M2 und es gilt

Gal(M1M2|M2) ∼= Gal(M1|M1 ∩M2).
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(ii) Sind K ⊆M1 und K ⊆M2 Galois-Erweiterungen, so auch K ⊆M1M2 und

Gal(M1M2|M1 ∩M2) ∼= Gal(M1|M1 ∩M2)×Gal(M2|M1 ∩M2).

(iii) Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit G := Gal(L|K) und H1, H2 ≤ G abgeschlossen. Dann gilt

LH1LH2 = LH1∩H2 und LH1 ∩ LH2 = L⟨H1,H2⟩.

Beweis.

(i) Für x ∈ M1M2 existieren y1, . . . , yn ∈ M1 mit x ∈ M2(y1, . . . , yn). Da K ⊆ M1 separabel ist,
existiert eine endliche Galois-Erweiterung K ⊆ L1 mit K(y1, . . . , yn) ⊆ L1 ⊆M1. Wir können wie
in Satz I.10.15 argumentieren: L1 ist der Zerfällungskörper eines separablen Polynoms α ∈ K[X].
Da L1M2 der Zerfällungskörper von α ∈M2[X] ist, ist auch M2 ⊆ L1M2 eine Galois-Erweiterung
mit x ∈ L1M2. Als Vereinigung der Körper L1M2 ist M1M2 eine Galois-Erweiterung über M2

nach Satz III.11.28. Nach Lemma III.11.24 ist die Einschränkung

Γ: Gal(M1M2|M2) → Gal(M1|M1 ∩M2) =: G

wohldefiniert und injektiv. Sei σ ∈ Gal(M1|M1 ∩M2). Nach Satz I.10.15 existiert genau eine
Fortsetzung σ̂L1 ∈ Gal(L1M2|M2) von σ|L1

∈ Gal(L1|L1 ∩M2). Wir definieren

σ̂ : M1M2 →M1M2, x 7→ σ̂L1(x).

Sei auch K ⊆ L′
1 eine endliche Galois-Erweiterung mit x ∈ L′

1. Dann ist auch K ⊆ L1 ∩ L′
1 eine

Galois-Erweiterung. Daher müssen σ̂L1 und σ̂L′
1
auf L1 ∩ L′

1 mit σ übereinstimmen. Insbesondere
ist σ̂L1(x) = σ̂L′

1
(x). Dies zeigt, dass σ̂ wohldefiniert ist. Wie üblich zeigt man, dass σ̂ ein

Automorphismus in Gal(M1M2|M2) ist. Also ist Γ(σ̂) = σ und Γ ist surjektiv.

(ii) Nach Satz III.11.28 existieren endliche Galois-Erweiterungen K ⊆Mij mit Mi =
⋃
j∈Ji Mij für

i = 1, 2. Nach Satz I.10.15 sind K ⊆ M1jM2k endliche Galois-Erweiterungen für alle j ∈ J1
und k ∈ J2. Wie in (i) zeigt man M1M2 =

⋃
j∈J1

⋃
k∈J2 M1jM2k. Also ist K ⊆ M1M2 eine

Galois-Erweiterung nach Satz III.11.28. Nach Satz III.11.31 ist auch M1 ∩M2 ⊆ M1M2 eine
Galois-Erweiterung. Wie üblich ist die Abbildung

Γ: Gal(M1M2|M1 ∩M2) → Gal(M1|M1 ∩M2)×Gal(M2|M1 ∩M2), σ 7→ (σ|M1
, σ|M2

)

ein wohldefinierter Monomorphismus. Für σi ∈ Gal(Mi|M1 ∩M2) existieren Fortsetzungen σ̂i ∈
Gal(M1M2|Mj) nach (i) für {i, j} = {1, 2}. Nun ist σ̂1σ̂2 ∈ Gal(M1M2|M1 ∩M2) ein Urbild von
(σ1, σ2) unter Γ. Also ist Γ ein Isomorphismus.

(iii) Sicher ist LH1 ∩ LH2 = L⟨H1,H2⟩ und LH1LH2 ⊆ LH1∩H2 . Da H1 und H2 abgeschlossen sind, gilt

H1 ∩H2 ⊆ Gal(L|LH1∩H2) ⊆ Gal(L|LH1LH2) ⊆ Gal(L|LH1) ∩Gal(L|LH2) = H1 ∩H2.

Dies zeigt LH1LH2 = LH1∩H2 .
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III.12 Codierungstheorie

Bemerkung III.12.1. Mit dem DHM-Schlüsselaustausch in Beispiel I.2.25 und dem RSA-Verfahren
in Beispiel I.7.19 hatten wir bereits Anwendungen der Algebra in der Kryptographie kennengelernt.
Die Kryptologie umfasst neben der Kryptographie auch die Kryptoanalyse, also die Wissenschaft vom
Entschlüsseln von Daten (z. B. Entschlüsselung der Enigma im zweiten Weltkrieg durch Alan Turing).
In der Codierungstheorie hingegen beschäftigt man sich mit der Fehlererkennung und -korrektur bei
der Übertragung von digitalen Daten über einen störungsanfälligen Kanal (z. B. Mobilfunk, WLAN,
GPS). Motiviert durch verschiedenste Anwendungsszenarien entwickelte sich diese Theorie deutlich
mehr in die Breite als in die Tiefe. Ein Höhepunkt ist die Existenz und Eindeutigkeit der sogenannten
Golay-Codes. Neben Methoden der Algebra sind auch statistische Aspekte relevant, auf die wir jedoch
nur am Rande eingehen.

Beispiel III.12.2. Wer seinen Gesprächspartner akustisch nicht versteht, bittet ihn das Gesagt zu
wiederholen. Die naheliegendste Idee zur Fehlererkennung ist daher Daten doppelt zu senden. Anstatt
geheim wird ggeehheeiimm versendet. Durch einen Übertragungsfehler wird daraus ggeemheeiimm.
An der Folge mh kann man sofort feststellen, dass ein Fehler unterlaufen ist. Allerdings lässt sich
dieser nicht eindeutig korrigieren, denn neben geheim kommt auch gemein in Frage. Senden wir
hingegen jeden Buchstaben gleich dreifach und erhalten mmh, so kann man annehmen, dass mit höherer
Wahrscheinlichkeit das h falsch ist. Nachteil dieser Methode ist die linear wachsende Datenmenge. Wir
werden bessere Verfahren kennenlernen (vgl. Aufgabe III.67).

Definition III.12.3. Sei 2 ≤ q <∞ und A eine Menge (Alphabet) mit q Elementen (Symbole). Die
Elemente aus dem n-fachen kartesischen Produkt An nennt man Wörter.

(i) Ein (Block -)Code der Länge n ist eine nichtleere Teilmenge C ⊆ An. Die Elemente von C nennt
man Codewörter.

(ii) Für x = (x1, . . . , xn) ∈ An und y = (y1, . . . , yn) ∈ An sei

d(x, y) := |{i : xi ̸= yi}|

die (Hamming-)Distanz von x und y.

(iii) Man nennt
d(C) := inf{d(x, y) : x, y ∈ C, x ̸= y}

die Minimaldistanz von C (im Fall |C| = 1 sei d(C) := ∞).

(iv) Für x ∈ An und e ≥ 0 sei
Ke(x) := {y ∈ An : d(x, y) ≤ e}

die „Kugel“ mit Radius e um x.
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Bemerkung III.12.4.

(i) Sei C ⊆ An ein Code und S eine Menge von Daten, die versendet werden sollen. Die Codierung ist
eine injektive Abbildung γ : S → C. Da Übertragungsfehler auftreten können, definiert man die
Decodierung als Abbildung γ′ : An → S mit γ′ ◦ γ = idS (bei fehlerfreier Übertragung ist also γ′

die Umkehrabbildung von γ). Wir werden o. B. d.A. S = C, γ = idC und γ′ : An → C annehmen.
Neben der Konstruktion von C ist auch eine effiziente Berechnung von γ′ eine der Hauptaufgaben
der Codierungstheorie.

(ii) Für x, y ∈ An ist d(x, y) = d(y, x) und d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y. Unterscheiden sich x und y an
den Positionen i1, . . . , ik und unterscheiden sich y und z an den Positionen j1, . . . , jl, so können
sich x und z höchstens an den Positionen {i1, . . . , ik} ∪ {j1, . . . , jl} unterscheiden. Dies zeigt die
Dreiecksungleichung d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). Der Hamming-Abstand ist daher eine Metrik im
Sinn der Analysis.

(iii) Treten bei der Übertragung genau e Fehler auf, so erhält Bob anstelle des Codeworts c ∈ C ein
Wort x ∈ An mit d(c, x) = e. Damit Bob das Auftreten von Fehlern erkennen kann, muss x /∈ C
gelten. Für verschiedene c, c′ ∈ C sollte also stets d(c, c′) > e gelten, d. h. d(C) > e. Damit Bob
alle e Fehler korrigieren kann, muss c zusätzlich das einzige Codewort mit d(c, x) ≤ e sein. In
diesem Fall muss d(c, c′) > 2e für verschiedene c, c′ ∈ C gelten, denn anderenfalls könnte man ein
x ∈ An mit d(c, x), d(c′, x) ≤ e konstruieren. Dies rechtfertigt folgende Definition.

Definition III.12.5. Ein Code C

(i) erkennt e Fehler, falls d(C) > e gilt.

c c′

e e

(ii) korrigiert e Fehler, falls d(C) > 2e gilt.

c c′e e

Bemerkung III.12.6. Die Korrektur von Fehlern geschieht unter der statistischen Annahme, dass
Fehler „selten“, unabhängig und gleichverteilt auftreten (maximum likelihood decoding). Bei Kratzern
auf CDs ist dies in der Regel nicht gegeben, denn ein einziger Kratzer (zer)stört viele benachbarte Bits.
Man benötigt in diesem Fall eine Vorverarbeitung, auf die wir nicht näher eingehen.

Beispiel III.12.7.

(i) Die trivialen Codes C mit |C| = 1 können zwar jeden Fehler korrigieren (d(C) = ∞), aber keine
Information übertragen. Ebenso nennt man den Code C = An mit Minimaldistanz 1 trivial. Beide
sind in der Praxis uninteressant.

(ii) Der Wiederholungscode Wn(A) := {(a, . . . , a) ∈ An} der Länge n hat Minimaldistanz n und
kann daher n − 1 Fehler erkennen und ⌊n−1

2 ⌋ Fehler korrigieren. Beispielsweise kann das Wort
(a, a, a, b, b, b) nicht eindeutig korrigiert werden. Treten mehr als n/2 Fehler auf, so wird sogar
falsch „korrigiert“!
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Definition III.12.8. Man nennt H ∈ {±1}n×n eine Hadamard-Matrix , falls HHt = n1n gilt.

Beispiel III.12.9. Sicher sind H1 := (1) und H2 :=
(
1 1
1 −1

)
Hadamard-Matrizen. Sind Hn und Hm

Hadamard-Matrizen vom Format n × n bzw. m × m, so ist das Kronecker-Produkt Hn ⊗ Hm eine
nm× nm-Hadamard-Matrix, denn

(Hn ⊗Hm)(Hn ⊗Hm)
t = HnH

t
n ⊗HmH

t
m = nm1nm.

Insbesondere erhält man durch H2n := H2 ⊗ . . . ⊗ H2 eine 2n × 2n-Hadamard-Matrix, die mit der
Charaktertafel von Cn2 übereinstimmt (Beispiel II.14.41).

Lemma III.12.10. Ist H ∈ {±1}n×n eine Hadamard-Matrix mit n > 2, so ist 4 | n.

Beweis. Durch Permutieren von Zeilen und Spalten bleibt H eine Hadamard-Matrix. Wir können daher
annehmen, dass die ersten drei Zeilen von H die Form1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1

1 · · · · · · · · · · · · 1 −1 · · · · · · · · · · · · −1
1 · · · 1 −1 · · · −1 1 · · · 1 −1 · · · −1


haben. Aus der Orthogonalität der Zeilen folgt leicht, dass die vier Abschnitte der dritten Zeile alle
gleich lang sind.

Bemerkung III.12.11. Eine offene Vermutung besagt, dass für jedes k ≥ 1 Hadamard-Matrizen vom
Format 4k × 4k existieren (man kennt bislang keine Hadamard-Matrix der Größe 668× 668).

Satz III.12.12. Sei H eine n× n-Hadamard-Matrix. Dann bilden die Zeilen von H und −H einen
Code C mit 2n Elementen und Minimaldistanz n

2 .

Beweis. Für verschiedene Zeilen v und w von H gilt vwt = 0 = (−v)wt. Dies zeigt |C| = 2n und
d(v, w) = n/2 = d(C).

Bemerkung III.12.13.

(i) Sei H eine n × n-Hadamard-Matrix und C der zugehörige Code. Nach Satz III.12.12 kann C
mindestens n

4 − 1 Fehler korrigieren. Wir konstruieren eine Decodierungsfunktion γ′ : {±1}n → C
wie folgt: Für x ∈ {±1}n sei xk ein betragsmäßig größter Eintrag von Hxt. Wir definieren γ(x)
als die k-te Zeile von ±H, wobei ± das Vorzeichen von xk ist. Weicht x an e < n

4 Koordinaten
von einem Codewort c ab, so gilt

|xk| ≥ xct = n− 2e >
n

2
.

Da sich jedes weitere Codewort an n
2 Koordinaten von c unterscheidet, gilt |xl| ≤ n

2 für alle l ̸= k.
Dies zeigt γ′(x) = c.

(ii) Der in Satz III.12.12 konstruierte Code für n = 32 wurde zur Bildübertragung bei der Mariner-9-
Mission zum Mars verwendet.
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(iii) In der Praxis sucht man Codes C ⊆ An mit möglichst großer Minimaldistanz, um viele Fehler
korrigieren zu können. Gleichzeitig möchte man viel Information mit möglichst kleiner Datenmenge
übertragen, d. h. die (Informations-)Rate

r(C) := logq(|C|)/n

sollte groß sein. Der nächste Satz zeigt, dass man nicht gleichzeitig d(C) und r(C) maximieren
kann, sondern je nach Anwendung ein Kompromiss erforderlich ist. Bei Liveübertragungen gibt
man beispielsweise r(C) den Vorzug, um Verzögerungen zu vermeiden.

Satz III.12.14. Für jeden Code C ⊆ An mit d := d(C) und e :=
⌊
d−1
2

⌋
gilt

|C| ≤ qn−d+1 (Singleton-Schranke),

|C|
e∑

k=0

(
n

k

)
(q − 1)k ≤ qn (Hamming-Schranke).

Ist d > n q−1
q , so gilt

|C| ≤ d

d− n q−1
q

(Plotkin-Schranke).

Beweis.

(i) Die Projektion auf die ersten n−d+1 Komponenten ist eine injektive Abbildung f : C → An−d+1,
denn aus f(c) = f(c′) folgt d(c, c′) ≤ d−1 und c = c′. Dies zeigt |C| = |f(C)| ≤ |An−d+1| = qn−d+1.

(ii) Wegen d ≥ 2e+ 1 gilt Ke(c)∩Ke(c
′) = ∅ für verschiedene c, c′ ∈ C nach der Dreiecksungleichung.

Sei x ∈ Ke(c) mit d(c, x) = k. Für die Wahl der k Positionen, an denen sich c und x unterscheidet,
gibt es

(
n
k

)
Möglichkeiten. An jeder dieser Stellen kann x einen von q − 1 verbleibenden Werten

annehmen. Dies zeigt

|Ke(c)| =
e∑

k=0

(
n

k

)
(q − 1)k.

Schließlich ist

|C|
e∑

k=0

(
n

k

)
(q − 1)k =

∑
c∈C

|Ke(c)| =
∣∣∣⋃
c∈C

Ke(c)
∣∣∣ ≤ |An| = qn.

(iii) Sei A = {a1, . . . , aq} und mij := |{c ∈ C : ci = aj}| für 1 ≤ i ≤ n und 1 ≤ j ≤ q. Offenbar ist∑q
j=1mij = |C| für i = 1, . . . , n. Wir summieren die Distanzen aller |C|2 Paare von Codewörtern.

Die i-te Koordinate trägt genau

q∑
j=1

mij(|C| −mij) = |C|2 −
q∑
j=1

m2
ij

zu dieser Summe bei. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewendet auf die Vektoren (mij : j =
1, . . . , q) und (1, . . . , 1) zeigt

|C|2 =
( q∑
j=1

mij

)2
≤ q

q∑
j=1

m2
ij .
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Daher ist

|C|(|C| − 1)d ≤
∑
c,c′∈C

d(c, c′) ≤
n∑
i=1

q∑
j=1

mij(|C| −mij) ≤
n∑
i=1

|C|2
(
1− 1

q

)
≤ n|C|2 q − 1

q
.

Umstellen ergibt

|C|
(
d− n

q − 1

q

)
≤ d

und die Behauptung folgt aus der Voraussetzung d− n q−1
q > 0.

Satz III.12.15. Für alle 1 ≤ d ≤ n existiert ein Code C ⊆ An mit d(C) ≥ d und

|C|
d−1∑
k=0

(
n

k

)
(q − 1)k ≥ qn (Gilbert-Schranke).

Beweis. Sei C ⊆ An mit d(C) ≥ d und |C| maximal. Für jedes x ∈ An existiert dann ein c ∈ C mit
d(x, c) < d, denn anderenfalls könnte x zu C hinzufügen im Widerspruch zur Maximalität von |C|. Also
ist

qn =
∣∣∣⋃
c∈C

Kd−1(c)
∣∣∣ ≤ ∑

c∈C
|Kd−1(c)| = |C|

d−1∑
k=0

(
n

k

)
(q − 1)k.

Beispiel III.12.16. Für q = 2, n = 10 erhält man folgende Abschätzungen für |C|:

d(C) Gilbert Singleton Hamming Plotkin
1 210 210 210

2 94 29 210

3 16 256 93
4 6 128 93
5 3 64 15
6 2 32 15 6
7 2 16 5 3

Sei o. B. d. A. A = {0, 1} und (0, . . . , 0) ∈ C. Im Fall d(C) ≥ 7 besteht jedes nicht-triviale Codewort aus
mindestens sieben Einsen. Zwei nicht-triviale Codewörter hätten daher mindestens vier gemeinsame
Einsen. Dies zeigt |C| ≤ 2.

Bemerkung III.12.17.

(i) Man nennt C einen MDS-Code (maximum distance separable), falls in der Singleton-Schranke
Gleichheit gilt. Neben dem trivialen Code C = An ist auch der Wiederholungscode Wn ein
MDS-Code.

(ii) Gilt Gleichheit in der Hamming-Schranke, so heißt C perfekt. In diesem Fall ist |C| eine q-Potenz
und An die disjunkte Vereinigung von Kugeln um Codewörter mit Radius e.
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Somit lässt sich jeder Fehler eindeutig „korrigieren“ (aber nicht immer richtig). Insbesondere ist
d(C) = 2e+ 1 ungerade. Der triviale Code C = An ist der einzige perfekte Code mit e = 0. Für
q = 2 und n = 2e+1 ist auch der Wiederholungscode Wn perfekt, denn jedes Wort x ∈ {0, 1}n hat
Distanz ≤ e zu genau einem der Codeworte (0, . . . , 0) oder (1, . . . , 1). Wir werden später sehen,
dass es nur wenige weitere perfekte Codes gibt (vgl. Aufgabe III.69).

(iii) Nach Shannons Hauptsatz aus der Informationstheorie gibt es Codes C mit „guter“ Rate (aber
großem n), sodass die Wahrscheinlichkeit einer fehlerhaften Decodierung beliebig klein ist. Der
Beweis benutzt Statistik und ist nicht konstruktiv.

Beispiel III.12.18. Sei A = {0, 1} und p = 10−3 die Wahrscheinlichkeit, dass ein Symbol falsch
übertragen wird (also 0 statt 1 und umgekehrt). Sei q := 1− p. Die Wahrscheinlichkeit einer fehlerfreien
Übertragung von n = 100 Symbolen ohne Codierung beträgt dann q100 ≈ 0,90. Unter Benutzung des
Codes W3 steigt die Wahrscheinlichkeit auf (q3 + 3q2p)100 ≈ 0,9997.

Definition III.12.19. Codes C,D ⊆ An heißen äquivalent, falls eine Permutation π ∈ Sn mit

(x1, . . . , xn) ∈ C ⇐⇒ (xπ(1), . . . , xπ(n)) ∈ D

existiert. Für C = D bilden die entsprechenden π die Automorphismengruppe Aut(C) von C.

Bemerkung III.12.20. Äquivalente Codes haben offenbar die gleichen Eigenschaften (Länge, Mäch-
tigkeit, Minimaldistanz, Rate, . . . ). Man interessiert sich daher nur für „interessante“ Äquivalenzklas-
senvertreter.

Definition III.12.21. Sei A = Fq ein endlicher Körper. Ein Code C ⊆ Fnq heißt linear , falls C ein
Untervektorraum von Fnq ist. Ist k := dimC und d := d(C), so ist C ein (n, k, d)-Code (noch genauer
(n, k, d)q-Code). Die Rate von C ist r(C) = k/n. Außerdem nennt man w(x) := d(x, 0) das Gewicht
von x ∈ Fnq .

Beispiel III.12.22.

(i) Der Paritätscode

Pn :=
{
x ∈ Fnq :

n∑
i=1

xi = 0
}

der Länge n hat Dimension k = n − 1 und Minimaldistanz d = 2. Er kann also einen Fehler
erkennen, aber nicht korrigieren. Eine konkrete Version ist der ASCII-Code mit q = 2 und n = 8.
Mit den ersten 7 Bits stellt man eines von 27 = 128 häufig benutzten Symbolen dar:

` ´ ˆ ˜ ¨ ˝ ˚ ˇ ˘ ¯ ˙ ¸ ˛ ‚ ‹ ›
“ ” „ « » – — ‌ � ı ȷ ff fi fl ffi ffl
␣ ! " # $ % & ’ ( ) * + , - . /
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : ; < = > ?
@ A B C D E F G H I J K L M N O
P Q R S T U V W X Y Z [ \ ] ^ _
‘ a b c d e f g h i j k l m n o
p q r s t u v w x y z { | } ~ -
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Das achte Bit (Prüfbit) ergibt sich aus der Summe der sieben vorherigen Bits (modulo 2).
Beispielsweise hat der Buchstabe b Position 98 = 26 + 25 + 2 und entspricht daher dem Codewort
(1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1) (Prüfbit = 1). Die acht Bits ergeben zusammen ein Byte und lassen sich effizient
auf Computern verarbeiten.

(ii) Den ISBN-Code

C :=
{
x ∈ F10

11 :
10∑
l=1

lxl = 0
}
≤ F10

11

mit Länge n = 10, Dimension k = 9 und Minimaldistanz d = 2 haben wir bereits in Beispiel I.2.27
kennengelernt.

Bemerkung III.12.23.

(i) Für q = 2 (bzw. q = 3) spricht man von binären (bzw. ternären) Codes.

(ii) Offenbar ist die Hamming-Distanz auf Fnq translationsinvariant, d. h. für x, y, z ∈ Fnq gilt d(x, y) =
d(x− z, y − z). Für einen linearen Code C ≤ Fnq ist daher

d(C) = min{d(x, y) : x, y ∈ C, x ̸= y} = min{d(x− y, 0) : x, y ∈ C, x ̸= y}
= min{w(c) : c ∈ C \ {0}}.

Man nennt d(C) daher auch Minimalgewicht von C.

(iii) Äquivalente Codes sind isomorph als Vektorräume, aber nicht umgekehrt. Oft ist es zweckmäßiger
Codes C,C ′ ≤ Fnq als äquivalent zu betrachten, wenn sie unter einer verallgemeinerten Permutati-
onsmatrix P ∈ Fn×nq ineinander übergehen. Hierbei hat P in jeder Zeile und in jeder Spalte genau
einen von 0 verschiedenen Eintrag. Es gibt also π ∈ Sn und a1, . . . , an ∈ F×

q mit

(c1, . . . , cn) ∈ C ⇐⇒ (a1cπ(1), . . . , ancπ(n)) ∈ C ′

für alle c ∈ Fnq . Offenbar haben C und C ′ immer noch die gleichen Eigenschaften.

(iv) Die Singleton-Schranke für (n, k, d)-Codes hat die Form d ≤ n− k + 1 (unabhängig von q). Die
Hamming-Schranke lässt sich in der Form

e∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i ≤ qn−k

schreiben. Die Gilbert-Schranke gilt im Wesentlichen auch für lineare Codes: Sei 1 ≤ d ≤ n
gegeben und C ein (n, k, d)-Code mit k maximal. Angenommen es existiert x ∈ Fnq mit d(x, c) ≥ d
für alle c ∈ C. Für α ∈ F×

q und c ∈ C gilt dann

w(c+ αx) = d(c+ αx, 0) = d(c,−αx) = d(−α−1c, x) ≥ d.

Daher wäre C + Fqx ein (n, k + 1, d)-Code im Widerspruch zur Maximalität von k. Es gilt also

d−1∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i ≥ qn−k.

439



Beispiel III.12.24.

(i) Sei C ein perfekter (n, k, 7)-Code mit k ≥ 1 über F2. Dann ist n ≥ 7 und

1 + n+
n(n− 1)

2
+
n(n− 1)(n− 2)

6
=

e∑
i=0

(
n

i

)
= 2n−k.

Multiplikation mit 6 liefert

(n+ 1)(6 + n(n− 1)) = 3 · 2n−k+1.

Die Substitution N := n+ 1 ≥ 8 führt zu

N(N2 − 3N + 8) = 3 · 2n−k+1.

Ist N durch 16 teilbar, so ist N2 − 3N +8 ≡ 8 (mod 16) und es folgt N2 − 3N +8 ∈ {8, 24}. Dies
widerspricht N(N − 3) + 8 ≥ 8 · 5 + 8 > 24. Also ist N nicht durch 16 teilbar und man erhält
N | 24. Wegen N ≥ 8 ergeben sich folgende Fälle:

• (n, k) = (7, 1): Dies sind die Parameter des Wiederholungscodes W7.

• n = 11: Hier geht die Gleichung nicht auf: N2 − 3N + 8 = 12 · 9 + 8 = 116 = 4 · 29.

• (n, k) = (23, 12): Ein solcher Code wird in Beispiel III.12.42 definiert.

(ii) Für die Parameter (n, k, d)q = (90, 78, 5)2 erhält man ebenfalls
∑2

i=0

(
n
i

)
= 2n−k. Das folgende

Lemma mit s = 2 zeigt, dass es keinen solchen Code geben kann.

Lemma III.12.25. Sei C ein perfekter (n, k, 2e+ 1)-Code über Fq und 0 ≤ s ≤ e. Dann ist(
2e− s+ 1

e

) ∣∣∣∣ ( n− s

e− s+ 1

)
(q − 1)e−s+1.

Beweis. Sei Vs := {x ∈ Fnq : ∀i = 1, . . . , s : xi = 1} und

Cs := {c ∈ C ∩ Vs : w(c) = 2e+ 1}.

Jeder der
(
n−s
e−s+1

)
(q − 1)e−s+1 Vektoren x ∈ Vs mit w(x) = e+ 1 liegt in genau einer Kugel Be(c) mit

c ∈ C. Wegen w(c) ≥ 2e + 1 gilt xi ̸= 0 ⇒ xi = ci und c ∈ Cs. Andererseits enthält Be(c) genau(
2e−s+1

e

)
Vektoren x ∈ Vs mit w(x) = e+ 1. Dies zeigt

|Cs| =
(
n−s
e−s+1

)(
2e−s+1

e

)(q − 1)e−s+1 ∈ N.

Satz III.12.26. Für jeden (n, k, d)-Code 0 ̸= C ≤ Fnq gilt

k−1∑
i=0

⌈ d
qi

⌉
≤ n (Griesmer-Schranke).
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Beweis. Induktion nach k: Für k = 1 ist die Behauptung trivial. Sei also k ≥ 2. Sei b1, . . . , bk ∈ C eine
Basis von C. Nach Übergang zu einem äquivalenten Code wie in Bemerkung III.12.23(iii) können wir
b1 = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) mit w(b1) = d annehmen. Sei b′i ∈ Fn−dq der aus den letzten n− d Koordinaten
von bi gebildete Vektor (i = 2, . . . , k).

Angenommen es gibt eine nicht-triviale Linearkombination c′ von b′2, . . . , b
′
k mit w(c′) < d/q. Sei

c = (c1, c
′) ∈ C die entsprechende Linearkombination von b2, . . . , bk. Wegen w(c) ≥ d verschwinden

höchstens w(c′) Koordinaten von c1. Wegen (q−1)w(c′) < d−w(c′) tritt ein λ ∈ F×
q mehr als w(c′)-Mal

in c1 auf. Wir ersetzen c durch λ−1c. Dann gilt

d(c, b1) < d− w(c′) + w(c′) = d

und es folgt c = b1. Dies widerspricht der linearen Unabhängigkeit von b1, . . . , bk. Also ist w(c′) ≥ d/q.
Insgesamt ist C ′ := ⟨b′2, . . . , b′k⟩ ≤ Fn−dq ein (k − 1)-dimensionaler Code mit d′ := d(C ′) ≥ d/q. Nach
Induktion gilt

k−1∑
i=0

⌈ d
qi

⌉
= d+

k−1∑
i=1

⌈ d
qi

⌉
≤ d+

k−2∑
i=0

⌈d′
qi

⌉
≤ d+ n− d = n.

Definition III.12.27. Sei C ≤ Fnq ein (n, k, d)-Code.

(i) Man nennt G ∈ Fk×nq Erzeuger-Matrix von C, falls C = {xG : x ∈ Fkq} gilt. Außerdem nennt man
H ∈ F(n−k)×n

q Kontroll-Matrix von C, falls C = {x ∈ Fnq : Hxt = 0} gilt.

(ii) Wie üblich definiert

xyt =

n∑
i=1

xiyi (x, y ∈ Fnq )

eine Bilinearform auf Fnq . Man nennt

C⊥ := {x ∈ Fnq : ∀c ∈ C : xct = 0} ≤ Fnq

den zu C dualen Code. Im Fall C = C⊥ heißt C selbstdual.

Bemerkung III.12.28.

(i) Genau dann ist G ∈ Fk×nq eine Erzeuger-Matrix von C, wenn die Zeilen von G eine Basis von C
bilden. Genau dann ist H ∈ F(n−k)×n

q eine Kontroll-Matrix, wenn die Zeilen von H eine Basis für
den Lösungsraum des homogenen Gleichungssystems Gx = 0 bilden. Insbesondere existieren beide
Matrizen stets (aber nicht eindeutig) und haben vollen Rang.

(ii) Indem man zu einem äquivalenten Code übergeht, kann man annehmen, dass die ersten k Spalten
von G linear unabhängig sind. Durch eine Basistransformation erreicht man, dass G die Form
G = (1k|L) hat. Jedes Codewort ist also bereits durch die ersten k Komponenten eindeutig
bestimmt. Nun ist H = (−Lt|1n−k) eine Kontroll-Matrix von C.

(iii) Die Minimaldistanz ist offenbar die minimale Anzahl linear abhängiger Spalten einer Kontroll-
Matrix.

(iv) Ist G eine Erzeuger-Matrix von C, so liegt C⊥ im Lösungsraum von Gx = 0 und es folgt
dim(C⊥) ≤ n − k. Ist H eine Kontroll-Matrix von C, so liegen die Zeilen von H in C⊥ und es
folgt dim(C⊥) ≥ n− k. Also ist dim(C⊥) = n− k und G (bzw. H) ist eine Kontroll-Matrix (bzw.
Erzeuger-Matrix) von C⊥. Selbstduale Codes haben daher gerade Länge n = 2k und Dimension k.
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(v) Es gilt (C⊥)⊥ = C. Im Gegensatz zum euklidischen Raum Rn, kann über Fnq durchaus C = C⊥ ̸= 0
eintreten. Zum Beispiel für C =W2 = ⟨(1, 1)⟩ ≤ F2

2.

Beispiel III.12.29. Der Wiederholungscode Wn hat folgende Erzeuger- und Kontrollmatrizen:

G =
(
1 · · · 1

)
, H =

1 0 −1
. . .

...
0 1 −1

 .

Offenbar ist W⊥
n = Pn der Paritätscode.

Satz III.12.30. Mit der Bezeichnung aus Bemerkung III.12.23(iii) gibt es genau
(
Q+n−k−1

n−k
)

nicht-

äquivalente lineare (n, k)q-Codes, wobei Q := 1 + qk−1
q−1 .

Beweis. Mit dem Gauß-Algorithmus lässt sich die Erzeuger-Matrix G in genau eine reduzierte Zeilenstu-
fenform überführen. Durch Multiplikation mit einer verallgemeinerten Permutationsmatrix von rechts
ändert sich die Äquivalenzklasse nicht. Da G vollen Rank hat, kann man durch Koordinatenpermutation
erreichen, dass die ersten k Spalten eine Einheitsmatrix bilden. Die übrigen n− k Spalten bilden eine
Multimenge von Fkq . Durch Skalieren kann man annehmen, dass die von 0 verschiedenen Spalten mit
einer 1 beginnen. Man hat also eine (n − k)-elementige Multimenge aus Q = 1 + qk−1

q−1 möglichen
Vektoren. Die Anzahl dieser Multimengen beträgt

(
Q+n−k−1

n−k
)
.1

Bemerkung III.12.31. Für k = 1 erhält man Q = 2 und genau n nicht-äquivalente Codes. Diese
werden durch die Vektoren der Form (1, . . . , 1, 0, . . . , 0) erzeugt.

Satz III.12.32 (Syndrom-Decodierung). Sei C ≤ Fnq ein linearer Code. Aus jeder Nebenklasse x+C ∈
Fnq /C wählen wir einen Vertreter ex ∈ x+ C, sodass w(ex) minimal ist. Dann ist c := x− ex ∈ C ein
Codewort mit minimaler Distanz zu x. Man kann also x zu c decodieren.

Beweis. Sei c′ ∈ C mit d(x, c′) < d(x, c). Dann ist e := x− c′ ∈ x+ C mit w(e) = d(x, c′) < d(x, c) =
w(ex) im Widerspruch zur Wahl von ex.

Bemerkung III.12.33. Sei k := dimC. In der Praxis bestimmt man zunächst für jede der qn−k

Nebenklassen x + C ein ex wie in Satz III.12.32. Um zu entscheiden, ob ein y ∈ Fnq in der gleichen
Nebenklasse wie ex liegt, benutzt man die Kontroll-Matrix H von C. Es gilt

x+ C = y + C ⇐⇒ x− y ∈ C ⇐⇒ H(x− y) = 0 ⇐⇒ Hx = Hy.

Man nenn Hx das Syndrom von x bzgl. C. Im Gegensatz zu nicht-linearen Codes hat man also einen
„effizienten“ Decodierungsalgorithmus.

Definition III.12.34. Sei m ≥ 2. Seien ⟨v1⟩, . . . , ⟨vn⟩ die eindimensionalen Untervektorräume von Fmq .
Der Code Hn mit Kontroll-Matrix

(
v1 · · · vn

)
∈ Fm×n

2 heißt Hamming-Code der Länge n.

1Siehe Vorlesungsskript Diskrete Mathematik
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Beispiel III.12.35. Sei q = 2, m = 3 und n = 23 − 1 = 7. Eine Kontroll-Matrix von H7 ist1 . . . 1 1 1
. 1 . 1 . 1 1
. . 1 1 1 . 1

 .

Dies liefert die Erzeuger-Matrix 
. 1 1 1 . . .
1 . 1 . 1 . .
1 1 . . . 1 .
1 1 1 . . . 1

 .

Satz III.12.36. Der Hamming-Code Hn hat Länge n = qm−1
q−1 , Dimension n−m und Minimaldistanz

3. Außerdem ist Hn perfekt.

Beweis. Jedes v ∈ Fnq \ {0} spannt einen eindimensionalen Unterraum auf. Jeder solche Unterraum
besitzt q Vektoren und je zwei verschiedene Unterräume haben trivialen Schnitt. Dies zeigt n = qm−1

q−1 .
Da die Standardbasisvektoren {(1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1)} bis auf Skalierung als Spalten der Kontroll-
Matrix H auftreten, hat H vollen Rang und es folgt k := dimHn = n−m. Da je zwei verschiedene
Spalten von H linear unabhängig sind, gilt d(Hn) ≥ 3. Andererseits treten die linear abhängigen
Vektoren (1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0) und (1, 1, 0, . . . , 0) bis auf Skalierung als Spalten von H auf. Somit
ist d(Hn) = 3.

Die Hamming-Schranke mit e = 1 ergibt

1∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i = 1 + n(q − 1) = qm = qn−k.

Also ist Hn perfekt.

Bemerkung III.12.37.

(i) Der Hamming-Code hängt von der Wahl der vi ab. Verschiedene Wahlen der vi liefern allerdings
äquivalente Codes im Sinn von Bemerkung III.12.23(iii).

(ii) Die Korrektur von einem Fehler lässt sich im Hamming-Code besonders effizient durchführen. Sei
H die Kontroll-Matrix, c ∈ Hn und x = c+ e mit w(e) = 1. Dann ist Hx = H(c+ e) = He. Die
Position des aufgetretenen Fehlers ist die Position der Spalte Hx in H.

(iii) Ein Nachteil der Hamming-Codes ist, dass sie nur für gewisse n existieren (insbesondere wenn q
klein ist).

Satz III.12.38. Jeder lineare perfekte (n, k, 3)-Code C ist zu Hn äquivalent.

Beweis. Die Hamming-Schranke liefert 1 + n(q − 1) = qn−k, d. h. n = qn−k−1
q−1 . Wegen d(C) = 3

sind je zwei Spalten einer Kontroll-Matrix H ∈ F(n−k)×n
q von C linear unabhängig. Die Anzahl der

1-dimensionalen Unterräume von Fn−kq ist andererseits qn−k−1
q−1 = n. Daher ist H bis auf Äquivalenz die

Kontroll-Matrix von Hn.

Beispiel III.12.39. Für q = 2 ist W3 zu H3 äquivalent.
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Definition III.12.40. Für einen linearen Code C ≤ Fnq sei

Ĉ :=
{
(x1, . . . , xn+1) ∈ Fn+1

q : (x1, . . . , xn) ∈ C,
n+1∑
i=1

xi = 0
}
≤ Fn+1

q

der erweiterte Code.

Bemerkung III.12.41. Sicher ist dim Ĉ = dimC und d(Ĉ) ≥ 2. Ist C ein binärer Code mit ungeradem
Gewicht d, so gilt d(Ĉ) = d+ 1. Auf diese Weise lässt sich die Anzahl der erkennbaren (aber nicht der
korrigierbaren) Fehler leicht erhöhen. Gleichzeitig sinkt die Rate von k

n zu k
n+1 .

Beispiel III.12.42.

(i) Der Paritätscode Pn ist die Erweiterung des trivialen Codes Fn−1
q .

(ii) Der erweiterte Hamming-Code Ĥ7 über F2 ist ein (8, 4, 4)-Code mit Erzeuger-Matrix

G =


. 1 1 1 . . . 1
1 . 1 . 1 . . 1
1 1 . . . 1 . 1
1 1 1 . . . 1 .


nach Beispiel III.12.35. Wegen GGt = 0 ist Ĥ7 selbstdual.

(iii) Nach Aufgabe III.70 ist Ĥ7 zu den Codes C und C̃ mit Erzeugermatrizen

G =


1 1 . 1 . . . 1
. 1 1 . 1 . . 1
. . 1 1 . 1 . 1
. . . 1 1 . 1 1

 , G̃ =


. . . 1 . 1 1 1
. . 1 . 1 1 . 1
. 1 . 1 1 . . 1
1 . 1 1 . . . 1


äquivalent. Mit deren Hilfe definieren wir den erweiterten binären Golay-Code durch

G24 :=
{
(c+ e, d+ e, c+ d+ e) : c, d ∈ C, e ∈ C̃

}
≤ F24

2 .

Der binäre Golay-Code G23 ≤ F23
2 entsteht aus G24, indem man die letzte Koordinate aller

Codeworte streicht.

Satz III.12.43. Es gilt

(i) G24 ist ein selbstdualer (24, 12, 8)-Code.

(ii) G23 ist ein perfekter (23, 12, 7)-Code.

Beweis (Turyn).

(i) Wir benutzen die Bezeichnungen aus Beispiel III.12.42. Addiert man die 1., 3. und 4. Zeile von G
bzw. G̃, so erhält man F2(1, . . . , 1) ⊆ C ∩ C̃. Wir zeigen, dass C ∩ C̃ nicht größer ist. Seien dafür
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x, y ∈ F4
2 mit xG = yG̃. Dann ist (x, y)

(
G
G̃

)
= 0. Der Gauß-Algorithmus führt zu

(
G

G̃

)
∼



1 1 . 1 . . . 1
. 1 1 . 1 . . 1
. . 1 1 . 1 . 1
. . . 1 1 . 1 1

. . . . 1 1 . .

. . . 1 1 . . .

. . 1 1 . . . .

. 1 1 . . . . .


∼



1 1 . 1 . . . 1
. 1 1 . 1 . . 1
. . 1 1 . 1 . 1
. . . 1 1 . 1 1

. . . . 1 1 . .

. . . . . . 1 1

. . . . . 1 . 1

. . . . 1 . . 1


∼



1 1 . 1 . . . 1
. 1 1 . 1 . . 1
. . 1 1 . 1 . 1
. . . 1 1 . 1 1

. . . . 1 1 . .

. . . . . 1 . 1

. . . . . . 1 1

. . . . . . . .


Also hat

(
G
G̃

)
Rang 7 und es folgt C ∩ C̃ = F2(1, . . . , 1). Die Codeworte der Form (c, 0, c),

(0, d, d) und (e, e, e) mit c, d ∈ C und e ∈ C̃ bilden ein Erzeugendensystem von G24. Im Fall
(c, 0, c) + (0, d, d) = (e, e, e) ist c = e = d = c+ d = 0. Dies zeigt

dimG24 = dimC + dimC + dim C̃ = 4 + 4 + 4 = 12.

Da C und C̃ mit Ĥ7 selbstdual sind, sind die Vektoren (c, 0, c), (0, d, d) und (e, e, e) paarweise
orthogonal. Also ist auch G24 selbstdual.

Je zwei Zeilen c und d von G (oder G̃) haben Gewicht 4. Wegen cdt = 0 haben c und d eine
gerade Anzahl von Einsen gemeinsam. In der Summe c+ d heben sich die gemeinsamen Einsen
gegenseitig auf. Daraus folgt, dass w(c+ d) durch 4 teilbar ist. Für eine weitere Zeile e von G ist
nun auch w(c+ d+ e) durch 4 teilbar usw. Insgesamt ist 4 | w(c) für alle c ∈ C ∪ C̃. Mit dem
gleichen Argument folgt 4 | w(x) für alle x ∈ G24, da auch G24 selbstdual ist. Insbesondere ist
d(G24) ≥ 4. Nehmen wir an, es existiert x = (c+ e, d+ e, c+ d+ e) ∈ G24 mit d(x) = 4. Da jede
der drei Komponenten gerades Gewicht hat, muss einer der drei Komponenten 0 sein. Dann ist
e ∈ C ∩ C̃ = F2(1, . . . , 1) und man erhält leicht einen Widerspruch. Daher ist d(G24) ≥ 8. Für
c ∈ C mit w(c) = 4 ist umgekehrt w((c, 0, c)) = 8 ≤ d(G24).

(ii) Wegen d(G24) = 8 ist die Projektion G24 → G23 injektiv. Also ist G23 ein (23, 12, d)-Code mit
d ≥ 7. Streicht man die letzte Koordinate aus (c, 0, c) ∈ G24 mit c = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1) ∈ C, so
erhält man ein Codewort mit Gewicht 7. Dies zeigt d = 7. Die Hamming-Schranke hat nun die
Form

3∑
i=0

(
23

i

)
= 1 + 23 + 23 · 11 + 23 · 11 · 7 = 1 + 23 · 89 = 2048 = 223−12,

d. h. G23 ist perfekt.

Definition III.12.44. Der lineare Code G12 ≤ F12
3 mit Erzeuger-Matrix

1 . . . . . 1 1 1 1 1 .
. 1 . . . . . 1 −1 −1 1 −1
. . 1 . . . 1 . 1 −1 −1 −1
. . . 1 . . −1 1 . 1 −1 −1
. . . . 1 . −1 −1 1 . 1 −1
. . . . . 1 1 −1 −1 1 . −1


heißt erweiterter ternärer Golay-Code G12. Durch Streichen der letzten Koordinate erhält man den
ternären Golay-Code G11.
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Satz III.12.45. Es gilt

(i) G12 ist ein selbstdualer (12, 6, 6)-Code.

(ii) G11 ist ein perfekter (11, 6, 5)-Code.

Beweis.

(i) Sei M die in Definition III.12.44 angegebene Erzeuger-Matrix von G12. Da M Rang 6 hat, ist
G12 ein (12, 6)-Code. Offenbar hat jede Zeile von M Gewicht 6. Man überprüft außerdem, dass
die Zeilen von M paarweise orthogonal sind. Daher ist G12 selbstdual. Für c = (x1, . . . , x12) ∈ C
gilt somit w(c) = x21 + . . . + x212 = cct ≡ 0 (mod 3). Zwei verschiedene Zeilen c und d von M
unterscheiden sich an genau zwei Stellen auf den ersten sechs Koordinaten. Auf den letzten sechs
Koordinaten unterscheiden sich c und d mindestens an den beiden Positionen der Nullen. Jede
Linearkombination x von c und d hat daher Gewicht w(x) = 6 wegen 3 | w(x). Also besitzt x genau
zwei Nullen auf den letzten sechs Koordinaten. Eine Linearkombination von drei verschiedenen
Zeilen von M hat folglich mindestens Gewicht 6. Jede Linearkombination von mehr als drei Zeilen
hat bereits mindestens vier von Null verschiedene Einträge auf den ersten sechs Koordinaten. Dies
zeigt d(G12) = 6.

(ii) Wegen d(G12) = 6 ist die Projektion G12 → G11 injektiv. Also ist G11 ein (11, 6, 5)-Code. Die
Hamming-Schranke hat die Form

1 +

(
11

1

)
2 +

(
11

2

)
4 = 1 + 22 + 220 = 243 = 35 = 311−6,

d. h. G11 ist perfekt.

Bemerkung III.12.46.

(i) van Lint und Tietäväinen haben bewiesen, dass jeder lineare perfekte Code zu einem der
folgenden Codes äquivalent ist:

• der triviale (n, n, 0)-Code Fnq .

• der triviale (n, 0, n)-Code {0}.

• der binäre (2n+ 1, 1, 2n+ 1)-Wiederholungscode W2n+1 = F2(1, . . . , 1).

• der (n, n−m, 3)-Hamming-Code Hn, wobei n = qm−1
q−1 .

• der binäre Golay-Code G23.

• der ternäre Golay-Code G11.

Die Klassifikation nicht-linearer Codes über beliebigen Alphabeten ist jedoch noch offen (vgl.
Aufgabe III.69).

(ii) Der Code G24 wurde von den Voyager-Raumsonden benutzt, um Bilder vom Jupiter zur Erde zu
senden. Die Automorphismengruppe Aut(G24) ist zur sporadisch einfachen Mathieugruppe M24

der Ordnung 244.823.040 isomorph. Der 2020 an Covid verstorbene John Conway bezeichnete
M24 als „the most remarkable of all finite groups“.

(iii) Codes mit vorgegebenen Parametern kann man in der Datenbank https://codetables.de/
nachschlagen. Man findet dort beispielsweise einen (32, 14, 8)2-Code, während die Existenz eines
(32, 14, 9)2-Codes noch offen ist.
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Definition III.12.47. Sei C ⊆ Fnq ein Code und wi := |{c ∈ C : w(c) = i}| für i = 0, . . . , n. Man
nennt

WC(X) :=
∑
c∈C

Xw(c) = w0 + w1X + . . .+WnX
n ∈ Z[X]

die erzeugende Funktion von C.

Bemerkung III.12.48. Aus WC(X) lässt sich offenbar |C| = w0 + . . .+wn, sowie d(C) = min{i ≥ 1 :

wi ̸= 0} ablesen.

Satz III.12.49 (MacWilliams-Identität). Sei C ≤ Fnq ein linearer Code der Dimension k. Dann ist

WC⊥(X) = q−k
(
1 + (q − 1)X

)n
WC

( 1−X

1 + (q − 1)X

)
.

Beweis. Sei V := Fnq . Da (Fq,+) abelsch ist, existiert ein nicht-trivialer Homomorphismus χ : Fq → C×.
Für v ∈ V ist C → C×, c 7→ χ(cvt) ein Charakter von C. Für c ∈ C sei

α(c) :=
∑
v∈V

χ(cvt)Xw(v) ∈ C[X].

Nach der ersten Orthogonalitätsrelation (Satz II.14.22) gilt∑
c∈C

α(c) =
∑
v∈V

Xw(v)
∑
c∈C

χ(cvt) =
∑
v∈C⊥

|C|Xw(v) = qkWC⊥(X).

Wir schreiben nun v = (v1, . . . , vn) und w(vi) = 1 falls vi ̸= 0 und w(vi) = 0. Dann ist

α(c) =
∑
v∈V

χ(c1v1) . . . χ(cnvn)X
w(v1)+...+w(vn) =

n∏
i=1

∑
a∈Fq

χ(aci)X
w(a)

= (1−X)w(c)(1 + (q − 1)X)n−w(c) =
(
1− (q − 1)X

)n( 1−X

1 + (q − 1)X

)w(c)
.

Insgesamt erhält man

qkWC⊥(X) =
∑
c∈C

α(c) =
(
1− (q − 1)X

)n
WC

( 1−X

1 + (q − 1)X

)
.

Beispiel III.12.50. Der Code C = H⊥
7 besteht nach Beispiel III.12.35 aus folgenden Codewörtern:

0000000 1000111 0101011 1101100

0011101 1011010 0110110 1110001

Daher ist WC(X) = 1 + 7X4. Die MacWilliams-Identität liefert

WH7(X) =
1

8
(1 +X)7

(
1 + 7

(1−X)4

(1 +X)4

)
=

1

8
(1 +X)3

(
(1 +X)4 + 7(1−X)4

)
= (1 + 3X + 3X2 +X3)(1− 3X + 6X2 − 3X3 +X4)

= 1 + 7X3 + 7X4 +X7.
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Definition III.12.51. Ein Code C ⊆ An heißt zyklisch, falls (c2, c3, . . . , cn, c1) ∈ C für alle (c1, . . . , cn) ∈
C gilt.

Satz III.12.52. Sei C die Menge der linearen zyklischen Codes C ≤ Fnq . Sei D die Menge der normierten
Teiler von Xn − 1 ∈ Fq[X]. Für c = (c0, . . . , cn−1) ∈ C ∈ C sei c(X) :=

∑n−1
i=0 ciX

i ∈ Fq[X]. Dann
existiert ein α ∈ D mit

(α)/(Xn − 1) = {c(X) + (Xn − 1) : c ∈ C}

und dimC = n− degα. Die Abbildung C → D, C → α ist eine Bijektion.

Beweis. Sei I := (Xn − 1)⊴ Fq[X]. Für c, d ∈ C ∈ C gilt

c(X) + d(C) =
n−1∑
i=0

(ci + di)X
i = (c+ d)(X),

X(c(X) + I) =

n−1∑
i=0

ciX
i+1 + I = cn−1 + c0X + . . .+ cn−2X

n−2 + I

= (cn−1, c0, . . . , cn−2)(X).

Dies zeigt C(X) := {c(X) + I : c ∈ C}⊴ Fq[X]/I. Nach dem Korrespondenzsatz existiert genau ein
Ideal J ⊴ Fq[X] mit C(X) = J/I. Da Fq[X] ein Hauptidealring ist, existiert genau ein normiertes
Polynom α ∈ Fq[X] mit J = (α). Da die Abbildung c 7→ c(X) injektiv ist, gilt

dimC = dim(J/I) = dim(Fq[X]/I)− dim(Fq[X]/(α)) = n− degα.

Wegen Xn − 1 ∈ J gilt α | Xn − 1, d. h. α ∈ D. Die Abbildung C → D ist also injektiv. Ist umgekehrt
α ∈ D gegeben, so kann man (α)/I wie oben als zyklischen Code interpretieren. Daher ist C → D auch
surjektiv.

Definition III.12.53. In der Situation von Satz III.12.52 nennt man α das Erzeuger-Polynom und
β := Xn−1

α das Kontroll-Polynom von C. Es gilt dimC = deg β.

Bemerkung III.12.54. Sei α = adX
d + ad−1X

d−1 + . . .+ a0 das Erzeuger-Polynom von C, wobei
ad = 1. Dann ist α,Xα, . . . ,Xn−d−1α eine Basis von (α)/(Xn − 1). Somit ista0 · · · ad 0

. . .
. . .

0 a0 · · · ad

 ∈ F(n−d)×n
q

eine Erzeuger-Matrix von C. Sei nun β = bn−dX
n−d + . . .+ b0 das Kontroll-Polynom von C. Wegen

αβ = Xn − 1 ist
∑

i aibk−i = 0 für k = 1, . . . , n− 1. Daher istbn−d · · · b0 0
. . .

. . .

0 bn−d · · · b0

 ∈ Fd×nq

eine Kontroll-Matrix von C. Daher ist C⊥ zyklisch mit Erzeuger-Polynom Xn−d + b−1
0 b1X

n−d−1 + . . .+
b−1
0 = b−1

0 Xn−dβ(X−1) (bis auf Normierung wird die Reihenfolge der Koeffizienten umgekehrt).
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Beispiel III.12.55. Die Erzeuger-Polynome α = 1 und α = Xn−1 führen zu den trivialen Codes Fnq und
0. Für α = X−1 erhält man den Paritätscode Pn. Der komplementäre Faktor X

n−1
X−1 = 1+X+. . .+Xn−1

gehört zum Wiederholungscode Wn. Für interessantere Beispiele ist die Primfaktorzerlegung von Xn− 1
nützlich.

Definition III.12.56. Für teilerfremde Zahlen a, d ∈ N sei ordd(a) die Ordnung von a+dZ in (Z/dZ)×.

Satz III.12.57. Sei q ̸= 1 eine Potenz der Primzahl p und n = pkm ∈ N mit p ∤ m. Dann gilt

Xn − 1 =
∏
d |m

Φp
k

d =
∏
d |m

φ(d)/ordd(q)∏
i=1

Φp
k

d,i,

wobei Φd,i ∈ Fq[X] paarweise verschiedene irreduzible Polynome vom Grad ordd(q) sind.

Beweis. Da Xn−1 = (Xm−1)p
k in Fq[X] gilt, können wir n = m annehmen. Die Kreisteilungspolynome

Φd ∈ Z[X] liegen nach Reduktion modulo p in Fp[X] ⊆ Fq[X]. Damit ist die erste Gleichung bewiesen.
Sei N := ordn(q). Wegen qN = 1 (mod n) existiert eine primitive n-te Einheitswurzel ζ ∈ F×

qN
. Offenbar

sind ζ, ζ2, . . . , ζn die Nullstellen von Xn − 1. Mit Induktion nach n folgt

Φn =
∏

ggT(s,n)=1

(X − ζs)

wie in Q[X]. Die irreduziblen Teiler von Φn in Fq[X] entsprechen den Bahnen von Gal(FqN |Fq) = ⟨F ⟩
auf {ζs : ggT(s, n) = 1}, wobei F (x) = xq der Frobenius-Automorphismus ist. Wir suchen daher die
Bahnen der Multiplikationsoperation von ⟨q + nZ⟩ auf (Z/nZ)×. Dies sind genau die Nebenklassen von
⟨q + nZ⟩; sie haben also Länge N . Auf diese Weise entstehen die φ(n)/N irreduziblen Polynome Φn,i
vom Grad N .

Satz III.12.58. Sei q eine Primzahlpotenz, n ∈ N teilerfremd zu q und d := ordn(q), sodass n = qd − 1
gilt. Dann existiert ein zyklischer (n, d, qd−1(q − 1))-Code C mit WC(X) = 1 + nXd(C).

Beweis. Nach Satz III.12.57 existiert ein irreduzibler Teiler β von Φn vom Grad d. Sei C der zyklische
Code mit Kontroll-Polynom β und Erzeuger-Polynom α := Xn−1

β . Wegen ggT(n, q) = 1 sind die
Primfaktoren von Xn− 1 paarweise verschieden. Insbesondere sind α und β teilerfremd. Nehmen wir an
es existieren 0 ≤ i < j < n mit Xiα ≡ Xjα (mod I), wobei I := (Xn − 1). Dann ist β ein Teiler von
Xk − 1 mit k := j − i < n. Folglich teilt β auch ggT(Xk − 1, Xn − 1) = XggT(k,n) − 1. Dann müsste β
aber zweimal in der Primfaktorzerlegung von Xn − 1 auftreten. Dieser Widerspruch zeigt Xiα ̸≡ Xjα
(mod I). Wegen |C| = qd = n+ 1 folgt

C(X) = (α)/I = {0, Xiα+ I : i = 0, . . . , n− 1}.

Insbesondere haben alle nicht-trivialen Codewörter das gleiche Gewicht. Sei c ∈ C mit ci ̸= 0. Schreibe
C = ⟨c⟩ ⊕D als direkte Summe von Vektorräumen. Für jedes c′ ∈ D existieren genau q − 1 Elemente
λ ∈ Fq, sodass λc+c′ an der Koordinate i nicht verschwindet. Also gibt es genau |D|(q−1) = qd−1(q−1)
Codewörter c mit ci ̸= 0. Dies zeigt

d(C) =
1

|C| − 1

∑
c∈C\{0}

w(c) =
1

n

n∑
i=1

qd−1(q − 1) = qd−1(q − 1).

Damit ergibt sich auch die erzeugende Funktion WC(X).
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Beispiel III.12.59. Für n = 7, q = 2 und d = 3 ist die Bedingung n = qd − 1 aus Satz III.12.58 erfüllt.
Es gibt also einen zyklischen (7, 3, 4)-Code C. Wegen Φ7 = (X3+X +1)(X3+X2+1) in F2[X] können
wir β = X3 +X2 + 1 als Kontroll-Polynom wählen. Die entsprechende Kontrollmatrix ist

1 1 . 1 . . .
. 1 1 . 1 . .
. . 1 1 . 1 .
. . . 1 1 . 1


nach Bemerkung III.12.54. Dies ist nach Aufgabe III.70 eine Erzeuger-Matrix von H7 (vgl. Bei-
spiel III.12.50). Daher ist C zu H⊥

7 äquivalent.

Satz III.12.60. Seien k ≤ n ≤ q und A ⊆ Fq mit |A| = n. Dann ist

C :=
{
(γ(a) : a ∈ A) : γ ∈ Fq[X], deg γ < k

}
⊆ Fnq

ein (n, k, n− k + 1)-Code; also ein MDS-Code. Im Fall A = ⟨a⟩ ist C zyklisch.

Beweis. Der P der k-dimensionale Fq-Vektorraum aller γ ∈ Fq[X] mit deg γ < k. Jedes solche γ ≠ 0
besitzt höchstens k − 1 Nullstellen. Wegen k ≤ n ist die Abbildung P → C, γ 7→ (γ(a) : a ∈ A) ein
Monomorphismus von Vektorräumen. Insbesondere ist C ein (n, k)-Code mit d(C) ≥ n−(k−1) = n−k+1.
Aus der Singleton-Schranke folgt d(C) = n − k + 1, d. h. C ist ein MDS-Code. Sei nun A = ⟨a⟩
und (γ(1), . . . , γ(an−1)) ∈ C. Setze ρ(X) := γ(aX) ∈ Fq[X]. Dann ist deg ρ = deg γ < k und
(γ(a), γ(a2), . . . , γ(1)) = (ρ(1), . . . , ρ(an−1)) ∈ C. Daher ist C zyklisch.

Bemerkung III.12.61. Die in Satz III.12.60 für A = ⟨a⟩ konstruierten Codes sind nach Reed und
Solomon benannt. Sie werden unter anderem für Compact Discs (CD) und QR-Codes (zweidimensionale
Barcodes) benutzt. Im Gegensatz zu den bisher behandelten Codes benötigen sie große Alphabete (für
CDs benutzt man q = 28).

450

https://de.wikipedia.org/wiki/Irving_Stoy_Reed
https://de.wikipedia.org/wiki/Gustave_Solomon


Aufgaben

Varietäten

Aufgabe III.1 (2 Punkte). Sei K ein beliebiger Körper (nicht unbedingt algebraisch abgeschlossen)
und I ◁K[X1, . . . , Xn]. Zeigen Sie, dass ein Punkt (x1, . . . , xn) ∈ K

n mit α(x1, . . . , xn) = 0 für alle
α ∈ I existiert.

Aufgabe III.2 (2 + 2 + 2 Punkte). Seien A ∈ A(Kn) und B ∈ A(Km). Zeigen Sie:

(a) A×B ∈ A(Kn+m).

(b) Sind A und B irreduzibel, so auch A×B.

(c) dim(A×B) = dim(A) + dim(B).

Aufgabe III.3 (2 Punkte). Seien R ⊆ S Integritätsbereiche, sodass S ein endlich erzeugter R-Modul
ist. Zeigen Sie, dass R genau dann ein Körper ist, wenn S ein Körper ist.

Aufgabe III.4 (2 Punkte). Geben Sie einen neuen Beweis für Zariskis Lemma mit Hilfe der Noether-
Normalisierung und Aufgabe III.3.

Aufgabe III.5 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass jede offene Teilmenge des Kn bzgl. der Zariski-Topologie
leer oder unendlich ist.

Aufgabe III.6 (2 Punkte). Sei ≤l die lexikografische Monomordnung auf R := K[X1, . . . , Xn]. Zeigen
Sie, dass auch

α < β :⇐⇒ degα < deg β ∨ (degα = deg β ∧ α <l β).

eine Monomordnung auf R definiert.

Aufgabe III.7 (3 Punkte). Seien β1, . . . , βk ∈ K[X1, . . . , Xn] \ {0} und I = (β1, . . . , βk). Für alle
α ∈ K[X1, . . . , Xn] gelte α ∈ I genau dann, wenn jeder Rest bei der Division von α durch β1, . . . , βk
verschwindet. Zeigen Sie, dass β1, . . . , βk eine Gröbnerbasis von I ist.
Bemerkung: Dies ist die Umkehrung von Satz III.2.57.

Aufgabe III.8 (2 Punkte). Sei B eine Gröbnerbasis von I ⊴K[X1, . . . , Xn] bzgl. der lexikografischen
Monomordnung und 1 ≤ i ≤ n. Dann ist B ∩K[Xi, . . . , Xn] eine Gröbnerbasis des Eliminationsideals
I ∩K[Xi, . . . , Xn].

451



Aufgabe III.9 (2 Punkte). Seien I = (β1, . . . , βk) und J = (γ1, . . . , γl) Ideale in R := K[X1, . . . , Xn].
Sei Y eine neue Variable. Zeigen Sie

I ∩ J = (β1Y, . . . , βkY, γ1(Y − 1), . . . , γl(Y − 1)) ∩R.

Bemerkung: Der Durchschnitt I ∩ J ist damit auf ein Eliminationsideal zurückgeführt, welches mit
Aufgabe III.8 berechnet werden kann.

Aufgabe III.10 (2 + 2 Punkte). Konstruieren Sie eine Gröbnerbasis von

I = (2XY 2 + 3X + 4Y 2, Y 2 − 2Y − 2)⊴ C[X,Y ].

Entscheiden Sie, ob 2X3Y 3 + 4Y 2 ∈ I gilt.

Aufgabe III.11 (2 Punkte). Konstruieren Sie die reduzierte Gröbnerbasis von (XY − Y 2, X2 − 1)⊴
C[X,Y ].

Aufgabe III.12 (2 Punkte). Sei B die reduzierte Gröbnerbasis von I ⊴K[X1, . . . , Xn]. Zeigen Sie,
1 ∈ I ⇐⇒ B = {1}.

Modulare Darstellungen

Aufgabe III.13 (2+2 Punkte). Sei A eine K-Algebra und V ein A-Modul. Wir definieren J0(V ) := V ,
Soc(V )0 := 0 und

Jn+1(V ) := J(Jn(V )), Socn(V )/ Socn−1(V ) := Soc(V/Socn−1(V ))

für n ≥ 0. Sei 0 = V0 ≤ . . . ≤ Vk = V , sodass Vi/Vi−1 für i = 1, . . . , k halbeinfach ist. Zeigen Sie:

(a) Vi ≤ Soci(V ) und Ji(V ) ≤ Vk−i für i = 0, . . . , k.

(b) Ji(V ) = 0 ⇐⇒ Soci(V ) = V .

Bemerkung: Das kleinste l ∈ N0 mit Jl(V ) = 0 nennt man die Loewylänge von V . Sie misst wie weit ein
Modul von einem halbeinfachen Modul entfernt ist.

Aufgabe III.14 (2 Punkte). Sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Zeigen
Sie, dass V ⊗n := V ⊗ . . .⊗ V (n Faktoren) durch

σ(v1 ⊗ . . .⊗ vn) := vσ−1(1) ⊗ . . .⊗ vσ−1(n)

zu einem KSn-Modul wird.

Aufgabe III.15 (3 Punkte). Sei K ein beliebiger Körper und G ∼= Cn. Zeigen Sie, dass KG höchstens
n unzerlegbare Moduln bis auf Isomorphie besitzt.
Hinweis: Man kann die Weierstraß-Normalform benutzen.

Aufgabe III.16 (3 Punkte). Sei K ein unendlicher Körper der Charakteristik p > 0 und G ∼= C2
p .

Zeigen Sie, dass KG unendlich viele nicht-isomorphe unzerlegbare Moduln der Dimension 2 besitzt.
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Aufgabe III.17 (2+2 Punkte). Sei H ≤ G und U, V KH-Moduln. Konstruieren Sie einen Vektorraum-
Monomorphismus HomKH(U, V ) → HomKG(U

G, V G). Zeigen Sie, dass die Vektorräume im Allgemeinen
nicht isomorph sind.

Aufgabe III.18 (3 Punkte). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper der Charakteristik p > 0.
Sei N ⊴ G mit p ∤ |G : N |. Sei V ein einfacher KG-Modul und U ≤ VN ein einfacher KN -Modul.
Zeigen Sie, dass UG halbeinfach ist und die Vielfachheit von V als Kompositionsfaktor von UG mit
dem Verzweigungsindex übereinstimmt.
Hinweis: Man kann Aufgabe II.65 benutzen.

Aufgabe III.19 (3 + 3 Punkte). Sei P ein projektiv-unzerlegbarer KG-Modul und S := Soc(P ). Sei
N ⊴ G und T ein einfacher Untermodul von SN . Sei Q ein projektiv-unzerlegbarer KN -Modul mit
Soc(Q) ≃ T . Zeigen Sie:

(a) Es existiert ein e ≤ |GT : N | mit

PN ≃ ×
gGT∈G/GT

(g ⊗Q)e.

(b) Sei W ∈ Γ(GU , U) und R ein projektiv-unzerlegbarer KGU -Modul mit Soc(R) ≃W . Dann ist RG

projektiv-unzerlegbar mit Soc(RG) ≃WG.

Aufgabe III.20 (4 Punkte). Sei K ein Körper und A die Algebra aller Matrizen der Form
a b . .
. c . .
. . c d
. . . a

 ∈ K4×4.

Zeigen Sie, dass
(
1 1
1 1

)
die Cartan-Matrix von A ist.

Kategorien

Aufgabe III.21 (2+2 Punkte). Sei G eine Gruppe und C die Kategorie zu G wie in Beispiel III.5.4(iv).

(a) Zeigen Sie, dass die Kongruenzen von C den Normalteilern von G entsprechen.

(b) Leiten Sie den Homomorphiesatz für Gruppen aus Satz III.5.12 ab.

Aufgabe III.22 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass ein Funktor der Form Rng → Cat, R 7→ Rmod existiert.

Aufgabe III.23 (2 Punkte). Seien C, D Kategorien und Φ: C → D ein Funktor. Zeigen Sie, dass Φ
genau dann ein Isomorphismus ist, wenn Φ voll und treu ist und Φ: Ob(C) → Ob(D) surjektiv ist.

Aufgabe III.24 (3 Punkte). Entscheiden Sie, welche der folgenden Funktoren voll oder treu ist:

(a) Hom(A, .) : Grp → Set.
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(b) GL(n, .) : Rng → Grp.

(c) ΦK : grp → Rng, G 7→ KG für einen Körper K.

Aufgabe III.25 (3 Punkte). Sei K ein Körper. Konstruieren Sie eine Äquivalenz Kmod ≈ Kmodo.

Aufgabe III.26 (2 + 2 + 2 Punkte).

(a) Konstruieren Sie einen Funktor Φ: Grp → Ab, G 7→ G/G′ (vgl. Aufgabe I.31).

(b) Zeigen Sie, dass Φ links-adjungiert zum Vergiss-Funktor Ab → Grp ist.

(c) Zeigen Sie, dass kein Funktor der Form Grp → Ab, G 7→ Z(G) existiert.

Morita-Theorie

Aufgabe III.27 (2 Punkte). Seien M und N Linksmoduln über einem kommutativen Ring R. Zeigen
Sie, dass M ⊗Z N mit dem in Aufgabe II.53 definierten Tensorprodukt übereinstimmt.

Aufgabe III.28 (2 + 2 Punkte). Seien (Mi)i∈I und (Nj)j∈J Familien von R-S-Bimoduln bzw. R-T -
Bimoduln. Zeigen Sie:

(a) Es existiert ein S-T -Isomorphismus

HomR

(∐
i∈I

Mi,×
j∈J

Nj

)
≃×

i∈I
×
j∈J

Hom(Mi, Nj).

(b) Ist M ein endlich erzeugter R-S-Bimodul, so existiert ein S-T -Isomorphismus

HomR

(
M,

∐
j∈J

Nj

)
≃

∐
j∈J

HomR(M,Nj).

Aufgabe III.29 (1 + 3 + 3 Punkte). Seien R und S Ringe. Eine Folge

. . .→ A−1
f−1−→ A0

f0−→ A1 → . . .

von R-S-Homomorphismen heißt exakt an Position i, falls fi−1(Ai−1) = Ker(fi) gilt. Sei

σ : 0 → A
f−→ B

g−→ C → 0

eine beliebige Folge von R-S-Homomorphismen. Zeigen Sie:

(a) Genau dann ist σ exakt an Position A (bzw. C), wenn f injektiv (bzw. g surjektiv) ist.

(b) Sei M ein R-S-Modul. Ist σ exakt an Position A und B, so ist

0 → HomR(M,A)
f ◦ .−−→ HomR(M,B)

g ◦ .−−→ HomR(M,C)

exakt an HomR(M,A) und HomR(M,B).
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(c) Sei M ein S-R-Modul. Ist σ exakt an Position B und C, so ist

A⊗S N
f ⊗ idN−−−−→ B ⊗S N

g⊗ idN−−−−→ C ⊗S N → 0

exakt an B ⊗S N und C ⊗S N .

Aufgabe III.30 (3 + 3 Punkte). Seien R und S Ringe.

(a) (Fünferlemma) Das folgende Diagramm von R-S-Homomorphismen sei kommutativ und die Zeilen
seien exakt (soweit sinnvoll).

A B C D E

A′ B′ C ′ D′ E′

f

r

g

s

h

t

j

u v

f ′ g′ h′ j′

Außerdem seien r surjektiv, v injektiv und s und u bijektiv. Zeigen Sie, dass t bijektiv ist.

(b) (Neunerlemma) Das folgende Diagramm von R-S-Homomorphismen sei kommutativ, die Spalten
seien exakt und die letzten beiden Zeilen seien exakt (soweit sinnvoll).

0 0 0

0 A1 A2 A3 0

0 B1 B2 B3 0

0 C1 C2 C3 0

0 0 0

f1

g1

f2

g2 g3

f3

g4

f4

g5 g6

f5 f6

Zeigen Sie, dass auch die erste Zeile exakt ist.

Aufgabe III.31 (2 Punkte). Sei (R,S,M,N,R,S) ein Morita-Kontext mit surjektivem R. Konstruie-
ren Sie einen S-R-Isomorphismus N → HomS(M,S).
Bemerkung: Man ist also in der Situation von Beispiel III.6.33.

Zentral-einfache Algebren

Aufgabe III.32 (2 Punkte). Seien A, B und C K-Algebren und qA : A→ C, qB : B → C Homomor-
phismen mit qA(a)qB(b) = qB(b)qA(a) für alle a ∈ A, b ∈ B und folgender universeller Eigenschaft:
Für Algebren-Homomorphismen fA : A→ D, fB : B → D mit fA(a)fB(b) = fB(b)fA(a) für alle a ∈ A,
b ∈ B existiert genau ein Homomorphismus f : C → D mit f ◦ qA = fA und f ◦ qB = fB. Zeigen Sie
C ∼= A⊗B.
Bemerkung: Das Tensorprodukt ist also eine kommutative Variante des Koprodukts in der Kategorie
K-alg der endlich-dimensionalen K-Algebren.
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Aufgabe III.33 (2 Punkte). Seien K ⊆Mi ⊆ L endliche Körpererweiterungen mit M1 ∩M2 = K. Sei
K ⊆M1 eine Galois-Erweiterung. Zeigen Sie, dass die K-Algebra M1 ⊗K M2 zum Komposition M1M2

isomorph ist.

Aufgabe III.34 (2 + 2 Punkte). Sei G eine endliche Gruppe, K ein Körper und γ ∈ Z2(G,K×). Auf
dem K-Vektorraum KγG := KG definieren wir eine Multiplikation

x · y := γ(x, y)xy (x, y ∈ G).

Zeigen Sie:

(a) KγG ist eine K-Algebra.

(b) Der Isomorphietyp von KγG hängt nur von γ ∈ H2(G,K×) ab.

Aufgabe III.35 (1 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 Punkte). Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit zyklischer
Galoisgruppe G = Gal(L|K) = ⟨x⟩ ∼= Cn. Zeigen Sie:

(a) Die Norm-Abbildung N : L× → K×, a 7→
∏
σ∈G σ(a) ist ein Homomorphismus.

(b) Für λ ∈ K× existiert γλ ∈ Z2(G,L×) mit

γλ(x
i, xj) =

{
1 falls i+ j < n,

λ falls i+ j ≥ n,

wobei 0 ≤ i, j < n.

(c) γλ ∈ B2(G,L×) ⇐⇒ λ ∈ N(L×).

(d) H2(G,L×) ∼= K×/N(L×).

(e) Ist K endlich, so gilt H2(G,L×) = 1.

(f) Satz II.8.7 folgt aus (e).

Bemerkung: Die entsprechenden Algebren LγG nennt man zyklisch.

Aufgabe III.36 (2 Punkte). Sei n ∈ N ungerade und N : Q×
n → Q× die Norm-Abbildung wie in

Aufgabe III.35. Zeigen Sie N(x) > 0 für alle x ∈ Q×
n .

Hinweis: ζ−1 = ζ.

Aufgabe III.37 (1 + 3 + 3 + 2 Punkte). Sei ζ := e2πi/7 ∈ C, ω1 := ζ + ζ−1, ω2 := ζ2 + ζ−2 und
ω3 := ζ3 + ζ−3. Zeigen Sie:

(a) ω1, ω2, ω3 ist eine Normalbasis von K := Q(ω) = Q7 ∩ R über Q.

(b) N(aω1 + bω2 + cω3) = (a3 + b3 + c3) + 3(a2b+ ac2 + b2c)− 4(a2c+ ab2 + bc2)− abc für a, b, c ∈ Q
mit der Norm-Abbildung aus Aufgabe III.35.

(c) 2 /∈ N(K×).
Hinweis: Schreibe x = 1

d(aω1 + bω2 + cω3) mit d ∈ N minimal. Betrachte N(x) modulo 2.

(d) Es existiert eine 9-dimensionale Q-Divisionsalgebra D mit D ̸≡ Do.
Hinweis: Aufgabe III.35.
Bemerkung: Vergleich Aufgabe II.39.
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Pfadalgebren

Aufgabe III.38 (2 Punkte). Sei K ein Körper und Q ein zusammenhängender Köcher. Zeigen Sie,
dass KQ genau dann kommutativ ist, wenn |Q0| = 1 und |Q1| ≤ 1 gilt.

Aufgabe III.39 (2 Punkte). SeiK ein Körper undQ = (Q0, Q1, s, t) ein Köcher. SeiQo := (Q0, Q1, t, s).
Zeigen Sie KQo ∼= (KQ)o.

Aufgabe III.40 (4 Punkte). Sei K ein Körper und

A :=


a 0 0
b c 0
d 0 c

 : a, b, c, d ∈ K

 .

Konstruieren Sie Q(A) und ein zulässiges Ideal I ⊴KQ(A) mit A ∼= KQ(A)/I.

Aufgabe III.41 (3 Punkte). Sei K ein Körper, Q ein Köcher und I ⊴KQ zulässig. Sei A := KQ/I
und M ein A-Modul. Sei ∆ die entsprechende Darstellung von Q aus Satz III.8.32. Zeigen Sie, dass M
genau dann halbeinfach ist, wenn ∆(α) = 0 für alle α ∈ Q1 gilt.

Lie-Algebren

Aufgabe III.42 (2 Punkte). Sei L eine Lie-Algebra und x, y ∈ L. Zeigen Sie [x, y, x, y] = [y, x, x, y].

Aufgabe III.43 (2 Punkte). Sei L eine Lie-Algebra. Zeigen Sie, dass die Lie-Klammer genau dann
assoziativ ist (d. h. [x, [y, z]] = [[x, y], z] für alle x, y, z ∈ L), wenn [L,L] ⊆ Z(L) gilt.

Aufgabe III.44 (2 Punkte). Berechnen Sie Z(sl(n,K)) für jeden Körper K.

Aufgabe III.45 (2 + 2 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass es bis auf Isomorphie nur eine 2-dimensionale nicht-abelsche Lie-Algebra gibt.

(b) Klassifizieren Sie alle Lie-Algebren L mit dimL′ = 1.

Aufgabe III.46 (2+2 Punkte). Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum, x, y ∈ gl(V ) und n ∈ N0.
Beweisen Sie die Leibniz-Regeln

adx(y
n) = [x, yn] =

n∑
k=1

yk−1[x, y]yn−k,

adnx(y) =
n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)kxn−kyxk.

Aufgabe III.47 (2 Punkte). Sei L eine nicht-abelsche Lie-Algebra. Zeigen Sie dimL/Z(L) ≥ 2.
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Aufgabe III.48 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass eine komplexe Lie-Algebra L genau dann nilpotent ist,
wenn jede 2-dimensionale Unteralgebra abelsch ist.

Aufgabe III.49 (4 Punkte). Formulieren und beweisen Sie den Satz von Jordan-Hölder für Lie-
Algebren.

Aufgabe III.50 (3 Punkte). Sei L die von den Matrizen E13, E12 + E21 und E11 + E33 erzeugte
Lie-Unteralgebra von gl(3, 2). Zeigen Sie, dass L auflösbar ist, aber L′ nicht nilpotent.

Aufgabe III.51 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei L eine Lie-Algebra. Eine lineare Abbildung δ : L → L mit
δ([x, y]) = [δ(x), y] + [x, δ(y)] für x, y ∈ L heißt Derivation (vgl. Produktregel). Zeigen Sie:

(a) Die Derivationen von L bilden eine Lie-Unteralgebra Der(L) von gl(V ).

(b) ad(L)⊴Der(L). Die Elemente in ad(L) nennt man innere Derivationen.

(c) Sei charK = 0 und δ ∈ Der(L) nilpotent. Dann ist exp(δ) :=
∑∞

k=0
1
k!δ

k ∈ Aut(L).

Aufgabe III.52 (2 + 2 + 3 Punkte). Sei p := charK > 0. Wir definieren eine Lie-Algebra Wp über K
mit Basis b−1, b0, . . . , bp−2 und

[bi, bj ] :=

{
(j − i)ei+j falls − 1 ≤ i+ j ≤ p− 2,

0 sonst.

Zeigen Sie:

(a) Wp ist eine Lie-Algebra.

(b) W3
∼= sl(2,K).

(c) Für p > 2 ist Wp einfach.

Bemerkung: Man nennt Wp die Wittalgebra über K. Aus Dimensionsgründen entspricht Wp für p > 3
keiner der Lie-Algebren aus Bemerkung III.9.57.

Aufgabe III.53 (2 + 2 + 3 + 3 + 4 + 3 Punkte). Sei G eine p-Gruppe mit Exponent p, d. h. xp = 1
für alle x ∈ G. Für x, y ∈ G sei [x, y] := xyx−1y−1 der Kommutator von x, y (Aufgabe I.31). Wie für
Lie-Algebren definieren wir G[1] := G und

G[k+1] := [G,G[k]] = ⟨[g, x] : g ∈ G, x ∈ G[k]⟩

für k ≥ 1. Zeigen Sie:

(a) Es existiert ein c ∈ N0 mit G[c+1] = 1. Das kleinste c mit dieser Eigenschaft nennt man die
Nilpotenzklasse von G.

(b) Für k ∈ N ist G[k]/G[k+1] ein Fp-Vektorraum mit xG[k+1] + yG[k+1] := xyG[k+1] für x, y ∈ G[k].

(c) Die minimale Anzahl von Erzeugern von G ist d := logp |G/G′| = dimFp(G/G
[2]).

(d) Für k, l ∈ N gilt [G[k], G[l]] ⊆ G[k+l].
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(e) Für x ∈ G[k] und y ∈ G[l] sei [xG[k+1], yG[l+1]] := [x, y]G[k+l+1] ∈ G[k+l]/G[k+l+1]. Dann ist

L(G) :=

c×
k=1

G[k]/G[k+1]

eine Lie-Algebra über Fp, wobei man [., .] bilinear fortsetzt.

(f) L(G) wird von d Elementen erzeugt und L(G)[n] ∼=×c
k=nG

[k]/G[k+1] für n = 1, . . . , c. Insbesondere
ist L(G) nilpotent mit Klasse c. Man kann also Beispiel III.9.90 anwenden.

Bemerkung: Für p = 2 ist G abelsch, d. h. c ≤ 1. Nach der Lösung des beschränkten Burnside-Problems
ist |G| (und damit c) im Allgemeinen durch eine Funktion in p und d beschränkt.2 Für p > c existiert
genau eine Gruppe G mit Exponent p, Nilpotenzklasse c und L(G) ∼= Ld/L

[c+1]
d , wobei Ld die freie

Lie-Algebra vom Rang d über Fp ist (ohne Beweis).

Bewertungsringe

Aufgabe III.54 (2 Punkte). Zeigen Sie, dass jeder lokale Hauptidealring R ein Bewertungsring einer
ultrametrischen Bewertung auf Q(R) ist.

Aufgabe III.55 (2 Punkte). Sei K ein Körper mit ultrametrischer Bewertung ν. Sei α =
∑n

k=0 akX
k ∈

K[X] normiert mit Nullstelle x ∈ K. Zeigen Sie ν(x) ≤ max0≤k≤n ν(ak).
Bemerkung: Vergleich mit Satz A.2.2.

Aufgabe III.56 (2 + 2 + 2 Punkte). Sei K ein Körper mit vollständiger ultrametrischer Bewertung.
Zeigen Sie, dass eine Reihe

∑∞
n=1 xn genau dann in K konvergiert, wenn (xn)n eine Nullfolge ist. Ggf.

gilt

ν
( ∞∑
n=1

xn
)
≤ max

n∈N
ν(xn),

∞∑
n=1

xn =
∞∑
n=1

xπ(n)

für alle π ∈ Sym(N).

Aufgabe III.57 (3 Punkte). Sei ϵ = 1
7 . Konstruieren Sie x ∈ Q mit |x − 1| < ϵ, ν5(x − 3) < ϵ und

µ7(x− 4) < ϵ.

Aufgabe III.58 (3 Punkte). (Eisenstein) Sei K ein Körper mit diskreter Bewertung und Bewer-
tungsring R. Sei α = Xn + an−1X

n−1 + . . . + a0 ∈ K[X] mit a0, . . . , an−1 ∈ J(R) und a0 /∈ J(R)2.
Zeigen Sie, dass α irreduzibel ist.

Aufgabe III.59 (3 Punkte). Sei K ein Körper und ν die Bewertung von K(X) aus Beispiel III.10.3.
Zeigen Sie, dass die Vervollständigung von K(X) zum Körper der formalen Laurentreihen K((X))
isomorph ist.

Aufgabe III.60 (3 Punkte). Untersuchen Sie für welche x ∈ Q[p] die Reihe
∑∞

n=0
xn

n! konvergiert.

2Siehe Vorlesungsskript Kombinatorische Gruppentheorie
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Aufgabe III.61 (2 + 2 + 3 Punkte).

(a) Stellen Sie die p-adische Entwicklung von −1 ∈ Z[p] auf.

(b) Konstruieren Sie eine primitive vierte Einheitswurzel in Z[5] bis auf vier „Vorkommastellen“.
Hinweis: ζ2 = −1.

(c) Verifizieren Sie
∑∞

n=1
2n

n = 0 in Q[2].

Aufgabe III.62 (2 Punkte). Sei p ∈ P und p ∤ n ∈ N. Zeigen Sie, dass a, k ∈ N mit an = pk − 1 und

1

n
= −a

∞∑
i=0

pki ∈ Z[p]

existieren.

Aufgabe III.63 (3 Punkte). Zeigen Sie, dass jeder Automorphismus auf Q[p] stetig ist und folgern Sie
Aut(Q[p]) = 1.
Hinweis: Vergleich Aufgabe I.53.

Aufgabe III.64 (3 + 3 Punkte).

(a) Zeigen Sie, dass die p-adische Entwicklung von α ∈ Z[p] genau dann endlich ist, wenn α ∈ N0 gilt.

(b) Zeigen Sie, dass die p-adische Entwicklung von α ∈ Q[p] genau dann endlich oder periodisch ist,
wenn α ∈ Q gilt.

Aufgabe III.65 (2 + 1+ 3 Punkte). Sei p ∈ P, K = Q[p] und K der algebraische Abschluss von K mit
Bewertung ν̃p. Nehmen wir an, dass K vollständig ist. Zeigen Sie:

(a) |K : K| = ∞.
Hinweis: Bemerkung III.10.42.

(b) Seien x1, . . . ∈ K linear unabhängig über K und q1, . . . ∈ Q mit folgenden Eigenschaften:

• ν̃p(q1xn) > ν̃p(q2x2) > . . . und limn→∞ ν̃p(qnxn) = 0.

• ν̃p(qn+1xn+1) < ν̃p(sn − y), wobei sn :=
∑n

k=1 qkxk und y die übrigen Nullstellen des Mini-
malpolynoms µsn durchläuft.

Dann ist sn eine Cauchyfolge und s := limn→∞ sn =
∑∞

n=1 qnxn ∈ K existiert.

(c) Für n ∈ N gilt sn ∈ K(s). Dies liefert den Widerspruch |K(s) : K| = ∞. Also ist K nicht
vollständig.
Hinweis: Folgerung III.10.44.

Galois-Theorie

Aufgabe III.66 (2 Punkte). Sei V ein Modul über einem Schiefkörper R mit Basis B. Für U ≤ V
definieren minimale Elemente u ∈ U bzgl. B wie in Bemerkung III.11.8. Zeigen Sie, dass U durch
minimale Elemente erzeugt wird.
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Codierungstheorie

Aufgabe III.67 (1 + 2 + 2 Punkte). Wir betrachten die (lineare) Codierungsfunktion γ : F2
2 → F5

2 mit
folgenden Werten

(0, 0) 7→ (0, 0, 0, 0, 0), (0, 1) 7→ (0, 1, 1, 0, 1),

(1, 0) 7→ (1, 0, 1, 1, 0), (1, 1) 7→ (1, 1, 0, 1, 1).

(a) Zeigen Sie, dass dieser Code einen Fehler korrigieren kann.

(b) Decodieren Sie damit folgende Nachricht:

11110 10100 01101 00110 10010 11101 00001 11011 10110 11001 01000 01001

und decodieren Sie das Ergebnis weiter mit dem ASCII-Code.

(c) Angenommen die Wahrscheinlichkeit eines falsch übertragenen Bits beträgt p = 0,01. Wie hoch ist
die Wahrscheinlichkeit, dass Sie die Nachricht in (b) korrekt decodiert haben?

Aufgabe III.68 (3 + 3 Punkte). Sei H = H2n die in Beispiel III.12.9 konstruierte 2n × 2n-Hadamard-
Matrix und C der Code aus Satz III.12.12. Zeigen Sie:

(a) Ersetzt man alle −1 durch 0, so wird C zu einem binären linearen Code.
Hinweis: Induktion nach n.

(b) Im Fall n = 3 ist C aus (a) zum erweiterten Hamming-Code Ĥ7 äquivalent.

Aufgabe III.69 (3 Punkte). Sei C ein nicht-trivialer perfekter Code der Länge n ≤ 1000 mit
Minimaldistanz d über einem Alphabet mit q ≤ 1000 Elementen. Zeigen Sie (mit Computer), dass eine
der folgenden Aussagen gilt:

(i) n = d ist ungerade und |C| = q = 2 (Parameter von Wn).

(ii) n = qm−1
q−1 , |C| = qn−m und d = 3 mit m ≥ 2 (Parameter von Hn).

(iii) n = 11, |C| = q6 = 36 und d = 5 (Parameter von G11).

(iv) n = 23, |C| = q12 = 212 und d = 7 (Parameter von G23).

Hinweis: Beispiel III.12.24 und Beweis von Satz III.12.38.

Aufgabe III.70 (3 Punkte). Zeigen Sie, dass der Code mit Erzeuger-Matrix
1 1 . 1 . . .
. 1 1 . 1 . .
. . 1 1 . 1 .
. . . 1 1 . 1


zu H7 äquivalent ist.
Hinweis: Berechnen Sie eine Kontroll-Matrix.

Aufgabe III.71 (1 + 2 + 3 Punkte). Sei C = G24 der erweiterte binäre Golay-Code. Zeigen Sie:

(a) (1, . . . , 1) ∈ C.
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(b) Es existieren a, b ∈ N0 mit WC(X) = 1 + aX8 + bX12 + aX16 +X24 und 2a+ b = 4094.
Hinweis: Beweis von Satz III.12.43 und (a).

(c) WC(X) = 1 + 759X8 + 2576X12 + 758X16 +X24.
Hinweis: MacWilliams-Identität.

Aufgabe III.72 (2 Punkte). Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von X60 − 1 in F3[X].
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Anhang
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A.1 Quadratische Reste

Definition A.1.1.

(i) Sei p eine Primzahl und n ∈ Z \ pZ. Man nennt n einen quadratischen Rest modulo p, falls ein
k ∈ Z mit n ≡ k2 (mod p) existiert. Anderenfalls nennt man n einen quadratischen Nichtrest
modulo p. Für n ∈ Z definiert man das Legendre-Symbol

(
n

p

)
:=


1 falls n ein quadratischer Rest modulo p ist,
−1 falls n ein quadratischer Nichtrest modulo p ist,
0 falls p | n

von n nach p.

(ii) Sei n ∈ Z und a ∈ N ungerade mit Primfaktorzerlegung a = p1 . . . pk (der Fall a = 1 mit k = 0 ist
zugelassen). Man nennt (

n

a

)
:=

(
n

p1

)
. . .

(
n

pk

)
das Jacobi-Symbol von n nach a.

Bemerkung A.1.2. Für ungerade a, b ∈ N beweist man in der Zahlentheorie1 das sogenannte
quadratische Reziprozitätsgesetz (

a

b

)(
b

a

)
= (−1)

a−1
2

b−1
2

mit den beiden Ergänzungssätzen(
−1

a

)
= (−1)

a−1
2 ,

(
2

a

)
= (−1)

a2−1
8 .

Wir geben im Folgenden einige Anwendungen.

Satz A.1.3 (Zolotarev). Sei n ∈ N ungerade und k ∈ Z teilerfremd zu n. Sei σ ∈ Sym(Z/nZ) mit
σ(a+ nZ) = ka+ nZ für alle a ∈ Z. Dann gilt sgn(σ) =

(
k
n

)
.

Beweis. Sei n = pm1
1 . . . pms

s die Primfaktorzerlegung von n. Nach dem chinesischen Restsatz ist

Z/nZ → Z/pm1
1 Z× . . .× Z/pms

s Z =: R,

a+ nZ 7→ (a+ pm1
1 Z, . . . , a+ pms

s Z)

ein Ringisomorphismus. Sei σi ∈ Sym(Z/pmi
i Z) mit σi(a+pmi

i Z) = ka+pmi
i Z für a ∈ Z. Sei σ̂i ∈ Sym(R)

mit σ̂i(a1, . . . , as) = (a1, . . . , σi(ai), . . . , as) für alle (a1, . . . , as) ∈ R. Wenn man Z/nZmit R identifiziert,
ist σ = σ̂1 . . . σ̂s und sgn(σ̂i) = sgn(σi)

n/p
mi
i = sgn(σi), da n ungerade ist. Nach der Definition des

Jacobi-Symbols können wir n = pm1
1 = pm annehmen.

1Siehe Vorlesungsskript Zahlentheorie
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Nach Satz I.8.34 ist (Z/nZ)× ∼= Cpm−1(p−1). Da p ungerade ist, können wir k durch kpm ersetzen, ohne
dass sich sgn(σ) oder

(
k
n

)
ändert. Anschließend ist q := |⟨σ⟩| ein Teiler von p− 1. Genau dann ist k ein

Quadrat in Z/pZ, wenn q auch p−1
2 teilt. Also gilt(

k

n

)
=

(
k

p

)m
= (−1)

m(p−1)
q .

Für a ∈ Z \ nZ ist ka ̸≡ a (mod n). Daher ist σ ein disjunktes Produkt von n−1
q Zyklen der Länge q.

Dies zeigt sgn(σ) = (−1)
n−1
q . Die Behauptung folgt nun aus

n− 1

q
= (pm−1 + . . .+ p+ 1)

p− 1

q
≡ m

p− 1

q
(mod 2).

Bemerkung A.1.4. Beim Nachweis, dass quadratische Zahlkörper in Kreisteilungskörpern liegen
(Satz I.12.23), trat eine merkwürdige Summe von Einheitswurzeln auf, deren Vorzeichen irrelevant war.
Tatsächlich hat Gauß mehre Jahre gebraucht, um dieses Vorzeichen zu bestimmen. Wir geben einen
modernen Beweis.

Definition A.1.5. Für eine ungerade Primzahl p sei ζ := e2πi/p ∈ C und

Gp :=

p∑
k=1

ζk
2 ∈ C.

Man nennt Gp die (quadratische) Gauß-Summe bzgl. p.

Bemerkung A.1.6.

(i) Für jeden quadratischen Rest q modulo p hat die Gleichung k2 = q genau zwei Lösungen in F×
p .

Mit dem Jacobi-Symbol gilt daher

Gp = 1 + 2
∑

1≤q≤p−1
QR

ζq =

p∑
k=1

((
k

p

)
+ 1

)
ζk =

p∑
k=1

(
k

p

)
ζk +

p∑
k=1

ζk =

p∑
k=1

(
k

p

)
ζk.

(ii) Ersetzt man ζ durch eine andere primitive p-te Einheitswurzel, sagen wir ζa, so erhält man

p∑
k=1

(
k

p

)
ζak =

(
a

p

) p∑
k=1

(
ak

p

)
ζak =

(
a

p

)
Gp

aus der Multiplikativität des Jacobi-Symbols. Die Gauß-Summe hängt also von der Wahl von ζ ab.

Satz A.1.7 (Gauß). Für jede ungerade Primzahl p gilt

Gp =

{√
p falls p ≡ 1 (mod 4),

√
−p falls p ≡ −1 (mod 4),

wobei
√
−p die Wurzel mit positivem Imaginärteil bezeichnet.
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Beweis. Nach Bemerkung A.1.6 gilt

G2
p =

( p∑
k=1

(
k

p

)
ζk
)2

=

p∑
k,l=1

(
kl

p

)
ζk+l =

p∑
k=1

ζk
p−1∑
l=1

(
l(k − l)

p

)
=

p∑
k=1

ζk
p−1∑
l=1

(
kl−1 − 1

p

)
,

wobei l−1 das Inverse von l modulo p bezeichnet. Für k < p durchläuft kl−1−1 (mod p) alle Restklassen
außer −1 + pZ. Mit q := p−1

2 und dem ersten Ergänzungssatz folgt

G2
p = −

(
−1

p

) p−1∑
k=1

ζk + (p− 1)

(
−1

p

)
= (−1)qp =: p∗.

Für Hp :=
∏q
k=1(ζ

k − ζ−k) gilt

H2
p = (−1)q

q∏
k=1

(ζk − ζ−k)(ζ−k − ζk) = (−1)q
q∏

k=1

(1− ζ2k)(1− ζ−2k)

= (−1)q
p−1∏
k=1

(1− ζk) = (−1)qΦp(1) = p∗

(vgl. Beweis von Satz I.12.23). Also existiert ein Vorzeichen ϵ = ±1 mit Gp = ϵHp. Jeder Faktor
ζk − ζ−k von Hp ist rein-imaginär mit positivem Imaginärteil.2 Dies zeigt Hp =

√
p∗ für q ≡ 0, 1

(mod 4) und Hp = −
√
p∗ für q ≡ 2, 3 (mod 4). Eine Fallunterscheidung mit den Ergänzungssätzen

liefert Hp =
(−2
p

)√
p∗ in allen Fällen. Es bleibt ϵ =

(−2
p

)
zu zeigen.

Betrachten wir das Polynom

α :=

q∏
k=1

(Xk −Xp−k)− ϵ

p∑
k=1

(
k

p

)
Xk ∈ Z[X].

Wegen α(1) = 0− 0 = 0, α(ζ) = Hp− ϵGp = 0 und α ∈ Z[X] sind alle p-ten Einheitswurzeln Nullstellen
von α. Die Division durch das normierte Polynom Xp − 1 liefert β ∈ Z[X] mit

α = (Xp − 1)β ≡ (X − 1)pβ ≡ 0 (mod (X − 1)p) (A.1.1)

in Fp[X]. Wir substituieren Y := X − 1 und berechnen mit der binomischen Formel Xk − Xp−k =
(1 + Y )k − (1 + Y )p−k ≡ 2kY (mod Y 2) in Fp[X] für k = 1, . . . , q. Nach dem Euler-Kriterium3 gilt
daher

q∏
k=1

(Xk −Xp−k) ≡ 2qq!Y q ≡
(
2

p

)
q! (mod Y q+1). (A.1.2)

Für den zweiten Summanden von α gilt
p∑

k=1

(
k

p

)
Xk =

p∑
k=1

(
k

p

) k∑
l=0

(
k

l

)
Y l ≡

q∑
l=0

p∑
k=1

(
k

l

)(
k

p

)
Y l (mod Y q+1),

denn
(
k
l

)
= 0 für k < l. Offenbar ist

(
k
l

)
= k(k−1)...(k−l+1)

l! ein Polynom in k vom Grad l ≤ q mit
Koeffizienten in Fp. Für F×

p = ⟨t⟩ und d ∈ N0 gilt

p∑
k=1

kd
(
k

p

)
≡

p∑
k=1

kd+q ≡
p∑

k=1

(tk)d+q ≡ td+q
p∑

k=1

kd
(
k

p

)
(mod p).

2Dies unterscheidet ζ von einer beliebigen primitiven Einheitswurzel.
3Siehe Vorlesungsskript Zahlentheorie
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Im Fall d < q ist td+q ̸= 1 und man erhält
∑p

k=1 k
d
(
k
p

)
≡ 0 (mod p). Für d = q hingegen ist

p∑
k=1

kq
(
k

p

)
≡

p∑
k=1

kp−1 ≡ −1 (mod p).

Also verbleibt
p∑

k=1

(
k

p

)
Xk ≡

p∑
k=1

(
k

q

)(
k

p

)
Y q ≡ − 1

q!
Y q (mod Y q+1). (A.1.3)

Nun kombinieren wir (A.1.1), (A.1.2) und (A.1.3) zu((
2

p

)
q! +

ϵ

q!

)
Y q ≡ α ≡ 0 (mod Y q+1).

Nach Wilson (Aufgabe I.9) gilt (q!)2 ≡ 1 · . . . ·q · (−q)(−q−1) . . . (−1) ≡ (−1)q(p−1)! ≡ −(−1)q ≡ −
(
1
p

)
(mod p). Wir erhalten

ϵ ≡ −(q!)2
(
2

p

)
≡

(
−1

p

)(
2

p

)
≡

(
−2

p

)
(mod p)

wie behauptet.
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A.2 Nullstellenbereiche und Eigenwerte

Bemerkung A.2.1. Zur Untersuchung der Galoisgruppe eines Polynoms ist es nützlich die Lage der
Nullstellen in der komplexen Ebene zu lokalisieren. Wir beweisen einige geometrische Aussagen dieser
Art und geben Anwendungen für Matrizen.

Satz A.2.2. Für jede Nullstelle x ∈ C von α = Xn + a1X
n−1 + . . .+ an ∈ C[X] gilt

|x| < max
{
|ai| : i = 1, . . . , n

}
+ 1.

Beweis. Für x ∈ C mit |x| ≥ r := max
{
|ai| : i = 1, . . . , n

}
+ 1 gilt

|α(x)| ≥ |x|n − |a1||x|n−1 − . . .− |an| ≥ r|x|n−1 − |a1||x|n−1 − . . .− |an|
≥ |x|n−1 − |a2||x|n−2 − . . .− |an| ≥ . . . ≥ |x| − |an| ≥ 1

nach der umgekehrten Dreiecksungleichung.

Definition A.2.3. Eine Menge C ⊆ C heißt konvex , falls für x, y ∈ C auch
die Verbindungsstrecke {x+λ(y−x) : λ ∈ [0, 1]} in C liegt. Die konvexe Hülle
conv(S) einer Menge S ⊆ C ist der Durchschnitt aller konvexen Mengen, die
S enthalten. Für S = {s1, . . . , sn} gilt

conv(S) =
{
λ1s1 + . . .+ λnsn : λ1, . . . , λn ∈ [0, 1], λ1 + . . .+ λn = 1

}
.

Satz A.2.4 (Gauß-Lucas). Sei α ∈ C[X] \ C. Dann liegen die Nullstellen von α′ in der konvexen
Hülle der Nullstellen von α.

Beweis. O.B. d.A. sei α normiert und α = (X − x1) . . . (X − xn). Nach der Produktregel gilt

α′

α
=

1

X − x1
+ . . .+

1

X − xn
∈ C(X).

Sei y ∈ C eine Nullstelle von α′, die nicht in C := conv(x1, . . . , xn) liegt. Die Vektoren y−x1, . . . , y−xn
liegen dann in einem Kreissektor mit Winkel < π. Das Gleiche gilt für die Vektoren 1

y−xi = y−xi
|y−xi|2 .

Dies liefert den Widerspruch

0 =
α′(y)

α(y)
=

1

y − x1
+ . . .+

1

y − xn
̸= 0.

Folgerung A.2.5. Sind alle Nullstellen von α ∈ C[X] reell, so sind auch alle Nullstellen von α′ reell.

Bemerkung A.2.6. Für reelle Polynome lässt sich Folgerung A.2.5 mit dem Zwischenwertsatz aus der
Analysis begründen (nach Lemma I.11.8 kann man annehmen, dass nur einfache Nullstellen vorliegen).
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Satz A.2.7 (Sylvester). Sei α ∈ R[X] mit Nullstellen λ1, . . . , λn ∈ C (mit Vielfachheiten). Sei
ρk := λk1 + . . . + λkn für k ∈ N0 (vgl. Beispiel I.14.20). Genau dann sind alle λi reell, wenn die
symmetrische Matrix

A := (ρi+j−2)
n
i,j=1 =


ρ0 ρ1 · · · ρn−1

ρ1 ρ2 · · · ρn
...

...
...

ρn−1 ρn . . . ρ2n−2

 ∈ Rn×n

positiv semidefinit ist.

Beweis (Nathanson). Für x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn sei β :=
∑n

i=1 xiY
i−1 ∈ R[Y ]. Dann gilt

xAxt =
n∑

i,j=1

ρi+j−2xixj =
n∑

i,j,k=1

λi+j−2
k xixj =

n∑
k=1

β(λk)
2.

Sind alle λk reell, so folgt β(λk) ∈ R und xAxt ≥ 0, d. h. A ist positiv semidefinit. Sei nun o. B. d. A. λ1 /∈
R. Wegen α ∈ R[X] können wir λ2 = λ1 annehmen. Seien λ1, . . . , λs paarweise verschieden mit
{λ1, . . . , λn} = {λ1, . . . , λs}. Durch Interpolation erhält man ein eindeutig bestimmtes Polynom β =∑s

i=1 xiY
i−1 ∈ C[Y ] mit

β(λ1) = i = −β(λ2) = β(λ1)

und β(λk) = 0 für k = 3, . . . , s. Wegen

(β − β)(λk) = β(λk)− β(λk) = 0

für k = 1, . . . , s gilt β = β ∈ R[Y ], d. h. x1, . . . , xs ∈ R. Sei m ∈ N die Vielfachheit der Nullstelle λ1
(bzw. λ2). Für x = (x1, . . . , xs, 0, . . . , 0) folgt dann

xAxt =
n∑
k=1

β(λk)
2 = m(i2 + (−i)2) = −2m < 0.

Also ist A nicht positiv semidefinit.

Bemerkung A.2.8. Die Gleichung xAxt =
∑
β(λk)

2 im Beweis zeigt, dass A genau dann invertierbar
(bzw. positiv definit) ist, wenn die Nullstellen paarweise verschieden (und reell) sind.

Satz A.2.9 (Descartes’ Vorzeichenregel). Sei α = Xn+ a1X
n−1 + . . .+ an ∈ R[X] mit lauter reellen

Nullstellen. Diese Nullstellen sind genau dann positiv, falls die Koeffizienten a1, . . . , an alternierend
sind, d. h. ai(−1)i > 0 für i = 1, . . . , n.

Beweis. Sei ai(−1)i > 0 für i = 1, . . . , n. Für x < 0 gilt dann

α(x) = (−1)n
(
|x|n + |a1||x|n−1 + . . .+ |an|

)
̸= 0.

Seien umgekehrt x1, . . . , xn > 0 die Nullstellen von α. Nach Vieta ist

ak(−1)k = σk(x1, . . . , xn) > 0.

Folgerung A.2.10. Eine symmetrische Matrix A ∈ Rn×n mit charakteristischem Polynom χA =
Xn + a1X

n−1 + . . .+ an ist genau dann positiv definit, falls ai(−1)i > 0 für i = 1, . . . , n gilt.
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Beweis. Als symmetrische Matrix besitzt A nur reelle Eigenwerte. Bekanntlich ist A genau dann positiv
definit, wenn alle Eigenwerte positiv sind.

Satz A.2.11 (Sturm). Seien α0 ∈ R[X] \ R, α1 := α′
0 und

αk−1 = αkβk − αk+1 (Division mit Rest)

für k = 1, . . . , n + 1 mit βk ∈ R[X], degαk+1 < degαk und αn ̸= 0 ̸= αn+1. Für x ∈ R sei v(x) die
Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge α0(x), . . . , αn(x) ohne Berücksichtigung von Nullen. Für
a < b mit f(a)f(b) ̸= 0 ist dann v(a)− v(b) die Anzahl der verschiedenen reellen Nullstellen von α0 im
Intervall [a, b].

Beweis. Nach dem euklidischen Algorithmus ist αn bis auf Normierung der ggT von α0 und α1. Nach
Voraussetzung ist αn(a)αn(b) ̸= 0. Man kann also mit der Folge α̃k := αk/αn arbeiten ohne v(a) oder v(b)
zu verändern. Wir lassen x gedanklich von a nach b laufen und beobachten, wie sich v(x) dabei verändert.
Solange keines der α̃k bei x verschwindet, verändern sich die Vorzeichenwechsel nicht. Sei nun x ∈ R
eine Nullstelle von α0 mit Vielfachheit m. Nach Konstruktion ist dann α̃k(x) ̸= 0 für k ≥ 1. Außerdem
existiert γ ∈ R[X] mit α0 = (X − x)mγ und γ(x) ̸= 0. Wegen α1 = α′

0 = m(X − x)m−1γ + (X − x)mγ′

existieren σ, τ ∈ R[X] mit

α̃0 = (X − x)σ, α̃1 = mσ + (X − x)τ, σ(x) ̸= 0.

Für y = x− ϵ mit ϵ > 0 gilt dann

α̃0(y)α̃1(y) = −ϵσ(y)(mσ(y)− ϵτ(y)) = −ϵmσ(y)2 + ϵ2σ(y)τ(y).

Wegen limϵ→0 σ(y)
2 = σ(x)2 > 0 und limϵ→0 ϵσ(y)τ(y) = 0 kann man ϵ so klein wählen, dass

α̃0(y)α̃1(y) < 0 gilt. Analog ist α̃0(y)α̃1(y) > 0 für y = x + ϵ mit ϵ klein genug. Die Anzahl der
Vorzeichenwechsel in der Folge α̃k(x) reduziert sich daher um 1.

Sei nun α̃k(x) mit k ≥ 1. Wegen α̃n = 1 ist k < n. Nach Konstruktion sind α̃k−1, α̃k und α̃k+1 paarweise
teilerfremd und

α̃k−1 = α̃kβk − α̃k+1.

Daraus folgt α̃k−1(x) = −α̃k+1(x) ̸= 0. Sowohl links als auch rechts von x gibt es somit genau
einen Vorzeichenwechsel in der Folge (α̃k−1(x), α̃k(x), α̃k+1(x)). Somit bleibt v(x) an dieser Stelle
unverändert.

Beispiel A.2.12. Man kann die Sätze A.2.2 und A.2.11 kombinieren, um alle reellen Nullstellen eines
reellen Polynoms zu bestimmen. Wir betrachten α = X3−X2+1. Nach Satz A.2.2 liegen alle Nullstellen
im Einheitskreis mit Radius 2. Insbesondere liegen die reellen Nullstellen im Intervall [−2, 2]. Mit dem
euklidischen Algorithmus berechnen wir die Folge aus dem Satz von Sturm:

α0 = X3 −X2 + 1, α1 = 3X2 − 2X, α2 = α1

(1
3
X − 1

9

)
− α0 = −7

9
.

Es folgt (α0(−2), α1(−2), α2(−2)) = (−11, 16,−7
9) und (α0(2), α1(2), α2(2)) = (5, 8,−7

9). Daher besitzt
α genau v(−2)− v(2) = 2− 1 = 1 reelle Nullstelle.

Satz A.2.13 (Murty). Sei α = Xn + a1X
n−1 + . . .+ an ∈ Z[X] und α(k) ∈ P für eine natürliche

Zahl k ≥ max{|ai| : i = 1, . . . , n}+ 2. Dann ist α irreduzibel in Q[X].
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Beweis. Sei m := max{|ai| : i = 1, . . . , n}. Für jede Nullstelle x ∈ C von α gilt |x| < m + 1 nach
Satz A.2.2. Nach Gauß’ Lemma können wir α = βγ mit normierten β, γ ∈ Z[X] \ Z annehmen. Wegen
β(k)γ(k) = α(k) ∈ P dürfen wir β(k) = ±1 voraussetzen. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra gilt
β = (X − x1) . . . (X − xs) für gewisse Nullstellen x1, . . . , xs ∈ C von α. Obige Abschätzung liefert nun
den Widerspruch

|β(k)| =
s∏
i=1

|k − xi| ≥
s∏
i=1

(k − |xi|) >
s∏
i=1

(k − (m+ 1)) ≥ 1.

Satz A.2.14 (Gershgorin). Für jeden Eigenwert λ ∈ C von (aij) ∈ Cn×n existiert ein i ∈ {1, . . . , n}
mit |λ− aii| ≤

∑
j ̸=i |aij |.

Beweis. Sei x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn ein Eigenvektor zum Eigenwert λ. Sei |xi| = max{|xj | : j =
1, . . . , n} > 0. Nach Normierung können wir xi = 1 und |xj | ≤ 1 für j ̸= i annehmen. Nach der
Dreiecksungleichung gilt dann

|λ− aii| = |λxi − aiixi| =
∣∣ n∑
j=1

aijxj − aiixi
∣∣ = ∣∣∑

j ̸=i
aijxj

∣∣ ≤ ∑
j ̸=i

|aij |.

Bemerkung A.2.15.

(i) Da At die gleichen Eigenwerte wie A besitzt, kann man Satz A.2.14 auch auf die Spalten von A
anwenden.

(ii) Wendet man Satz A.2.14 auf die Begleitmatrix von α = Xn + a1X
n−1 + . . .+ an ∈ C[X] an, so

erhält man
|x| ≤ max

{
|an|, |an−1|+ 1, . . . , |a1|+ 1

}
für jede Nullstelle x ∈ C von α (beachte 1 ≥ |x+ a1| ≥ |x| − |a1|). Dies verbessert Satz A.2.2.
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A.3 Kreisteilungspolynome

Bemerkung A.3.1. In diesem Abschnitt geben wir vier Anwendungen von Kreisteilungspolynomen:
Spezialfälle von Dirichlets Primzahlsatz, Ganzheitsbasen von Qn, die Peirce-Zerlegung von FqCn und
die Existenz von sogenannten Zsigmondy-Primzahlen.

Definition A.3.2. Ein Primteiler von α ∈ Z[X] ist eine Primzahl p, die α(n) für ein n ∈ Z teilt. Die
Menge der Primteiler von α sei Π(α).

Satz A.3.3. Für α ∈ Z[X] \ Z gilt:

(i) Für unendlich viele n ∈ N ist α(n) keine Primzahl.

(ii) α besitzt unendlich viele Primteiler.

Beweis.

(i) O.B. d.A. sei der führende Koeffizient von α positiv (anderenfalls ersetze α durch −α). Wegen
α /∈ Z gilt limx→∞ α(x) = ∞. Sei p ein Primteiler von α(n). Für k ∈ N gilt α(n+ pk) ≡ α(n) ≡ 0
(mod p). Daher sind unendlich viele Werte der Form α(n+ pk) keine Primzahlen.

(ii) Sei α = adX
d + . . .+ a0. Im Fall a0 = 0 ist p | α(p) für jede Primzahl p. Sei also a0 ̸= 0. Wegen

α(a0X) = a0(a
d−1
0 adX

d−1+ . . .+1) dürfen a0 = 1 annehmen. Wegen d ≥ 1 hat α mindestens einen
Primteiler. Angenommen p1, . . . , ps sind die einzigen Primteiler von α. Dann existiert β ∈ Z[X]\Z
mit α(p1 . . . psX) = p1 . . . psβ(X) + 1. Offenbar existiert n ∈ N mit p1 . . . psβ(n) + 1 ̸= ±1. Jeder
Primteiler dieser Zahl wäre neuer Primteiler von α.

Bemerkung A.3.4. In Lemma I.12.15 haben wir gesehen, dass fast alle Primteiler von Φn kongruent
zu 1 modulo n sind. Mit Satz A.3.3 folgt nun Satz I.12.17. Die nächsten Sätze verallgemeinern dieses
Prinzip.

Satz A.3.5. Für n ≥ 1 existieren unendlich viele Primzahlen p ≡ 1 + 2n−1 (mod 2n).

Beweis. O.B. d.A. sei n ≥ 2. Nach Lemma I.12.15 sind alle ungeraden Primteiler von

α := Φ2n−1
I.12.10
= X2n−2

+ 1

kongruent zu 1 modulo 2n−1. Angenommen α besitzt nur endlich viele Primteiler p ≡ 1+2n−1 (mod 2n).
Sei q deren Produkt (q = 1 zugelassen). Nach dem chinesischen Restsatz existiert ein m ∈ N mit m ≡ 0
(mod q) und m ≡ 5 (mod 2n+1). Wegen α(m) ≡ α(0) ≡ 1 (mod q) sind alle ungeraden Primteiler von
α(m) kongruent zu 1 modulo 2n. Andererseits ist

α(m) ≡ α(5) = 52
n−2

+ 1 = (1 + 4)2
n−2

+ 1 ≡ 2 + 2n (mod 2n+1).

Dann wäre aber 1
2α(m) ≡ 1 + 2n−1 (mod 2n) das Produkt von Primzahlen p ≡ 1 (mod 2n).
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Satz A.3.6 (Schur). Seien a, n ∈ N mit a2 ≡ 1 (mod n). Gibt es eine Primzahl p ≥ 1
2φ(n) mit p ≡ a

(mod n), so gibt es unendlich viele solche Primzahlen.

Beweis. O.B. d.A. sei n ≥ 3 und k := φ(n)/2. Nach Satz I.12.17 können wir a ̸≡ 1 (mod n) annehmen.
Sei ζ ∈ C eine primitive n-te Einheitswurzel und σ ∈ G := Gal(Qn|Q) mit σ(ζ) = ζa. Nach Vorausset-
zung ist σ2 = 1. Für τ ∈ G \ ⟨σ⟩ können die Polynome (X − ζ)(X − ζa) und (X − τ(ζ))(X − τ(ζ)a)
an höchstens endlich vielen Stellen übereinstimmen. Daher existiert ein z ∈ Z („groß genug“), sodass
η := (z− ζ)(z− ζa) ein primitives Element von Qσ

n ist. Sei 1 = τ1, . . . , τk ∈ G ein Repräsentantensystem
für die Nebenklassen von ⟨σ⟩ in G. Dann ist

α := (−1)k
k∏
i=1

(X − τi(η)) ∈ QG
n [X] = Q[X].

Da ζ und η ganz-algebraisch sind, gilt sogar α ∈ Z[X]. Sei D :=
∏
i<j(τj(η) − τi(η))

2 ∈ Z die
Diskriminante von α.

Schritt 1: Für p ∈ Π(α) gilt p | n, p | D oder p ≡ ai (mod n) mit i ∈ {0, 1}.
Sei m ∈ N und p ein Primteiler von α(m) mit p ∤ n und p ∤ D. Sei R der Ganzheitsring von Qn. Wegen
1/p /∈ R existiert ein maximales Ideal P ⊴R mit p ∈ P (Satz II.2.7). Dann ist K := R/P ein Körper
der Charakteristik p und P ∩ Z = pZ. In K gilt (m− τ1(η)) . . . (m− τk(η)) = 0. Sei daher m ≡ τl(η)
(mod P ) für ein 1 ≤ l ≤ k. Wegen p ∤ n ist auch ζp eine primitive n-te Einheitswurzel. Daher existiert
1 ≤ j ≤ k mit (z− τl(ζp))(z− τl(ζp)a) = τj(η). Mit dem Frobenius-Homomorphismus und Fermat-Euler
erhält man

τj(η) ≡
(
zp − τl(ζ)

p
)(
zp − τl(ζ

a)p
)
≡ τl(η)

p ≡ mp ≡ m ≡ τl(η) (mod P ).

Im Fall j ̸= l ist τj(η)− τl(η) ein Faktor von D und man erhält D ∈ P ∩Z = pZ. Dann wäre aber p | D.
Also ist j = l und (z − ζp)(z − ζap) = η. Dies zeigt p ≡ ai (mod p) für i ∈ {0, 1}.

Schritt 2: Jede Primzahl p ≡ ai (mod p) ist ein Primteiler von α.
Wie in Schritt 1 gilt

ηp ≡ (z − ζp)(z − ζap) ≡ (z − ζa
i
)(z − ζa

i+1
) ≡ η (mod P ).

Daher ist η eine Nullstelle von Xp −X in K. Andererseits besitzt Xp −X nur die p Nullstellen im
Primkörper Fp ⊆ K. Also existiert m ∈ Z mit η ≡ m (mod P ). Es folgt α(m) ∈ P ∩ Z = pZ.

Schritt 3: Es existieren m ∈ N, p ∈ P mit p ≡ a (mod n), p | α(m) und p2 ∤ α(m).
Nach Voraussetzung existiert eine Primzahl p ≡ a (mod n) mit p > k. Nach Schritt 2 existiert m ∈ N
mit p | α(m). Wir nehmen p2 | α(m) an. Schreibe α =

∑
aiX

i. Dann gilt

α(m+ p) =
∑

ai(m+ p)i ≡
∑

ai(m
i + imi−1p) ≡ α(m) + pα′(m) ≡ pα′(m) (mod p2).

Im Fall p ∤ α′(m) können wir m durch m + p ersetzen und sind fertig. Sei also p | α′(m). Nach
Lemma I.11.8 ist m eine mehrfache Nullstelle von α in K. Daher existieren ein 1 ≤ s < t ≤ k mit
τs(η) ≡ τt(η) (mod P ). Indem wir P durch τ−1

t (P ) ⊴ R ersetzen, können wir t = 1 annehmen. Dies
bedeutet

z
(
τs(ζ) + τs(ζ)

a − ζ − ζa
)
≡ τs(ζ)

1+a − ζ1+a (mod P ).

Nehmen wir τs(ζ) + τs(ζ)
a ≡ ζ + ζa (mod P ) an. Dann folgt τs(ζ)1+a ≡ ζ1+a (mod P ) und

τs((X − ζ)(X − ζa)) ≡ (X − ζ)(X − ζa) (mod P ).
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Dies zeigt τs(ζ) ≡ ζa
i
(mod P ) für ein i ∈ {0, 1}. Wegen τs /∈ ⟨σ⟩ ist andererseits τs(ζ) ̸= ζa

i . Folglich
besitzt auch Xn − 1 eine mehrfache Nullstelle in K. Andererseits ist (Xn − 1)′ = nXn−1 zu Xn − 1
teilerfremd (beachte p ∤ n). Dieser Widerspruch zeigt τs(ζ)+τs(ζ)a ̸≡ ζ+ζa (mod P ). Also ist z modulo
P und auch modulo p eindeutig durch l bestimmt. Für l gibt es höchstens k − 1 Möglichkeiten. Wegen
p > k − 1 existiert eine Restklasse r + pZ, sodass für z ∈ r + pZ stets p2 ∤ α(m) oder p2 ∤ α(m+ p) gilt.

Schritt 4: Jeder Primteiler von α(0) ist kongruent zu 1 modulo n.
Mit dem chinesischen Restsatz können wir erreichen, dass z durch n teilbar ist ohne die Restklasse
r + pZ zu verlassen. Nach Definition von α gilt α(0) = Φn(z). Wegen n ≥ 3 treten die primitiven
n-ten Einheitswurzeln in Paaren der Form ζi, ζ−i auf. Daher hat Φn Absolutglied 1 und es folgt
Φn(z) = Φn(0) ≡ 1 (mod n). Nach Lemma I.12.15 ist nun jeder Primteiler von α(0) kongruent zu 1
modulo n.

Schritt 5: Widerspruch.
Seien m und p wie in Schritt 3. Angenommen es gibt nur endlich viele Primzahlen in a+ nZ. Dann
gibt es auch nur endlich viele Primteiler von α, die nicht in 1 + nZ liegen (Schritt 1). Sei q das Produkt
dieser Primteiler ohne p. Nach dem chinesischen Restsatz existiert c ∈ Z mit c ≡ m (mod p2) und
c ≡ 0 (mod nq). Es folgt α(c) ≡ α(m) (mod p2) und α(c) ≡ α(0) (mod nq). Also ist p ein Primteiler
von α(c) mit Vielfachheit 1. Alle weiteren Primteiler von α(c) liegen in 1 + nZ, denn α(0) besitzt nur
solche Primteiler (Schritt 4). Dies ergibt den Widerspruch a ≡ p ≡ α(c) ≡ α(0) ≡ 1 (mod n).

Folgerung A.3.7. In jeder primen Restklasse modulo 24 liegen unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Für a + 24Z ∈ (Z/24Z)× ∼= C3
2 gilt a2 ≡ 1 (mod 24). Nach Satz I.12.17 können wir a ̸≡ 1

(mod 24) annehmen. Nach Satz A.3.6 genügt es aus jeder solchen Restklasse eine Primzahl p ≥ 1
2φ(24) =

4 anzugeben. Tatsächlich sind die kleinsten Vertreter a ∈ {5, 7, 11, 13, 17, 19, 23} bereits Primzahlen.

Bemerkung A.3.8. Wegen 11 + 24Z ⊆ 3 + 8Z, 5 + 24Z ⊆ 5 + 8Z und 7 + 24Z ⊆ 7 + 8Z enthält auch
jede prime Restklasse modulo 8 unendlich viele Primzahlen.

Satz A.3.9 (Bauer). Für jedes n ∈ N existieren unendlich viele Primzahlen p ≡ −1 (mod n).

Beweis. O.B. d.A. sei n ≥ 3 und k := φ(n)/2. Wir argumentieren wie im Beweis von Satz A.3.6 mit
a = −1. Dann ist η = (z − ζ)(z − ζ) ∈ R eine einfache Nullstelle von α ∈ Z[X]. Folglich muss α
bei η das Vorzeichen wechseln. Also existieren x, y ∈ Z mit α(x/y) < 0 und y > 0. Wir definieren
β := ykα(X/y) ∈ Z[X]. Mit α ist auch β normiert. Außerdem ist β(x) < 0. Schließlich sei

γ := − 1

β(x)
β(x− β(x)X).

Das Absolutglied von γ ist γ(0) = −1. In allen anderen Koeffizienten lässt sich β(x) kürzen, sodass
γ ∈ Z[X] folgt. Der führende Koeffizient ist (−β(x))k−1 > 0. Insbesondere ist γ(m) > 1 für m
„groß genug“. Nehmen wir an, dass γ nur endlich viele Primteiler p ̸≡ 1 (mod n) besitzt. Sei q deren
Produkt (q = 1 zugelassen). Jeder Primteiler p von γ(mnq) > 0 erfüllt dann p ≡ 1 (mod n), denn
γ(mnq) ≡ γ(0) ≡ −1 (mod q). Andererseits ist aber γ(mnq) ≡ −1 (mod n). Dieser Widerspruch zeigt,
dass γ unendlich viele Primteiler p ̸≡ 1 (mod n) besitzt. Wegen γ(m) | β(x− β(x)m) ist Π(γ) ⊆ Π(β).
Sei nun p ein Primteiler von β(m) mit p ∤ y. Dann existiert ein m′ ∈ N mit ym′ ≡ m (mod p). Es folgt

ykα(m′) = β(ym′) ≡ β(m) ≡ 0 (mod p).
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Dies impliziert p | α(m′). Also hat auch α unendlich viele Primteiler p ̸≡ 1 (mod n). Aus Schritt 1 im
Beweis von Satz A.3.6 wissen wir andererseits, dass fast alle (bis auf endlich viele) Primteiler von α
die Kongruenz p ≡ ±1 (mod n) erfüllen. Es muss daher unendlich viele Primteiler p ≡ −1 (mod n)
geben.

Definition A.3.10. Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit Gal(L|K) = {σ1, . . . , σn}. Sei x1, . . . , xn
eine K-Basis von L und M := (σi(xj))1≤i,j≤n. Die Diskriminante von x1, . . . , xn bzgl. K ist

D(x1, . . . , xn) := det(M)2.

Bemerkung A.3.11.

(i) Durch die Quadratbildung hängt D := D(x1, . . . , xn) weder von der Reihenfolge der xi noch
von der Reihenfolge der σi ab. Insbesondere gilt σi(D) = D für i = 1, . . . , n und es folgt
D ∈ LGal(L|K) = K.

(ii) Für alle λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Kn \ {0} gilt Mλ = (σi(λ1x1 + . . . + λnxn))i ̸= 0. Daher ist M
invertierbar und D(x1, . . . , xn) ̸= 0.

(iii) Ist K = Q und x1, . . . , xn eine Ganzheitsbasis von L, so ist D ganz-algebraisch, also D ∈ Z. Ist
y1, . . . , yn eine weitere Ganzheitsbasis von L, so existiert ein S = (sij) ∈ GL(n,Z) mit Sx = y.
Mit M := (σi(xj))i,j folgt

D(y1, . . . , yn) = det
(
(σi(yj))i,j

)2
= det

(( n∑
k=1

sjkσi(xk)
)
i,j

)2

= det(MSt)2 = det(M)2 det(S)2 = D(x1, . . . , xn).

Die Diskriminante ist also eine Invariante des Ganzheitsrings ZL.

Beispiel A.3.12. Nach dem Satz vom primitiven Element besitzt jede Galois-Erweiterung K ⊆ L eine
Basis der Form 1, x, . . . , xn−1. Nun ist (σi(xj−1))1≤i,j≤n eine Vandermonde-Matrix mit Determinante∏
i<j(σj(x)− σi(x)). Daher ist D(1, x, . . . , xn−1) = Dµ die Diskriminante des Minimalpolynoms µ von

x. Der nächste Satz hat daher Bezug zu Aufgabe I.69.

Satz A.3.13 (Stickelberger). Für jede Ganzheitsbasis x1, . . . , xn eines Zahlkörpers ist D(x1, . . . , xn)
kongruent zu 0 oder 1 modulo 4.

Beweis. Sei K der besagte Zahlkörper und Gal(K|Q) = {σ1, . . . , σn} sowie M = (σi(xj))i,j . Für eine
Permutation τ ∈ Sn sei sτ := σ1(xτ(1)) . . . σn(xτ(n)) ∈ K. Sei S+ :=

∑
τ∈An

sτ und S− :=
∑

τ∈Sn\An
sτ .

Nach der Leibniz-Formel gilt detM = S+ − S− und

D(x1, . . . , xn) = det(M)2 = (S+ − S−)
2 = (S+ + S−)

2 − 4S+S− ∈ Z.

Da jedes σi die sτ permutiert, gilt S+ + S− ∈ Z. Daher ist S+S− ∈ Q ∩ ZK = Z und es folgt
D(x1, . . . , xn) ≡ (S+ + S−)

2 ≡ 0, 1 (mod 4).

Lemma A.3.14. Sei p ∈ P, n ∈ N und ζ eine primitive pn-te Einheitswurzel. Sei k := φ(pn). Dann gilt

D(1, ζ, . . . , ζk−1) = (−1)(
k
2)pp

n−1(np−n−1).
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Beweis. Sei m := pn und G := Gal(Qm|Q) = {σ1, . . . , σk}. Bekanntlich ist 1, ζ, . . . , ζk−1 eine Q-Basis
von Q(ζ) = Qm. Nach Beispiel A.3.12 ist D := D(1, ζ, . . . , ζk−1) = DΦm . Mit der Norm-Abbildung
N : Qm → Q, x 7→

∏k
l=1 σl(x) folgt

D = (−1)(
k
2)

k∏
l=1

σl(Φ
′
m(ζ)) = (−1)(

k
2)N(Φ′

m(ζ))

aus Lemma I.14.22. Nach Beispiel I.12.10 ist (1−Xpn−1
)Φm = 1−Xm. Ableiten und Einsetzen von ζ

ergibt
(1− γ)Φ′

m(ζ) = −mζm−1 = −mζ−1

mit der primitiven p-ten Einheitswurzel γ := ζp
n−1 . Nun ist N(−ζ−1) = N(−ζ)−1 = Φm(0) = 1

und N(1 − γ) = Φp(1)
pn−1

= pp
n−1 , da die Einschränkung G → Gal(Qp|Q) surjektiv ist. Wegen

N(xy) = N(x)N(y) für x, y ∈ Qn erhält man insgesamt

D = (−1)(
k
2)N

(−mζ−1

1− γ

)
= (−1)(

k
2)mkp−p

n−1

= (−1)(
k
2)pnp

n−1(p−1)−pn−1
= (−1)(

k
2)pp

n−1(np−n−1).

Bemerkung A.3.15. In der Situation von Lemma A.3.14 gilt k = pn−1(p− 1) ≡ 0 (mod 2) außer im
Fall pn = 2. Dies zeigt

(−1)(
k
2) = (−1)

k2−k
2 = −1 ⇐⇒ k2 − k ≡ 2 (mod 4) ⇐⇒ k ≡ 2 (mod 4)

⇐⇒ p ≡ 3 (mod 4), n ≡ 1 (mod 2).

Lemma A.3.16. Seien Q ⊆ K und Q ⊆ L Galois-Erweiterungen mit K∩L = Q. Seien x1, . . . , xn ∈ K
und y1, . . . , ym ∈ L Ganzheitsbasen von K bzw. L mit teilerfremden Diskriminanten DK und DL. Dann
ist {xiyj : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m} eine Ganzheitsbasis von KL mit Diskriminante Dm

KD
n
L.

Beweis. Nach Satz I.10.15 ist Q ⊆ KL eine Galois-Erweiterung mit

G := Gal(KL|Q) = Gal(KL|L)×Gal(KL|K) ∼= Gal(K|Q)×Gal(L|Q).

Mit Gal(KL|L) = {σ1, . . . , σn} und Gal(KL|K) = {τ1, . . . , τm} gilt G = {σiτj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}.
Nach dem Beweis des Gradsatzes ist außerdem B := {xiyj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} eine Basis von
KL. Für MK := (σi(xj))i,j und ML := (τi(yj))i,j ist das Kronecker-Produkt MK ⊗ML die Matrix zur
Diskriminante von B. Nach Aufgabe II.72 gilt

det(MK ⊗ML)
2 = det(MK)2m det(ML)

2n = Dm
KD

n
L.

Es bleibt zu zeigen, dass B eine Ganzheitsbasis ist. Sicher liegt B im Ganzheitsring ZKL. Sei umgekehrt
α =

∑
aijxiyj ∈ ZKL mit aij ∈ Q für alle i, j. Wir müssen aij ∈ Z zeigen. Für j = 1, . . . ,m sei

βj :=
∑

i aijxi ∈ K. Dann ist

ML(βj)j =

( m∑
j=1

τi(yj)βj

)
i

=

(
τi

( m∑
j=1

βjyj

))
i

= (τ1(α), . . . , τm(α)) ∈ ZmKL.

Für die zu ML komplementäre Matrix M̃L ∈ Zm×m
KL gilt M̃LML = det(ML)1m und det(ML)βi ∈ ZKL.

Wegen det(ML)
2 = DL ist auch DLβi ∈ ZKL ∩K = ZK = Z[x1, . . . , xn] für i = 1, . . . , n. Dies zeigt

DLaij ∈ Z für alle i, j. Analog gilt DKaij ∈ Z. Aus ggT(DK , DL) = 1 erhält man aij ∈ Z wie
gewünscht.
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Satz A.3.17. Sei n ∈ N und ζ ∈ C eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann ist 1, ζ, . . . , ζφ(n)−1 eine
Ganzheitsbasis von Qn.

Beweis. Sei R := ZQn und k := φ(n).

Fall 1: n = ps mit p ∈ P.
Sicher ist Z[ζ] ⊆ R. Sei umgekehrt a :=

∑k−1
i=0 aiζ

i ∈ R mit ai ∈ Q. Sei Gal(Qn|Q) = {σ1, . . . , σk} und
S : Qn → Q, x 7→

∑k
i=1 σi(x) die Spur-Abbildung (Beispiel II.3.20). Für M := (σi(ζ

j−1))1≤i,j≤k gilt

T :=M tM =
( k∑
l=1

σl(ζ
i−1)σl(ζ

j−1)
)
i,j

=
(
S(ζi+j−2)

)
i,j

und

T (ai)i =
(k−1∑
l=0

S(ζi+l−1)al

)
i
= (S(ζi−1a))i ∈ Qk ∩Rk = Zk.

Durch Multiplikation mit der komplementären Matrix erhält man det(T )ai ∈ Z für i = 0, . . . , k − 1 wie
im Beweis von Lemma A.3.16. Andererseits ist detT = det(M)2 = D(1, ζ, . . . , ζk−1) bis auf Vorzeichen
eine p-Potenz nach Lemma A.3.14. Es genügt daher pR ∩ Z[ζ] ⊆ pZ[ζ] zu beweisen.

Für i ∈ Z mit p ∤ i sei ϵi := 1−ζi
1−ζ =

∑i−1
j=0 ζ

j ∈ R. Dann gilt

p
I.12.10
= Φn(1) =

∏
1≤i≤n
p ∤ i

(1− ζi) = (1− ζ)k
∏

1≤i≤n
p ∤ i

ϵi.

Für j ∈ N mit ij ≡ 1 (mod n) ist

ϵ−1
i =

1− ζij

1− ζi
=

j−1∑
l=0

ζil ∈ R.

Dies zeigt ϵ :=
∏
ϵi ∈ R× und p = ϵλk mit λ := 1 − ζ. Offenbar ist Z[λ] ⊆ Z[ζ] und induktiv zeigt

man Z[ζ] ⊆ Z[λ] (zum Beispiel ist ζ2 = λ2 − 2λ+ 1). Sei a :=
∑k−1

i=0 aiλ
i ∈ pR ∩ Z[λ]. Wir zeigen p | ai

durch Induktion nach i. Wegen λ | p | a ist λ | a0 und a0 ∈ λR ∩ Z. Offenbar ist p ∈ λR ∩ Z⊴ Z. Im
Fall Z ⊆ λR wäre R = λR = λkR = pR und 1/p ∈ R. Dieser Widerspruch zeigt a0 ∈ λR ∩ Z = pZ. Ist
die Behauptung für alle i < k − 1 bereits bewiesen, so ist λ ein Teiler von ϵλk−i−1 = p/λi+1 und damit
auch von

1

λi+1

(
a−

i∑
j=0

ajλ
j
)
=

k−1∑
j=i+1

ajλ
j−i−1.

Es folgt λ | ai+1 und p | ai+1 wie oben. Insgesamt ist a ∈ pZ[λ] = pZ[ζ] wie behauptet.

Fall 2: n ∈ N beliebig.
Sei n = pa11 . . . pall die Primfaktorzerlegung von n. Bekanntlich ist ζi := ζn/p

ai
i eine primitive paii -te

Einheitswurzel und Qn = Q(ζ) = Q(ζ1) . . .Q(ζl) = Qp
a1
1
. . .Qp

al
l
. Nach Satz I.12.14 ist außerdem

Q(ζ1) . . .Q(ζl−1) ∩ Q(ζl) = Q. Nach Fall 1 ist 1, ζi, . . . , ζ
φ(p

ai
i )

i eine Ganzheitsbasis von Qp
ai
i
. Nach

Lemma A.3.14 sind die entsprechenden Diskriminanten für verschiedene pi teilerfremd. Durch Induktion
nach l erhält man aus Lemma A.3.16 eine Ganzheitsbasis von Qn bestehend aus Potenzen von ζ. Für
s ≥ k lässt sich ζs = ζs − ζs−kΦn(ζ) als Z-Linearkombination kleinerer ζ-Potenzen ausdrücken. Daher
ist 1, ζ, . . . , ζk−1 bereits eine Ganzheitsbasis.
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Bemerkung A.3.18. Aus Lemma A.3.14 und Lemma A.3.16 kann man eine explizite (aber äußerst
unübersichtliche) Formel für DΦn gewinnen. Insbesondere haben n und DΦn die gleichen Primteiler.

Satz A.3.19 (Kronecker). Sei α ∈ Z[X] \ {X} irreduzibel. Für alle Nullstellen x ∈ C von α gelte
|x| ≤ 1. Dann ist α ein Kreisteilungspolynom.

Beweis (Greiter). Die Nullstellen x1, . . . , xn ∈ C von α sind paarweise verschieden, da α irreduzibel
ist (Satz I.11.20) und ungleich 0 wegen α ≠ X. Die Begleitmatrix A ∈ Zn×n von α hat Eigenwerte
x1, . . . , xn (Lemma II.10.4) und ist daher diagonalisierbar. Sei also S = (sij) ∈ GL(n,C) mit SAS−1 =
D = diag(x1, . . . , xn) und S−1 = (s′ij). Für k ∈ N ist der Eintrag von Ak = S−1DkS an Position (i, j)
beschränkt durch ∣∣∣ n∑

l=1

s′ilx
k
l slj

∣∣∣ ≤ n∑
l=1

|s′ilslj |.

Da die Matrizen Ak ganzzahlig sind, ist die Menge {Ak : k ∈ N} endlich. Also existieren k < l mit
Ak = Al und Al−k = 1 = Dl−k. Dies zeigt xl−ki = 1 für i = 1, . . . , n. Als irreduzibler Teiler von X l−k−1
muss α ein Kreisteilungspolynom sein.

Satz A.3.20. Mit den Bezeichnungen aus Satz III.12.57 ist

FqCn ∼=×
d|m

φ(d)/ordd(q)×
i=1

Fq[X]/(Φd,i)
pk

die Peirce-Zerlegung von FqCn. Für d | m gibt es φ(d)/ordd(q) nicht-isomorphe einfache FqCn-Moduln
der Dimension ordd(q) (über Fq). Die entsprechenden projektiv-unzerlegbaren Moduln haben Dimension
ordd(q)

pk .

Beweis. Für G = ⟨x⟩ ∼= Cn ist die Abbildung Fq[X] → FqG, X 7→ g ein Ringepimorphismus mit Kern
(Xn − 1). Aus dem chinesischen Restsatz für Ringe folgt mit Satz III.12.57 die angegebene Zerlegung
(vgl. Aufgabe II.66). Sei R := Fq[X]/(Φd,i)

pk . Nach dem zweiten Isomorphiesatz istMd,i := Fq[X]/(Φd,i)
ein einfacher R-Modul. Außerdem ist

Md,i → (Φd,i)
a/(Φd,i)

a+1,

α+ (Φd,i) 7→ αΦad,i + (Φd,i)
a+1

ein Isomorphismus von R-Moduln für a = 1, . . . , pk − 1. Die Kompositionsfaktoren des regulären R-
Moduls sind daher isomorph. Nach Satz II.8.26 muss R ein Block von FqCn sein. Die FqCn-Untermoduln
von R haben die Form (Φd,i)

a/(Φd,i)
pk . Insbesondere ist R projektiv-unzerlegbar. Die Dimensionen

ergeben sich aus den Graden der Φd,i.

Beispiel A.3.21. Im Fall n | q − 1 haben alle irreduziblen Darstellungen von Cn über Fq Grad 1 (wie
über C).

Folgerung A.3.22. Sei n ∈ N und q ≠ 1 eine Primzahlpotenz. Genau dann ist Φn irreduzibel in Fq[X],
wenn g := ggT(n, q2) ≤ 2 und |⟨q + n

gZ⟩| = φ(n).
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Beweis. Im Fall g = 1 folgt die Behauptung aus Satz III.12.57. Im Fall g = 2 ist n = 2m mit 2 ∤ m.
Dann gilt Φn = Φm(−X) = Φm in F2[X] ⊆ Fq[X]. Wieder gilt die Behauptung nach Satz III.12.57. Sei
nun g > 2 und n = pkm mit p | q und p ∤ m. Dann gilt

Φn | Xn − 1 =
∏
d|m

Φp
k

d .

Für d | n ist φ(d) ≤ φ(n) nach Aufgabe I.51. Wegen

degΦn = φ(n) = φ(pk)φ(m) > φ(m) ≥ φ(d) = degΦd

kann Φn nicht irreduzibel sein.

Beispiel A.3.23.

(i) Die Bedingung in Folgerung A.3.22 impliziert, dass Φn nur dann irreduzibel in Fq[X] sein kann,
wenn (Z/nZ)× zyklisch ist. Nach Folgerung I.8.35 muss n dafür die Form 4, pk, 2pk für eine ungerade
Primzahl p haben. Daher ist Φ12 reduzibel modulo p für jede Primzahl p (vgl. Beispiel I.8.57).

(ii) Für q = 2 gilt

Φ21 =
X21 − 1

Φ1Φ3Φ7
=

X21 − 1

(X − 1)(X2 +X + 1)(X6 + . . .+ 1)

= X12 +X11 +X9 +X8 +X6 +X4 +X3 +X + 1 = Φ21,1Φ21,2

= (X6 +X4 +X2 +X + 1)(X6 +X5 +X4 +X2 + 1) ∈ F2[X].

Lemma A.3.24. Für n ∈ N gilt

Φn =
∏
d|n

(Xn/d − 1)µ(d)

mit der Möbius-Funktion µ.

Beweis. Die Möbius-Inversion Satz I.2.42 gilt auch, wenn man (C,+) durch die abelsche Gruppe
(Q(X)×, ·) ersetzt (gleicher Beweis). Für f(n) := Φn gilt F (n) =

∏
d|n f(d) = Xn − 1. Dies zeigt die

Behauptung.

Bemerkung A.3.25.

(i) Ist n = pa11 . . . pass die Primfaktorzerlegung von n ∈ N und q := p1 . . . ps, so gilt

Φn =
∏
d|n

(X
n
d − 1)µ(d) =

∏
d|q

(
(X

n
q )

q
d − 1

)µ(d)
= Φq(X

n
q )

nach Lemma A.3.24. Dies reduziert die Berechnung von Φn auf quadratfreie n. Für p ∈ P mit
p ∤ n gilt

Φpn =
∏
d|n

(X
pn
d − 1)µ(d)(X

pn
pd − 1)µ(pd) =

∏
d|n

(
(Xp)

n
d − 1

)µ(d)
(X

n
d − 1)µ(d)

=
Φn(X

p)

Φn
.

Schließlich ist Φp = Xp−1 +Xp−2 + . . .+ 1 für p ∈ P.
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(ii) Berechnet man Φ1,Φ2, . . . ,Φ104, so stellt man fest, dass alle Koeffizienten 0 oder ±1 sind. Überra-
schenderweise ist dies im Allgemeinen falsch.

Satz A.3.26 (Suzuki). Jede ganze Zahl ist Koeffizient eines Kreisteilungspolynoms.

Beweis. Sei s > 2 ungerade. Für genügend große m ∈ N existieren nach Tschebyschow1 Primzahlen
p1 < . . . < ps zwischen m und 2m. Insbesondere gilt p1 + p2 > 2m ≥ ps. Sei n := p1 . . . ps. Jeder Teiler
von n hat die Form d = pi1 . . . pik mit k ≥ 0. Im Fall k < s− 1 ist

(Xn/d − 1)µ(d) ≡ −1 (mod Xps+1).

Die Anzahl der Teiler mit k < s− 1 beträgt 2s − s− 1 ≡ 0 (mod 2). Mit Lemma A.3.24 folgt

(X − 1)Φn ≡
s∏
i=1

(Xpi − 1) ≡ Xp1 + . . .+Xps − 1 (mod Xps+1).

Nun ist (X − 1)(Xps +Xps−1 + . . .+X + 1) = Xps+1 − 1 ≡ −1 (mod Xps+1) und man erhält

Φn ≡ −(Xp1 + . . .+Xps − 1)(Xps +Xps−1 + . . .+X + 1)

≡ (1− s)Xps + (2− s)Xps−1 + (2− s)Xps−2 + . . . (mod Xps+1),

denn ps−1 ≤ ps−2. Also sind bereits −1,−2, . . . Koeffizienten von Kreisteilungspolynomen. Wir können
sicherlich p1 > 2 annehmen, sodass n ungerade ist. Seien ζ1, . . . , ζt ∈ C die primitiven n-ten Einheits-
wurzeln mit t = φ(n) ≡ 0 (mod 2). Dann sind −ζ1, . . . ,−ζt die primitiven 2n-ten Einheitswurzeln.
Also gilt

Φ2n =

t∏
i=1

(X + ζi) = (−1)t
t∏
i=1

(−X − ζi) = Φn(−X)

≡ (s− 1)Xps + (2− s)Xps−1 + (s− 2)Xps−2 + . . . (mod Xps+1).

Also sind auch 1, 2, . . . Koeffizienten von Kreisteilungspolynomen. Schließlich ist 0 ein Koeffizient von
Φ4 = X2 + 1.

Definition A.3.27. Seien a, n ∈ N \ {1}. Eine Primzahl p heißt Zsigmondy-Primzahl bzgl. an, falls
p | an − 1 und p ∤ ak − 1 für k = 1, . . . , n − 1. Dies bedeutet, dass a die multiplikative Ordnung n
modulo p hat.

Lemma A.3.28. Sei n = psm ∈ N mit p ∈ P und s ≥ 1. Dann gilt Φn(a) > ap
s−1(p−2) für a ∈ N \ {1}.

Beweis. Wegen s ≥ 1 ist n ≥ p ≥ 2. Sei ζ = e2πi/n ∈ C. Dann gilt zunächst

Φn(a) =
∏

1≤k≤n
ggT(n,k)=1

(a− ζk) =
∏

1≤k≤n/2
ggT(n,k)=1

|a− ζk|2 > 0.

Für b := ap
s−1 gilt bp − 1 ≥ bp−2(b2 − 1). Wie in Bemerkung A.3.25 folgt

Φn(a) =
∏
d|m

(an/d − 1)µ(d)

(an/(pd) − 1)µ(d)
=

Φm(a
ps)

Φm(ap
s−1)

=
Φm(b

p)

Φm(b)
=

∏
ggT(k,m)=1

|bp − ζk|
|b− ζk|

>
(bp − 1

b+ 1

)φ(m)
≥ (bp−2(b− 1))φ(m) ≥ bp−2.

1Siehe Vorlesungsskript Zahlentheorie
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Lemma A.3.29. Seien a, n ≥ 2. Sei p ein Primteiler von Φn(a) und n = psm mit p ∤ m sowie s ≥ 0.

(i) Genau dann ist p eine Zsigmondy-Primzahl bzgl. an, wenn s = 0.

(ii) Ist s ≥ 1, so ist m | p− 1. Insbesondere ist p dann der größte Primteiler von n.

(iii) Ist s ≥ 1 und p2 | Φn(a), so ist p = n = 2.

Beweis.

(i) Im Fall s ≥ 1 ist 1 ≡ an ≡ (ap)n/p ≡ an/p nach Fermat. Also ist p keine Zsigmondy-Primzahl.
Nehmen wir nun umgekehrt an, dass p keine Zsigmondy-Primzahl ist. Dann muss die Ordnung
von a modulo p ein echter Teiler von n sein. Insbesondere existiert ein Primteiler q von n mit
an/q ≡ 1 (mod p). Sei c := an/q. Aus Φn(a) | an−1

an/q−1
folgt

0 ≡ Φn(a) ≡
an − 1

an/q − 1
≡ cq − 1

c− 1
= 1 + c+ . . .+ cq−1 ≡ q (mod p),

d. h. p = q | n.

(ii) Das obige Argument zeigt, dass die Ordnung von a modulo p die Form n/pt mit t ≥ 1 hat. Damit
ist n

pt | p− 1, also s = t und m | p− 1.

(iii) Sei zunächst p > 2 und d := c− 1 = an/p − 1. Dann gilt p | d und

an − 1

an/p − 1
=

(1 + d)p − 1

d
= p+

p∑
k=2

(
p

k

)
dk−1 ≡ p (mod p2).

Also ist p2 ∤ Φn(a). Sei nun p = 2 und n > 2. Dann ist n = 2s nach (ii) und a ist ungerade wegen
2 = p | an − 1. Wie oben folgt

an − 1

an/p − 1
=
c2 − 1

c− 1
= c+ 1 = a2

s−1
+ 1 ≡ 2 (mod 4).

Dies zeigt 4 ∤ Φn(a).

Satz A.3.30 (Zsigmondy). Für a, n ≥ 2 existiert stets eine Zsigmondy-Primzahl bzgl. an außer in
den folgenden Fällen:

(i) n = 2, a = 2k − 1 für k ≥ 2.

(ii) n = 6, a = 2.

Beweis. Besitzt Φn(a) mehr als einen Primteiler, so existiert eine Zsigmondy-Primzahl nach Lem-
ma A.3.29. Sei also Φn(a) = pk, wobei p der größte Primteiler von n ist. Für n = 2 ist p = 2 und
2k = Φ2(a) = a+ 1. Sei also n ≥ 3. Nach Lemma A.3.29 ist Φn(a) = p. Im Fall p = 2 wäre n = 2s ≥ 4
und Φn(a) = a2

s−1
+ 1 > 2 = p. Also ist p > 2 und n = psm mit m | p− 1. Nach Lemma A.3.28 gilt

p = Φn(a) > ap
s−1(p−2) ≥ 2p−2 = 2p−3 + 2p−4 + . . .+ 1 + 1 ≥ p− 1.

Dies liefert p = 3, a = 2 und s = 1. Also ist n ∈ {3, 6}. Für an = 23 ist 7 eine Zsigmondy-Primzahl.
Somit bleibt nur der Ausnahmefall n = 6.
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Bemerkung A.3.31.

(i) Für n = 2 und a = 2k − 1 ist

an − 1 = 22k − 2k+1 = 2k(a− 1)

und es gibt keine Zsigmondy-Primzahl. Das Gleiche gilt für (n, a) = (6, 2) wegen 26 − 1 = 63 =
32 · 7 = (22 − 1)2(23 − 1).

(ii) Sei q > 1 eine Primzahlpotenz. Bekanntlich ist qn−1 ein Teiler von |GL(n, q)|. Mit Zsigmondy und
Cauchy kann man also auf die Existenz von invertierbaren Matrizen mit „großer“ Primzahlordnung
schließen.

482



A.4 Analytischer Beweis des Fundamentalsatz
der Algebra

Bemerkung A.4.1. Wir haben den Fundamentalsatz der Algebra in Satz I.13.7 mit möglichst wenig
Analysis bewiesen (der Zwischenwertsatz für reelle Polynome wurde benutzt). Wir führen nun einen
kürzeren Beweis, der etwas mehr Analysis benutzt (aber ohne Funktionentheorie auskommt).

Satz A.4.2. Jedes nicht-konstante Polynom α ∈ C[X] besitzt eine Nullstelle.

Beweis (Argand). Angenommen α besitzt keine Nullstelle. Da α nicht konstant ist, existiert ein r > 0
mit |α(x)| > |α(0)| für alle x ∈ C mit |x| > r. Die stetige Funktion C → R, x 7→ |α(x)| (wobei man
C als R2 auffasst) nimmt daher ihr Minimum auf der kompakten Menge {x ∈ C : |x| ≤ r} an. Sei
|α(x0)| > 0 dieses Minimum. Indem man α durch α(x0)−1α(X + x0) ersetzt, kann man x0 := 0 und
α(0) = 1 annehmen. Sei k ∈ N mit α = 1 + aXk +Xk+1β für a ∈ C× und β ∈ C[X]. Sei z ∈ C eine
k-te Wurzel aus −a−1. Indem wir α durch α(zX) ersetzen, können wir a = −1 annehmen. Da auch
x 7→ |β(x)| stetig ist (möglicherweise ist β = 0), existiert ein 0 < t < 1 mit t|β(t)| < 1. Dann erhält
man den Widerspruch

|α(t)| ≤ 1− tk + tkt|β(t)| < 1.

Bemerkung A.4.3. In der linearen Algebra 1 beweist man den Spektralsatz für symmetrische Matrizen
üblicherweise, indem man den Fundamentalsatz der Algebra für die Existenz von Eigenwerten benutzt.
Dies ist ungünstig, da der Spektralsatz selbst keine komplexen Zahlen benötigt. Der folgende Beweis
umgeht dieses Problem.

Satz A.4.4. Jede symmetrische Matrix A ∈ Rn besitzt einen reellen Eigenwert.

Beweis (Geck). Sei
µ(A) := inf

{
vtAv : v ∈ Rn, |v| = 1

}
und B := A− µ(A)1n. Für alle v ∈ Rn gilt vtBv ≥ 0, d. h. B ist positiv semidefinit. Nehmen wir an,
dass B sogar positiv definit ist. Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren findet man eine Matrix S ∈ GL(n,R)
mit B = StS (Sylvesters Trägheitssatz). Nach Definition von µ(A) existiert eine Folge normierter
Vektoren v1, v2, . . . ∈ Rn mit

lim
i→∞

|Svi|2 = lim
i→∞

vtiBvi = 0.

Nun muss auch jede Koordinate von Svi gegen Null streben mit i→ ∞. Mit der Dreiecksungleichung
erhält man den Widerspruch

1 = lim
i→∞

|vi| = lim
i→∞

|S−1Svi| = 0.

Also ist det(B) = 0 und es existiert ein v ∈ Rn mit Bv = 0. Nun ist v ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert µ(A).
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A.5 Transzendente Erweiterungen

Definition A.5.1. Eine Körpererweiterung K ⊆ L heißt endlich erzeugt , falls x1, . . . , xn ∈ L (nicht
notwendig algebraisch) mit L = K(x1, . . . , xn) existieren.

Satz A.5.2. Seien K ⊆M ⊆ L Körpererweiterungen. Ist L über K endlich erzeugt, so auch M .

Beweis. Jedes endliche Erzeugendensystem von L enthält eine Transzendenzbasis von L über K. Für
eine Transzendenzbasis T von M über K gilt dann |T | = trg(M |K) ≤ trg(L|K) < ∞. Indem wir K
durch K(T ) ersetzen, können wir annehmen, dass M algebraisch über K ist (sicher ist L dann immer
noch endlich erzeugt). Sei B eine Transzendenzbasis von L über K. Wegen |L : K(B)| <∞ genügt es
|M : K| ≤ |L : K(B)| zu zeigen. Wegen

trg(M(B)|M) = trg(M(B)|M) + trg(M |K) = trg(M(B)|K)

= trg(M(B)|K(B)) + trg(K(B)|K) = trg(K(B)|K) = |B|

istB algebraisch unabhängig überM . Seien a1, . . . , an ∈M linear unabhängig überK und
∑n

i=1 λiai = 0
mit λ1, . . . , λn ∈ K(B). Multipliziert man die λi mit einem gemeinsamen Nenner, so erhält man
Polynome δ1, . . . , δn ∈ K[Xb : b ∈ B] mit

∑
δi(B)ai = 0. Da B algebraisch unabhängig über M ist,

folgt
∑
aiδi = 0. Ein Koeffizientenvergleich ergibt δ1 = . . . = δn = 0, denn die ai sind linear unabhängig

über K. Da K[Xb : b ∈ B] ein Integritätsbereich ist, gilt auch δ1 = . . . = δn = 0. Also sind a1, . . . , an
auch linear unabhängig über K(B). Dies zeigt |M : K| ≤ |L : K(B)| <∞.

Satz A.5.3 (Lüroth). Seien K ⊆ L ⊆ M Körpererweiterungen und x ∈ M mit M = K(x). Dann
existiert ein a ∈ L mit L = K(a).

Beweis. Ist x algebraisch über K, so folgt die Behauptung aus Aufgabe II.19. Sei also x transzendent
und o. B. d.A. K ⊊ L ⊆M = K(X). Nach Lemma II.4.9 ist K ⊆ L (absolut) transzendent. Daher ist

1 = trg(K(X)|K)
II.4.18
= trg(K(X)|L) + trg(L|K) ≥ trg(K(X)|L) + 1

und L ⊆ K(X) ist algebraisch. Sei α ∈ L[Y ] das Minimalpolynom von X über L. Da X transzendent
über K ist, besitzt α einen Koeffizienten a ∈ L \K. Wir arbeiten nun über den faktoriellen Ringen
R := K[X] und R[Y ]. Wir schreiben a = b

c mit teilerfremden b, c ∈ R. Sei d ∈ R, sodass α̃ := dα ∈ R[Y ]
primitiv ist. Dann ist d der führende Koeffizient von α̃ und c | d. Wir definieren

β := cb(Y )− bc(Y ) ∈ R[Y ],

γ :=
β

c
= b(Y )− ac(Y ) ∈ K(a)[Y ] ⊆M [Y ].

Wegen γ(X) = β(X) = 0 ist α | γ. Daher existiert δ ∈ K(X)[Y ] mit α̃δ = β.
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Wir zeigen δ ∈ K in drei Schritten. Sei e ∈ R, sodass δ̃ := eδ ∈ R[Y ] primitiv ist. Nach Lemma II.5.24
ist auch eβ = α̃δ̃ primitiv und es folgt e ∈ R× = K×. Also ist δ ∈ R[Y ]. Sei degX β der Grad von β als
Polynom in X (mit Koeffizienten in K[Y ]). Dann gilt

degX β ≤ max{deg b,deg c} ≤ degX α̃, (A.5.1)

denn α̃ besitzt zwei Koeffizienten, die durch c bzw. b teilbar sind. Daher ist sogar δ ∈ K[Y ]. Division
mit Rest liefert σb, σc, τb, τc ∈ K[Y ] mit b(Y ) = σbδ + τb, c(Y ) = σcδ + τc und deg τb, deg τc < deg δ.
Wegen

β = cb(Y )− bc(Y ) = c(σbδ + τb)− b(σcδ + τc) = δ(cσb − bσc) + cτb − bτc

ist δ | cτb − bτc. Ein Gradvergleich zeigt cτb − bτc = 0. Die Gleichung cτb = bτc in K(Y )[X] besagt
b | c | b. Wegen ggT(b, c) = 1 und b/c = a /∈ K geht dies nur, falls τb = τc = 0. Also ist δ | ggT(b, c) = 1,
d. h. δ ∈ K.

Da das Minimalpolynom von X über K(a) ein Teiler von γ ist, gilt

|K(X) : L| = |L(X) : L| = degα = deg α̃ = deg(α̃δ) = deg β = deg γ

≥ |K(a)(X) : K(a)| = |K(X) : K(a)|
a∈L
≥ |K(X) : L|.

Dies zeigt L = K(a).

Satz A.5.4 (Steinitz). Je zwei gleichmächtige überabzählbare algebraisch abgeschlossene Körper der
gleichen Charakteristik sind isomorph.

Beweis. Sei K ein überabzählbarer, algebraisch abgeschlossener Körper. Die Charakteristik von K
bestimmt den Primkörper P von K bis auf Isomorphie. Sei B eine Transzendenzbasis von K über P .
Dann ist K der algebraische Abschluss von P (B). Nach Folgerung II.2.11 ist K bis auf Isomorphie
durch P (B) eindeutig bestimmt. Da jedes Element aus K Nullstelle eines Polynoms in P (B)[X] ist,
ist K eine abzählbare Vereinigung von Kopien von P (B). Da K unendlich groß ist, müssen K und
P (B) gleichmächtig sein. Nach Bemerkung II.4.7 ist P (K) zum Körper der rationalen Funktionen
P (Xb : b ∈ B) isomorph. Es genügt daher zu zeigen, dass P (B) und B gleichmächtig sind. Bekanntlich
ist P höchstens abzählbar. Jedes Element in P (B) hat die Form α(C)/β(C), wobei α und β Polynome
mit Koeffizienten in P sind und C eine endliche Teilmenge von B ist. Wäre B endlich, so wären P (B)
und K abzählbar. Also ist B unendlich. Sei

B := {C ⊆ B : |C| <∞}.

Dann P (B) in einer Menge vom Typ
⋃
C∈B P enthalten. Insbesondere sind P (B) und B gleichmächtig. In

der Mengenlehre1 zeigt man, dass B und B gleichmächtig sind. Damit sind auch K und B gleichmächtig.
Insgesamt ist K durch seine Mächtigkeit und Charakteristik bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beispiel A.5.5. Die abzählbaren algebraisch abgeschlossenen Körper Q und Q(X) sind nicht isomorph,
da Q(X) nicht über seinem Primkörper algebraisch ist.

Bemerkung A.5.6. Die (formale) Ableitung für Polynome lässt sich genauso gut für Potenzreihen
und sogar Laurentreihen definieren (Aufgabe II.30). Die Summen- und Produktregel übertragen sich
leicht. Aus der Produktregel folgt

α′ =
(α
β
β
)′

=
(α
β

)′
β +

αβ′

β

1Siehe Skript zur Logik und Mengenlehre
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für α, β ∈ K((X)) und β ̸= 0. Durch Umstellen erhält man die Quotientenregel(α
β

)′
=
α′β − αβ′

β2
.

Nach der universellen Eigenschaft lässt sich die Einbettung K[X] ↪→ K[[X]] ↪→ K((X)) zu genau einem
Homomorphismus K(X) → K((X)) fortsetzen (Aufgabe I.40). Wir betrachten im Folgenden K(X) als
Teilkörper von K((X)).

Definition A.5.7. Sei ∂α
∂Xk

die (partielle) Ableitung von α ∈ K(X1, . . . , Xn) nach Xk.

Lemma A.5.8 (Mehrdimensionale Kettenregel). Für α ∈ K[X1, . . . , Xn] und β1, . . . , βn ∈ K(X1, . . . , Xn)
gilt

∂α(β1, . . . , βn)

∂Xk
=

n∑
i=1

∂βi
∂Xk

∂α

∂Xi
(β1, . . . , βn).

Beweis. Wegen der Summenregel können wir annehmen, dass α ein Monom ist, etwa α = Xa1
1 . . . Xan

n .
Nach der Produktregel gilt

∂α(β1, . . . , βn)

∂Xk
=

n∑
i=1

ai
∂βi
∂Xk

βa11 . . . βai−1
i . . . βann =

n∑
i=1

∂βi
∂Xk

∂α

∂Xi
(β1, . . . , βn).

Satz A.5.9. Sei charK = 0. Genau dann ist α1, . . . , αn ∈ K(X1, . . . , Xn) eine Transzendenzbasis von
K(X1, . . . , Xn) über K, wenn det(∂αi/∂Xj) ̸= 0.

Beweis. Wegen trg(K(X1, . . . , Xn)) = n ist α1, . . . , αn genau dann eine Transzendenzbasis, wenn
α1, . . . , αn algebraisch unabhängig sind. Angenommen α1, . . . , αn sind algebraisch abhängig. Dann
existiert β ∈ K[X1, . . . , Xn] \ K mit β(α1, . . . , αn) = 0. Sei dabei deg β so klein wie möglich. Die
Kettenregel liefert

n∑
j=1

∂αj
∂Xi

∂β

∂Xj
(α1, . . . , αn) = 0

für i = 1, . . . , n. Dies ist ein lineares Gleichungssystem in K(X1, . . . , Xn) mit Koeffizientenmatrix
(∂αj/∂Xi). Wegen β /∈ K und charK = 0 existiert ein j mit ∂β/∂Xj ̸= 0. Da deg β minimal ist, gilt
∂β
∂Xj

(α1, . . . , αn) ̸= 0. Also hat das Gleichungssystem eine nicht-triviale Lösung und die Determinante
der Koeffizientenmatrix muss 0 sein.

Seien nun α1, . . . , αn algebraisch unabhängig überK. Wegen trg(K(X1, . . . , Xn)) = n sindXi, α1, . . . , αn
algebraisch abhängig für 1 ≤ i ≤ n. Sei βi ∈ K[X0, . . . , Xn] \K mit βi(Xi, α1, . . . , αn) = 0 und deg βi
minimal. Ableiten nach Xk ergibt

δik
∂βi
∂X0

(Xi, α1, . . . , αn) +

n∑
j=1

∂αj
∂Xk

∂βi
∂Xj

(Xi, α1, . . . , αn) = 0

für i = 1, . . . , n. Da α1, . . . , αn algebraisch unabhängig sind, muss X0 in jedem βi auftauchen. Insbe-
sondere ist ∂βi/∂X0 ̸= 0 mit kleinerem Grad als βi. Nach Wahl von βi ist ∂βi

∂X0
(Xi, α1, . . . , αn) ̸= 0 für

i = 1, . . . , n. Dies liefert eine Matrixgleichung in K[X1, . . . , Xn]:( ∂βi
∂Xj

(Xi, α1, . . . , αn)
)( ∂αi

∂Xj

)
= −

(
δij

∂βi
∂X0

(Xi, α1, . . . , αn)
)
.
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Da die Determinante der Diagonalmatrix auf der rechten Seite nicht verschwindet, muss det(∂αi/∂Xj) ̸=
0 gelten.

Bemerkung A.5.10. Man nennt (∂αi/∂Xj) die Jacobi-Matrix von α1, . . . , αn.

Beispiel A.5.11. Seien α = XY , β = Y + Z und γ = X2

Z . Die Determinante der Jacobi-Matrix ist

det

 Y X 0
0 1 1
2X
Z 0 −X2

Z2

 = −X
2Y

Z2
+

2X2

Z
=
X2(2Z − Y )

Z2
̸= 0.

Daher ist α, β, γ eine Transzendenzbasis von K(X,Y, Z).

Definition A.5.12. Sei α ∈ K[X1, . . . , Xn], sodass der Grad von α in jedem Xi kleiner d ist. Man
nennt

Ω(α) := α(Y, Y d, . . . , Y dn−1
) ∈ K[Y ]

die Kronecker-Transformation von α.

Bemerkung A.5.13. Wegen der Eindeutigkeit der d-adischen Entwicklung ist die Kronecker-Transformation
injektiv. Außerdem gilt Ω(α +

· β) = Ω(α) +
· Ω(β), falls wohldefiniert. Das folgende Kriterium erlaubt es,

die Irreduzibilität von α im gewöhnlichen Polynomring K[Y ] zu überprüfen.

Satz A.5.14 (Kronecker-Kriterium). Ein Polynom α ∈ K[X1, . . . , Xn] ist genau dann irreduzibel,
wenn für jede Faktorisierung Ω(α) = βγ mit β, γ ∈ K[Y ] \K das Polynom Ω−1(β)Ω−1(γ) in einem Xi

Grad ≥ d besitzt.

Beweis. Sei α reduzibel, also α = α1α2 mit α1, α2 ∈ K[X1, . . . , Xn] \K. Der Grad von αi in jedem Xj

ist < d. Für β := Ω(α1), γ := Ω(α2) gilt Ω(α) = βγ und Ω−1(β)Ω−1(γ) = α.

Nehmen wir umgekehrt an, dass Ω(α) = βγ gilt, wobei der Grad von Ω−1(β)Ω−1(γ) in jedem Xi kleiner
d ist. Wegen der Eindeutigkeit der Kronecker-Transformation muss dann α = Ω−1(β)Ω−1(γ) gelten.
Also ist α reduzibel.

Beispiel A.5.15. Sei α = X1 +X2 ∈ Q[X1, X2] mit d = 2. Dann ist Ω(α) = Y + Y 2 = Y (1 + Y ),
Ω−1(Y ) = X1 und Ω−1(1 + Y ) = 1 +X1. Da der Grad von X1 in X1(1 +X1) = X1 +X2

1 gleich d ist,
ist α irreduzibel.
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A.6 Automorphismengruppen von Zahlkörpern

Bemerkung A.6.1. Nach Aufgabe II.20 existiert für jede endliche Gruppe G eine Galois-Erweiterung
K ⊆ L mit Gal(L|K) ∼= G. Das in Bemerkung I.12.18 erwähnte inverse Galois-Problem fragt, ob
man stets K = Q wählen kann. In Satz I.12.19 und Satz II.11.48 haben wir das für abelsche und
symmetrische Gruppen verifiziert. Wir beweisen in diesem Abschnitt, dass es stets eine (nicht-normale)
Körpererweiterung Q ⊆ L mit Aut(L) = Gal(L|Q) ∼= G gibt.

Lemma A.6.2. Sei Xn + a1X
n−1 + . . .+ an ∈ R[X] mit n paarweise verschiedenen reellen Nullstellen.

Dann existiert ein ϵ > 0 mit folgender Eigenschaft: Sind b1, . . . , bn ∈ R mit |ai− bi| < ϵ für i = 1, . . . , n,
so besitzt Xn + b1X

n−1 + . . .+ bn ebenfalls n paarweise verschiedene reelle Nullstellen.

Beweis. Wir betrachten die Funktion f : Rn → Rn, die (x1, . . . , xn) auf die Koeffizienten c1, . . . , cn von
(X−x1) . . . (X−xn) abbildet. Nach Vieta gilt f(x)i = ci = (−1)iσi(x) für i = 1, . . . , n. Insbesondere ist
fi stetig differenzierbar, d. h. alle partiellen Ableitungen existieren und sind stetig. Nach Voraussetzung
existiert y ∈ Rn mit f(y) = (a1, . . . , an) und yi ̸= yj für i ̸= j. Wir zeigen, dass die Jacobi-Matrix
Jf = (∂fi/∂xj) bei y invertierbar ist. Indem wir jede zweite Zeile mit −1 multiplizieren, können wir

A :=
(∂σi
∂xj

)
(y) =


1 · · · 1

y2 + . . .+ yn · · · y1 + . . .+ yn−1

...
...

y2 . . . yn · · · y1 . . . yn−1


betrachten. Wir subtrahieren das σ1(y)-Fache der ersten Zeile von der zweiten Zeile von A und
multiplizieren diese anschließend mit −1. Die zweite Zeile ist dann (y1, y2, . . . , yn). Nehmen wir induktiv
an, dass die i-te Zeile (für i = 1, . . . , k) von A bereits in die Form (yi−1

1 , . . . , yi−1
n ) durch elementare

Zeilenoperationen überführt wurde. Wir subtrahieren das σk(y)-Fache der ersten Zeile von der (k + 1)-
Zeile. Im Eintrag an Position (k + 1, j) verschwinden dadurch alle Termine, die kein yj enthalten. Nun
addieren wir das σ2(y)-Fache der zweiten Zeile auf die (k+1)-Zeile. Dadurch verschwinden alle Termine,
die genau ein yj enthalten. Fortsetzen dieses Verfahren liefert an Position (k + 1, j) schließlich

∂σk+1

∂xj
(y)− σk(y) + yjσk−1(y)∓ . . .+ (−1)k+1ykj σ1(y) = (−1)k+1yk+1

j .

Durch anschließende Multiplikation mit (−1)k+1 wird die (k + 1)-te Zeile zu (yk+1
1 , . . . , yk+1

n ). Durch
Induktion nach k wird aus A also eine Vandermonde-Matrix mit detA =

∏
i<j(yj−yi) ̸= 0. Insbesondere

sind A und Jf (y) invertierbar.

Nach dem Satz von der Umkehrfunktion aus der Analysis1 besitzt f in einer offenen Umgebung U von
(a1, . . . , an) eine stetige Umkehrfunktion. Für (b1, . . . , bn) ∈ U hat das Polynom Xn+ b1X

n−1+ . . .+ bn
reelle Nullstellen „nahe“ an y1, . . . , yn. Insbesondere müssen diese Nullstellen paarweise verschieden sein
(falls nah genug).

1Siehe Satz 8.3 in [O. Forster, Analysis 2, Springer Spektrum, Wiesbaden, 2017]
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Lemma A.6.3. Sei K ein Zahlkörper und α ∈ K[X] vom Grad 3 ohne doppelte Nullstelle. Genau dann
hat α lauter reelle Nullstellen, wenn Dα > 0.

Beweis. Seien x, y, z ∈ C die Nullstellen von α und o. B. d.A. x ∈ R. Gilt z = y, so ist

Dα = (x− y)2(x− y)2(y − y)2 = |x− y|4
(
2Im(y)

)2
< 0.

Gilt hingegen y, z ∈ R, so ist Dα =
(
(x− y)(x− z)(y − z)

)2
> 0.

Satz A.6.4 (Fried). Jede endliche Gruppe ist die Automorphismengruppe eines reellen Zahlkörpers.

Beweis (Geyer). Sei G eine endliche Gruppe. Nach Cayley können wir G ≤ Sn für ein n ∈ N
annehmen. O.B. d.A. sei n ≥ 3 eine Primzahl. Bekanntlich existieren irreduzible Polynome α2 ∈ F2[X]
und α3 ∈ F3[X] mit Graden n− 2 und n (zum Beispiel Minimalpolynome von Erzeugern von F×

3n). Wir
wählen normierte Polynome α2, α3 ∈ Z[X] mit αp ≡ αp (mod p) für p ∈ {2, 3} und definieren

α := 3(X2 +X + 1)α2 − 2α3 ∈ Z[X]

vom Grad n. Mit α3 ist auch α ≡ α3 (mod 3) irreduzibel. Da die Polynome (X2+X+1)α2 und α3 keine
doppelten Nullstellen besitzen, ist die Diskriminante Dα teilerfremd zu 6. Nach Dedekind (Satz II.11.44)
besitzt Gal(α) eine Permutation mit Zyklentyp (2, n − 2). Da n − 2 ungerade ist, erhält man durch
Potenzieren eine Transposition in Gal(α). Aus Lemma II.11.47 folgt Gal(α) ∼= Sn (vgl. Satz II.11.48).
Diese Eigenschaft bleibt erhalten, wenn wir auf die Koeffizienten von α rationale Zahlen der Form 6k

1+6l
mit k, l ∈ Z addieren. (Man kann α mit einem Hauptnenner kongruent zu 1 modulo 6 multiplizieren,
um α ∈ Z[X] zu garantieren. Der Satz von Dedekind bleibt dann gültig.) Auf diese Weise können wir
die Koeffizienten von α beliebig nahe den entsprechenden Koeffizienten von (X − 1)(X − 2) . . . (X − n)
bringen. Nach Lemma A.6.2 besitzt α nun lauter reelle Nullstellen.

Sei L ⊆ R ein Zerfällungskörper von α und M := Fix(G) ⊆ L. Sei a ∈ ZM ⊆ ZL ein primitives
Element von M . Nach Satz II.11.25 ist ZL ein Dedekindring. Sei P ⊴ ZL ein Primideal mit (3) ⊆ P .
Wir betrachten die P -adische Bewertung ν := νP auf ZL. Nach Lemma III.10.5 setzt sich ν zu einer
ultrametrischen Bewertung auf L fort. Sei R der entsprechende Bewertungsring aus Satz III.10.9. Im Fall
ν(a) < 1 ersetzen wir a durch a+ 1. Nach Bemerkung III.10.4 gilt dann ν(a) = 1. Seien a1 > . . . > ak
die Galois-Konjugierten von a in L. Indem man a durch a+3m für ein m ∈ N ersetzt, kann man ak > 0
annehmen. Indem man G durch eine konjugierte Untergruppe in Sn ersetzt, kann man zusätzlich a = a1
erreichen. Wir wählen t = 3 bc ∈ Q mit b, c ∈ N \ 3N und a > 1

t > a2. Sei

βi := X3 − 3X − 2ait ∈ L[X]

für i = 1, . . . , k. Nach Satz II.11.43 ist 3 unverzweigt in ZL ⊆ R. Wegen ν(a) = 1 ist β1 nach dem
Eisenstein-Kriterium (Aufgabe III.58) irreduzibel über L. Nach Wahl von t ist

Dβ1 = 4 · 27− 4 · 27(at)2 < 0.

Nach Lemma A.6.3 besitzt β1 eine Nullstelle y ∈ C \R. Wir setzen K := L(y). Für γ ∈ Aut(K) ist γ(y)
eine Nullstelle von γ(β1) = βi für ein i ≥ 1. Nehmen wir i ̸= 1 an. Dann ist Dβi > 0 und Lemma A.6.3
zeigt γ(y) ∈ R. Nun hat man den Widerspruch y ∈ K = L(γ(y)) ⊆ R. Also ist i = 1 und γ(a) = a.
Nach Satz I.14.25 ist Gal(β1) ∼= S3. Daher kann K nur eine Nullstelle von β1 enthalten. Dies zeigt
γ(y) = y. Insgesamt folgt

Aut(K) = Gal
(
L(y)|Q(a, y)

)
= Gal

(
L(y)|M(y)

)
.

Wegen β1 ∈M [X] ist |M(y) :M | = deg β1 = 3 und L∩M(y) = R∩M(y) =M . Der Verschiebungssatz
der Galois-Theorie liefert Gal

(
L(y)|M(y)

) ∼= Gal(L|M) ∼= G. Sei z ∈ R die reelle Nullstelle von β1.
Dann ist L(z) ∼= L[X]/(β1) ∼= K ein reeller Zahlkörper mit Aut(L(z)) ∼= G.
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Bemerkung A.6.5. Die im Beweis konstruierte Erweiterung L ⊆ K ist nicht normal, denn Gal(K|L) ⋬
Gal(β1) ∼= S3. Daher ist Q ⊆ K keine Galois-Erweiterung.
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A.7 Artin-Schreier-Theorie

Bemerkung A.7.1. Wir beginnen mit einer Verallgemeinerung von Lemma I.14.2.

Definition A.7.2. Für n ∈ N und einen Körper K sei (K×)n := {xn : x ∈ K×} ≤ K×.

Satz A.7.3 (Kummer). Sei n ∈ N und K ein Körper, der eine primitive n-te Einheitswurzel enthält.
Für x ∈ K× sei Kx ein Zerfällungskörper von Xn − x. Dann ist die Abbildung ⟨x(K×)n⟩ 7→ Kx eine
Bijektion zwischen der Menge der zyklischen Untergruppen von K×/(K×)n der Ordnung n und der
Menge der K-Isomorphieklassen von Galois-Erweiterungen K ⊆ L mit Gal(L|K) ∼= Cn.

Beweis. Sei ζ ∈ K eine primitive n-te Einheitswurzel und x ∈ K× und |⟨x(K×)n⟩| = n. Sei y ∈ Kx mit
yn = x. Dann sind ζy, ζ2y, . . . , ζny die paarweise verschiedenen Nullstellen von Xn − x. Nach Artin ist
K ⊆ Kx eine Galois-Erweiterung. Nach (dem Beweis von) Lemma I.14.2 ist

d := |Kx : K| = |K(y) : K|

ein Teiler von n. Das Minimalpolynom µy von y über K teilt Xn − x und besitzt daher Nullstellen
der Form ζiy mit i ∈ Z. Das Absolutglied von µy hat somit die Form ±ζiyd. Dies zeigt yd ∈ K und
xd = (yd)n ∈ (K×)n. Wegen |⟨x(K×)n⟩| = n gilt d = n. Nach Lemma I.14.2 ist Gal(L|K) ∼= Cn. Sei
x′ ∈ K× mit ⟨x′(K×)n⟩ = ⟨x(K×)n⟩. Dann existieren m ∈ N und a ∈ K× mit x′ = xman. Da Xn − x′

die Nullstellen ymaζi ∈ Kx für i = 1, . . . , n besitzt, ist Kx auch Zerfällungskörper von Xn − x′. Es
folgt Kx′

∼= Kx. Insgesamt ist damit die Wohldefiniertheit der angegebenen Abbildung ⟨x(K×)n⟩ 7→ Kx

gezeigt.

Für die Surjektivität sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit Gal(L|K) ∼= Cn. Nach Lemma I.14.2 ist L
der Zerfällungskörper von Xn− x für ein x ∈ K. Wegen |L : K| = n ist Xn− x irreduzibel und xd /∈ K
für d < n. Also ist |⟨x(K×)n⟩| = n. Seien schließlich x, x′ ∈ K× mit |⟨x(K×)n⟩| = |⟨x′(K×)n⟩| = n
und sei Γ: Kx → Kx′ ein K-Isomorphismus. O.B. d.A. seien Kx und Kx′ Teilkörper des algebraischen
Abschluss K. Da Γ(Kx) = Kx′ ein Zerfällungskörper von Γ(Xn − x) = Xn − x ist, gilt nun Kx = Kx′ .
Sei Gal(Kx|K) = ⟨σ⟩. Seien y ∈ Kx und y′ ∈ Kx′ mit yn = x und (y′)n = x′. Dann sind σ(y)/y und
σ(y′)/y′ primitive n-te Einheitswurzeln in K. O. B. d. A. sei σ(y) = ζy und σ(y′) = ζmy′ für ein m ≤ n.
Wegen Kx = K(y) existieren λ1, . . . , λn ∈ K mit y′ =

∑n
i=1 λiy

i. Es folgt

n∑
i=1

λiζ
myi = ζmy′ = σ(y′) =

n∑
i=1

λiσ(y)
i =

n∑
i=1

λiζ
iyi.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt λi = 0 für i ̸= m. Also ist y′ = λmy
m und x′ = (y′)n = λnmx

m ∈
xm(K×)n. Dies zeigt ⟨x(K×)n⟩ = ⟨x′(K×)n⟩ und die Abbildung ⟨x(K×)n⟩ 7→ Kx ist injektiv.

Beispiel A.7.4. Kummers Satz lässt sich auf K = Q und n = 2 anwenden. Für a, b ∈ Q× gilt
Q(

√
a) ∼= Q(

√
b) genau dann, wenn ab−1 ∈ (Q×)2 (vgl. Aufgabe I.56).
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Satz A.7.5 (Hilberts Satz 90). Sei K ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit zyklischer Galoisgruppe
G = ⟨σ⟩ und a ∈ L.

(i) Genau dann gilt
∏
τ∈G τ(a) = 1, wenn a = b

σ(b) für ein b ∈ L×.

(ii) Genau dann gilt
∑

τ∈G τ(a) = 0, wenn a = b− σ(b) für ein b ∈ L gilt.

Beweis. Sei |G| = n.

(i) Für a = b
σ(b) ist sicher N(a) :=

∏
τ∈G τ(a) = 1. Sei umgekehrt N(a) = 1. Nach Lemma I.14.1 ist

Γ := idL+aσ + aσ(a)σ2 + . . .+ aσ(a) . . . σ(a)n−2σn−1 ̸= 0.

Sei also c ∈ L mit b := Γ(c) ∈ L×. Dann gilt

aσ(b) = aσ(c) + aσ(a)σ2(c) + . . .+N(a)σn(c) = aσ(c) + aσ(a)σ2(c) + . . .+ c = b.

(ii) Für a = b− σ(b) ist sicher S(a) :=
∑

τ∈G τ(a) = 0. Sei umgekehrt S(a) = 0. Nach Lemma I.14.1
existiert ein c ∈ L mit S(c) ∈ LG \ {0} = K \ {0}. Nach Normierung gilt S(c) = 1. Für

b := aσ(c) + (a+ σ(a))σ2(c) + . . .+ (a+ . . .+ σn−2(a))σn−1(c)

gilt dann

σ(b) = σ(a)σ2(c) + . . .+ (σ(a) + . . .+ σn−1(a)︸ ︷︷ ︸
=S(a)−a=−a

)c = σ(a)σ2(c) + . . .− ac = b− aS(c) = b− a.

Bemerkung A.7.6. Der folgende Satz ist eine Version von Kummers Lemma in Primzahlcharakteristik.

Satz A.7.7. Sei K ⊆ L eine Körpererweiterung vom Grad p = charK > 0. Genau dann ist K ⊆ L
eine Galois-Erweiterung, falls L Zerfällungskörper eines Polynoms Xp −X − a ∈ K[X] ist.

Beweis. Sei L Zerfällungskörper von α := Xp −X − a ∈ K[X] und x ∈ L eine Nullstelle von α. Wegen

α(x+ 1) = (x+ 1)p − x− 1− a = xp − x− a+ 1− 1 = α(x) = 0.

hat α paarweise verschiedene Nullstellen x, x + 1, . . . , x + p − 1. Nach Artin ist K ⊆ L eine Galois-
Erweiterung.

Sei nun umgekehrt K ⊆ L eine Galois-Erweiterung mit G := Gal(L|K) = ⟨σ⟩. Wegen
∑

τ∈G τ(1) =
p = 0 existiert nach Hilberts Satz 90 ein x ∈ L mit 1 = x− σ(x). Insbesondere ist x /∈ LG = K und
L(x) = K. Wegen

a := σ(xp − x) = σ(x)p − σ(x) = (x− 1)p − x+ 1 = xp − x ∈ LG = K

ist L Zerfällungskörper von Xp −X − a ∈ K[X].

Lemma A.7.8. Sei K ein Körper der Charakteristik p > 0 und a ∈ K \{bp : b ∈ K}. Dann ist Xpk −a
für jedes k ∈ N irreduzibel in K[X].
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Beweis. Sei α := Xpk − a ∈ K[X] reduzibel, etwa α = βγ mit o. B. d.A. normierten β, γ ∈ K[X] \K.
Für eine Nullstelle x von α in einem Zerfällungskörper gilt dann

β | α = Xpk − a = Xpk − xp
k
= (X − x)p

k
.

Daher ist β = (X − x)s mit 0 < s < pk. Sei s = plt mit p ∤ t und l < k. Dann ist

β = (Xpl − xp
l
)t = Xs − txp

l
Xpl(t−1) + . . .

mit −txpl ∈ K. Wegen p ∤ t ist auch xpl ∈ K. Also ist a = (xp
l
)p

k−l ∈ {bp : b ∈ K}.

Lemma A.7.9. Sei K ein Körper, in dem X2+1 irreduzibel ist. Außerdem sei in einem Zerfällungskörper
von X2 + 1 jedes Element ein Quadrat. Dann ist charK = 0 und jede Summe von Quadraten in K
wieder ein Quadrat.

Beweis. Sei L ein Zerfällungskörper von X2 + 1 und x ∈ L mit x2 = −1. Es genügt zu zeigen, dass die
Summe von zwei Quadraten ein Quadrat ist. Für a, b ∈ K existieren c, d ∈ K mit a+ bx = (c+ dx)2 =
c2 − d2 + 2cdx. Also ist a = c2 − d2 und b = 2cd. Dies zeigt

a2 + b2 = (c2 − d2)2 + (2cd)2 = (c2 + d2)2.

Im Fall charK = p > 0 wäre −1 = 12+. . .+12 (p−1 Summanden) ein Quadrat. Also ist charK = 0.

Satz A.7.10 (Artin-Schreier). Sei K ⊊ L eine endliche Körpererweiterung und L algebraisch
abgeschlossen. Dann ist |L : K| = 2 und charK = 0. Außerdem existiert ein z ∈ L mit L = K(z) und
z2 = −1.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass K vollkommen ist. Sei dazu charK = p > 0 und a ∈ K. Ist a
keine p-te Potenz (also nicht im Bild des Frobenius-Homomorphismus), so ist α := Xpk − a für alle
k ∈ N irreduzibel in K[X] nach Lemma A.7.8. Andererseits besitzt α eine Nullstelle x im algebraisch
abgeschlossenen Körper L. Dies liefert den Widerspruch

pk = |K(x) : K| ≤ |L : K| <∞ ∀k ∈ N.

Also ist K vollkommen und K ⊆ L separabel. Nach Aufgabe II.23 ist K ⊆ L normal und daher eine
Galois-Erweiterung. Sei G := Gal(L|K).

Fall 1: p := |L : K| = |G| ∈ P.
Sei G = ⟨σ⟩. Nehmen wir zunächst charK = p an. Nach Satz A.7.7 ist L = K(x) mit a := xp − x ∈ K.
Da L algebraisch abgeschlossen ist, existiert ein y ∈ L mit yp − y = axp−1. Wir schreiben y =
y0 + y1x+ . . .+ yp−1x

p−1 mit y0, . . . , yp−1 ∈ K. Dann ist

axp−1 = yp − y =

p−1∑
i=0

(ypi x
ip − yix

i) =

p−1∑
i=0

(ypi (x+ a)i − yix
i) = (ypp−1 − yp−1)x

p−1 + . . . .

Ein Koeffizientenvergleich liefert a = ypp−1 − yp−1. Dann wäre aber yp−1 Nullstelle von Xp −X − a und
man hätte den Widerspruch L = K(x) = K(yp−1) = K. Also ist charK ̸= p und Xp − 1 ̸= (X − 1)p in
K[X]. Der algebraisch abgeschlossene Körper L besitzt folglich eine primitive p-te Einheitswurzel ζ.
Wegen Xp−1 = (X−1)(Xp−1+ . . .+1) ist |K(ζ) : K| ≤ p−1 und andererseits |K(ζ) : K|

∣∣ |L : K| = p.
Dies zeigt ζ ∈ K. Nach Lemma I.14.1 existiert ein b ∈ L mit

x := b+ ζσ(b) + ζ2σ2(b) + . . .+ ζp−1σp−1(b) ̸= 0.
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Wegen σ(x) = ζ−1x ≠ x ist L = K(x). Außerdem gilt xp = ζ−pxp = σ(x)p = σ(xp) ∈ LG = K. Wir
wählen y ∈ L mit yp = x. Dann ist σ(y)p2 = σ(yp

2
) = σ(xp) = xp = yp

2 , d. h. σ(y) = zy mit zp2 = 1.
Es gilt zp ∈ ⟨ζ⟩ ⊆ K. Im Fall zp = 1 wäre

x = yp = σ(y)p = σ(yp) ∈ LG = K.

Also ist z eine primitive p2-te Einheitswurzel. Wegen (σ(z)z−1)p = σ(zp)z−p = 1 existiert ein k ∈ Z
mit σ(z) = z1+pk. Aus σ(y) = zy folgt nun

y = σp(y) = σp−1(zy) = . . . = zσ(z) . . . σp−1(z)y = z1+(1+pk)+...+(1+pk)p−1
y

und

0 ≡
p−1∑
i=0

(1 + pk)i ≡
p−1∑
i=0

(1 + ipk) ≡ p+
p(p− 1)

2
pk (mod p2).

Also ist p = 2 und k ungerade. Wegen σ(z) = z1+2k = z3 ̸= z ist L = K(z) mit z2 = −1. Da L
algebraisch abgeschlossen ist, ist jedes Element in L ein Quadrat. Lemma A.7.9 zeigt charK = 0 und
wir sind fertig.

Fall 2: |L : K| /∈ P.
Nehmen wir zunächst an, dass |G| einen ungeraden Primteiler p besitzt. Nach Cauchy existiert ein σ ∈ G
der Ordnung p. Für Kσ anstelle von K liefert Fall 1 nun einen Widerspruch. Also ist |G| eine 2-Potenz.
Nach Sylow besitzt G eine Untergruppe H der Ordnung 4. Indem wir K durch LH ersetzen, können
wir |G| = |L : K| = 4 annehmen. Dann existiert ein σ ∈ G der Ordnung 2. Fall 1 mit Kσ anstelle von
K zeigt L = Kσ(z) mit z2 = −1. Nun kann man Fall 1 aber auch mit K(z) anstelle von K anwenden.
Dies liefert L = K(z, w) mit w2 = −1 = z2. Dann ist aber w = ±z ∈ K(z). Widerspruch.

Beispiel A.7.11. Die Erweiterung R ⊆ C erfüllt die Voraussetzung von Artin-Schreier.

Folgerung A.7.12. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper und H ≤ Aut(K) mit |H| < ∞.
Dann ist |H| ≤ 2 und im Fall charK > 0 sogar H = 1.

Beweis. Nach Artin ist KH ⊆ K eine Galois-Erweiterung. Artin-Schreier zeigt |H| = |K : KH | ≤ 2
und K = KH falls charK > 0.

Bemerkung A.7.13. Die komplexe Konjugation ist bei weitem nicht der einzige Automorphismus auf
C der Ordnung 2. Tatsächlich gibt es unendlich viele Konjugationsklassen von Elementen der Ordnung
2 in Aut(C).1

1Siehe [B. Schnor, Involutions in the Group of Automorphisms of an Algebraically Closed Field, J. Algebra 152 (1992),
520–524]
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A.8 Separable Algebren

Bemerkung A.8.1. Wir nehmen die Charakterisierung separabler Körpererweiterungen in Satz III.7.8
zum Anlass separable Algebren zu definieren. Es zeigt sich, dass dies genau die in Kapitel II.13 definierten
stark-symmetrischen Algebren sind. Man erhält auf diese Weise neue Anwendungen für den Satz von
Wedderburn-Malcev. Wir verbessern außerdem den Satz von Skolem-Noether. Wie üblich betrachten
wir endlich-dimensionale Algebren über einem Körper K.

Satz A.8.2. Für jede K-Algebra A existiert eine endliche Körpererweiterung K ⊆ L und n1, . . . , nk ∈ N
mit AL/J(AL) ∼= Ln1×n1 × . . .× Lnk×nk .

Beweis. Sei J := J(A) und A/J ∼= Dn1×n1
1 ⊗ . . . ⊗ Dnk×nk

1 mit Divisionsalgebren D1, . . . , Dk. Wir
argumentieren nach d :=

∑k
i=1 dimDi. Im Fall d = k gilt die Behauptung mit L = K. Sei also

o. B. d.A. dimD1 > 1 und x ∈ D1 \K mit Minimalpolynom µ ∈ K[X]. Sei L := K(x). Offenbar ist
J(AL)/(L⊗ J) ein nilpotentes Ideal von AL/(L⊗ J) mit halbeinfacher Faktoralgebra AL/J(AL). Daher
gilt J(AL/(L⊗ J)) = J(AL)/(L⊗ J). Andererseits ist

AL/(L⊗ J) ∼= L⊗ (A/J) ∼= (L⊗D1)
n1×n1 × (L⊗Dk)

nk×nk .

Sei Ei := L⊗Di für i = 1, . . . , k. Aus Lemma II.12.5 folgt

AL/J(AL) ∼= (E1/J(E1))× . . .× (Ek/J(Ek)).

Nach Lemma III.7.6 besitzt L ⊗ L ∼= L[X]/(µ) den Nullteiler (X − x) + (µ). Daher ist E1 ⊇ L ⊗ L
keine Divisionsalgebra, aber dimLEi = dimK Di für i = 1, . . . , k. Die Summe der Dimensionen der
Divisionsalgebren, die in AL/J(AL) vorkommen muss also kleiner als d sein. Die Behauptung folgt mit
Induktion.

Definition A.8.3. Eine K-Algebra A heißt separabel , falls AL = L⊗A für jede endliche Körpererwei-
terung K ⊆ L halbeinfach ist.

Beispiel A.8.4.

(i) Nach Satz III.7.8 ist eine endliche Körpererweiterung K ⊆ L genau dann separabel, wenn L
eine separable K-Algebra ist. Die Spur-Abbildung aus Definition II.3.17 lässt sich für beliebige
Algebren definieren. Für A = A1 ×A2 und ai ∈ Ai gilt offenbar SAK(a1, a2) = SA1

K (a1) + SA2
K (a2).

Daher gilt Satz II.3.21 nicht für Algebren (wähle K = A1 = F2(X
2) und A2 = F2(X)).

(ii) Jede separable Algebra ist halbeinfach und damit symmetrisch nach Eilenberg-Nakayama (wähle
L = K).

(iii) Seien A und B Algebren, sodass A⊗B separabel ist. Dann sind A und B separabel, denn mit
L ⊗ (A ⊗ B) sind auch AL und BL halbeinfach (Bemerkung III.7.5). Die Umkehrung wird in
Satz A.8.12 bewiesen.

(iv) Jede Matrixalgebra ist separabel, denn L⊗Kn×n ∼= Ln×n nach Lemma III.7.11.
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(v) Sei G eine endliche Gruppe und charK ∤ |G|. Nach Maschke ist L⊗KG ∼= LG für alle K ⊆ L
halbeinfach. Daher ist KG separabel.

Satz A.8.5. Für jede K-Algebra A sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) A ist separabel.

(2) Es existiert eine endliche Körpererweiterung K ⊆ L und n1, . . . , nk ∈ N mit

AL ∼= Ln1×n1 × . . .× Lnk×nk .

(3) A⊗Ao ist halbeinfach.

(4) Jeder A-A-Bimodul ist halbeinfach.

(5) Es existieren einfache Algebren A1, . . . , Ak mit A ∼= A1×. . .×Ak, sodass Z(A1), . . . ,Z(Ak) separable
Körpererweiterungen über K sind.

Beweis.

(1)⇒(2): Folgt aus Satz A.8.2.

(2)⇒(3): Bekanntlich ist Ln×n → (Ln×n)o, x 7→ xt ein Isomorphismus. Nach Lemma III.7.11 ist

AL ⊗L A
o
L
∼=×

i,j

Lninj×ninj

halbeinfach. Andererseits ist AL ⊗L A
o
L
∼= A ⊗ (L ⊗L L) ⊗ Ao ∼= (A ⊗ Ao)L. Mit (A ⊗ Ao)L ist

auch A⊗Ao halbeinfach (Bemerkung III.7.5).

(3)⇔(4): Jeder A-A-Bimodul ist ein (A ⊗ Ao)-Modul und daher halbeinfach nach Lemma II.8.4.
Umgekehrt ist A⊗Ao nach Definition halbeinfach, wenn der reguläre Modul halbeinfach ist.

(3)⇒(5): Mit A ⊗ Ao ist auch A halbeinfach. Nach Artin-Wedderburn existieren einfache Algebren
A1, . . . , Ak mit A ∼= A1 × . . .×Ak. Es gilt

0 = J(A⊗Ao) ∼=
k×

i,j=1

J(Ai ⊗Aoj).

Insbesondere ist Ai ⊗Aoi halbeinfach. Nach Artin-Wedderburn ist Z(Ai ⊗Aoi )
∼= Z(Ai)⊗ Z(Ai)

ein direktes Produkt von Körpern und daher halbeinfach. Nach Satz III.7.8 ist Z(Ai) separabel
über K für i = 1, . . . , k.

(5)⇒(1): Es genügt zu zeigen, dass L ⊗ Ai für jede endliche Körpererweiterung K ⊆ L halbeinfach
ist. Bekanntlich ist Ai eine zentral-einfache Zi-Algebra für Zi := Z(Ai). Nach Noether-Jacobson
existiert eine separable Körpererweiterung Zi ⊆ Li mit Li ⊗Zi Ai

∼= Lni×ni
i . Nach Voraussetzung

ist auch K ⊆ Li separabel. Nach Satz III.7.8 ist L⊗Li halbeinfach. Durch z(λ⊗ a) := λ⊗ za für
z ∈ Zi und λ⊗ a ∈ L⊗Ai wird L⊗Ai eine Zi-Algebra. Daher ist auch

(L⊗Ai)⊗Zi Li
∼= L⊗ Lni×ni

i
∼= (L⊗ Li)

ni×ni

halbeinfach (unabhängig vom Grundkörper). Wie üblich folgt, dass L⊗Ai halbeinfach ist.
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Bemerkung A.8.6. Sei A separabel und AL ∼= Ln1×n1 × . . .× Lnk×nk wie in Satz A.8.5(2). Für jede
endliche Körpererweiterung L ⊆ M ist M ⊗L AL ∼= (M ⊗L L) ⊗K A ∼= M ⊗K K = AM halbeinfach.
Daher ist AL separabel. Nach Satz A.8.5(5) ist K ⊆ L separabel.

Folgerung A.8.7. Jede halbeinfache Algebra über einem vollkommenen Körper ist separabel.

Beweis. Sei A halbeinfach über dem vollkommenen Körper K. Nach Artin-Wedderburn existieren
einfache Algebren A1, . . . , Ak mit A ∼= A1 × . . .×Ak. Da K vollkommen sind, sind Z(A1), . . . ,Z(Ak)
separabel über K.

Folgerung A.8.8. Jede zentral-einfache Algebra ist separabel.

Beweis. Für eine zentral-einfache Algebra A ist Z(A) = K separabel über K.

Satz A.8.9. Eine Algebra A ist genau dann separabel, wenn A stark-symmetrisch ist.

Beweis.

=⇒: Sei A separabel. Nach Beispiel A.8.4 ist A symmetrisch bzgl. einer Bilinearform β. Nach Be-
merkung A.8.6 existiert eine endliche separable Körpererweiterung K ⊆ L mit AL ∼= Ln1×n1 ×
. . .× Lnk×nk . Nach Beispiel II.13.10 ist AL stark-symmetrisch. Seien (e1, . . . , ed) und (f1, . . . , fd)
zueinander duale Basen von A bzgl. β. Dann ist 1 ⊗ e1, . . . , 1 ⊗ ed eine Basis von AL und die
Vorschrift βL(1 ⊗ ei, 1 ⊗ ej) := β(ei, ej) lässt sich zu einer symmetrischen, assoziativen, nicht-
ausgearteten Bilinearform von AL fortsetzen. Nun sind (1⊗ ei)i und (1⊗ fi)i zueinander duale
Basen von AL bzgl. βL. Sei 1 = x1, . . . , xs ∈ L eine K-Basis von L. Dann lässt sich jedes Element
in AL eindeutig in der Form x =

∑s
i=1 xi ⊗ ai mit ai ∈ A schreiben. Da AL stark-symmetrisch

ist, existiert ein solches x mit

x1 ⊗ 1 = 1 =
d∑
i=1

(1⊗ ei)x(1⊗ fi) =
s∑
j=1

xj ⊗
d∑
i=1

eiajfi =
s∑
j=1

xj ⊗ Γ(aj).

Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt Γ(a1) = 1. Also ist A stark-symmetrisch.

⇐=: Sei A stark-symmetrisch bzgl. einer Bilinearform β. Für a, b, c ∈ Ao gilt

β(a ∗ b, c) = β(ba, c) = β(a, cb) = β(a, b ∗ c).

Daher ist auch Ao symmetrisch bzgl. β. Außerdem ist A⊗Ao symmetrisch bzgl.

β̂(a1 ⊗ a2, b1 ⊗ b2) := β(a1, b1)β(a2, b2)

für a1, a2, b1, b2 ∈ A. Seien (ei) und (fi) zueinander duale Basen von A (und Ao) bzgl. β und
c ∈ A mit Γ(c) = 1. Da auch (fi) und (ei) zueinander dual sind, gilt

n∑
i=1

ficei = Γ(c) = 1.

Die Basen (ei ⊗ ej) und (fi ⊗ fj) von A⊗Ao sind zueinander dual bzgl. β̂. Es gilt
n∑

i,j=1

(ei ⊗ ej)(c⊗ c)(fi ⊗ fj) =
n∑

i,j=1

(eicfi)⊗ (fjcej) = Γ(c)⊗ Γ(c) = 1.

Daher ist A⊗Ao stark-symmetrisch und halbeinfach nach Satz II.13.7.
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Bemerkung A.8.10. Für Algebren gilt

stark-symmetrisch ⇐⇒ separabel =⇒ halbeinfach =⇒ symmetrisch.

Die Umkehrungen sind jeweils falsch (Bemerkung II.13.20 und Beispiel A.8.4).

Folgerung A.8.11. Der Satz von Wedderburn-Malcev gilt für jede Algebra A, für die A/J(A) separabel
ist. Insbesondere gilt der Satz für alle Algebren über vollkommenen Körpern.

Beweis. Nach Satz A.8.9 ist A/J(A) stark-symmetrisch.

Satz A.8.12. Für Algebren A und B gilt

A,B separabel ⇐⇒ A×B separabel ⇐⇒ A⊗B separabel.

Beweis. Die erste Äquivalenz folgt aus der Eindeutigkeit der Artin-Wedderburn-Zerlegung und Satz A.8.5.
Ist A⊗B separabel, so auch A und B nach Beispiel A.8.4. Seien nun A und A separabel und damit
stark-symmetrisch. Seien βA und βB die entsprechenden Bilinearformen von A und B. Man zeigt
leicht, dass β(a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2) := βA(a1, a2)βB(b1, b2) für a1, a2 ∈ A und b1, b2 ∈ B eine symmetrische,
assoziative Bilinearform auf A⊗B definiert. Seien (e1, . . . , ek), (f1, . . . , fk) und (x1, . . . , xl), (y1, . . . , yl)
Paare zueinander dualer Basen von A und B. Dann sind (ei ⊗ xj)i,j und (fi ⊗ yj)i,j zueinander duale
Basen von A⊗B bzgl. β. Insbesondere ist β nicht-ausgeartet. Nach Voraussetzung existieren a ∈ A
und b ∈ B mit ΓA(a) = 1 und Γ(b) = 1. Es folgt

ΓA⊗B(a⊗ b) =
k∑
i=1

l∑
j=1

(ei ⊗ xj)(a⊗ b)(fi ⊗ yj) =
k∑
i=1

l∑
j=1

eiafi ⊗ xjbyj = ΓA(a)⊗ ΓB(b) = 1.

Also ist A⊗B stark-symmetrisch und separabel.

Lemma A.8.13. Sei A separabel und B halbeinfach. Dann ist A⊗B halbeinfach.

Beweis. Nach Artin-Wedderburn und Lemma III.7.11 können wir annehmen, dass A und B Divisionsal-
gebren sind. Mit A ist auch Z(A) separabel (Satz A.8.5). Nach Satz III.7.8 ist Z(A)⊗ Z(B) = Z(A⊗B)
halbeinfach, d. h. J(Z(A⊗B)) = 0. Aus Lemma III.7.12 folgt J(A⊗B) = 0.

Bemerkung A.8.14. Als weitere Anwendung von Wedderburn-Malcev geben wir einen neuen Beweis
von Satz III.9.42.

Satz A.8.15 (Jordan-Chevalley-Zerlegung). Sei K vollkommen und a ∈ Km×m. Dann existieren
eindeutig bestimmte Matrizen d, n ∈ Km×m mit folgenden Eigenschaften:

(i) a = d+ n und dn = nd.

(ii) d ist über K diagonalisierbar.

(iii) n ist nilpotent.

Außerdem existiert α ∈ K[X] mit α(d) = d.

498



Beweis. Wir betrachten die kommutative K-Algebra

A := K[a] = {α(a) : α ∈ K[X]}.

Nach Wedderburn-Malcev existiert eine separable Algebra D ∼= A/J(A) mit A = D ⊕ J(A). Seien
d ∈ D und n ∈ J(A) mit a = d+ n. Offenbar ist n nilpotent und dn = nd, da A kommutativ ist. Nach
Artin-Wedderburn ist DK = K ⊗ D ∼= Kk für ein k ≤ m. Daher existieren paarweise orthogonale
Idempotente e1, . . . , ek ∈ DK mit 1m = e1 + . . .+ ek. Man kann diese Summe in paarweise orthogonale
primitive Idempotente von K ⊗Km×m = K

m×m verfeinern. Nach Satz II.8.22 existiert s ∈ GL(n,K)
mit sDKs

−1 =
⊕k

i=1K1ai und a1 + . . .+ ak = m. Insbesondere ist d über K diagonalisierbar.

Sei auch a = d′ + n′ mit d′n′ = n′d′, n′ nilpotent und d′ über K diagonalisierbar. Dann ist d′ mit
d′+n′ = a vertauschbar. Somit ist d′ auch mit allen Elementen in A = K[a] vertauschbar. Nach linearer
Algebra sind d und d′ bzgl. einer gemeinsamen Basis über K diagonalisierbar. Also ist auch d − d′

diagonalisierbar über K. Gleichzeitig ist aber d− d′ = n′ − n nilpotent. Dies zeigt d′ = d und n′ = n.
Die letzte Behauptung ergibt sich aus der Konstruktion.

Satz A.8.16. Seien A und B Algebren, sodass A/J(A) separabel ist. Dann gilt

J(A⊗B) = J(A)⊗B +A⊗ J(B).

Beweis. Das nilpotente Ideal I := J(A)⊗B +A⊗ J(B) liegt im Kern des Epimorphismus A⊗B →
(A/J(A)) ⊗ (B/J(B)), a ⊗ b 7→ (a+ J(A)) ⊗ (b+ J(B)). Nach Lemma A.8.13 ist AJ(A)) ⊗ (B/J(B)
halbeinfach und I = J(A⊗B).

Lemma A.8.17. Seien A und B K-Algebren und B zentral-einfach. Angenommen die A-B-Bimoduln
M und N sind als A-Moduln isomorph. Dann sind M und N auch als Bimoduln isomorph.

Beweis. Sei φ : M → N ein Isomorphismus von A-Moduln. Sei L ein Zerfällungskörper für B. Dann
sind ML := L⊗M und NL := L⊗N AL-Moduln und die Abbildung ML → NL, λ⊗m 7→ λ⊗ φ(m)
ist ein Isomorphismus. Außerdem sind ML und NL AL-BLBimoduln mit

(λ⊗ a)(µ⊗m)(ρ⊗ b) := λµρ⊗ amb

für λ, µ, ρ ∈ L, a ∈ A, b ∈ B und m ∈M (analog für N). Man kann ML und NL also als Moduln der
Algebra AL ⊗L B

o
L
∼= (A⊗Bo)L auffassen. Angenommen wir haben die Behauptung für L anstatt K

bereits gezeigt. Dann existiert ein Isomorphismus ML → NL von (A⊗Bo)L-Moduln. Wir können ML

und NL auch als isomorphe A⊗Bo-Moduln betrachten, wobei A⊗Bo jeweils trivial auf den Faktor L
operiert. Dann gilt

M |L:K| ≃A⊗Bo K |L:K| ⊗M ≃A⊗Bo ML ≃ NL ≃A⊗Bo N |L:K|.

Aus Krull-Schmidt folgt M ≃A⊗Bo N . Wir können daher K durch L ersetzen.

Also ist B ∼= Kn×n und A⊗Bo ∼= An×n. Wir müssen zeigen, dass M und N isomorphe An×n-Moduln
sind. Die Operation ist dabei durch

(aij)x :=
( n∑
i,j=1

aij ⊗ Eij

)
x =

n∑
i,j=1

aijxEij
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für (aij) ∈ An×n und x ∈M gegeben. Bekanntlich ist 1n = E11 + . . .+Enn eine Zerlegung in paarweise
orthogonale primitive Idempotente. Daher ist M = M1 ⊕ . . . ⊕Mn mit Mi := MEii ist eine direkte
Zerlegung von A-Moduln. Offenbar ist

φij : Mi →Mj , x 7→ xEij = xEijEjj

ein Homomorphismus von A-Moduln. Wegen φji ◦ φij = idMi ist φij ein Isomorphismus. Es folgt
(M1)

n ≃A M ≃A N ≃A (N1)
n. Nach Krull-Schmidt existiert ein Isomorphismus φ1 : M1 → N1. Wir

betrachten

ψ : M → N, x 7→
n∑
k=1

φ1(xEk1)E1k.

Für (aij) ∈ An×n gilt

ψ((aij)x) =
n∑
k=1

n∑
i,j=1

aijφ1(xEijEk1)E1k =
n∑
k=1

n∑
i=1

aikφ1(xEi1)E1k =
n∑
i=1

n∑
k=1

akiφ1(xEk1)E1i

=

n∑
i,k=1

aki

n∑
j=1

φ1(xEj1)E1jEki = (aij)ψ(x),

d. h. ψ ist An×n-linear. Für x ∈ Ker(ψ) gilt

x = xE11 + . . .+ xEnn = xE11 + xE21E12 + . . .+ xEn1E1n = 0,

d. h. ψ ist injektiv. Wegen dimKM = dimK N ist ψ ein Isomorphismus.

Satz A.8.18 (Skolem-Noether). Seien A und B K-Algebren und B zentral-einfach. Dann existiert
für alle Homomorphismen f, g : B → A ein a ∈ A× mit f(x) = ag(x)a−1 für alle x ∈ B.

Beweis. Wie im Beweis von Satz III.7.20 betrachten wir die A⊗Bo-Moduln Mf = A =Mg mit

(a⊗ b)m := amf(b) (a ∈ A, b ∈ B,m ∈M)

(analog für Mg). Wie dort genügt es zu zeigen, dass Mf und Mg isomorph sind. Da Mf und Mg als
A-Moduln regulär sind, folgt die Behauptung aus Lemma A.8.17.
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A.9 Proendliche Gruppen

Bemerkung A.9.1. Wir haben in Definition III.11.33 die Krull-Topologie auf Galoisgruppen von
(unendlichen) Galois-Erweiterungen definiert. Wir zeigen in diesem Abschnitt wie man abstrakte Grup-
pen mit topologischen Eigenschaften als Galoisgruppen charakterisieren kann. Für solche (proendliche)
Gruppen beweisen wir Verallgemeinerungen der Sätze von Lagrange und Sylow.

Definition A.9.2. Sei M eine nichtleere Menge. Eine Familie von Teilmengen F ⊆ P(M) heißt Filter
von M , falls gilt:

• ∅ ̸= F ̸= P(M).

• A,B ∈ F =⇒ A ∩B ∈ F .

• A ⊇ B ∈ F =⇒ A ∈ F .

Ist F maximal bzgl. Inklusion, so nennt man F einen Ultrafilter.

Bemerkung A.9.3. Die erste Bedingung in Definition A.9.2 ist äquivalent zu ∅ /∈ F und M ∈ F .

Beispiel A.9.4.

(i) Für jede Teilmenge ∅ ̸= A ⊆M ist

F(A) := {B ⊆M : A ⊆ B}

ein Filter. Für x ∈M sei F(x) := F({x}).

(ii) Die Menge Ω aller Filter, die einen gegebenen Filter F enthalten ist durch ⊆ geordnet. Man sieht
leicht, dass die Vereinigung einer total geordneten Teilmenge von Ω wieder ein Filter ist. Nach
Zorns Lemma existiert also stets ein Ultrafilter, der F enthält.

Lemma A.9.5. Für jeden Filter F von M ̸= ∅ sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) F ist ein Ultrafilter.

(2) Für alle A ⊆M gilt entweder A ∈ F oder M \A ∈ F .

(3) Für alle A1, . . . , An ⊆M mit A1 ∪ . . . ∪An ∈ F existiert ein i mit Ai ∈ F .

Beweis.

(1)⇒(2): Sei
G :=

{
B ⊆M : ∃F ∈ F : A ∩ F ⊆ B

}
.

Ist ∅ ∈ G, so existiert ein F ∈ F mit F ⊆M \A. Dann gilt auch M \A ∈ F . Anderenfalls ist G
ein Filter, der F enthält. Da F ein Ultrafilter ist, gilt A = A ∩M ∈ G = F .
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(2)⇒(3): Nehmen wir Ai /∈ F für i = 1, . . . , n an. Nach (2) gilt M \ Ai ∈ F für i = 1, . . . , n. Da F ein
Filter ist, folgt der Widerspruch

∅ =
( n⋃
i=1

Ai

)
∩
(
M \

n⋃
i=1

Ai

)
=

( n⋃
i=1

Ai

)
∩

n⋂
i=1

(M \Ai) ∈ F .

(3)⇒(1): Angenommen F ist kein Ultrafilter. Dann existiert ein Filter G ⊋ F und ein A ∈ G \ F . Wegen
A ∪ (M \A) ∈ F folgt M \A ∈ F ⊆ G aus (3). Nun wäre aber ∅ = A ∩ (M \A) ∈ G.

Definition A.9.6. Sei M ein topologischer Raum (vgl. Lemma III.11.34).

• Man nennt M einen Hausdorff-Raum, falls für je zwei verschiedene Punkte x, y ∈M disjunkte
offene Mengen Ux, Uy ⊆M mit x ∈ Ux und y ∈ Uy existieren (Trennungsaxiom).

• Man nennt K ⊆M kompakt , wenn sich aus jeder Überdeckung K ⊆
⋃
i∈I Ui mit offenen Mengen

Ui eine „Teilüberdeckung“ K ⊆
⋃
j∈J Uj mit |J | <∞ auswählen lässt. Ist M selbst kompakt, so

spricht man von einem kompakten topologischen Raum.

• Man nennt Z ⊆ M zusammenhängend, falls für je zwei offene Mengen U, V ⊆ M mit Z =
(U ∩ Z)∪̇(V ∩ Z) gilt: Z ⊆ U oder Z ⊆ V . Besitzt jede zusammenhängende Teilmenge von M
höchstens ein Element, so nennt man M total unzusammenhängend.

• Eine Abbildung f : A→ B zwischen topologischen Räumen A und B heißt stetig , wenn für jede
offene Menge U ⊆ B auch f−1(U) offen ist. Ist f bijektiv und f , f−1 stetig, so nennt man f
einen Homöomorphismus.

Bemerkung A.9.7.

(i) Jeder metrische Raum (M,d) ist ein Hausdorff-Raum, denn für verschiedene x, y ∈M sind die
offenen ϵ-Kugeln um x und y mit ϵ := 1

2d(x, y) nach der Dreiecksungleichung disjunkt.

(ii) Ist K ⊆M kompakt und A ⊆ K abgeschlossen, so ist auch A kompakt, denn ist A ⊆
⋃
i∈I Ui eine

offene Überdeckung, so auch K ⊆ (M \A) ∪
⋃
i∈I Ui.

(iii) Eine Abbildung f : A→ B ist genau dann stetig, wenn Urbilder abgeschlossener Mengen abge-
schlossen sind, denn A \ f−1(C) = f−1(B \ C) für alle C ⊆ B.

(iv) Die Komposition von stetigen Abbildungen ist offensichtlich stetig.

(v) Ist f : A→ B stetig und K ⊆ A kompakt, so ist auch f(K) kompakt, denn ist f(K) ⊆
⋃
i∈I Ui

eine offene Überdeckung, so auch K ⊆
⋃
i∈I f

−1(Ui).

(vi) Im Gegensatz zu Homomorphismen ist die Umkehrabbildung einer bijektiven stetigen Abbildung
nicht automatisch stetig. Betrachte zum Beispiel A = B = N mit der diskreten Topologie auf A
(jede Teilmenge ist offen) und der trivialen Topologie auf B (nur ∅ und B sind offen). Dann ist
f : A→ B, a 7→ a stetig, aber f−1 nicht.

Lemma A.9.8. Jede kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raums ist abgeschlossen.

Beweis. Sei K kompakt im Hausdorff-Raum M . Sei x ∈ M \K. Für alle a ∈ K existieren disjunkte
offene Mengen Ua, Va ⊆M mit a ∈ Ua und x ∈ Va. Wegen der Kompaktheit existieren a1, . . . , an ∈ K
mit K ⊆ Ua1 ∪ . . . ∪ Uan . Nun ist Va1 ∩ . . . ∩ Van eine offene Menge in M \K, die x enthält. Also ist
M \K offen und K ist abgeschlossen.
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Folgerung A.9.9. Sei A ein kompakter Raum und B ein Hausdorff-Raum. Dann ist jede stetige
Bijektion A→ B ein Homöomorphismus.

Beweis. Sei f : A→ B eine stetige Bijektion und U ⊆ A abgeschlossen. Nach Bemerkung A.9.7 sind U
und f(U) kompakt. Nach Lemma A.9.8 ist f(U) abgeschlossen. Daher ist f−1 stetig.

Definition A.9.10. Ein Filter F eines topologischen Raums M konvergiert gegen x ∈M , falls alle
offenen Teilmengen in F(x) auch in F liegen.

Lemma A.9.11. Ein topologischer Raum M ist genau dann kompakt, wenn jeder Ultrafilter von M
gegen einen Punkt konvergiert.

Beweis. Sei M kompakt. Angenommen ein Ultrafilter F von M konvergiert gegen keinen Punkt. Für
alle x ∈ M existieren dann eine offene Menge Ux /∈ F mit x ∈ Ux. Da M kompakt ist, existiert eine
endliche Menge X ⊆M mit M =

⋃
x∈X Ux. Dies widerspricht Lemma A.9.5.

Nehmen wir nun an, dass M nicht kompakt ist. Dann existiert eine offene Überdeckung M =
⋃
i∈I Ui

ohne endliche Teilüberdeckung. Folglich ist{
A ⊆M : ∃i1, . . . , in ∈ I :M \A ⊆ Ui1 ∪ . . . ∪ Uin

}
ein Filter, der in einem Ultrafilter F liegt. Angenommen F konvergiert gegen x. Sei i ∈ I mit x ∈ Ui.
Dann wäre ∅ = Ui ∩ (M \ Ui) ∈ F .

Definition A.9.12. Sei G eine Gruppe und zugleich ein topologischer Raum.

• Man erhält die Produkt-Topologie aufG×G, indem man offenen Mengen als beliebige Vereinigungen
von Produkten der Form U × V mit offenen Mengen U, V ⊆ G definiert.

• Man nennt G topologisch, falls die Abbildung G×G→ G, (x, y) 7→ xy−1 bzgl. der entsprechenden
Topologien stetig ist.

• Eine topologische Gruppe G heißt proendlich, falls G kompakt und total unzusammenhängend ist.

Satz A.9.13. Für jede Galois-Erweiterung K ⊆ L ist Gal(L|K) proendlich bzgl. der Krull-Topologie.

Beweis. Sei G := Gal(L|K) und φ : G × G → G, (x, y) 7→ xy−1. Sei N die Menge der offenen
Normalteiler in G wie in Definition III.11.33. Jede offene Menge U ⊆ G hat die Form U =

⋃
i∈I giNi

mit gi ∈ G und Ni ∈ N für i ∈ I. Dann ist

φ−1(U) =
⋃
i∈I

φ−1(giNi) =
⋃
i∈I

⋃
x∈G

(gixNi, xNi)

offen und φ ist stetig. Also ist G eine topologische Gruppe.

Sei nun Z ⊆ G zusammenhängend. Angenommen es existieren verschiedene x, y ∈ Z. Nach Bemer-
kung III.11.32 gilt

⋂
N∈N N = 1. Daher existiert ein N ∈ N mit x−1y /∈ N . Nun wären aber U := xN

und V :=
⋃
gN ̸=xN gN disjunkte offene Mengen mit x ∈ U , y ∈ V und Z = (Z ∩ U) ∪ (Z ∩ V ). Also ist

G total unzusammenhängend.

Für den Beweis der Kompaktheit von G genügt es zu zeigen, dass jeder Ultrafilter F gegen einen Punkt
konvergiert (Lemma A.9.11). Für jedes x ∈ L existiert eine endliche Galois-Erweiterung K ⊆M mit
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x ∈M . Dabei hat N := Gal(L|M) endlichen Index in G. Nach Lemma A.9.5 gilt gN ∈ F für ein g ∈ G.
Sei auch K ⊆ M̃ eine endliche Galois-Erweiterung mit x ∈ M̃ und Ñ := Gal(L|M̃). Sei g̃Ñ ∈ F . Da F
ein Filter ist, gilt gN ∩ g̃Ñ ≠ ∅. Für σ ∈ gN ∩ g̃Ñ gilt σ−1g(x) = x = σ−1h(x) und g(x) = h(x). Auf
diese Weise erhält man eine wohldefinierte Abbildung γ : L → L, x 7→ g(x). Man zeigt leicht γ ∈ G.
Sei γ ∈ gN . Dann gilt gN = γN . Wie oben existiert ein h ∈ G mit hN ∈ F . Für x ∈ LN gilt dabei
h(x) = γ(x). Dies zeigt h−1γ ∈ N und gN = hN ∈ F . Also konvergiert F gegen γ.

Lemma A.9.14. Für jede proendliche Gruppe G gilt

(i) Für x ∈ G sind die Abbildungen G → G, g 7→ xg, G → G, g 7→ gx und G → G, g 7→ g−1

Homöomorphismen.

(ii) Jede endliche Teilmenge von G ist abgeschlossen.

(iii) G ist ein Hausdorff-Raum.

(iv) Eine Untergruppe H ≤ G ist genau dann offen, wenn H abgeschlossen ist und |G : H| <∞.

(v) Jede offene, abgeschlossene Teilmenge U ⊆ G mit 1 ∈ U enthält einen offenen Normalteiler.

(vi) Der Durchschnitt aller offenen Normalteiler von G ist trivial.

Beweis.

(i) Jede offene Menge in G × G ist eine Vereinigung von Mengen der Form U × V mit U, V ⊆ G
offen. Das Urbild von U × V unter der Abbildung φ : G→ G×G, g 7→ (g, x−1) ist entweder leer
oder U . Daher ist φ stetig. Nach Definition ist auch ψ : G×G→ G, (g, h) 7→ gh−1 stetig. Also ist
ψ ◦ φ : G → G, g 7→ gx stetig. Analog sind auch φ : G → G×G, g 7→ (1, g) und ψ ◦ φ : G → G,
g 7→ g−1 stetig. Dies zeigt, dass auch φ : G → G×G, g 7→ (x, g−1) und ψ ◦ φ : G → G, g 7→ xg
stetig sind. Es ist klar, dass in allen Fällen auch die Umkehrabbildungen stetig sind.

(ii) Seien x, y ∈ G verschieden. Da {x, y} nicht zusammenhängend ist, existiert eine offene Menge
Uy ⊆ G die y, aber nicht x enthält. Nun ist {x} =

⋂
y∈G\{x}G \ Uy abgeschlossen. Als endliche

Vereinigung von einelementigen Teilmengen ist jede endliche Teilmenge abgeschlossen.

(iii) Seien x, y ∈ G verschieden. Nach (ii) ist {xy−1} abgeschlossen. Daher existiert eine offene Menge
U ⊆ G mit 1 ∈ U und xy−1 /∈ U . Da das Urbild von U unter G ×G → G, (g, h) 7→ gh−1 offen
ist, existieren offene Mengen V,W ⊆ G mit 1 ∈ V ∩W und VW−1 ⊆ U . Aus x−1y /∈ VW−1 folgt
xV ∩ yW = ∅ mit x ∈ xV und y ∈ yW . Nach (i) sind xV und yW offen.

(iv) Sei H offen. Dann ist G \ H =
⋃
g∈G\H gH offen, d. h. H ist abgeschlossen. Da die offene

Überdeckung G =
⋃
g∈G gH eine offene Teilüberdeckung besitzt, ist |G : H| <∞. Sei umgekehrt

H abgeschlossen mit |G : H| <∞. Dann ist G \H als endliche Vereinigung von abgeschlossenen
Nebenklassen abgeschlossen. Also ist H offen.

(v) Sei x ∈ U . Da G × G → G, (g, h) 7→ gh stetig ist, existieren offene Mengen Lx, Rx ⊆ G mit
1 ∈ Lx ∩ Rx =: Sx und LxRx ⊆ Ux−1. Nun gilt SxSx ⊆ Ux−1. Da G kompakt ist, ist auch die
abgeschlossene Menge U kompakt. Aus der offenen Überdeckung U ⊆

⋃
x∈U Sxx kann man eine

endliche Teilüberdeckung U ⊆
⋃n
i=1 Sxixi auswählen. Jetzt ist auch S := Sx1 ∩ . . .∩Sxn offen und

1 ∈ S. Außerdem gilt

SU ⊆
n⋃
i=1

SSxixi ⊆
n⋃
i=1

Ux−1
i xi ⊆ U.
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Wegen 1 ∈ U folgt S ⊆ U . Sei schließlich T := S ∩ S−1 und H :=
⋃∞
i=1 T

i. Man zeigt leicht,
dass H eine Untergruppe von G ist. Wegen T i =

⋃
t∈T i−1 tT sind T i und H offen. Aus SU ⊆ U

folgt H ⊆ U . Nach (iv) ist |G : H| < ∞. Daher hat auch der Kern N := HG endlichen Index
(Aufgabe I.17). Wegen |G : NG(H)| ≤ |G : H| < ∞ ist N als endlicher Durchschnitt von
Konjugierten von H offen mit N ⊆ U .

(vi) Sei 1 ̸= x ∈ G. Da {1, x} unzusammenhängend ist, existiert eine offene, abgeschlossene Teilmenge
Ux ⊆ G mit 1 ∈ Ux und x /∈ Ux. Nach (v) existiert ein offener Normalteiler Nx ⊴G mit Nx ⊆ Ux.
Daher ist

⋂
x∈G\{1}Nx = 1.

Satz A.9.15 (Leptin). Jede proendliche Gruppe ist die Galoisgruppe einer Galois-Erweiterung bzgl.
der Krull-Topologie.

Beweis. Nach Lemma A.9.14 existiert eine Familie N von offenen Normalteilern mit
⋂
N∈N N = 1 und

|G : N | <∞ für alle N ∈ N . Daher operiert G treu auf der disjunkten Vereinigung Ω :=
⋃̇
N∈NG/N

durch Linksmultiplikation. Sei K ein beliebiger Körper und L := K(Xω : ω ∈ Ω). Durch Permutation
der Xω operiert G auf L. Sei M := LG und Γ: G→ Gal(L|M) der kanonische Monomorphismus. Für
ω = gN ∈ Ω hat die Bahn von Xω unter G Länge |G : N | <∞. Daher ist Xω Nullstelle des separablen
Polynoms

∏
δ∈Gω(Y −Xδ) ∈M [Y ]. Dies zeigt, dass M ⊆ L eine separable Körpererweiterung ist.

Sei x ∈ L beliebig. Dann existiert eine endliche Teilmenge ∆x ⊆ Ω mit

M(x) ⊆M(Xδ : δ ∈ ∆x) =:M(∆x).

O.B. d.A. sei G∆x = ∆x. Dann induziert G eine endliche Automorphismengruppe auf M(∆x). Nach
Satz II.3.10 ist M ⊆ M(∆x) eine Galois-Erweiterung. Nach Satz III.11.28 ist daher M ⊆ L =⋃
x∈LM(∆x) eine Galois-Erweiterung.

Sei M ⊆ M1 eine beliebige endliche Galois-Erweiterung. Nach Artin gilt M1 = M(x) für ein x ∈ L.
Dies zeigt

H := Γ−1
(
Gal(L|M(∆x))

)
⊆ Γ−1

(
Gal(L|M1)

)
=: H1.

Wegen |∆x| <∞ ist H der Durchschnitt von endlichen vielen N ∈ N . Insbesondere ist H offen. Als
Vereinigung von Nebenklassen nach H ist auch H1 offen. Für σ ∈ Gal(L|M) ist Γ−1(σGal(L|M1))
entweder leer oder eine Nebenklasse nach H1. Dies zeigt, dass Γ stetig ist. Folglich ist Γ(G) kompakt
nach Bemerkung A.9.7 und daher abgeschlossen in Gal(L|M) nach Lemma A.9.8, denn Gal(L|M) ist
ein Hausdorff-Raum nach Lemma A.9.14. Der Satz von Krull zeigt Γ(G) = Gal(L|LΓ(G)) = Gal(L|M),
d. h. Γ ist eine Bijektion. Wegen Folgerung A.9.9 ist Γ ein Homöomorphismus.

Folgerung A.9.16. In jeder proendlichen Gruppe ist jede offene Teilmenge eine Vereinigung von
Nebenklassen nach offenen Normalteilern.

Beweis. Nach Leptin ist jede proendliche Gruppe eine Galoisgruppe und man kann die Definition der
Krull-Topologie (Definition III.11.33) benutzen.

Lemma A.9.17. Sei G proendlich und N die Menge der offenen Normalteiler von G. Für jede
abgeschlossene Untergruppe H ≤ G gilt H =

⋂
N∈N HN .
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Beweis. Sicher ist H ⊆ HN für alle N ∈ N . Sei umgekehrt x ∈ G \ H. Wegen xH ∩
⋂
N∈N N =

xH ∩ {1} = ∅ ist G = (G \ xH) ∪
⋃
N∈N G \N eine offene Überdeckung. Da G kompakt ist, existieren

N1, . . . , Nk ∈ N mit G = (G \xH)∪G \ (N1 ∩ . . .∩Nk). Für N := N1 ∩ . . .∩Nk ∈ N gilt xH ⊆ G \N .
Dies zeigt x /∈ HN .

Definition A.9.18.

• Sei Π die Menge aller Abbildungen P → N0 ∪ {∞}. Wir schreiben π ∈ Π als formales Produkt
π =

∏
p∈P p

π(p). Für πi ∈ Π mit i ∈ I sei

πi | πj :⇐⇒ ∀p ∈ P : πi(p) ≤ πj(p),∏
i∈I

πi =
∏
p∈P

p
∑

i∈I πi(p),

kgV(πi : i ∈ I) =
∏
p∈P

psup{πi(p):i∈I}

mit der naheliegenden Regel k +∞ = ∞ für k ∈ N0 ∪ {∞}.

• Sei G eine proendliche Gruppe und N die Menge der offenen Normalteiler in G. Für eine
abgeschlossene Untergruppe H definieren wir (motiviert durch Lemma A.9.17)

|G : H| := kgV
(
|G : HN | : N ∈ N

)
,

|G| := |G : 1|

(beachte: |G : HN | ≤ |G : N | <∞ nach Lemma A.9.14).

Bemerkung A.9.19. Sei G eine proendliche Gruppe und H ≤ G abgeschlossen.

(i) Sei |G : H| <∞. Nach Lagrange gilt |G : HN |
∣∣ |G : H| für alle N ∈ N . Nach Lemma A.9.14 ist

H offen und nach Folgerung A.9.16 existiert ein N ∈ N mit N ⊆ H. Daher stimmt |G : H| = |G :

HN | mit dem gewöhnlichen Index überein.

(ii) Eine Teilmenge U ⊆ H nennt man offen in H, falls eine offene Menge V ⊆ G mit U = V ∩H
existiert. Auf diese Weise wird H selbst zu einem topologischen Raum (Relativ-Topologie). Nach
Bemerkung A.9.7 ist H kompakt und offenbar auch total unzusammenhängend. Für φ : G×G→ G,
(x, y) 7→ xy−1 gilt φ−1

|H×H(U) = φ−1(V )∩H×H . Dies zeigt, dass H eine proendliche Gruppe. Für
jede abgeschlossene Untergruppe A in H ist daher |H : A| definiert. Nach Definition existiert eine
offene Menge U ⊆ G mit H \A = U ∩H. Wegen G \A = (G \H) ∪ U ist A auch abgeschlossen
in G.

Satz A.9.20 (Lagrange für proendliche Gruppen). Sei G eine proendliche Gruppe und A,B ≤ G
abgeschlossen mit A ≤ B. Dann gilt

|G : A| = |G : B||B : A|.

Beweis. Die Aussage gilt bekanntlich für Untergruppen mit endlichem Index. Für N ∈ N ist daher

|G : AN | = |G : BN ||BN : AN | = |G : BN ||B : B ∩AN | = |G : BN ||B : (B ∩N)A|
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nach der Dedekind-Identität. Offenbar ist B ∩ N ein offener Normalteiler von B bzgl. der Relativ-
Topologie (Bemerkung A.9.19). Dies zeigt

|G : A| = kgV
(
|G : AN | : N ∈ N

) ∣∣ kgV(
|G : BN | : N ∈ N

)
kgV

(
|B : (B ∩N)A| : N ∈ N

)
= |G : B||B : A|.

Sei nun M ein offener Normalteiler in B. Nach Definition der Relativ-Topologie existiert eine offene
Menge U ⊆ G mit M = U ∩B. Nach Folgerung A.9.16 existiert ein M1 ∈ N mit M1 ≤ U . Nun ist auch
B ∩N ∩M1 ⊴B offen in B und in M enthalten. Es folgt

|G : BN ||B :MA|
∣∣ |G : B(N ∩M1)||B : (B ∩N ∩M1)A| = |G : A(N ∩M1)|

∣∣ |G : A|.

Dies zeigt |G : B||B : A|
∣∣ |G : A|.

Definition A.9.21. Sei G eine proendliche Gruppe und H ≤ G abgeschlossen. Man nennt H eine
p-Untergruppe von G, falls |H| ein Teiler von p∞ ∈ Π ist. Eine p-Untergruppe H heißt p-Sylowgruppe
von G, falls |G : H| nicht durch p teilbar ist.

Satz A.9.22 (Sylow für proendliche Gruppen). Sei G eine proendliche Gruppe und p ∈ P. Dann
besitzt G eine p-Sylowgruppe P und jede p-Untergruppe von G ist zu einer Untergruppe von P konjugiert.
Insbesondere sind je zwei p-Sylowgruppen in G konjugiert.

Beweis. Sei P die Menge aller abgeschlossenen UntergruppenH ≤ G, sodass |G : H| nicht durch p teilbar
ist. Wegen G ∈ P ist P nichtleer und durch ⊆ geordnet. Sei Q ⊆ P total geordnet, S :=

⋂
Q∈QQ ≤ G

und N ∈ N . Dann ist SN =
⋃
s∈S sN offen und abgeschlossen nach Lemma A.9.14. Als abgeschlossene

Teilmenge des kompakten RaumsG ist auchG\SN kompakt (Bemerkung A.9.7). Die offene Überdeckung

G \ SN ⊆ G \ S =
⋃
Q∈Q

G \Q

besitzt also eine endliche Teilüberdeckung. Da Q total geordnet ist, existiert ein Q ∈ Q mit Q ≤ SN .
Nach Lagrange ist |G : SN |

∣∣ |G : Q| zu p teilerfremd. Da N ∈ N beliebig war, folgt S ∈ P. Somit ist
S eine untere Schranke für Q. Nach Zorns Lemma besitzt P ein minimales Element P . Angenommen
P ist keine p-Untergruppe. Dann existiert ein offener Normalteiler M von B, sodass |P : P ∩M |
keine p-Potenz ist. Wegen Folgerung A.9.16 existiert ein N ∈ N mit P ∩ N ≤ M . Insbesondere
ist auch |P : P ∩ N | keine p-Potenz. Nach dem endlichen Sylowsatz existiert eine p-Sylowgruppe
P̃ /(P ∩ N) < P/(P ∩ N). Als Vereinigung von Nebenklassen nach P ∩ N ist P̃ offen in P . Wegen
|P : P̃ | <∞ ist P̃ auch abgeschlossen in P und in G (Bemerkung A.9.19), d. h. P̃ ∈ P . Nach Lagrange
ist |G : P̃ | = |G : P ||P : P̃ | zu p teilerfremd im Widerspruch zur Wahl von P . Dies zeigt, dass P eine
p-Sylowgruppe von G ist.

Sei jetzt U ≤ G eine p-Untergruppe. Für alle N ∈ N ist

T (N) := {g ∈ G : gUg−1 ≤ PN} ̸= ∅

nach dem endlichen Sylowsatz für G/N . Als Vereinigung von Nebenklassen nach N ist T (N) offen.
Nehmen wir

⋂
N∈N T (N) = ∅ an. Da G kompakt ist, existieren N1, . . . , Nk ∈ N mit

⋂k
i=1 T (Ni) = ∅.

Dies widerspricht jedoch ∅ ≠ T (N1 ∩ . . . ∩Nk) ⊆
⋂k
i=1 T (Ni). Also existiert ein g ∈

⋂
N∈N T (N). Aus

Lemma A.9.17 folgt
gUg−1 =

⋂
N∈N

gUNg−1 ≤
⋂
N∈N

PN = P.
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Für die letzte Aussage sei U eine p-Sylowgruppe von G und g ∈ G mit gUg−1 ≤ P . Dann ist
|G : gUg−1| = |G : P ||P : gUg−1| zu p teilerfremd. Wie im Beweis von Satz A.9.20 ist andererseits

|P : gUg−1| = kgV
(
|P : (P ∩N)gUg−1| : N ∈ N

) ∣∣ kgV(
|P : P ∩N | : N ∈ N

)
= |P |

eine p-Potenz. Dies zeigt gUg−1 = P .

Beispiel A.9.23. Sei 2 < p ∈ P und G := Gal(Qp∞ |Q) wie in Beispiel III.11.30. Nach Satz A.9.13 ist G
proendlich. Sei σ ∈ G mit σ(ζpn) = ζ1+ppn für alle n ∈ N. Nach (dem Beweis von) Satz I.8.34 erzeugt die
Einschränkung von σ auf Qpn eine p-Sylowgruppe von Gal(Qpn |Q). Also ist Qσ

pn = Qp und Qσ
p∞ = Qp.

Sei H = Gal(Qp∞ |Qp) ⊴ G der Abschluss von ⟨σ⟩ in G. Dann gilt |G : H| = |Gal(Qp|Q)| = p − 1.
Sei Qp ⊆ L eine endliche Galois-Erweiterung mit L ⊆ Qp∞ . Es existiert ein n ∈ N mit L ⊆ Qpn . Für
N := Gal(Qp∞ |L)⊴H gilt

|H : N | = |L : Qp|
∣∣ |Qpn : Qp| = pn−1.

Dies zeigt, dass H eine p-Sylowgruppe von G ist. Als unendliche Galoisgruppe ist H überabzählbar
nach Satz III.11.29. Insbesondere ist H > ⟨σ⟩.

Bemerkung A.9.24. Für beliebige (unendliche) Gruppen G definiert man p-Sylowgruppen völlig
anders. Man nennt P ≤ G eine p-Untergruppe, wenn P nur aus p-Elementen besteht. Eine bzgl.
Inklusion maximale p-Untergruppe heißt p-Sylowgruppe. In dieser Allgemeinheit sind jedoch alle Teile
des Sylowsatzes falsch.
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A.10 Der Satz von Lindemann-Weierstraß

Definition A.10.1. Für α =
∑
akX

k ∈ C[X], n ∈ N0 und x ∈ C sei

α(Σ) :=
∞∑
k=0

α(k) ∈ C[X],

ϵn(x) := e−|x|
∞∑
k=1

xkn!

(n+ k)!
∈ C,

α∗(x) :=
∑

akϵk(x)x
k ∈ C.

Bemerkung A.10.2. Wegen (n+k)!
n!k! =

(
n+k
n

)
≥ 1 ist

e|x| = 1 +

∞∑
k=1

|x|k

k!
>

∞∑
k=1

|x|kn!
(n+ k)!

und |ϵn(x)| < 1 für alle n ∈ N0 und x ∈ C.

Lemma A.10.3. Für α ∈ C[X] und x ∈ C gilt exα(Σ)(0) = α(Σ)(x) + α∗(x)e|x|.

Beweis. Da die Abbildungen α 7→ α(Σ) und α 7→ α∗ linear sind, können wir α = Xn mit n ∈ N0

annehmen. Dann gilt

α(Σ)(x) + α∗(x)e|x| = xn + nxn−1 + . . .+ n! + xn
∞∑
k=1

xkn!

(n+ k)!
= n!

∞∑
k=0

xk

k!
= exα(Σ)(0).

Lemma A.10.4. Sei α ∈ Z[X], n ∈ N, β := Xn

(n−1)!α und γ := Xn−1

(n−1)!α. Dann gilt β(Σ)(0) ∈ nZ und
γ(Σ)(0) ∈ α(0) + nZ.

Beweis. O.B. d.A. sei α = Xm mit m ∈ N0. Dann gilt

β(Σ)(0) = β(n+m)(0) =
(n+m)!

(n− 1)!
∈ nZ,

γ(Σ)(0) = β(n+m−1)(0) =
(n+m− 1)!

(n− 1)!
∈ α(0) + nZ.

Satz A.10.5 (Lindemann-Weierstraß). Für paarweise verschiedene a1, . . . , an ∈ Q sind ea1 , . . . , ean
linear unabhängig über Q.
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Beweis. Nehmen wir an, es existieren b1, . . . , bn ∈ Q \ {0} mit

b1e
a1 + . . .+ bne

an = 0. (A.10.1)

Sei µi ∈ Q[X] das Minimalpolynom von bi und sei L ein Zerfällungskörper von µ1 . . . µn. Sei G :=
Gal(L|Q) und α := b1X1 + . . .+ bnXn ∈ L[X1, . . . , Xn]. Dann ist

β :=
∏
σ∈G

σ(α) =
∑

i1,...,in≥0
i1+···+in=|G|

λi1,...,inX
i1
1 . . . Xin

n ∈ LG[X1, . . . , Xn] = Q[X1, . . . , Xn]

und β(ea1 , . . . , ean) = 0. Andererseits ist β(ea1 , . . . , ean) eine rationale Linearkombination von Termen
der Form ei1a1+...+inan mit algebraischen Exponenten. Indem wir Terme mit gleichen Exponenten
zusammenfassen, erhalten wir b′1ea

′
1 + . . .+ b′me

a′m = 0 mit a′1, . . . , a′m ∈ Q paarweise verschieden und
b′1, . . . , b

′
m ∈ Q. Wir sortieren die ai lexikografisch (Re(a1), Im(a1)) < · · · < (Re(an), Im(an)). Da e|G|a1

nur einmal in β(ea1 , . . . , ean) auftritt (mit Koeffizienten
∏
σ(b1) ̸= 0), können nicht alle b′i verschwinden.

Wir ersetzen daher ai durch a′i und bi durch b
′
i. Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner gilt dann

b1, . . . , bn ∈ Z \ {0}.

Sei nun µi ∈ Q[X] das Minimalpolynom von ai und L ein Zerfällungskörper von µ1 . . . µn mit G :=
Gal(L|Q) = {σ1, . . . , σs}. Wir betrachten analog

0 =
∏
σ∈G

n∑
i=1

bie
σ(ai) =

∑
1≤k1,...,ks≤n

bk1 . . . bkse
σ1(ak1 )+···+σs(aks ). (A.10.2)

Für τ ∈ G existiert eine Permutation π ∈ Ss mit τσi = σπ(i) für i = 1, . . . , s. Es folgt

τ
( s∑
i=1

σi(aki)
)
=

s∑
i=1

σπ(i)(aki) =

s∑
i=1

σi(akπ−1(i)
)

und bk1 . . . bks = bkπ−1(1)
. . . bkπ−1(s)

. Daher operiert G auf der Menge der Exponenten in (A.10.2)
und je zwei Terme in der gleichen Bahn haben den gleichen Koeffizienten. Diese Eigenschaft bleibt
erhalten, wenn wir Terme mit gleichen Exponenten zusammenfassen. Für i = 1, . . . , s wählen wir
mi ∈ {1, . . . , n} mit (Re(σi(ami)), Im(σi(ami))) < (Re(σi(al)), Im(σi(al))) für alle l ̸= mi. Da der
Exponent σ1(am1) + · · ·+ σs(ams) nur einmal in (A.10.2) auftritt (mit Koeffizienten bm1 . . . bms ̸= 0),
verschwinden nicht alle Terme in (A.10.2). Wir dürfen also ai durch σ1(ak1)+ · · ·+σs(aks) und bi durch
bk1 . . . bks ersetzen. Anschließend hat (A.10.1) die Form

t∑
i=1

bi

si∑
j=1

eaij = 0,

wobei {aij : j = 1, . . . , si} für i = 1, . . . , t die Bahnen von G auf {a1, . . . , an} sind. Indem wir diese
Gleichung mit

∑t1
j=1 e

−a1j multiplizieren und anschließend G-Bahnen erneut aufteilen, können wir
a11 = 0 und t1 = 1 annehmen (wegen a1j ̸= aik für i > 1 können sich die Terme e0 nicht gegenseitig
aufheben). Nach Umbenennung erhalten wir

b0 +

t∑
i=1

bi

si∑
j=1

eaij = 0 (A.10.3)

mit b0, . . . , bt ∈ Z \ {0} und aij ̸= 0 für alle i, j. Weiterhin sei n = s1 + · · ·+ st.
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Nach Satz II.11.15 existiert ein c ∈ N, sodass caij für alle i, j ganz-algebraisch ist. Dann folgt α :=
cn

∏
i,j(X − aij) ∈ Z[X] aus Bemerkung I.8.53. Wir wählen eine Primzahl p > max

{
c, b0, |α(0)|

}
und

definieren

γ :=
(cX)p−1

(p− 1)!
αp ∈ Q[X].

Multiplikation von (A.10.3) mit γ(Σ)(0) ergibt

b0γ
(Σ)(0) +

t∑
i=1

bi

si∑
j=1

γ(Σ)(aij) +

t∑
i=1

bi

si∑
j=1

γ∗(aij)e
|aij | = 0 (A.10.4)

nach Lemma A.10.3. Aus Lemma A.10.4 und der Wahl von p folgt

b0γ
(Σ)(0) ≡ b0c

p−1αp(0) ̸≡ 0 (mod p).

Ferner gilt

γij := γ(X + aij) =
Xp

(p− 1)!

(
c(X + aij)

)p−1
(
cn

∏
(k,l)̸=(i,j)

(X + aij − akl)
)p

=
Xp

(p− 1)!
δij ,

wobei δij ∈ C[X] ganz-algebraische Koeffizienten hat (Polynome in den cakl). Andererseits ist
∑ti

j=1 γij ∈
LG[X] = Q[X] und aus Bemerkung I.8.53 folgt

∑ti
j=1 γij =

Xp

(p−1)!δi mit δi :=
∑ti

j=1 δij ∈ Z[X]. Mit der
Kettenregel gilt γ′ij = γ′(X + aij) und Lemma A.10.4 liefert

ti∑
j=1

γ(Σ)(aij) =

ti∑
j=1

γ
(Σ)
ij (0) ∈ pZ.

Die Summe der ersten beiden (ganzzahligen) Summanden in (A.10.4) ist also nicht durch p teilbar und
daher betragsmäßig mindestens 1.

Für ein festes x ∈ C existiert eine Konstante C ∈ R mit

|γ∗(x)|
A.10.2
≤ (c|x|)p−1

(p− 1)!
α(|x|)p ≤ Cp

(p− 1)!
.

Wenn p groß genug ist, folgt ∣∣∣ t∑
i=1

bi

si∑
j=1

γ∗(aij)e
|aij |

∣∣∣ < 1.

Dies widerspricht (A.10.4).

Beispiel A.10.6. Für a1 = 0 und a2 = 1 erhält man die Transzendenz von e. Sei x ∈ Q \ {0}.
Dann ist cos(x)e0 − 1

2e
xi − 1

2e
−xi = 0. Nach Lindemann-Weierstraß ist cos(x) transzendent. Wegen

cos(π) = −1 ∈ Q ist π transzendent. Sei nun x ∈ Q∩R \ {1} und x > 0. Dann ist xe0 − elog(x) = 0 und
log(x) ist transzendent.

Folgerung A.10.7. Genau dann sind a1, . . . , an ∈ Q linear abhängig über Q, wenn ea1 , . . . , ean

algebraisch abhängig über Q sind.
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Beweis. Zuerst seien a1, . . . , an linear abhängig, sagen wir
∑n

i=1 λiai = 0 für λ1, . . . , λn ∈ Q (nicht
alle 0). Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner können wir λ1, . . . , λn ∈ Z annehmen. Nach
Umnummerierung gilt λ1, . . . , λk > 0, λk+1, . . . , λl < 0 und λl+1 = . . . = λn = 0. Es folgt

k∏
i=1

(eai)λi
( l∏
i=k+1

(eai)−λi
)−1

= eλ1a1+...+λnan = e0 = 1.

Für das Polynom α := Xλ1
1 . . . Xλk

k −X−λk+1

k+1 . . . X−λl
l ∈ Q[X1, . . . , Xn]\{0} gilt also α(ea1 , . . . , ean) = 0.

Damit sind ea1 , . . . , ean algebraisch abhängig über Q.

Nun seien ea1 , . . . , ean algebraisch abhängig über Q. Dann existiert

α =
∑

i1,...,in≥0

λi1,...,inX
i1
1 . . . Xin

n ∈ Q[X1, . . . , Xn] \ {0}

mit α(ea1 , . . . , ean) = 0. Also sind die Zahlen ei1a1+...+inan mit λi1,...,in ̸= 0 linear abhängig über Q. Nach
Lindemann-Weierstraß existieren Tupel (i1, . . . , in) ̸= (j1, . . . , jn) mit i1a1+. . .+inan = j1a1+. . .+jnan.
Damit sind a1, . . . , an linear abhängig über Q.

Bemerkung A.10.8.

(i) Man kann den Satz von Lindemann-Weierstraß auch aus Folgerung A.10.7 herleiten. Seien
dazu a1, . . . , an ∈ Q paarweise verschiedenen. Angenommen es existieren b1, . . . , bn ∈ Q \ {0}
mit

∑n
i=1 bie

ai = 0. O.B. d.A. sei a1, . . . , ak eine Q-Basis von ⟨a1, . . . , an⟩. Dann existieren
λij ∈ Q mit ai =

∑k
j=1 λijaj für i = k + 1, . . . , n. Wähle s ∈ N mit sλij ∈ Z für alle i, j. Sei

sj := min{0, sk+1,j , . . . , sn,j} ≤ 0 für j = 1, . . . , k. Dann ist

γ := X−s1
1 . . . X−sk

k

( k∑
i=1

biX
s
i +

n∑
i=k+1

biX
si,1
1 . . . X

si,k
k

)
∈ Q[X1, . . . , Xk].

Da ak+1, . . . , an paarweise verschieden sind, sind die Exponententupel (si,1, . . . , si,k) für i =
k + 1, . . . , n paarweise verschieden. Da diese ai auch zu a1, . . . , ak verschieden sind, hat keines der
Tupel die Form (0, . . . , 0, s, 0, . . . , 0). Die Monome in der obigen Klammer sind daher paarweise
verschieden. Dies zeigt γ ̸= 0. Es gilt

γ(ea1/s, . . . , eak/s) = e−(a1s1+...+aksk)/s
( k∑
i=1

bie
ai +

n∑
i=k+1

bie
a1λi1+···+akλik

)
= e−(a1s1+...+aksk)/s

n∑
i=1

bie
ai = 0.

Nach Lemma II.4.6 sind ea1/s, . . . , eak/s algebraisch abhängig über Q. O. B. d. A. sei ea1/s algebra-
isch über Q(ea2/s, . . . , eak/s). Aus Satz II.4.18 folgt

trg
(
Q(ea1/s, . . . , eak/s)|Q

)
≤ trg

(
Q(ea1/s, . . . , eak/s)|Q

)
= trg

(
Q(ea1/s, . . . , eak/s)|Q

)
= trg

(
Q(ea2/s, . . . , eak/s)|Q

)
≤ k − 1.

Also sind ea1/s, . . . , eak/s algebraisch abhängig über Q. Nach Folgerung A.10.7 wären a1, . . . , ak
linear abhängig über Q. Dieser Widerspruch zeigt, dass ea1 , . . . , ean linear unabhängig über Q
sind.
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(ii) Die Transzendenz des Logarithmus (Beispiel A.10.6) wurde von Baker verallgemeinert: Seien
a1, . . . , an ∈ Q \ {0, 1}, sodass log(a1), . . . , log(an) linear unabhängig über Q sind. Dann sind
1, log(a1), . . . , log(an) linear unabhängig über Q (insbesondere sind log(a1), . . . , log(an) transzen-
dent). Dies hängt nicht von der konkreten Wahl des komplexen Logarithmus ab. Nehmen wir
beispielsweise an, dass a = 2

√
2 algebraisch ist. Wegen log(a) =

√
2 log(2) sind log(a) und log(2)

sind linear abhängig über Q. Nach Baker sind log(a) und log(2) auch linear abhängig über Q.
Dann wäre aber

√
2 = log(a)

log(2) ∈ Q. Dieser Widerspruch zeigt die Transzendenz von 2
√
2.

(iii) Eine offene Vermutung von Schanuel besagt: Sind a1, . . . , an ∈ C linear unabhängig über Q, so ist
trg(Q(a1, . . . , an, e

a1 , . . . , ean)|Q) ≥ n. Im Fall a1, . . . , an ∈ Q erhält man Lindemann-Weierstraß
und im Fall ea1 , . . . , ean ∈ Q folgt der Satz von Baker.
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A.11 Ringe mit Endlichkeitsbedingung

Bemerkung A.11.1. Der folgende Satz verallgemeinert Wedderburns Satz über endliche Schiefkörper
(Satz II.8.7) und Aufgabe II.7.

Satz A.11.2 (Jacobson). Sei R ein Ring, in dem für jedes x ∈ R ein n ≥ 2 mit xn = x existiert.
Dann ist R kommutativ.

Beweis (Wamsley). Wir identifizieren Z mit Z1R. Nach Voraussetzung existiert ein n ≥ 2 mit 2n = 2.
Daher ist die Ordnung o(x) von x ∈ R in (R,+) ein Teiler von 2n − 2. Angenommen es existiert eine
Primzahl p mit p2 | o(x). Dann ist x̃ := o(x)

p x ̸= 0 und x̃2 = 0. Nach Voraussetzung existiert jedoch ein
m ≥ 2 mit x̃m = x̃. Dieser Widerspruch zeigt o(x) = p1 . . . pr mit paarweise verschiedenen Primzahlen
p1, . . . , pr. Für p ∈ P sei

Rp := {x ∈ R : px = 0}⊴R

(für p > 2n − 2 ist Rp = 0). Für i = 1, . . . , r sei xi :=
o(x)
pi
x ∈ Rpi . Nach dem euklidischen Algorithmus

existieren a1, . . . , ar ∈ Z mit a1
o(x)
p1

+ . . .+ar
o(x)
pr

= 1. Es folgt x = a1x1+ . . .+arxr und R =
⊕

p∈PRp.
Sei 1 =

∑
p∈P ep mit Idempotenten ep ∈ Rp. Offenbar ist dann Rp ein Ring mit Einselement ep. Wir

können daher R = Rp für ein p ∈ P annehmen, d. h. R hat Charakteristik p.

Nehmen wir an, dass R nicht kommutativ ist. Sei x ∈ R \ Z(R). Dann ist

S :=
{
α(x) : α ∈ Z[X]

}
⊆ R

ein endlicher und damit artinscher Ring. Da R nach Voraussetzung keine nilpotenten Elemente besitzt,
ist J(S) = 0 (Lemma II.8.15). Nach Artin-Wedderburn gilt S ∼= Qn1×n1

1 × . . .×Qnt×nr
t , wobei Q1, . . . , Qt

nach Wedderburn endliche Körper sind. Im Fall ni > 1 wäre E12 ∈ Qni×ni
i mit E2

12 = 0 im Widerspruch
zur Voraussetzung. Also ist n1 = . . . = nt = 1. Sei x = x1 + . . . + xt mit xi ∈ Qi. Wegen x /∈ Z(R)
muss ein i mit xi /∈ Z(R) existieren. Indem wir x durch xi ersetzen, können wir annehmen, dass S ein
endlicher Körper ist.

Sei |S| = pr = q und e ∈ S das Einselement von S. Sei f := 1− e. Für r ∈ R gilt (erf)2 = 0 und somit
eRf = 0. Analog gilt fRe = 0. Dies zeigt R = eRe ⊕ fRf mit x ∈ eRe. Wäre x ∈ Z(eRe), so wäre
x ∈ Z(R). Wir können also R = eRe annehmen, d. h. e = 1. Auf diese Weise wird R ein S-Vektorraum.
Wir betrachten die S-linearen Abbildungen αx : R → R, r 7→ xr und βx : R → R, r 7→ rx. Nach
dem Assoziativgesetz gilt αx ◦ βx = βx ◦ αx. Sei δx := αx − βx. Nach der binomischen Formel gilt
δpx = αpx − βpx = αxp − βxp = δxp und δqx = δxq = δx. Wegen Xq −X =

∏
λ∈S(X − λ) ∈ S[X] gilt

0 = δqx − δx =
∏
λ∈S

(δx − λ id) ∈ EndS(R).

Für y ∈ R \ CR(x) gilt δx(y) ̸= 0. Daher existieren l ≥ 2 und paarweise verschiedene Elemente
0 = λ1, . . . , λl ∈ S mit

z := (δx − λl−1 id) . . . (δx − λ1 id)(y) ̸= 0
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und (δx − λl id)(z) = 0, d. h. zx = (x − λl)z ∈ Sz. Da S von x erzeugt wird, gilt zS = Sz. Wegen
λl ̸= 0 ist xz ≠ zx. Daher erzeugen x und z einen endlichen nicht-kommutativen Teilring T von R. Wie
oben muss aber T ein direktes Produkt von Körpern sein. Widerspruch.
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A.12 Freie Moduln mit unendlichem Rang

Satz A.12.1. Sei R ein Hauptidealring und M ein freier R-Modul. Dann ist jeder Untermodul N ≤M
frei mit rkN ≤ rkM .

Beweis. Sei B eine Basis von M und NC := ⟨C⟩ ∩N für C ⊆ B. Sei M die Menge aller Tripel (C,Γ, f)
bestehend aus einer Teilmenge C ⊆ B, sodass NC frei ist mit Basis Γ und f : Γ → C ist injektive
Abbildung. Wegen (∅,∅,∅) ∈ M ist M nichtleer und durch

(C,Γ, f) ≤ (C ′,Γ′, f ′) :⇐⇒ C ⊆ C ′, Γ ⊆ Γ′, f ′Γ = f

geordnet. Sei ∅ ̸= N ⊆ M total geordnet und

(C,Γ) :=
( ⋃
(D,∆,g)∈N

D,
⋃

(D,∆,g)∈N

∆
)
.

Offenbar ist dann NC frei mit Basis Γ. Für γ ∈ Γ existiert (D,∆, g) ∈ N mit γ ∈ ∆. Wir definieren
f(γ) := g(γ). Offenbar ist dann g : Γ → C eine wohldefinierte injektive Abbildung. Also ist (C,Γ, f) ∈ M
eine obere Schranke von N . Nach Zorn existiert ein maximales Element (C,Γ, f) ∈ M. Wir nehmen
C ̸= B an und wählen b ∈ B \ C. Für C ′ := C ∪ {b} gilt

NC′/NC = NC′/(NC′ ∩ ⟨C⟩) ≃ (NC′ + ⟨C⟩)/⟨C⟩ ≤ ⟨C ′⟩/⟨C⟩ ≃ Rb ≃ R.

Im Fall NC′ = NC wäre (C ′,Γ, f) ∈ M im Widerspruch zur Maximalität von (C,Γ, f). Also ist
NC′ ̸= NC . Da R ein Hauptidealring ist, existiert δ ∈ NC′ mit NC′/NC = R(δ +NC)/NC ≃ R, d. h.
NC′ = Rδ +NC . Daher ist Γ′ := Γ ∪ {δ} ein Erzeugendensystem von NC′ . Seien rγ , rδ ∈ R mit

rδδ +
∑
γ∈Γ

rγγ = 0.

Dann ist rδδ ∈ NC und aus NC′/NC ≃ R folgt rδ = 0. Da Γ linear unabhängig ist, ist auch rγ = 0 für
alle γ ∈ Γ. Daher ist NC′ frei mit Basis Γ′. Schließlich lässt sich f : Γ → C zu einer injektiven Abbildung
f ′ : Γ′ → C ′ mit f ′(δ) = b fortsetzen. Also ist (C ′,Γ′, f ′) ∈ M im Widerspruch zur Maximalität
von (C,Γ, f). Dies zeigt C = B und N = NB ist frei mit Basis Γ. Die Abbildung f : Γ → B zeigt
rkN = |Γ| ≤ |B| = rkM .

Satz A.12.2 (Baer). Die abelsche Gruppe ZN =
∏

N Z ist nicht frei.

Beweis (Schröer). Angenommen G := ZN ist frei mit Basis B. Sei ei ∈ G mit einer 1 an Position i
und sonst nur Nullen. Wir schreiben ei =

∑
b∈B λibb mit λib ∈ Z. Als abzählbare Vereinigung endlicher

Mengen ist
C := {b ∈ B : ∃i ∈ N : λib ̸= 0}

abzählbar. Damit ist auchH := ⟨C⟩ ≤ G abzählbar. Andererseits ist G und damit auch B überabzählbar.
Außerdem ist G/H frei mit Basis B \ C. Offenbar existieren überabzählbar viele (a1, a2, . . .) ∈ G mit
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ai ≥ 2 für i = 1, . . .. Daher kann findet man gewisse ai mit x := (a1, a1a2, . . .) /∈ H. Seien λb ∈ Z mit
x ≡

∑
b∈B\C λbb (mod H). Wegen x /∈ H existiert ein b′ ∈ B \C mit λb′ ≠ 0. Wegen e1, e2, . . . ∈ H gilt

a1 . . . ai(0, . . . , 0, ai+1, ai+1ai+2, . . .) ≡ x ≡
∑

b∈B\C

λbb (mod H).

Ein Koeffizientenvergleich liefert den Widerspruch a1 . . . ai | λb′ für alle i ∈ N.
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A.13 Gruppendeterminanten

Definition A.13.1. Sei G eine endliche Gruppe und R := C[Xg : g ∈ G] der Polynomring in |G|
Unbekannten. Man nennt Θ(G) := det((Xgh−1)g,h∈G) ∈ R die Determinante von G.

Bemerkung A.13.2.

(i) Für π ∈ Sym(G) gilt (Xπ(g)π(h)−1)g,h = P−1(Xgh−1)P , wobei P = (δgπ(h))g,h die Permutations-
matrix von π ist. Dies zeigt, dass Θ(G) nicht von der Reihenfolge der g ∈ G abhängt.

(ii) Nach der Leibniz-Formel ist Θ(G) ein homogenes Polynom vom Grad n und normiert in X1, d. h.
jedes Mononom von Θ(G) hat Grad n und der Koeffizient von Xn

1 ist 1. Da R nach Gauß ein
faktorieller Ring ist, kann man nach der Primfaktorzerlegung von Θ(G) fragen.

Lemma A.13.3. Sei K ein unendlicher Körper und α, β ∈ K[X1, . . . , Xn] mit α(x1, . . . , xn) =
β(x1, . . . , xn) für alle x1, . . . , xn ∈ K. Dann ist α = β.

Beweis. Für n = 1 hat α− β unendlich viele Nullstellen und es folgt α = β aus Satz I.8.29. Sei nun
n ≥ 2 und α− β =

∑d
k=0 γkX

k
n mit γ0, . . . , γd ∈ K[X1, . . . , Xn−1]. Für alle x1, . . . , xn−1 ∈ K hat

d∑
k=0

γk(x1, . . . , xn−1)X
k
n ∈ K[Xn]

unendlich viele Nullstellen und es folgt wieder γk(x1, . . . , xn−1) = 0. Durch Induktion nach n ist
γ0 = . . . = γd = 0 und damit α = β.

Lemma A.13.4. Das Polynom det
(
(Xij)i,j

)
∈ C[Xij : 1 ≤ i, j ≤ n] ist irreduzibel.

Beweis. Nach der Leibniz-Formel ist δ := det(Xij) linear als Polynom in Xkl mit Koeffizienten über
dem Integritätsbereich C[Xij : (i, j) ̸= (k, l)]. Sei δ = αβ mit α, β ∈ C[Xij : 1 ≤ i, j ≤ n]. Jedes Xkl

tritt dann entweder in α oder in β auf, denn lineare Polynome sind stets irreduzibel. O.B. d.A. trete
X11 in α auf. Angenommen X1k tritt für ein k > 1 in β auf. Dann gilt

δ = (α0 + α1X11)(β0 + β1X1k) = α0β0 + α1β0X11 + α0β1X1k + α1β1X11X1k,

wobei X11 nicht in α0 und X1k nicht in β0 auftritt. Wegen α1β1 ̸= 0 kommt X11X1k in δ vor. Dies
widerspricht aber der Leibniz-Formel. Also kommen X11, . . . , X1n nur in α vor. Mit dem gleichen
Argument kommen X1j , . . . , Xnj nur in α vor, denn X1jXkj kommt für k > 1 nicht in δ vor. Insgesamt
ist β ∈ C und δ ist irreduzibel.

518



Lemma A.13.5. Seien ∆1, . . . ,∆k die nicht-ähnlichen irreduziblen Darstellungen von G über C. Dann
ist die Abbildung

∆1 ⊕ . . .⊕∆k : CG→
k×
i=1

Cdeg∆i×deg∆i ,

x 7→ (∆i(x))i

ein Isomorphismus von Algebren.

Beweis. Wegen dimCG = |G| =
∑k

i=1 deg(∆i)
2 genügt es zu zeigen, dass ∆1 ⊕ . . .⊕∆k injektiv ist.

Sei also x ∈
⋂k
i=1Ker(∆i). Dann liegt x auch im Kern der regulären Darstellung. Insbesondere ist

x = x · 1 = 0.

Lemma A.13.6. Sei ∆: G→ GL(d,C) eine irreduzible Darstellung von G und

(αij)i,j :=
∑
g∈G

Xg∆(g) ∈ Rd×d.

Dann sind die Polynome αij linear unabhängig über C.

Beweis. Seien cij ∈ C mit
∑

1≤i,j≤n cijαij = 0. Für alle xg ∈ C (g ∈ G) gilt
∑

1≤i,j≤n cijαij(xg) = 0.
Nach Lemma A.13.5 ist die Fortsetzung ∆: CG → Cd×d surjektiv. Für 1 ≤ k, l ≤ n existiert daher
ein x :=

∑
xgg ∈ CG mit (αij(xg))i,j = ∆(x) = (δikδjl). Es folgt ckl =

∑
1≤i,j≤n cijαij(xg) = 0 für

k, l = 1, . . . , n.

Satz A.13.7 (Frobenius). Die Primfaktorzerlegung von Θ(G) in R hat die Form

Θ(G) =
∏

χ∈Irr(G)

θχ(1)χ ,

wobei θχ irreduzibel und homogen vom Grad χ(1) ist.

Beweis. Sei n := |G| und Γ: CG → Cn×n die reguläre Darstellung von G. Für x =
∑

g∈G xgg ∈ CG
und h ∈ G gilt xh =

∑
g∈G xgh−1g. Bzgl. der kanonischen Basis G gilt daher Γ(x) = (xgh−1)g,h∈G.

Andererseits ist Γ ähnlich zu ∆d1
1 ⊕ . . . ⊕ ∆dk

k , wobei ∆1, . . . ,∆k die nicht-ähnlichen irreduziblen
Darstellungen von G sind und di := deg∆i (Bemerkung II.13.26). Insbesondere gilt det

(
(xgh−1)g,h

)
=∏k

i=1 det
(
∆i(x)

)di für alle (xg)g ∈ Cn. Aus Lemma A.13.3 folgt

Θ(G) =

k∏
i=1

det
(∑
g∈G

Xg∆i(g)
)di

.

Sei also θi := det
(∑

g∈GXg∆i(g)
)
∈ R für i = 1, . . . , k. Nach der Leibniz-Formel ist θi homogen

vom Grad di und normiert in X1. Sei (αst)s,t =
∑

g∈GXg∆i(g). Nach Lemma A.13.6 sind die αst
linear unabhängig über C und linear in allen Xg. Die Xg spannen einen C-Vektorraum V ≤ R der
Dimension n auf. Wir können daher αst durch β1, . . . , βn−d2i

zu einer Basis von V ergänzen. Sei F
eine beliebige Bijektion zwischen {αst, βj : 1 ≤ s, t ≤ di, j = 1, . . . , n − d2i } und {Xg : g ∈ G}. Dann
setzt sich F zu einem Automorphismus der C-Algebra R fort. Unter F wird θi auf det(Xst) abgebildet,
wobei die Xst := F (αst) ∈ {Xg : g ∈ G} paarweise verschieden sind. Nach Lemma A.13.4 ist det(Xst)
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irreduzibel in C[Xst : 1 ≤ s, t ≤ di]. Eine Zerlegung von det(Xst) in R wäre auch eine Zerlegung in
C[Xst] (Gradvergleich). Daher sind det(Xst) und θi auch in R irreduzibel.

Es verbleibt zu zeigen, dass θi und θj für i ̸= j nicht assoziiert sind. Da alle θi in X1 normiert sind,
genügt es θi ≠ θj zu zeigen (beachte R× = C). Sei dafür χi der Charakter von ∆i. Sei g ∈ G\{1}. Indem
wir Xh = 0 für h ∈ G \ {1, g} setzen, wird θi zu det(Xdi

1 +∆i(g)Xg). Wieder nach der Leibniz-Formel
gilt

det(Xdi
1 +∆i(g)Xg) = Xd1

1 + χi(g)X
di−1
1 Xg + γ,

wobei der Grad von X1 in γ kleiner als di ist. Aus χi ̸= χj folgt nun θi ̸= θj .

Beispiel A.13.8. Für G = Cn erhält man die zyklische Determinante

Θ(G) = |Xi−j (mod n)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
X0 Xn−1 · · · X1

X1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . Xn−1

Xn−1 Xn−2 · · · X0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Der Beweis von Satz A.13.7 zeigt

Θ(G) =
∏

χ∈Irr(G)

(∑
g∈G

χ(g)Xg

)
=

n−1∏
i=0

(n−1∑
j=0

ζijXj

)
,

wobei ζ = e2πi/n ∈ C. Setzt man X1 = 1 und Xi = 0 für i ≠ 1, so erhält man die Permutationsmatrix
eines n-Zyklus mit Determinante ζ0+1+...+n−1 = ζn(n−1)/2 = (−1)n−1.
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A.14 Frobenius-Schur-Indikatoren

Bemerkung A.14.1. Im Folgenden sei G eine endliche Gruppe. Es kommt häufig vor, dass der
Charakter einer Darstellung ∆: G → GL(n,C) nur reelle Werte annimmt, obwohl ∆ zu keiner R-
Darstellung G→ GL(n,R) ähnlich ist. Wir führen in diesem Abschnitt eine Invariante von χ ein, die
angibt, ob ∆ zu einer R-Darstellung ähnlich ist. Als Anwendung erhält man eine Formel für die Anzahl
der Quadratwurzeln eines Gruppenelements.

Definition A.14.2. Sei V ein CG-Modul und W := V ⊗ V . Nach Satz III.3.18 definiert f : W →W ,
v ⊗ w 7→ w ⊗ v einen Homomorphismus von CG-Moduln. Insbesondere sind

S2(V ) := Ker(f − idW ), A2(V ) := Ker(f + idW )

CG-Moduln. Man nennt S2(V ) das symmetrische Quadrat und A2(V ) das alternierende Quadrat von
V . Wegen v ⊗ w = 1

2(v ⊗ w + w ⊗ v) + 1
2(v ⊗ w − w ⊗ v) ist W = S2(V )⊕A2(V ).

Lemma A.14.3. Sei V ein CG-Modul mit Charakter χ. Dann hat S2(V ) den Charakter χs(g) :=
1
2(χ(g)

2 + χ(g2)) und A2(V ) hat den Charakter χa(g) := 1
2(χ(g)

2 − χ(g2)) für g ∈ G.

Beweis. Sei b1, . . . , bn eine Basis von V und gbi =
∑n

j=1 λjibj für g ∈ G und λji ∈ C. Dann ist
χ(g) =

∑n
i=1 λii und χ(g2) =

∑n
i,j=1 λjiλji. Außerdem ist {bi ⊗ bj − bi ⊗ bj : i < j} eine Basis von

A2(V ) und

g(bs ⊗ bt − bt ⊗ bs) =

n∑
i,j=1

(λisλjt − λitλjs)bi ⊗ bj =
∑
i<j

(λisλjt − λjtλis)(bi ⊗ bj − bj ⊗ bi).

Dies zeigt

χa(g) =
1

2

∑
s̸=t

(λssλtt + λstλts) =
1

2
(χ(g)2 − χ(g2)).

Die Formel für χs(g) folgt aus V = S2(V )⊕A2(V ).

Definition A.14.4. Für χ ∈ Irr(G) nennt man

ϵ(χ) :=
1

|G|
∑
g∈G

χ(g2)

den Frobenius-Schur-Indikator von χ.

Bemerkung A.14.5. Offenbar ist θ : G→ C, g 7→ |{x ∈ G : x2 = g}| eine Klassenfunktion mit

(χ, θ) =
1

|G|
∑
g∈G

∑
x∈G
x2=g

χ(x2) =
1

|G|
∑
x∈G

χ(x2) = ϵ(χ)
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für χ ∈ Irr(G). Daher gilt

|{x ∈ G : x2 = g}| =
∑

χ∈Irr(G)

ϵ(χ)χ(g)

für g ∈ G.

Beispiel A.14.6.

(i) Ist χ(1) = 1, so ist χ ein Homomorphismus und man erhält ϵ(χ) = (χ2,1G) = (χ, χ) = 1 falls
χ = χ und ϵ(χ) = 0 sonst. Insbesondere ist ϵ(1G) = 1.

(ii) Ist |G| ungerade, so ist G→ G, g 7→ g2 eine Bijektion. Es folgt θ = 1G, d. h. ϵ(χ) = 0 für χ ≠ 1G.

(iii) Nach Aufgabe I.26 besitzt die Quaternionengruppe G = Q8 genau eine Involution. Wegen
G/G′ ∼= C2

2 besteht Irr(G) aus vier reellen linearen Charaktere und einem Charakter χ vom Grad
2 (Lemma II.14.42). Nach Bemerkung A.14.5 gilt

2 = |{x ∈ G : x2 = 1}| = 4 + 2ϵ(χ)

und ϵ(χ) = −1.

Satz A.14.7. Für alle χ ∈ Irr(G) gilt ϵ(χ) ∈ {−1, 0, 1} und

ϵ(χ) = (χs − χa,1G) =


0 falls χ ̸= χ,

1 falls (χs,1G) = 1,

−1 falls (χa,1G) = 1.

Beweis. Nach Lemma A.14.3 gilt 0 ≤ (χs,1G) + (χa,1G) = (χ2,1G) = (χ, χ) ≤ 1. Daraus folgt die
Behauptung.

Bemerkung A.14.8.

(i) Sei V = Cn ein CG-Modul mit Standard-Skalarprodukt [v, w] := vtw =
∑n

i=1 viwi für v, w ∈ V
(positiv definite hermitesche Sesquilinearform). Dann definiert

β(v, w) :=
∑
g∈G

[gv, gw]

ein G-invariantes Skalarprodukt, d. h. β(gv, gw) = β(v, w) für alle v, w ∈ V und g ∈ G. Nach dem
Gram-Schmidt-Verfahren besitzt V eine Orthonormalbasis b1, . . . , bn bzgl. β. Sei ∆: G→ GL(n,C)
die Darstellung von V bzgl. b1, . . . , bn. Für die Standardbasis e1, . . . , en ∈ Cn gilt dann

eti∆(g)t∆(g)ej = β(gbi, gbj) = β(bi, bj) = δij (1 ≤ i, j ≤ n).

Also ist ∆(g) eine unitäre Matrix, d. h. ∆(g)t∆(g) = 1n. Jede Darstellung ist somit zu einer
unitären Darstellung

G→ GU(n,C) := {A ∈ GL(n,C) : AtA = 1n}

ähnlich.
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(ii) Sei β′ : V × V → C ebenfalls ein G-invariantes Skalarprodukt. Für v, w ∈ V sei βv(w) := β(v, w).
Offenbar ist γ : V → V ∗, v 7→ βv linear. Wegen βv(v) > 0 für v ̸= 0 und dimV = dimV ∗

ist γ ein Isomorphismus. Analog existiert ein Isomorphismus γ′ : V → V ∗, v 7→ β′v. Daher ist
σ := γ−1 ◦ γ′ ∈ GL(V ) mit

β(σ(v), w) = βσ(v)(w) = γ(σ(v))(w) = γ′(v)(w) = β′(v, w)

für alle v, w ∈ V . Für g ∈ G folgt

β(σ(gv), gw) = β′(gv, gw) = β′(v, w) = β(σ(v), w) = β(gσ(v), gw).

Daher ist σ(gv) = gσ(v) und σ ∈ CGL(V )(∆(G)). Ist V einfach, so folgt σ ∈ C× idV aus
Satz II.14.47, d. h. β ist bis auf einen konstanten Faktor eindeutig bestimmt.

(iii) Wir untersuchen nun, wann eine G-invariante Bilinearform auf V existiert.

Satz A.14.9. Sei V ein irreduzibler CG-Modul mit Charakter χ. Dann gilt

(1) V besitzt eine nicht-triviale symmetrische G-invariante Bilinearform genau dann, wenn ϵ(χ) = 1.

(2) V besitzt eine nicht-triviale alternierende G-invariante Bilinearform genau dann, wenn ϵ(χ) = −1.

(3) V besitzt keine nicht-triviale G-invariante Bilinearform genau dann, wenn ϵ(χ) = 0.

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts (Satz III.3.18) entspricht jeder G-
invarianten Bilinearform V × V → C ein CG-Homomorphismus V ⊗ V → C. Eine nicht-triviale
Bilinearform existiert also genau dann, wenn 1G in χ2 = χs + χa vorkommt. Kommt 1G in χs vor, so
entspricht ein Homomorphismus f : S2(V ) → C einer symmetrischen Bilinearform

V × V → C, (v, w) 7→ f(v ⊗ w + w ⊗ v).

Ist umgekehrt β : V × V → C eine nicht-triviale symmetrische G-invariante Bilinearform, so ist

S2(V ) → C, v ⊗ w + w ⊗ v 7→ β(v, w) + β(w, v) = 2β(v, w)

ein nicht-trivialer Homomorphismus, d. h. 1G kommt in χs vor. Analog beweist man die Behauptung
für alternierende Bilinearformen.

Satz A.14.10. Für χ ∈ Irr(G) gilt ϵ(χ) = 1 genau dann, wenn ein RG-Modul mit Charakter χ existiert.

Beweis. Sei V ein RG-Modul mit Charakter χ und Basis b1, . . . , bn. Dann ist V̂ := C ⊗ V = Cb1 +
. . . + Cbn ein CG-Modul mit Charakter χ (Stichwort: Skalarerweiterung). Für v =

∑n
i=1 vibi und

w =
∑n

i=1wibi in V̂ definiert [v, w] :=
∑n

i=1 viwi eine symmetrische Bilinearform auf V . Offenbar
definiert

β(v, w) :=
∑
g∈G

[gv, gw] ∈ C

eine symmetrische G-invariante Bilinearform. Wegen gb1 ∈ V für g ∈ G gilt β(b1, b1) > 0. Insbesondere
ist β nicht-trivial. Aus Satz A.14.9 folgt ϵ(χ) = 1.
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Sei umgekehrt ϵ(χ) = 1 und V ein CG-Modul mit Charakter χ und Basis b1, . . . , bn. Nach Satz A.14.7
ist χ = χ. Für g ∈ G sei gbk =

∑n
j=1(λjk + iµjk)bj mit λjk, µjk ∈ R für j, k = 1, . . . , n. Dann ist

V̂ := Rb1 + Rib1 + . . .+ Rbn + Ribn ein RG-Modul mit Charakter

χ̂(g) = 2

n∑
j=1

λjj = χ(g) + χ(g) = 2χ(g)

für g ∈ G. Es genügt daher zu zeigen, dass V̂ nicht einfach ist. Sei f : V̂ → V , λbj + µibj 7→ (λ+ iµ)bj
der kanonische Isomorphismus von R-Vektorräumen. Für v ∈ V̂ und g ∈ G gilt f(gv) = gf(v) (auch
wenn V kein RG-Modul ist). Nach Satz A.14.9 existiert eine nicht-triviale symmetrische G-invariante
Bilinearform β : V × V → C. Durch

β̂ : V̂ × V̂ → R, (v, w) 7→ Re
(
β(f(v), f(w))

)
erhält man eine symmetrische G-invariante Bilinearform auf V̂ . Da β nicht-trivial ist, existieren v, w ∈ V
mit β(v, w) ̸= 0. Wegen β(v + w, v + w) = β(v, v) + 2β(v, w) + β(w,w) existiert v ∈ V mit β(v, v) ̸= 0.
Nach Normierung gilt β(v, v) = 1 und β(iv, iv) = −1. Für v̂ := f−1(v) und ŵ := f−1(v + iv) gilt
β̂(v̂, v̂) = 1 und

β̂(ŵ, ŵ) = Re
(
β(v, v) + 2iβ(v, v)− β(v, v)

)
= 0.

Daher ist β̂ nicht-trivial und {v ∈ V̂ : β̂(v, v) = 0} ist ein nicht-trivialer Untermodul von V̂ . Insbesondere
ist V̂ nicht einfach.

Beispiel A.14.11. Nach Beispiel A.14.6 und Satz A.14.10 gibt es keine treue (und damit irreduzible)
Darstellung der Form Q8 → GL(2,R), d. h. Q8 ist zu keiner Untergruppe von GL(2,R) isomorph (vgl.
Aufgabe I.26). Andererseits ist D8 ≤ GL(2,R). Nach Aufgabe II.69 lassen sich die Frobenius-Schur-
Indikatoren daher nicht aus der Charaktertafel ablesen.

Bemerkung A.14.12.

(i) Sei V ein einfacher CG-Modul mit Charakter χ und ϵ(χ) = −1. Dann existiert eine nicht-triviale
alternierende G-invariante Bilinearform β : V ×V → C. Da V einfach ist, ist β nicht-ausgeartet, d. h.
für alle v ∈ V \ {0} existiert ein w ∈ V mit β(v, w) ̸= 0 (anderenfalls wäre {v ∈ V : β(v, V ) = 0}
ein nicht-trivialer echter Untermodul von V ). Durch Induktion nach dimV lässt sich zeigen, dass
V eine sogenannte symplektische Basis der Form b1, c1, . . . , bn, cn mit β(bi, bj) = 0 = β(ci, cj) und
β(bi, cj) = δij für i, j = 1, . . . , n besitzt.1 Insbesondere ist χ(1) = dimV = 2n gerade.

(ii) Für den Schur-Index von χ ∈ Irr(G) gilt mR(χ) = 2 ⇐⇒ ϵ(χ) = −1 (siehe Beweis von
Satz A.14.10).

Satz A.14.13. Sei V ein einfacher CG-Modul mit Charakter χ und Basis b1, . . . , bn. Sei V̂ der
entsprechende RG-Modul mit Basis b1, ib1, . . . , bn, ibn und Charakter χ+ χ. Dann gilt

EndRG(V̂ ) ∼=


R2×2 falls ϵ(χ) = 1,

C falls ϵ(χ) = 0,

H falls ϵ(χ) = −1.

1Siehe Vorlesungsskript Kombinatorische Gruppentheorie.
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Beweis. Im Fall ϵ(χ) = 1 zerfällt V̂ in zwei isomorphe absolut irreduzible RG-Moduln mit Charakter χ
(vgl. Beweis Satz A.14.10). Lemma II.7.20 und Satz II.14.47 zeigen EndRG(V̂ ) ∼= R2×2. Sei nun ϵ(χ) = 0,
d. h. χ ≠ χ. Dann ist V̂ einfach und EndRG(V ) ist eine R-Divisionsalgebra. Anderenfalls zerfällt V̂C in
zwei nicht-isomorphe einfache Moduln mit Charakter χ bzw. χ. Aus Lemma III.7.59 und Lemma II.7.20
folgt

dimR EndRG(V̂ ) = dimC EndCG(V̂C) = dimC(C× C) = 2.

Nach Satz III.7.27 gilt EndRG(V̂ ) ∼= C. Sei schließlich ϵ(χ) = −1. Dann zerfällt V̂C in zwei isomorphe
einfache Moduln mit Charakter χ = χ. Also ist dimR EndRG(V̂ ) = 4 und EndRG(V̂ ) ∼= H nach
Satz III.7.27.
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GAP-Befehle

Viele Rechnungen lassen sich im kostenfreien Computeralgebrasystem GAP2 durchführen:

Objekt Code

Division a durch d mit Rest QuoInt(a,d); RemInt(a,d); a mod d;

Euklidischer Algorithmus ggT(a, b) = ax+ by Gcd(a,b); Gcdex(a,b);

kgV(a, b) Lcm(a,b);

a ∈ P? IsPrime(a);

Primfaktorzerlegung von a Factors(a);

Lösung von ax ≡ b (mod d) a^-1*b mod d;

Chinesischer Restsatz ChineseRem([d1,d2],[a1,a2]);

ISBN Prüfziffer CheckDigitISBN(n);

φ(n) Phi(n);

µ(n) MoebiusMu(n);

Jacobi-Symbol
(
a
n

)
Jacobi(a,n);

Sn SymmetricGroup(n);

An AlternatingGroup(n);

D2n DihedralGroup(2*n);

Zerlegung in disjunkte Zyklen (1,2,3)*(3,5,1);

sgn(a) SignPerm(a);

G := ⟨a, b⟩ für Permutationen a, b G:=Group(a,b);

|G| Order(G); Size(G);

|⟨x⟩| Order(x);

G abelsch, zyklisch? IsAbelian(G); IsCyclic(G);

H ≤ G? IsSubgroup(G,H);

|G : H| Index(G,H);

Hg RightCoset(g,H);

⟨U, V ⟩ für U, V ≤ G ClosureGroup(U,V);

UV für U, V ⊆ G SetX(U,V,PROD);

U ∩ V Intersection(U,V);

N ⊴G? IsNormal(G,N);

G/N G/N;

kanonischer Epimorphismus G→ G/N NaturalHomomorphismByNormalSubgroup(G,N);

2https://www.gap-system.org/
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Objekt Code

Isomorphietyp von G (falls sinnvoll) StructureDescription(G);

G ∼= H? IsIsomorphicGroup(G,H);

G×H DirectProduct(G,H);

Bahnen der G-Menge M Orbits(G,M);

Konjugationsklassen von G ConjugacyClasses(G); Orbits(G,G);

k(G) NrConjugacyClasses(G);

g und h konjugiert in G? IsConjugate(G,g,h);

CG(g), CG(H) Centralizer(G,g); Centralizer(G,H);

NG(H) Normalizer(G,H);

Gx Stabilizer(G,x);

Z(G) Center(G);

P ∈ Sylp(G) P:=SylowSubgroup(G,p);

G einfach, auflösbar? IsSimple(G); IsSolvable(G);

nicht-auflösbare Gruppen G mit |G| ≤ 60 AllGroups([1..60],IsSolvable,false);

Kompositionsreihe von G CompositionSeries(G);

Aut(G) AutomorphismGroup(G);

GL(n, q), SL(n, q) GL(n,q); SL(n,q);

Z Integers;

Q Rationals;

Fq GF(q);

Z/nZ ZmodnZ(n);

R× Units(R);

(a, b)⊴R Ideal(R,[a,b]);

a = X2 + 3X − 1 ∈ K[X] x:=X(K,"X"); a:=x^2+3*x-1;

Koeffizienten von a CoefficientsOfUnivariatePolynomial(a);

a(y) für y ∈ K Value(a,y);

Nullstellen von a in K RootsOfPolynomial(K,a);

deg a Degree(a);

ggT(a, b) = ax+ by in K[X] Gcd(a,b); GcdRepresentation(a,b);

a ∈ K[X] irreduzibel? IsIrreducible(a);

Primfaktorzerlegung in K[X] Factors(a);

In(q) (Aufgabe I.61) IrreduciblePolynomialsNr(n,q);

Ableitung a′ Derivative(a);

Minimalpolynom von a ∈ L über K MinimalPolynomial(K,a);

K(a) Field(K,a); Field(a);

Zerfällungskörper von a ∈ K[X] SplittingField(a);
√
a Sqrt(a);

primitive n-te Einheitswurzel z z:=E(n);

Φn CyclotomicPolynomial(Rationals,n);
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Objekt Code

Qn CyclotomicField(Rationals,n); CF(n);

Gal(K|P (K)) GaloisGroup(K);

Gal(a) für a ∈ Q[X] als Permutationsgruppe TransitiveGroup(Degree(a),GaloisType(a));

Diskriminante von a ∈ Q[X] Discriminant(a);

Smith-Normalform von A SmithNormalFormIntegerMat(A);

Frobenius-Normalform von A S:=RationalCanonicalFormTransform(A);;

S^-1*A*S;

Normalbasis von K über P (K) NormalBase(K);

Gruppenalgebra KG GroupRing(K,G);

Augmentationsideal I(KG) AugmentationIdeal(KG);

Jacobson-Radikal J(KG) RadicalOfAlgebra(KG);

Artin-Wedderburn-Zerlegung von KG WedderburnDecomposition(KG);

irreduzible Darstellungen von G über K IrreducibleRepresentations(G,K);

Charaktertafel von G Display(CharacterTable(G));

Resultante von a, b bzgl. X Resultant(a,b,x);

Division von a durch b, c in K[X1, . . . , Xn] PolynomialReduction(a,[b,c],MonomialLexOrdering);

Gröbnerbasis von (b, c) GrobnerBasis([b,c],MonomialLexOrdering);

reduzierte Gröbnerbasis ReducedGrobnerBasis([b,c],MonomialGrlexOrdering);

H7 LoadPackage("guava"); C:=HammingCode(3,GF(2));

G24 ExtendedBinaryGolayCode();

dimC Dimension(C);

d(C) MinimumDistance(C);

C⊥ DualCode(C);

WC(X) WeightDistribution(C);

Erzeuger-Matrix GeneratorMat(C);

Kontroll-Matrix CheckMat(C);

zyklische Codes CyclicCodes(n,GF(q));
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Stichwortverzeichnis

Symbole
(χ, ψ), 221
1G, 221
a | b, 8
α | β, 53
A2(V ), 521
ad, 372
A(Kn), 261
Ab, 200
Ab, 317
a ≡ b (mod d), 11
α ≡ β (mod γ), 53
a+ dZ, 12
AlgK(A,K), 419
An, 25, 41
AnnR(M), 152
A ∼ B, 169
A⊗R B, 244
a⊗ b, 244
Aut(G), 24
Aut(C), 58
Aut(K), 58
Aut(Q), 108
Aut(R), 108
B2(G,L×), 350
Bα, 175
βλ, 313
Br(K), 344
Br(L|K), 348
C, 8
C+, 216
C(A), 200
C ≈ D, 322
CF(G), 221
CG(H), 29
CG(g), 29
C⊥, 441
charK, 72
χλ, 302
Cl(G), 221
Cn, 27
Cn(G,L×), 350
Co, 317
A ∼=C B, 317
conv(S), 468
C/∼, 319
D2n, 102

DC , 320
dimR, 256
Dα, 93
degα, 51
degA, 355
∆⊕ Γ, 219
Der(L), 458
detχ, 221
e(A), 355
Eij , 161
EndR(M), 144
ep(P ), 190
ϵ(χ), 521
ϵq, 358
exp(δ), 458
F4, 74
F(A), 501
Fp, 46
fp(P ), 190
Fq, 73
Fp, 86
G′, 104
G1 × . . .×Gn, 19
N1 ⊕ . . .⊕Nk, 35
G23, 444
G24, 444
gH, 19
G/H, 19
|G : H|, 19
G ∼= H, 24
GL(n,K), 19
gl(V ), 370
gl(n,K), 370
GL(n,R), 168
gT(a1, . . . , an), 9
GU(n,C), 522
Gal(L|K), 66
Γ(A), 207
γ(A), 204
ggT(n,m), 11
ggT(a1, . . . , an), 9, 54, 137
Grp, grp, 317
H, 108
H2(G,L×), 350
H ≤ G, H < G, 19
HG, 102
HG, 102
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H ⊴G, H ◁G, 22
h(P ), 256
hst, 307
HomC(A,B), 316
HomG(S,L), 419
HomR(M,N), 144
Hst, 307
Hg, 21
(I:S), 254
I(A), 261
I(KG), 214
I ⊴R, I ◁R, 45
I−1, 186
Inn(G), 29, 103
Irr(G), 221
IrrK(G), 221
J(M), 158
K(A), 264
K[A], 263
k(G), 29
K-mat, 317
K(X), 52
K(Xi : i ∈ I), 124
K[X], 51
K[X1, . . . , Xn], 91
K[Xi : i ∈ I], 118
K[X]×, 53
K[[X]], 240
K((X)), 241
K(χ), 233
Ke(x), 433
Ker(χ), 225
kgV(n,m), 11
kgV(a1, . . . , an), 10, 137
K(n), 305
L′, 371
L(G), 459
LH , 66
|L : K|s, 122
lmα, 270
lm I, 271
λ±, 307
λ⊴ µ, 298
λ
(k)
T , 305
λ′, 299
Ln, 393
Lσ, 66
M24, 446
mK(χ), 235
M ≃ N , 144
µ(n), 16
NG(H), 29
NL

K , 413
N(L), 376
N, 8
N0, 8

Ob(C), 316
Ω(G), 36
℧(G), 36
Out(G), 103
∂α
∂Xk

, 486
PSL(n,K), 42
∂λ, 350
φ(n), 15
Φ(C), 318
Φ ⇒ Ψ, 320
π, 86
πλ, 302
P (n), 298
Q, 8
Q(A), 363
Q12, 80
Q15, 110
q(T ), 300
Q̂p, 406
Qλ, 300
Qn, 77
Qp∞ , 428
Q, 85
Q8, 104
Q(R), 106
Q(

√
π), 428

R, 8
R(A), 213
r(C), 436
RP , 251
RS, 143
R[S−1], 250
RS, SR, 420
R[T ], 181
res(α, β), 266
rkM , 166
RMod, ModR, Rmod, 317
Rng, 317
Ro, 142
S2(V ), 521
SL
K , 125

sl(n,K), 371
SL(n,K), 24
ST , 299
ST (λ), 305
S(α, β), 266
Secp′(x), 278
Secp′(G), 278
Set, set, 317
sgn(σ), 24
σk, 91
Sn, 19
Soc(M), 242
Spec(R), 236
Sylp(G), 31
Sym(Ω), 19

530



T(M), 172
T (λ), 299
T (λ)/∼, 299
trg(L|K), 130
UG, 288
U(L), 391
U(R), 44
U⊥, 284
V ∗, 284
V4, 102
V(P ), 261
Vλ, 373
V ⊗W , 283
v ⊗ w, 283
W−, 300
WC(X), 447√
I, 237

Wn(A), 434
W⊥, 284
w(x), 438
XY , 22
[x, y], 104
ξλ, 314
Z, 8
Z2(G,L×), 350
Z(G), 29
Z(R), 45
Z[X], 59
Z(χ), 225
Z/dZ, 12
(Z/nZ)×, 46, 48, 57
Z[p], 406

A
Abbildung

stetige, 502
Abel-Ruffini, 90
abelsch, 18
Ableitung, 72

k-te, 109
in K((X)), 485
partielle, 486

Absolutglied, 51
Adjunktion, 62
Ado, 396
Albert-Brauer-Nasse-Noether, 355
Algebra, 194

freie, 359, 389
L-separiert, 419
separabel, 495
stark-symmetrisch, 207
symmetrische, 206
zentral-einfache, 341
zentrale, 341
zyklische, 456

algebraisch, 62

algebraisch (un)abhängig, 127
algebraisch abgeschlossen, 83
algebraischer Abschluss, 84
allgemeine lineare Gruppe, 19
alternierende Gruppe, 25

Einfachheit, 41
alternierendes Quadrat, 313, 521
Annullator, 152
Approximationssatz, 410
Äquivalenz

von Kategorien, 322
von Matrizen, 169

Argand, 483
Artin, 67
Artin-Schreier, 493
Artin-Wedderburn, 156
Artin-Whaples, 410
ASCII-Code, 438
assoziativ, 18
assoziiert, 134
auflösbar, 39
Augmentationsabbildung, 215
Augmentationsideal, 215
ausgeglichen, 331
Austauschsatz

für Moduln über Schiefkörpern, 167
für Transzendenzbasen, 129

Auswahlaxiom, 114
Automorphismengruppe

äußere, 103
einer Gruppe, 24
eines Codes, 438
eines Körpers, 58
innere, 29, 103
zyklischer Gruppe, 48, 107

Automorphismus, 23
innerer, 103

B
b-adische Entwicklung, 100
Baer, 516
Bahn, 28
Bahnengleichung, 30
Baker, 513
Basis

für Moduln, 165
für Vektorräume, 117

Basisalgebra, 200
Basisergänzungssatz

für Moduln über Schiefkörpern, 167
für Transzendenzbasen, 129
für Vektorräume, 117

Basisidempotent, 201
Bauer, 474
Begleitmatrix, 175
Berman, 280
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Bewertung, 399
additive, 400
äquivalente, 402
archimedische, 399
diskrete, 401
euklidische, 399
P -adische, 400
p-adische, 399
triviale, 399
ultrametrische, 399
vollständige, 399

Bewertungsring, 196, 401
Bewerungsideal, 401
Bézout, 138
Bimodul, 330
Block, 162
Blockalgebra, 162
Blockcode, 433
Blockidempotent, 162
Brauer, 279
Brauer-Speiser, 235
Brauer-Thrall-Vermutung, 283
Brauer-Tsushima, 278
Brauergruppe, 345
Brauers Permutationslemma, 232
Bring-Jerrard, 90
Buchberger-Algorithmus, 273
Buchberger-Kritierium, 272
Burnsides Lemma, 33
Burnsides paqb-Satz, 226
Byte, 439

C
Cantor-Bernstein, 113
Cardano, 7, 89
Carmichael-Zahl, 107
Cartan-Jacobson, 425
Cartan-Kriterium

Auflösbarkeit, 381
Halbeinfachheit, 381

Cartan-Matrix, 200
Casimir-Operator, 386
casus irreducibilis, 7
Cauchy, 32, 105
Cayley, 29
Cayley-Hamilton, 177
Charakter, 220

(ir)reduzibel, 220
Grad, 220
linearer, 221
regulärer, 221
treuer, 225
trivialer, 221

Charakteristik, 72
Charaktertafel, 222

A5, 315

S5, 304
Chase, 354
Chinesischer Restsatz

für Ringe, 49
in Z, 14

Clifford, 295
Clifford-Korrespondenz, 296
Code, 433

ASCII-Code, 438
binärer, 439
dualer, 441
erkennt Fehler, 434
erweiterter, 444
erzeugende Funktion, 447
ISBN-Code, 439
korrigiert Fehler, 434
linearer, 438
Länge, 433
MDS-Code, 437
Paritätscode, 438
perfekter, 437
selbstdual, 441
ternärer, 439
trivialer, 434
Wiederholungscode, 434
zyklischer, 448
äquivalente, 438

Codewort, 433
Codierung, 434
Cohen, 242
Conway, 446

D
Darstellung, 218

(ir)reduzibel, 219
absolut irreduzibel, 230
direkte Summe, 219
duale, 219
einer Lie-Algebra, 383
Einschränkung, 219
Köcher, 366

zulässig, 366
reguläre, 218
triviale, 218
unitäre, 522
ähnliche, 219

Darstellungstyp, 283
Decodierung, 434
Dedekind, 87, 191
Dedekind-Identität, 22
Dedekindring, 186
del Ferro, 7, 89
delisches Problem, 97
Derivation, 458

innere, 458
Descartes’ Vorzeichenregel, 469
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Determinante
einer Gruppe, 518

DHM-Schlüsselaustausch, 13
Diamantenlemma, 390
Dickson, 292
Diedergruppe, 103
Dieudonné, 362
Dimension, 118
direkte Summe, 35
direktes Produkt

von Algebren, 195
von Gruppen, 19
von Moduln, 143
von Ringen, 44

Dirichlets Primzahlsatz, 80, 192
Diskriminante

einer Basis, 475
eines Polynoms, 93, 268

Distanz, 433
distributiv, 44
Division mit Rest

in Z, 8
in K[X], 54

Divisionsalgebra, 194
Dominanz-Ordnung

für Kompositionen, 305
Doppel-Zentralisator-Satz, 345
Doppelnebenklasse, 293
Dreiecksmatrix, 19, 106
Dreiecksungleichung, 399
Dualraum, 284
Dynkin-Diagramm, 367

E
Ecke, 307, 358
Ecken

benachbart, 360
verbunden, 360

Eilenberg-Nakayama, 348
Einbettung

reelle/komplexe, 417
einfach, 39
Einheit, 44
Einheitengruppe, 44
Einheitswurzel, 77

primitive, 77
Einsetzen, 53
Einsetzungshomomorphismus, 53
Eisenstein-Kriterium, 60, 240, 459
Eisenstein-Zahl, 107
Element

(in)separables, 120
algebraisches, 62
ganz-algebraisches, 60, 181
ganzes, 181
größtes, 113

invertierbares, 44
kleinstes, 113
maximales, 113
minimales, 113
nilpotentes, 45
transzendentes, 62

elementarabelsch, 76
Elementarteiler, 170
Eliminationsideal, 269
Endomorphismenring, 144
Endomorphismus, 23
Engel, 376
Epimorphismus, 23

kanonischer, 24
für Ringe, 48

Ergänzungssätze, 464
Erweiterter euklidischer Algorithmus

in Z, 9
in K[X], 54
Laufzeit, 101

Erzeugendensystem
von Gruppen, 19
von Moduln, 143

Erzeuger-Matrix, 441
Erzeuger-Polynom, 448
Euklid, 11
Euler-Fermat, 47
Eulersche φ-Funktion, 15

Formel, 16

F
Faktorensystem, 350

normalisiertes, 350
Faktorgruppe, 23

abelscher Gruppe, 104
zyklischer Gruppe, 27

Faktormodul, 144
Faktorring, 46
Fein, 235
Fein-Yamada, 235
Feit-Thompson, 42
Fermat-Primzahl, 98, 100
Fermats letzter Satz, 56
Ferrari, 7, 89
Filter, 501
Fitting, 151
Fixkörper, 66
Folge

exakte, 454
Fortsetzungssatz, 64, 425
Frattini-Argument, 31
Freshman’s Dream, 73
Fried, 489
Frobenius, 226
Frobenius-Element, 192
Frobenius-Homomorphismus, 73
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Frobenius-Nakayama-Reziprozität, 289
Frobenius-Normalform, 176
Frobenius-Reziprozität, 290
Frobenius-Schur-Indikator, 521
Frobenius-Young, 302
Frobeniusgruppe, 227
führender Koeffizient, 51
Fundamentalgleichung, 190
Fundamentalsatz der Algebra, 84
Funktor, 318

adjungierte, 324
isomorphe, 320
Isomorphismus, 319
konstanter, 318
kontravarianter, 319
kovarianter, 319
treu, 318
voll, 318
Äquivalenz, 322

Funktorenkategorie, 320
Fünferlemma, 455

G
G-Menge, 28
Gabriel, 367
Galois, 89
Galois-Erweiterung, 67

für Schiefkörper, 422
unendliche, 427

Galois-konjugiert, 232
Galois-Zerfällungskörper, 350
Galoisgruppe

absolute, 428
einer Körpererweiterung, 66
eines Polynoms, 88

ganz-abgeschlossen, 183
ganz-algebraische Zahl, 181
ganze p-adische Zahl, 406
ganze Ringerweiterung, 181
ganzer Abschluss, 183
Ganzheitsring, 183
Garnir-Element, 306
Gauß

Einheitengruppe, 57
Faktorielle Ringe, 139
Konstruktion n-Eck, 98
Kreisteilungspolynom, 79
Lemma, 59
Periodenlänge, 106

Gauß-Lucas, 468
Gauß-Summe, 465
Gaußsche Zahlen, 140
Geck, 483
gemeinsame Teiler

in Z, 9
in K[X], 54

gemeinsames Vielfaches, 10
Generator, 334
Gershgorin, 471
Gewicht, 373, 438
Geyer, 489
Gilbert-Schranke, 437
Girard-Newton-Identitäten, 93
Glass-Ng, 309
Golay-Code

(erweiterter) binärer, 444
(erweiterter) ternärer, 445

Grad
einer Algebra, 355
einer Darstellung, 218
einer Körpererweiterung, 62
eines Polynoms, 51

Gradsatz
für Körpererweiterungen, 63
für Separabilitätsgrad, 123
für Transzendenzgrad, 131

Graduierung, 359
Greens Unzerlegbarkeitssatz, 296
Greiter, 478
Griesmer-Schranke, 440
größter gemeinsamer Teiler

in Z, 9
in K[X], 54
in faktoriellen Ringen, 137

Gruppe, 18
abelsche, 18
auflösbare, 39, 43
einfache, 39

Klassifikation, 42
freie abelsche, 165
isomorph, 24
nilpotente, 36
Ordnung pq, 40
Ordnung 4, 37
Ordnung 6, 37
Ordnung 8, 104
Ordnung 12, 32
Ordnung 15, 32
proendliche, 503
residual-endlich, 430
sporadische, 42
topologische, 503
triviale, 18
vom Lie-Typ, 42
zyklische, 18

Gruppenalgebra, 214
verschränkte, 352

Gröbner, 271
Gröbnerbasis, 271

reduzierte, 274
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H
Hadamard-Matrix, 435
Haken, 307
Hakenformel, 309
Hall, 293
Halls Heiratssatz, 115
Halsketten, 33
Hamelbasis, 117
Hamilton, 108
Hamming-Code, 442
Hamming-Distanz, 433
Hamming-Schranke, 436
Hauptblock, 215
Hauptideal, 46

in K[X], 58
Hauptidealring, 137
Hauptsatz

endlich erzeugte abelsche Gruppen, 174
endliche abelsche Gruppen, 36
Galois-Theorie, 68, 419, 430
symmetrische Polynome, 91
symmetrische rationale Funktionen, 132

Hausdorff-Raum, 502
Heegner-Zahlen, 184
Hensels Lemma, 411
Hermite-Normalform, 171
Herstein, 349
Higman, 246, 294
Higman-Ideal, 207
Hilbert, 193

Basissatz, 250
Nullstellensatz, 262
Satz 90, 492

Hom-Funktor, 319
Homomorphiesatz

für Gruppen, 25
für Kategorien, 320
für Moduln, 144
für Ringe, 49

Homomorphismus
dualer, 285
von Algebren, 194
von Gruppen, 23
von Körpern, 58
von Moduln, 144
von Ringen, 47

Homöomorphismus, 409, 502
Hopkins-Levitzki, 160
Horner-Schema, 53
Hyperfläche, 265
Höhe, 256

I
Ideal, 45

erzeugtes, 46
gebrochenes, 185

invertierbares, 186
maximales, 45
nilpotentes, 160
primäres, 253
zulässiges, 362

Idealgruppe, 188
Idempotent, 44

heben, 196
orthogonales, 161
primitives, 161

Identität, 316
Identitätsfunktor, 318
Index, 19, 355
Inflation, 223
Informationsrate, 436
Injektion, 325
Integritätsbereich, 44

endlicher, 105
Interpolation, 56
inverses Element, 18
Inverses Galois-Problem, 81, 431, 488
irreduzibel, 55, 135
ISBN, 13
ISBN-Code, 439
Isomorphiesätze

für Gruppen, 25
für Moduln, 145
für Ringe, 49

Isomorphismus, 23
Iwasawa, 395

J
Jacobi-Identität, 369
Jacobi-Matrix, 487
Jacobi-Symbol, 464
Jacobson, 395, 514
Jacobson-Radikal, 158
Jacobsons Dichtheitssatz, 164
James’ Untermodulsatz, 301
Jordan-Chevalley-Zerlegung, 379, 498
Jordan-Hölder, 42

K
K-Isomorphismus, 62
Kaplansky, 198
Kasch, 425
Kategorie, 316

abelsche, 326
Automorphismus, 317
duale, 317
Epimorphismus, 317
kleine, 316
Kongruenz, 319
lokal kleine, 316
Monomorphismus, 317
äquivalente, 322
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Kern
eines Charakters, 225
von Gruppenhomomorphismen, 23
von Ringhomomorphismen, 48

Kette, 113
Kettenregel, 109

mehrdimensionale, 486
Killing-Form, 381
Klasse, 316
Klassenfunktion, 221
Klassengleichung, 30
Klassengruppe, 188
Klassensumme, 216
Klassenzahl, 29, 188
Kleinsche Vierergruppe, 102
kleinstes gemeinsames Vielfache, 10, 137
Knapp-Schmid, 226
Koh, 196
Kohomologiegruppe, 350
Kommutator, 104
Kommutatoralgebra, 371
Kommutatorgruppe, 104
Kommutatorraum, 204
Komplement, 117
Komposition, 305
Kompositionsfaktor, 42
Kompositionsreihe

für Gruppen, 42
für Moduln, 146

Kompositum, 70
Kongruenz

in Z, 11
in K[X], 53

Kongruenzgleichungen, 13
Konjugation, 29

komplexe, 58
Konjugationsklasse, 29
konstruierbar, 95
Kontroll-Matrix, 441
Kontroll-Polynom, 448
Konvergenz

von Filtern, 503
konvex, 468
konvexe Hülle, 468
Koordinatenring, 263
Koprodukt, 165
Korrespondenzsatz

für Gruppen, 25
für Moduln, 145

Korselt, 106
Kostka-Zahl, 303
Kozyklus, 350
Krasners Lemma, 415
Kreisteilungskörper, 77
Kreisteilungspolynom, 78, 479
Kreuzprodukt, 370

Kronecker, 65, 478
Kronecker-Koeffizient, 304
Kronecker-Kriterium, 487
Kronecker-Produkt, 228
Kronecker-Transformation, 487
Kronecker-Weber, 81
Krull, 430

Durchschnittsatz, 256
Hauptidealsatz, 257
Höhensatz, 258
maximale Ideale, 118

Krull-Dimension, 256
Krull-Schmidt, 151
Krull-Topologie, 430
kubische Resolvente, 94
Kummer, 87, 491
Kürschák, 416
Köcher, 358

Morphismus, 366
zusammenhängend, 360

Körpererweiterung, 62
(in)separabel, 120, 126, 238, 342
absolut transzendent, 127
algebraische, 62
endlich erzeugt, 484
endliche, 62
normale, 239
rein inseparabel, 120
rein transzendent, 127
transzendent, 127

Kürzen von Kongruenzen, 13
Kürzungsregel, 45

L
Lagrange, 21

für proendliche Gruppen, 506
Lagrange-Polynom, 56
Lamé, 101
Landau, 105
Länge

einer Bahn, 28
eines Zyklus, 20

Lasker-Noether, 254
Laurent-Polynom, 251
Laurentreihe, 241
Legendre-Symbol, 464
Leibniz-Formel, 168
Leibniz-Regel, 457
Leitkoeffizient, 270
Leitmonom, 270
Leptin, 505
Levi, 388
Lie, 378
Lie-Algebra, 369

abelsche, 369
allgemeine lineare, 370

536



auflösbare, 374
Darstellung, 383
einfache, 371
freie, 393
halbeinfache, 374
Homomorphismus, 372

adjungierter, 372
Ideal, 370
nilpotente, 374
Radikal, 375
spezielle lineare, 371
spezielle orthogonale, 383
symplektische, 383
universell-einhüllende Algebra, 391
Zentrum, 371

Lie-Faktoralgebra, 371
Lie-Klammer, 369
Lie-Modul, 383

adjungierter, 384
einfacher, 384
halbeinfach, 384

Lie-Unteralgebra, 370
Lindemann, 86
Lindemann-Weierstraß, 127, 509
linear (un)abhängig

für Moduln, 165
für Vektorräume, 117

Linearfaktor, 56
Linksideal, 144
Linksmodul, 142
Linksnebenklasse, 19
Liouville, 85
Loewylänge, 452
Logarithmus

diskreter, 13
Lokalisierung, 251

universelle Eigenschaft, 252
Lüroth, 484

M
Mackey-Formeln, 293
MacWilliams-Identität, 447
Maschke, 215
Mathieugruppe, 446
Matrixring, 44
Maximalordnung, 183
Maximumsnorm, 409
McKay, 105
MDS-Code, 437
Menge

total geordnete, 113
wohlgeordnete, 113

Minimaldistanz, 433
Minimalgewicht, 439
Minimalpolynom

einer Matrix, 175

eines algebraischen Elements, 62
Minkowski, 230
Modul, 142

artinscher, 147
dualer, 284
einfacher, 145
endlich erzeugter, 143
freier, 165
halbeinfacher, 148
induzierter, 288
injektiver, 246
noetherscher, 147
projektiv-unzerlegbarer, 198
projektiver, 197
regulärer, 142
selbstdualer, 284
torsionsfreier, 172
trivialer, 142, 215
unzerlegbarer, 151

modulo, 11
Mohr-Mascheroni, 99
Monom, 51
Monomordnung, 270
Monomorphismus, 23
Monstergruppe, 42
Morita, 338
Morita-Kontext, 335
Morphismus, 316

codiagonaler, 325
diagonaler, 325

multiplikativ abgeschlossen, 250
Murty, 470
Möbius-Funktion, 16
Möbius-Inversion, 16

N
Nagata, 258
Nakayama, 158, 212
Nathanson, 469
natürliche Transformation, 320
natürlicher Isomorphismus, 320
Nebenklasse, 19
Neunerlemma, 455
neutrales Element, 18
Newton-Verfahren, 85
Nilpotenzklasse, 376, 458
Nilradikal, 376
Ninot, 421
Noether-Jacobson, 349
Noether-Normalisierung, 264, 265
Norm, 409

äquivalente, 409
Norm-Abbildung, 413, 456
Normalbasis, 179
normaler Abschluss, 427
Normalisator, 29
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Normalteiler, 22
normierter Raum, 409
Nullstelle, 53

Anzahl, 56
einfache/mehrfache, 56, 73
rationale, 60
Vielfachheit, 56

Nullstellensatz
Hilberts, 262
schwacher, 260

Nullteiler, 44

O
Objekt, 316

Koprodukt, 325
Produkt, 325

offene/abgeschlossene Menge, 430
Operation, 28

transitiv, 28
treu, 28
trivial, 28

Ordnung
einer Gruppe, 18
einer Permutation, 21
eines Elements, 19

Ordnungsrelation, 113
Orthogonalitätsrelationen, 223
Ostrowski, 403, 407

P
p-Gruppe, 30

auflösbar, 40
elementarabelsche, 76
Ordnung p, 27
Ordnung p2, 30
Ordnung p3, 37

p-Sylowgruppe, 31
p-adische Zahlen, 406
p′-Sektion, 278
Paritätscode, 438
Partialbruchzerlegung, 85
Partition, 298

symmetrisch, 299
Peel, 307
Peirce, 162
perfekt, 75
Periodenlänge, 106
Permutation, 19

(un)gerade, 25
disjunkt, 20

Permutationsdarstellung, 218
Permutationsmodul, 218
Perron-Frobenius, 204
Pfad, 358

Kreis, 358
Länge, 358

Pfadalgebra, 359
p-Faktor, 278
Pfeil, 358

Anfang, 358
Ende, 358
inverser, 360

Pfeilideal, 359
Pivot, 171
Plotkin-Schranke, 436
Poincaré-Birkhoff-Witt, 392
Polynom, 51

auflösbares, 88
Diskriminante, 93
elementarsymmetrisches, 91
homogenes, 308
irreduzibles, 55
konstantes, 51
nicht-kommutativ, 389
normiert, 270
normiertes, 51
primitives, 59, 138
reduzibles, 55
separables, 120
symmetrisches, 91
universelle Eigenschaft, 107

Potenzbasis, 179
Potenzreihe, 240
Primelement, 135
Primfaktorzerlegung

für Gruppen, 42
in Z, 11
in K[X], 55
in faktoriellen Ringen, 136

Primideal, 137, 236
assoziiertes, 254
Höhe, 256
minimal über, 256

Primidealzerlegung, 187
primitives Element, 77
Primitivwurzel, 56
Primkörper, 72
Primteiler, 10
Primvermeidung, 257
Primzahl, 10

träge, 141, 191
verzweigt, 141, 191
zerlegt, 141, 191

Primärzerlegung, 255
Probleme der Antike, 97
Produkt-Topologie, 503
Produktkategorie, 317
Produktregel, 73
Progenerator, 335
Projektion, 325
projektives Zentrum, 207
Prüfbit, 439
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Prüfergruppe, 149
Prüfziffer, 13

Q
quadratischer Rest, 464
Quadratisches Reziprozitätsgesetz, 464
Quadratur des Kreises, 97
Quaternionengruppe, 104
Quaternionenschiefkörper, 108
Quersumme, 101
Quillen, 198
Quiver, 358
Quotientenkategorie, 319
Quotientenkörper, 106

universelle Eigenschaft, 106
Quotientenregel, 486

R
Rabinowitsch, 262
Radikal, 158, 237

eines Ideals, 253
Radikalerweiterung, 88
Radikalideal, 253
Rang, 166
Rate, 436
rationale Funktionen, 52
Rechtsnebenklassen, 21
Reduktion, 389
Reduktion modulo p, 61
reduzibel, 55
Reed-Solomon-Code, 450
Relation, 363
Relativ-Topologie, 506
Rest, 8, 271
Restklasse, 12

prime, 47
Resultante, 266
Reynolds-Ideal, 213
Ring, 44

artinscher, 155
einfacher, 159
entgegengesetzter, 142
euklidischer, 139
faktorieller, 56, 136
halbeinfacher, 155
kommutativer, 44
lokaler, 196
Morita-äquivalente, 338
noetherscher, 155

Roiter, 283
RSA-Verfahren, 47
R-S-Homomorphismus, 330

S
Satz vom primitiven Element, 77, 120
Satz von der Normalbasis, 179
Schafarewitsch, 81

Schanuel-Vermutung, 513
Schanuels Lemma, 198
Schiefkörper, 45

endlicher, 157
Schleife, 358
Schranke

obere, 113
untere, 113

Schur, 193, 232, 473
Schur-Index, 235
Schur-Polynom, 313
Schurs Lemma, 145
separabel, 120
Separabilitätsgrad, 122
separabler Abschluss, 122
Shannon, 438
Signum, 25
Singleton-Schranke, 436
Skalarerweiterung, 347
Skelett-Kategorie, 324
Skolem-Noether, 246, 345, 500
Smith-Normalform, 169
Sockel, 242
Specht, 307
Specht-Modul, 300
Spektralradius, 204
Spektrum, 236
spezielle lineare Gruppe, 24
Spur-Abbildung, 70, 125
Stabilisator, 28
Standard-Monom, 275
Standard-Tableau, 305
Steinitz, 65, 485
Stickelberger, 475
Straßmann, 412
Strukturkonstanten, 195
Sturm, 470
Sudoku, 248
Summenregel, 73
Suzuki, 480
Sylow, 31

für proendliche Gruppen, 507
Sylowgruppe, 31

von proendlichen Gruppen, 507
Sylvester, 469
Sylvester-Matrix, 266
Symmetrisator, 313
symmetrische Differenz, 105
symmetrische Gruppe, 19
symmetrisches Quadrat, 313, 521
Syndrom, 442
Syndrom-Decodierung, 442

T
Tableau, 299
Tartaglia, 7, 89

539



Taussky, 245
Taylorreihe, 109
Teilbarkeit

in Z, 8
in K[X], 53
in Integritätsbereichen, 134

Teilbarkeitsregeln, 101
teilerfremd, 137

in Z, 9
in K[X], 55

Teilköcher, 358
voll, 358

Teilkörper, 62
Teilring, 45
Tensorprodukt

für beliebige Ringe, 331
für Gruppenalgebren, 283
für kommutative Ringe, 244
universelle Eigenschaft, 244, 284, 331, 342

Topologie
kompakt, 502
total unzusammenhängend, 502
zusammenhängend, 502

Torsionsmodul, 172
transitiv, 28
Transposition, 20
transzendent, 62
Transzendenzbasis, 127
Transzendenzgrad, 130
Trennungsaxiom, 502
Trägheitsgrad, 190
Tschebotarjows Dichtheitssatz, 192
Tschirnhaus-Transformation, 93
Tsen, 345
Turyn, 444

U
Ultrafilter, 501
Unbekannte, 51
Universelle Eigenschaft

Pfadalgebra, 361
universell-einhüllende Algebra, 393

Unteralgebra, 194
Untergruppe, 19

abelscher Gruppe, 37
abgeschlossene, 422
echte, 19
erzeugte, 19
normale, 22
vom Index 2, 22
von K×, 56, 110
zyklischer Gruppe, 27

Untermodul, 143
erzeugter, 143

V
van Lint, Tietäväinen, 446

Varietät, 261
(ir)reduzibel, 262
Dimension, 263
Komponente, 263

Vergiss-Funktor, 318
Verschiebungssatz, 70
Vervollständigung, 404
Verzweigungsindex, 190, 296
Verzweigungsregel, 307
Vieta, 91
vollkommen, 75
Vorzeichen, 25
Voyagersonde, 446

W
Wamsley, 514
Wedderburn, 157
Wedderburn-Malcev, 210, 498
Weg, 360
Weierstraß-Normalform, 177
Weihnachtsrätsel, 108
Weston, 114
Weyl, 387
Wiederholdungscode, 434
Wilson, 101
Winkeldreiteilung, 97
Wittalgebra, 458
Witts Formel, 394
Wohlordnungssatz, 114

Y
Yoneda-Einbettung, 321
Yonedas Lemma, 321
Young-Diagramm, 299

entgegengesetztes, 299
Young-Tableau, 299
Young-Untergruppe, 299

Z
Zahlkörper, 63
Zariski-Abschluss, 261
Zariski-Topologie, 237, 261
Zariskis Lemma, 260
Zauberwürfel, 29
Zentralisator, 29
Zentrum

einer Gruppe, 29
eines Charakters, 225
eines Rings, 45

Zerfällungskörper
einer Algebra, 347
einer Gruppe, 230
eines Polynoms, 64

Zorns Lemma, 114
ZPE-Ring, 136
Zsigmondy, 481
Zsigmondy-Primzahl, 480
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Zyklenschreibweise, 20
Zyklentyp, 20
zyklisch, 18
Zyklus, 20
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