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Vorwort

Die ersten beiden Teile (Algebra I & II) des vorliegenden Skripts entstanden aus (4 4 2)-Vorlesungen
im Wintersemester 2018/19 (15 Wochen) und Sommersemester 2019 (14 Wochen) an der Friedrich-
Schiller-Universitat Jena und richten sich vorrangig an Studierende der Studiengidnge Bachelor und
Master Mathematik. Es werden Kenntnisse der Linearen Algebra 1-2 und Analysis 1 vorausgesetzt. Die
Themen finden sich groftenteils auch in folgenden Biichern:

e Karpfinger, Meyberg: Algebra, 4. Auflage, Springer Spektrum, 2017

Wiistholz: Algebra, 2. Auflage, Springer Spektrum, 2013

Bosch: Algebra, 7. Auflage, Springer Spektrum, 2013

Jantzen, Schwermer : Algebra, 2. Auflage, Springer Spektrum, 2014
e Rotman: Advanced Modern Algebra 1 & 2, 3. Auflage, AMS, 2017
Isaacs: Algebra, AMS, 1994

Nachtréiglich wurden viele Inhalte ergénzt (insbesondere hat es die Vorlesung , Algebra III“ nie gegeben).
Im Anhang werden einige Highlights der Algebra besprochen, die in einer gewodhnlichen Vorlesung
keinen Platz finden. Das Skript in der jetzigen Form dient mir hauptséichlich als eigene Referenz. Auf
meiner [Homepage| stehen weitere Skripte zur Verfiigung. Ich bedanke mich bei Darij Grinberg, Burkhard
Kiilshammer und Till Miiller fiir einige Korrekturhinweise.


https://benjaminsambale.github.io/
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.1 Motivation

Gibt es eine Losungsformel fiir die Gleichung
2"+ an 12"+ +axtag=0 (ag,at,...,an—1 € Q)? (I.1.1)

e n=1:x = —aqagq ist die einzige Losung.

2
en=21=—-9 14/ % — ag (p-g-Formel).

e n = 3: Gelost von TARTAGLIA, DEL FERRO und CARDANOH Die Substitution y = x + % fiihrt zu
v +py+q=0

fiir gewisse p, ¢ € Q. Der Ansatz y = u + v ergibt u® + v3 = —¢ und u3v® = —p3/27. Daher sind
u? und v? die Losungen von
3
2 p
- —==0.
Z2°+qz 97

2 3 2 3
— ¢4 @ g9 T P
y_\/2+\/4+27+\/2 Vi tar

bei geeigneter Wahl der kubischen Wurzeln. Selbst wenn alle Lésungen reell sind, bendtigt man
fiir deren Darstellung in der Regel komplexe Zahlen (dieses Phdnomen heifst casus irreducibilis).

Man erhalt

e n = 4: Gel6st von Ferrari und Cardano: Mit der Substitution y = x + % erhilt man
y' oy’ +ay+r
Der Ansatz y* + py? + qy +r = (y* + sy + u)(y* — sy + v) fiithrt zu
sO 4 2pst + (p? — 4r)s? — > = 0.

Damit hat man das Problem auf eine kubische Gleichung in s? zuriickgefiihrt. Anschliefend

berechnet man u = 3(s? +p—gq/s), v = s> + p — u und 16st die beiden quadratischen Gleichungen
nach .

e n > 5: Es gibt keine allgemeine Formel! (Satz von [Abel-Ruffinil)

Weitere Ziele der Vorlesung;:

o |[Fundamentalsatz der Algebra} |Gleichung [.1.1| besitzt genau n komplexe Lésungen gezéhlt mit
Vielfachheiten.

e Welche regelméfigen n-Ecke kann man mit Zirkel und Lineal konstruieren? (gleichseitiges Dreieck
und Quadrat sind leicht, Fiinfeck schwieriger, 7-Eck geht .

e [Quadratur des Kreisest Mit Zirkel und Lineal 1dsst sich kein Quadrat konstruieren, das den
gleichen Flacheninhalt wie der Einheitskreis hat.

!zum historischen Hintergrund siehe Wikipedia


https://de.wikipedia.org/wiki/Gerolamo_Cardano

.2 Zahlentheorie

Bemerkung I.2.1. Wir benutzen die iiblichen Zahlbereiche:
e Natiirliche Zahlen: N ={1,2,...}, No ={0,1,...}.

e Ganze Zahlen: Z=1{...,—-1,0,1,...}.

e Rationale Zahlen: Q = {7 : a,b € Z, b # 0}.
e Reelle Zahlen: R (Analysis).

e Komplexe Zahlen: C = {a +bi:a,b € R}.

Satz 1.2.2 (Division mit Rest). Fir a € Z und d € N existieren eindeutig bestimmte q,r € Z mit
a=qd+r und 0 <r <d.

Beweis. Offenbar ist die Menge M := {a —cd : ¢ € Z mit a —cd > 0} C Ny nicht leer und besitzt daher
ein minimales Element 7 :=a — qd > 0 mit ¢ € Z. Im Fall r > d wére aucha — (¢+ 1)d=r—-de M
im Widerspruch zur Minimalitdt von r. Also ist 0 < r < d. Seien nun ¢', 7’ € Z mit a = ¢'d + ' und
0<7r <d Ausdlqg—¢|=|dg—dq|=|r"—r| <dfolgt dann ¢ = ¢’ und r = ’. O

Bemerkung 1.2.3. Man nennt r in den Rest bei der Division von a durch d.
Beispiel 1.2.4. Die Division 20 durch 7 ldsst Rest 6, denn 20 =2 -7 + 6.

Definition 1.2.5. Fiir a,b € Z sagt man a teilt b (oder a ist ein Teiler von b oder b ist durch a teilbar),
falls ein ¢ € Z mit ac = b existiert. Man schreibt dann a | b.

Lemma 1.2.6. Fiir a,b,c,d,e € Z gilt
(i) £1|a]o0,
(1)) 0| a <= a =0,
(i) a |b|c = alec,
() a|bla = a==+b,
(v) a|b,c = a]| (bd+ ce),
(vi) a|b#0 = |a] <1b).
Beweis. Alle Aussagen sind leicht. Wir beweisen als Muster (iv). Wegen a | b | a existieren ¢,d € Z mit

ac = b und bd = a. Also ist ¢ = bd = cda. Im Fall ¢ = 0 ist auch b = ac = 0. Anderenfalls ist e¢d = 1
und ¢ = £+1. Dann ist a = +b. O



Definition 1.2.7. Fir a1,...,a, € Z sei

gT(ar,...,an):={d€Z:d]|ai,...,an}

die Menge der gemeinsamen Teiler von ay, . . ., ay. Ein g € gT(aq, ..., a,)NNg heilt grafter gemeinsamer
Teiler von ay,...,an, falls d | g fir alle d € gT(ay, ..., ay) gilt. Man schreibt dann ggT(aq,...,a,) == g.
Im Fall ggT(ay,...,a,) =1 nennt man aq,...,a, teilerfremd.

Bemerkung 1.2.8.

(i) Sind g und ¢’ grofite gemeinsame Teiler von aq,...,a,, so gilt g | ¢’ | g und g = +¢' nach

Lemma 1.2.6. Wegen ¢,¢g' > 0 ist also g = ¢/, d. h. es existiert hochstens ein gemeinsamer
Teiler von ay,...,ay, (dies rechtfertigt die Schreibweise ggT).

(ii) Die Bezeichnung ,grofster gemeinsamer Teiler ist irrefithrend, denn gT'(0,0) = Z, aber ggT(0,0) =
0.

(iii) Fiir die Berechnung von ggT(ay,...,a,) kann man offenbar a; > ... > a, > 0 annehmen. Fiir d €
gT(ay,...,a,)giltd | ayundd | ggT(asz,...,a,). Alsoist gT(ay,...,a,) C gT(a1,ggT(as, ..., ay)).
Fir d € gT(a1,ggT(asg,...,ay,)) gilt umgekehrt d | ggT(ag,...,a,) | a; fir i = 2,...,n, also
d € gT(ay,...,ay). Dies zeigt

geT(ay,...,a,) = ggT(ar,geT(as, ..., a,)).
Es genitigt also den ggT von zwei natiirlichen Zahlen berechnen zu kénnen.

(iv) Sei @ > b > 0. Division mit Rest liefert a = bg + r mit ¢,7 € Z und 0 < r < b. Nach

ist gT(a,b) = gT(bqg + r,b) = gT(r,b) und daher ggT(a,b) = ggT(r,b). Im Fall
r > 0 kann man b mit Rest durch r teilen und erhélt dadurch immer kleinere Zahlen. Man Ende ist
ggT(a,b) = ggT(r,b) = ... =ggT(d,0) = d. Insbesondere existiert der ggT immer. Der folgende
Satz gibt genauere Auskunft.

Satz 1.2.9 (Erweiterter euklidischer Algorithmus).
Eingabe: a,b € N.
Initialisierung: (zo, Yo, 20) = (1,0,a), (x1,y1,21) := (0,1,b) und k := 0.
Solange zp+1 > 0 wiederhole:
Division mit Rest: z = qri12k+1 + Thr1 Mt 0 < rpqq < 2py1-

Setze (Tp42, Yot2, 2k+2) = (Th — Thp1Qk+1, Yk — Yh+1Qk+1, k1) und k 1=k + 1.
Ausgabe: z, = a4+ yib = ggT(a,b).

Beweis. Wegen z1 > ry = z9 > 19 = z3 > ... terminiert der Algorithmus. Am Ende gilt

2, = 88T (2, 0) = 88T (2k, 2p+1) = 88T (21, 1) = 88T (2 2k—1 — Qr2k)
= ggT (2, zk—1) = ... = g8T (20, 21) = ggT(a,b).

Fir i = 0,1 gilt z;a + y;b = 2z;. Induktiv folgt

Tit10 + Yip1b = (xim1 — zigi)a + (yi—1 — ¥iqi)b = zi—1a + yi—1b — (zia + yib) g

= Zi—1 — 2iqi = Ti = Zi41-

Daher ist ggT(a,b) = z;, = xra + yib. O



Beispiel 1.2.10. Fiir a := 45 und b := 24 erhélt man:

Ty Yi Zi g

1 0 45
0 1 24 1
1 -1 21 1
-1 2 3]
0

Also ist ggT(45,24) =3 = —45+2- 24.

Folgerung 1.2.11. Fiir ay,...,a,,b € Z gilt

geT(ay,...,an) |b <= 3Tb1,...,by €Z:a1by + ...+ apb, =b.

Beweis. Sei g := ggT(ay,...,an).

= Sei gd = b. Nach [Bemerkung I.2.8|(iii) und [Satz I.2.9| existieren c1,...,c, € Z mit g = ajc1 + ...+
anCpn. Die Behauptung folgt mit b; :=dc¢; firi =1,...,n.

<: Wegen g | a; firi=1,...,ngilt g | a1by + ...+ anb, =b. O]
Definition I.2.12. Man nennt v € Z ein gemeinsames Vielfaches von ay, ..., a, € Z, falls a; | v fir
i=1,...,n gilt. Ein gemeinsames Vielfaches v € Ny heifst kleinstes gemeinsames Vielfache, falls v jedes
gemeinsame Vielfache von ay, ..., a, teilt. Man schreibt dann kgV(ay,...,a,) :=v.

Bemerkung 1.2.13. Wie beim ggT zeigt man, dass hochstens ein kgV existiert. Aufterdem ist
kegV(ay,...,an) =kgV(a1,kgV(ag,...,a,)).

Wir berechnen das kgV iiber einen Umweg.

Definition 1.2.14. Man nennt p € N Primzahl, falls p genau zwei positive Teiler hat, ndmlich 1 und p.

Die Menge der Primzahlen bezeichnen wir mit P. Man nennt p € P Primteiler von a € Z, falls p | a.

Bemerkung 1.2.15.

(i) Beachte: 1 ist keine Primzahl!

(ii) Zwei verschiedene Primzahlen sind stets teilerfremd.

Lemma 1.2.16.
(i) Fira,beZ undpeP giltp|ab=p|aVp]|b.
(ii) Jedes a € N\ {1} besitzt einen Primteiler.

Beweis.

(i) Sei p | abund p{a. Nach dem euklidischen Algorithmus existieren ¢,d € Z mit 1 = ggT(a,p) =
ac + pd. Es folgt p | abc + pbd = bl = b.

10



(ii) Sei p > 1 ein moglichst kleiner Teiler von a (notfalls p = a). Im Fall p ¢ P existiert 1 < ¢ < p mit
q | p| @ im Widerspruch zur Wahl von p. Also ist p € P. O

Satz 1.2.17 (EUKLID). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Annahme: P = {p; = 2,...,p,}. Nach|[Lemma I.2.16|existiert ein Primteiler ¢ vona = p; ... p,+
1. Nach der Annahme ist ¢ € {p1,...,pn} und man erhilt den Widerspruch ¢ | (a —py1...p,) =1. O

Satz 1.2.18 (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Fir jedes n € N existieren eindeutig bestimmte a, € Ny

firp e P mat
n = Hpap.
peEP
Beweis. Induktion nach n: Im Fall n = 1 ist a, = 0 fiir alle p € P. Sei nun n > 2 und p ein

Primteiler von n. Nach Induktion besitzt n/p eine Primfaktorzerlegung und daher auch n = p-n/p. Sei
n=[[p% = [[p* und a, < b, fiir ein ¢ € P. Dann ist

‘H%:HP%

a P#q
und [Lemma L.2.16|([i) zeigt ¢ = p fiir ein p € P\ {q}. Widerspruch. O]

Beispiel 1.2.19. Sei £ > 2 und n € N nicht die k-te Potenz einer natiirlichen Zahl. Dann ist ¢/n

irrational, denn anderenfalls existieren teilerfremde a,b € N mit {/n = a/b. Dann ist nb* = a*. Die

eindeutige Primfaktorzerlegung zeigt b* = 1 und man erhélt den Widerspruch n = a*.

Bemerkung 1.2.20.

(i) Die Teiler von n = | |peppa1’ haben die Form n = | |pepp“; mit 0 < a;) < a, fiir alle p € P. Fiir
b .
m =[], .pp” gilt daher
peP

ggT(n,m) = [[p™e %), kgV(n,m) = [T pmextertel.
peP peP

Dies zeigt

‘nm = ggT(n,m)kgV(n,m), ‘

denn ay, + b, = min{ay, b,} + max{ay, b,}. Da man keinen schnellen Algorithmus zur Primfaktor-
zerlegung kennt, ist der euklidische Algorithmus zur Berechnung von ggT und kgV in der Regel
zu bevorzugen.

(ii) [Satz 1.2.18|erlaubt folgende Verallgemeinerung von [Lemma I.2.16: Sind a, b € Z teilerfremd und

a | be, so folgt a | c.

Definition I.2.21. Fiir a,b € Z und d € N schreiben wir a = b (mod d), falls d | (a — b). Man sagt
dann: a und b sind kongruent modulo d.

Beispiel 1.2.22.

(i) Im Dezimalsystem rechnet man modulo 10 und im Binérsystem modulo 2.

11
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(ii) Man betrachtet Sekunden und Minuten modulo 60 und Stunden modulo 12 oder 24.
(iii) Wochentage z&hlt man modulo 7.
(iv) Eurocent rechnet man modulo 100.

(v) In der Musik betrachtet man T6ne modulo 8 (¢, d, e, f, g, a, h) oder 12 (¢, cis, d, ..., h).

Satz 1.2.23. Die Kongruenz modulo d € N ist eine Aquivalenzrelation auf Z, d. h. es gilt
(1) a =a (mod d) (reflexiv),
(i) a =b (mod d) = b= a (mod d) (symmetrisch),

(iii) a =b=c (mod d) = a = ¢ (mod d) (transitiv).

Auferdem gilt

(i)
a=d (mod d)

—atb=d ¥V d d).
b=1v (modd)} @ @ (mod d)

Bewets.
(i) d|0=a—a.
(ii) d|la—b=d| —(a—b) =b—a.
(i) d|a—bAd|b—c=d|(a—b)+(b—c)=a—c.
(iv) Sei d | a —a’ und d | b — V. Dann folgt d | (a —d') + (b —V) = (a +b) — (a/ + V') sowie
d|(a—ad)b+ (b—-V)ad =ab—d'V. O

Bemerkung 1.2.24. Die Aquivalenzklassen in der Situation von heifen Restklassen modulo
d. Sie haben die Form a + dZ := {a+ cd : ¢ € Z} fiir a € Z (alle Elemente in a + dZ lassen den
gleichen Rest bei der Division durch d). Die Menge aller Restklassen modulo d bezeichnen wir mit
Z/dZ. Offenbar ist

Z)dZ = {0+ dZ = dZ, 1+ dZ,...,d — 1+ dZ}
und |Z/dZ| = d.

Beispiel 1.2.25.

(i) Gleichung vereinfacht viele Rechnungen. Wir priifen, ob 790 4+ 1117 durch 5 teilbar ist:

7041117 =20 41" =4P 1= (1% +1=0 (mod5).

In [Folgerung 1.7.18| zeigen wir, dass man auch die Exponenten reduzieren darf, allerdings modulo
4.

12



(ii) (DHM-Schlisselaustausch) Zur vertraulichen Kommunikation miissen sich Euler und Gauf zunéchst
auf einen geheimen Schliissel einigen. Hierfiir wird eine Primzahl p > 10'%% und eine Zahl
1 < n < p (offentlich) gewéhlt. Euler wahlt geheim und zufillig a € N und schickt n® 4+ pZ an
Gauk. Gaufs withlt geheim und zufillig b € N und schickt n® + pZ an Euler. Beide kénnen nun
(n® + pZ)? = n® + pZ = (n® + pZ)® als geheimen Schliissel verwenden. Da man bislang keinen
effizienten Algorithmus zur Berechnung des diskreten Logarithmus (um beispielsweise a aus n®+ pZ
und n zu berechnen) kennt, ist dieses Verfahren aktuell sicherE

Lemma 1.2.26 (Kiirzen von Kongruenzen). Fir a,b € Z und d,e € N gilt

d
ae=be (modd) < a=b mod —— |.
( ) ( geT(d, 6)>

Beweis. Sei ae = be (mod d) und g := ggT(d,e). Dann ist d | (a — b)e und g | (@ —Db)¢. Wegen
ggT(gé) = 1 folgt g | (a —0) (]Bemerkung 1.2.20) und a = b (mod g). Ist umgekehrt @ = b

(mod g), so gilt d | d¢ = ge | (a —b)e, also ae = be (mod d). O

Beispiel 1.2.27. Eine ISBN zur Indizierung von Biichern besteht aus neun Ziffern z1, ..., 29 € {0,...,9}
sowie einer Priifziffer s € {0,...,9, X} mit

9
s = Zk‘zk (mod 11),
k=1

wobei 10 durch X ersetzt wird. Wegen

kzi = kz), (mod 11) < 2, =2, (mod 11),
kzi +lzp = kzp+ 1z, (mod 11) <= (k—Dzpr=(k—1)z; (mod 11) <= 2z, =2z (mod 11)

erkennt die Priifziffer eine fehlerhafte Ziffer oder eine Vertauschung von zwei Ziffern (aber nicht beides

gleichzeitig). Siehe [Kapitel I11.12]

Satz 1.2.28 (Kongruenzgleichungen). Seien a,b € Z und d € N. Genau dann existiert ein x € Z mit

ax =b (mod d), falls ggT(a,d) | b. Gegebenenfalls bilden diese x eine Restklasse modulo ggTC(la,d).
Beweis. Erste Aussage:
Jre€Z:ax=b (modd) <= Jr,c€Z:b=ax+cd L21] geT(a,d) | b.
Zweite Aussage: ;
ar = ay (modd)@wzy <m0dggT(a,d)>' O

Bemerkung 1.2.29. [Satz [.2.28 besagt, dass die Gleichung az = b (mod d) im Falle der Losbarkeit zu
einer Gleichung der Form x = ¢ (mod d/ ggT(a,d)) dquivalent ist.

!Dieses einfache Prinzip wurde erst in den 1970er Jahren von Diffie, Hellman und Merkle entdeckt. Zu diesem Zeitpunkt
war Alan Turing, der Entschliissler der Enigma aus dem zweiten Weltkrieg, bereits 20 Jahre tot.

13



Beispiel 1.2.30. Wie wertvoll ist ein 124,76 g schwerer Haufen von 1- und 2-Centmiinzen? Eine
1-Centmiinze wiegt 2300 mg und eine 2-Centmiinze 3060 mg. Ansatz: 2300z + 3060y = 124.760. Wir
teilen durch ggT(2300,3060) = 20 und erhalten 115z + 153y = 6238. Modulo 115 ergibt sich

38y =28 (mod 115).

Nach dem euklidischen Algorithmus ist 1 = ggT(38,115) = —3-38+4115 = —3-38 (mod 115). Einsetzen
liefert 38y = 28 - (—3 - 38) (mod 115). |[Lemma I.2.26| zeigt

y=-3-28=31 (mod 115).

Fir y > 31 + 115 ware 3060y > 446.760 > 124.760. Also ist y = 31 die einzige Losung und =z =
% = 13 folgt.

Antwort: 13 4+ 2 - 31 = 75 Cent.

Bemerkung 1.2.31. Fiir a, 8,7 € Ny gilt min{max{c, 8},7} = max{min{a, v}, min{3,v}} (betrachte
0.B.d. A. a > ). Dies zeigt

geT (kgV(a,b),c) = kgV (ggT(a, c), ggT(b, c)) (I.2.1)

fir a,b, c € Z (Bemerkung 1.2.20)).

Satz I1.2.32 (Chinesischer Restsatz). Seien ai,...,a, € Z und dy,...,d, € N. Genau dann existiert
ein x € Z mit x = a; (mod d;) firi = 1,...,n, falls a; = a; (mod ggT(d;,d;)) fiir alle i,j gilt.
Gegebenenfalls bilden die x eine Restklasse modulo kgV (dy, ..., dy,).

Beweis. Existiert € Z mit © = a; (mod d;) fir i = 1,...,n, so gilt ggT(d;,d;) | (a; —x) + (x — aj) =
a; — aj, also a; = a; (mod ggT(d;,d;)) fiir alle 1, j.

Eindeutigkeit:

Vi:e=y (modd;) < Vi:d;|z—y < kgV(di,...,dn) |z —y
< z=y (mod kgV(di,...,d,)).

Existenz: Sei a; = a; (mod ggT(d;,d;)) fiir i, j gegeben. Wir argumentieren durch Induktion nach n.
Fiir n = 1 16st « := a1 die Kongruenz. Sei nun n > 2. Nach dem euklidischen Algorithmus existieren
e1,e9 € Z mit g := ggT(dy,ds) = diey + daea. Wir setzen b := aj + dlel% € Z. Dann gilt

b=a; (modd),

a2 — aj a2 — aj

b=a +(g—d262)

= a1 + (a2 — a1) — daea =as (mod dy),
d. h. b 16st die ersten beiden Gleichungen. Nach der bereits gezeigten Eindeutigkeit sind diese Gleichungen
dquivalent zu

r=b (mod kgV(dy,ds2)).

Um die Induktionsvoraussetzung zu benutzen, miissen wir b = a; (mod ggT(kgV(dy,ds),d;)) fir
i =3,...,n zeigen. Es gilt b = a; = a; (mod ggT(dy,d;)) und b = a2 = a; (mod ggT(da,d;)). Dies
zeigt

b=a; (mod kgV(ggT(d1,d;),eeT(d2,di)))

und die Behauptung folgt aus (.2.1)). O
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Bemerkung I.2.33. Die Bedingungen a; = a; (mod ggT(d;, d;)) in|Satz 1.2.32[sind stets erfiillt, wenn
dq,...,d, paarweise teilerfremd sindE|
Beispiel 1.2.34.
(i) Betrachte das System
r=3 (mod7),

r=4 (mod 11),
r=5 (mod 13).

Der Ansatz x = 3 + 7a 16st zunéchst die erste Gleichung und liefert 7a = 1 (mod 11) in der
zweiten Gleichung. Nach ist dies zu a = —3 (mod 11) dquivalent (die Losung —3 kann
man leicht erraten). Wir setzen nun @ = —3 + 110 und erhalten x = —18 4+ 77b. Dies 16st die ersten
beiden Gleichungen. Die dritte Gleichung liefert 77b = 23 (mod 13), also b = 3 (mod 13). Die
allgemeine Losung des Systems lautet daher z = —18 + 77(3 + 13¢) = 213 + 1001c¢ mit ¢ € Z.

(ii) Was sind die letzten beiden Dezimalziffern von 47887 Wir suchen 0 < z < 99 mit
=47 (mod 100).
Wegen kgV(4,25) = 100 ist diese Kongruenz nach [Satz 1.2.32 4quivalent zum System

=47 (mod 4),
=47 (mod 25).

Es gilt 4788 = (-1)%8 =1 (mod 4) und
4788 = (=3)3 P+ = (—2)P(=3) = (—2)"*(=3) = (=3)%6 = 11 (mod 25).
Der Ansatz © = 1 + 4a l6st die erste Gleichung und ergibt 4a = 10 (mod 25) in der zweiten

Gleichung. Es folgt 2a = 5 (mod 25) und @ = 13-2a = 13 -5 = 15 (mod 25). Also ist x =
1+4-15=61.

Definition 1.2.35. Man nennt

p:N—= N,
n— {1 <k<n:gegT(nk)=1}

EULERSsche o-Funktion.

Bemerkung 1.2.36. Fiir b € a+nZ gilt ggT(b,n) = ggT(a,n). Da a+nZ genau einen Reprisentanten
b mit 1 < b < n besitzt, gilt

¢(n) = [{a+nZ: ggT(a,n) =1}/
Satz 1.2.37. Es gilt

(1) (nm) = p(n)p(m), falls ggT(n,m) = 1.
(ii) p(p") = p" — p™~ ! fiir jede Primzahlpotenz p™ # 1.

29gT(dy,...,d,) = 1 reicht nicht! (betrachte ggT(6,10,15))
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Beweis.

(i) Seien 1 <a <nund 1 <b<m mit ggT(a,n) =1 = ggT(h,m). Nach dem chinesischen Restsatz
existiert genau ein 1 < ¢ < kgV(n,m) = nm mit ¢ = a (mod n) und ¢ = b (mod m). Offenbar
ist dann ggT(c,nm) = 1. Ist umgekehrt 1 < ¢ < nm mit ggT(c,nm) = 1 gegeben, so gilt auch

ggT(c,n) =1 =ggT(c,m). Daher sind die Mengen
{1<a<n:ggT(a,n)=1} x{1<b<m:ggT(b,m)=1}

und {1 < c¢ < nm:ggT(c,nm) = 1} gleichméchtig und die Behauptung folgt.

(ii) Es gilt ggT(p™, k) = 1 genau dann, wenn p { k. Zwischen 1 und p" liegen genau p"~! Vielfache

von p, namlich p,2p, ..., p" !p. Dies zeigt die Behauptung.

Bemerkung 1.2.38. Sei n = [[,cpp® € N. Nach [Satz 1.2.37]ist dann

p(n) = [T o™ = T[] @ —p™").
p€EP peP
ap>0

Beispiel 1.2.39. Es gilt
©(36) = p(22 -3 = (22 -2H)(3* -3H =26 =12

und

{1 <a<36:gsT(a,36)=1}={1,5,7,11,13,17,19,23,25,29, 31, 35}.

Definition 1.2.40. Man nennt

w:N—Z,

= (—=1)* falls n = p;...ps mit paarweise verschiedenen pi,...,ps € P,
n
0 sonst

MOBIUS- Funktion. Dabei ist u(1) =1 (s = 0).

Bemerkung 1.2.41. Sind py, ..., ps die verschiedenen Primteiler von n > 1, so gilt
S S S s
ITED DI SENTUINVIED D DI IS e o EC R
din k=0gq1,....qp€{p1,--ps} k=0 Mg‘{m‘,---,ps} k=0
M|=k

wobei nur iiber die positiven Teiler summiert wird.

Satz 1.2.42 (MoOBIUs-Inversion). Fir f, F': N — C sind dquivalent:
(1) F(n) =g, f(d) fir allen € N.
(2) (1) = Yo ) F(B) = Sy (5 F(d) fir alle n € N,

16


https://de.wikipedia.org/wiki/August_Ferdinand_M%C3%B6bius

Beweis.

(1) = (2):

S ud)Fn/d) @SS w@fe) = S ud)fe) =3 £e) S u(d) " f(n).
d|%

dn din el% de|n eln

S @) B Y o) = S Fe) S ) E Fn).
dz

din din e|d eln

Beispiel 1.2.43. Fir n = HpeIP p? € N gilt

S e @S o) [+ (= 1)+ 0P = p) 4o+ (0 —p ) = [[ ™ = .
dln peP k=0 peP peP

Fir f = ¢ ist also F' = idy in [Satz [.2.42] und man erhélt

p(n) = Y n(d)s

din

fir alle n € N.
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.3 Gruppen

Definition 1.3.1. Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung -: G x G — G,
(z,y) — x -y, sodass folgende Eigenschaften gelten:

e Vr,yze€G:(x-y)-z=x-(y-2) (assoziativ),
e Jee G:Vxr€G:e-x=u (neutrales Element),
o VreG:3JyeG:y-x=e (inverses Element).
Gilt zusétzlich
o Vr,yc G:x-y=y-x (kommutativ),
so nennt man G abelsch. Die Ordnung von G ist die Méachtigkeit |G].

Bemerkung 1.3.2.
(i) Im Folgenden sei G stets eine Gruppe. Wenn die Verkniipfung klar ist, schreiben wir zy statt x - y.

(ii) Fir « € G existieren y, z € G mit yr = e = zy. Es folgt

zy = e(xy) = (2y)(2y) = 2(yr)y = 2(ey) = 2y =e¢

und ze = z(yz) = (xy)x = ex = z. Ist auch ¢’ € G ein neutrales Element, so gilt ¢/ = €’e = e.

Also ist e eindeutig bestimmt und wir schreiben e = 1 = 1. Sei nun 3’ € G mit y'x = e. Dann ist

y =1vy'e=1y'(ry) = (y'z)y = ey = y. Somit hat = genau ein Inverses und wir schreiben y = 1.

(iil) Fiir x,y € Gist | (z™1) ' =2 |und | (zy) ™' =y~ 'z~ | (Achtung!).

(iv) Fir xy,...,z, € G spielt die Klammerung in ; ...z, keine Rolle: Fiir n = 3 folgt dies aus der
Assoziativitat. Gilt die Behauptung bereits fiir n — 1, so hat jede Klammerung von zy ... x, die
Form (x1...2x) (k41 ... 2p) mit 1 < k < n. Nun gilt

x1(x. .. xn) = x1(x2(23 ... Tp)) = (T122) (3. .. Tp) = ... = (T1 ... Tp1) T

(v) Fir z € G und k € Z definieren wir

1q falls k = 0,
a¥ = x...x (k Faktoren) falls k > 0,
(x=H)=Fk falls £ < 0.

Sicher ist dann 2™z = ™% und (z™)" = 2™ fiir n,m € Z. Im Fall G = {2' : i € Z} nennt
man G zyklisch. Wegen x™x™ = 2™ = z"2™ ist G dann auch abelsch.

Beispiel 1.3.3.
(i) Die triviale Gruppe G = {1}. Wir schreiben dann auch G = 1.
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(ii) Die ganzen Zahlen Z bilden bzgl. Addition eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist dabei
0. Dagegen ist Z bzgl. Multiplikation keine Gruppe (2 hat kein Inverses).

(iii) Fir jeden Korper K ist K* := K \ {0} eine abelsche Gruppe bzgl. Multiplikation.

(iv) Die invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem Korper K bilden bzgl. Matrizenmultiplikation
die allgemeine lineare Gruppe GL(n,K) vom Grad n iiber K. Das neutrale Element ist die
Einheitsmatrix 1,. Es gilt GL(1, K) = K*. Fiir n > 2 ist GL(n, K) nichtabelsch.

(v) Die Bijektionen einer Menge  auf sich selbst bilden bzgl. Komposition von Abbildungen die
symmetrische Gruppe Sym(€) mit neutralem Element idg. Die Elemente von Sym(f2) heifsen
Permutationen. Fir Q = {1,...,n} schreiben wir S, := Sym({2) und nennen n den Grad von S,.
Es gilt |S,| = nl.

(vi) Fiir Gruppen Gy, ..., G, wird das kartesische Produkt G; x ... x G,, durch

(glv B ;gn) : (hla .- -ahn) = (glhla R >gnh’n)

fiir g;, h; € G zu einer Gruppe mit neutralem Element (1¢,,...,1g, ) (nachrechnen). Man nennt
Gi x ... x Gy, das direkte Produkt von G1,...,Gy. Im Fall G; = ... = G, schreiben wir auch G7
statt G1 x ... x G,,.

Definition 1.3.4. Eine nichtleere Teilmenge H C G mit xy~' € H fiir alle z,y € H heifit Untergruppe
von G. Wir schreiben dann H < G und H < G, falls H eine echte Untergruppe ist, d.h. H # G. Die
Mengen der Form gH := {gh : h € H} nennt man (Links)nebenklassen von H in G. Die Menge aller
Linksnebenklassen ist G/H := {gH : g € G} und |G : H| := |G/H| ist der Index von H in G.

Bemerkung 1.3.5. Sei H < G. Dann existiert ein « € H. Also ist auch 1g = zz~' € H und
r7! = 1gz~! € H. Fiir z,y € H ist auferdem xy = z(y~')~! € H. Dies zeigt, dass H mit der
eingeschriankten Verkniipfung selbst eine Gruppe ist. Ist G abelsch, so auch H. Aus K < H folgt
K <@, d.h. <ist transitiv und damit eine (partielle) Ordnungsrelation.

Beispiel 1.3.6.
(i) Jede Gruppe G besitzt die Untergruppen 1 und G.

(ii) Fir jede Familie von Untergruppen H; < G (i € I) ist ()..; H; < G (nachrechnen).

icl
(iti) Fiir U C G ist
U= (| H
UCHLG

die von U erzeugte Untergruppe (die ,kleinste” Untergruppe, die U enthélt). Offenbar enthélt
(U) alle Elementen der Form zF' ...z mit z1,...,2, € U. Ungekehrt bilden diese Elemente
selbst eine Untergruppe, die dann mit (U) iibereinstimmen muss. Im Fall (U) = G ist U ein
Erzeugendensystem von G. Wir schreiben auch (x1,...,zy) := ({z1,...,2z,}). Die Untergruppen

der Form (z) sind zyklisch. Man nennt dann |(z)| die Ordnung von z.

(iv) Fir n € Z ist nZ = (n) < Z. Die Linksnebenklassen sind dann genau die Restklassen modulo n
(beachte: die Verkniipfung ist +).

(v) Die oberen Dreiecksmatrizen in GL(n, K') bilden eine Untergruppe.

(vi) Fiir n < m gilt S, < S,,.
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Lemma 1.3.7. Firx € G gilt
|(z)| = inf{n e N: 2" =1},

wobei inf & := oo. Im Fall n := |(x)| < oo gilt
(i) 2F =1 < n |k firkcZ.

(i) 2% = 2! <= k=1 (mod n) firk,l € Z.

(iii) ||{z")]

n

=—  lfirkeZ.
gegT(n, k)

Beweis. Sei zundchst n € N minimal mit 2" = 1. Fir k € Z existieren ¢,r € Z mit k = gn + r
und 0 < r < n (Division mit Rest). Dann ist z¥ = 29"t" = (2")92" = 192" = 2" und es folgt
(z) = {1,2,2%,...,2" 1}. Nehmen wir an es existieren 0 < k < [ < n mit ¥ = 2!. Dann wire z/=% =1
mit 1 <7 —k < n im Widerspruch zur Wahl von n. Dies zeigt |(z)| = n.

Sei nun 2" # 1 fiir alle n € N. Fiir 1 < k < [ ist dann 2* # 2!, denn anderenfalls wére 2!~% = 1. Dies
zeigt, dass die Elemente x, 22, ... paarweise verschiedenen sind. Insbesondere ist |(z)| = oo.

(i) Division mit Rest liefert & = gn + 7 mit ¢, € Z und 0 < r < n. Wie oben ist 2¥ = 2" und es
folgt 28 =1 <= r=0 < n|k.

(ii) Nach () ist 2* = 2! < 2F ' =1 <= n|k—1 < k=1 (mod n).
(iii) Es gilt
’<mk>‘ = inf{m e N: zhm = (a}k)m =1} =inf{meN:km=0 (modn)}

220 . n n
~linf ‘m = d— Y\ = O
. {m eNim=0 <mo ggT(n, k)>} ggT(n, k)

Bemerkung 1.3.8 (Wiederholung Lineare Algebra). Fiir £ > 2 nennt man o € S,, einen (k-) Zyklus

(oder Zyklus der Linge k), falls paarweise verschiedene 1 < ay,...,a; < n existieren, sodass
o ai
a;+1 falls x = a; mit ¢ < k, 0'\/ \a
o(x) =< a1 falls x = ay, az aq
T sonst U\ a3 jU
gilt. Man schreibt dann o = (aq, ..., ax). Diese Schreibweise ist eindeutig bis auf ,Rotation®, d. h.
o= (ag,...,ax,a1) =...= (ag,a1,...,a5_1).
AuBerdem ist (a1, ...,ar)"' = (ar, ap_1,--.,a1).

Zyklen der Lange 2 heiffen Transpositionen. Zyklen o = (a1, ...,a;) und 7 = (by, ..., b;) heifen disjunkt,
falls
{al,...,ak}ﬂ{bl,...,bl} = .

Gegebenenfalls gilt o7 = 70. Bekanntlich ist jede Permutation o € S, ein Produkt von paarweise
disjunkten Zyklen o = 07 ...0s, die bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind. Hat o; Lénge
l;, so nennt man (ly,...,l5) den Zyklentyp von o, wobei man l; > ... > [, annehmen kann. Wegen
(at,...,a) = (a1,a2)(az,a3)...(ak—1,ar) (Abbildungen von rechts nach links auswerten) ist jede
Permutation ein Produkt von (nicht unbedingt disjunkten) Transpositionen.
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Lemma 1.3.9. Fir o € S, mit Zyklentyp (l1,...,ls) gilt

(o) =keV(h, - 1s).

Beweis. Sei o = 01 ...0s mit disjunkten Zyklen o; der Lange [;. Offenbar ist |(o;)| =1; fir i = 1,...,s.
Fiir k € N sind auch o¥, ..., 0% paarweise disjunkt und daher vertauschbar. Mit folgt
=1 = Ulf...o'f:l — Uk:...:ale

= U |k,....ls |k <= kgV(l,...,ls) | k.

Dies zeigt die Behauptung. O

Beispiel 1.3.10.

1 2 3 456
4 1 6 2 5 3
Sg kein Element der Ordnung 10, denn dafiir braucht man mindestens sieben Ziffern.

(i) In S5 gilt (2,5,3,1)(3,1,6) = (1,6)(2,5,3).

(i) Es gilt S5 = {1,(1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3), (1,3,2)}. Wegen (1,2)(1,3) = (1,3,2) # (1,2,3) =
(1,3)(1,2) ist S, genau dann abelsch, wenn n < 2.

(i) In Sg ist = (1,4,2)(3,6) ein Element der Ordnung 6. Andererseits besitzt

Satz 1.3.11 (LAGRANGE). Fir jede Gruppe G und H < G gilt

|6l =16 : m|| .|

Insbesondere sind |H| und |G : H| Teiler von |G|, falls |G| < oo.

Beweis. Fir z,y € G sei
T~y = x 'yeH.

1

Wegen 1 € Histz ~z. Fiirz ~ y gilt y 2 = (7 'y) ™! € Hund y ~ 2. Aus x ~ y ~ z folgt schlieflich
1

v~z = (z7ly)(y~'2) € H und x ~ 2. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation. Wegen
r~y < v lye H = yeczH

sind die Aquivalenzklassen genau die Linksnebenklassen von H in G. Insbesondere ist G die disjunkte
Vereinigung aller Linksnebenklassen. Da die Abbildung H — xH, h — xh eine Bijektion ist (mit
Umkehrabbildung g + 27 !g), sind alle Linksnebenklassen gleich grof. Dies zeigt

Gl=| U et|= > leHI=IG:H|H| 0
gHeG/H gHeG/H

Bemerkung 1.3.12.

(i) Der Beweis zeigt

tH=yH <— z 'ycH

fiir alle z,y € G. Man kann vollig analog 2 ~ y :<= zy~! € H definieren und erhilt dann die
Rechtsnebenklassen Hg von H in G als Aquivalenzklassen. Der Beweis zeigt, dass es genau so
viele Links- wie Rechtsnebenklassen gibt. Im Allgemeinen ist aber gH # Hyg.
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(ii) Fiir |G| < oo und x € G ist |(z)| ein Teiler von |G|. Nach [Lemma 1.3.7| folgt z!! = 1.
Definition I1.3.13. Fiir X, Y C Gsei XY :={ay:z € X,y Y}

Lemma 1.3.14. Fir U,V,W < G gilt
(1)) UCV = |G:U|=|G:V||V:U]|.
(ii)) UV <G <= UV =VU.

(iii) |[UV| = U :UNV||V|=|V:UnV|U] ]

(iv) UCW = UVNW =U(VNW) (DEDEKIND-Identitdit).

Beweis. [Aufgabe .19 O
Bemerkung 1.3.15. Fiir U,V < G ist nicht unbedingt UV < G (Aufgabe 1.21))!

Definition 1.3.16. Eine Untergruppe H < G heifst Normalteiler von G (oder normal in G), falls
gH = Hg fiir alle g € G gilt. Gegebenenfalls schreiben wir H <G und H < G, falls H < G.

Beispiel 1.3.17.
(i) Stets sind 1 und G normal in G.
(ii) Untergruppen von abelschen Gruppen sind stets normal. Insbesondere ist nZ < Z.
(iii) Untergruppen H < G mit Index 2 sind normal, denn fiir g € G\ H ist gH = G\ H = Hg.
)

(iv) Fir NM QGund g€ Gist g(NNM)=gNNgM =NgNMg=(NNM)gund NNM <G.
Aufserdem ist
NM = |JaM = | ] Mz=MN
zeN reN

und [Lemma I.3.14 zeigt NM < G. Wegen gNM = NgM = NMg fiir g € G ist auch NM <G.

(v) Wegen
(173)52 = {(173)7 (173)(172)} 7é {(173)7 (172>(173>} = S2(1,3)
—— —_——

:(17213) :(17372)
gilt So ﬂ S3.
(vi) Aus M < N <G folgt nicht unbedingt M < G (Aufgabe 1.21)), d. h. < ist nicht transitiv.

Lemma 1.3.18. Genau dann ist H < G normal in G, falls ghg™' € H fiir alle g € G und h € H gilt.

Beweis. Sei H <G, g € Gund h € H. Dann ist ghg™! € gHg™' = Hgg™! = H. Ist umgekehrt
ghg™' € H fiir alle g € G und h € H, so folgt

gH ={ghg™'g:h € HY C Hg= {99 'hg: he H} = {gg'h(g")"" :he H} C gH.

Dies zeigt H < G. O
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Satz 1.3.19. Sei G eine Gruppe und N < G. Dann wird G/N mit der Verkniipfung
N -yN = xyN

fiir tN,yN € G/N zu einer Gruppe mit neutralem Element 1IN = N.

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dass die Verkniipfung nicht von der Wahl der Représentanten x
und y abhéngt. Sei dazu xN = 2’N und yN = ¢y’ N. Wegen N < G ist dann

2y'N =2'yN = 2/ Ny = e Ny = ayN.
Also ist N - yN = zyN wohldefiniert. Fiir zN,yN, zN € G/N gilt
(xN -yN)-zN = zyN - zN = (xy)zN = 2(yz)N = N -yzN = zN - (yN - zN).
Auferdem ist 1N - 2N = 12N = xN sowie z !N -zN =z 'zN = 1N. O

Definition 1.3.20. In der Situation von [Satz 1.3.19|nennt man G/N die Faktorgruppe von G nach N.
Bemerkung I.3.21. Ist G abelsch, so auch G/N.

Beispiel 1.3.22. Fiir n € N ist Z/nZ eine Gruppe der Ordnung n (vgl. [Satz 1.2.23)).

Definition 1.3.23. Eine Abbildung f: G — H fiir Gruppen G und H heifst

e Homomorphismus, falls f(xy) = f(x)f(y) fir z,y € G gilt.

Monomorphismus, falls f ein injektiver Homomorphismus ist.

Epimorphismus, falls f ein surjektiver Homomorphismus ist.

Isomorphismus, falls f ein bijektiver Homomorphismus ist.

Endomorphismus, falls f ein Homomorphismus mit G = H ist.

Automorphismus, falls f ein bijektiver Endomorphismus ist.

Bemerkung 1.3.24.
(i) Fiir einen Homomorphismus f: G — H gilt
fle) = fle)fe)f(le) ! = flele) fle) ' = f(le) f(le) ' = 1x
und
fa™) = fla @) f@) " = fla ) fz) = fe) f(e) " = 1uf(2) " = fla)!

fiir z € G. Hat 2 endliche Ordnung, so ist |(f(x))| ein Teiler von |(z)|, denn f(z)/®)| = f(zl®1) =
f(lg) = 1y (Lemma 1.3.7)).

(ii) Fiir U < Gund V < Hist f(U) < Hund f~5V) :={z € G : f(x) € V} < G (nachrechnen).
Insbesondere ist f(G) < H. Im Fall U QG gilt f(U) < f(G), aber nicht unbedingt f(U) I H
(Aufgabe 1.21)! Fiir V < H gilt stets f~1(V) < G. Insbesondere ist

Ker(f) := f~1(1) < G.

Man nennt Ker(f) den Kern von f.
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(iii)

(v)

Ist g: H — K ein weiterer Homomorphismus, so ist auch go f: G — K ein Homomorphismus,
denn

(9o f)lzy) = g(f(zy)) = g(f(x)f(y)) = 9(f(x))g(f(y)) = (go f)(x)(go f)(y)

fir z,y € G.

Ist f: G — H ein Isomorphismus, so auch f~': H — G, denn

FH ey = @) W) = FHEU @) ) = @) ()

fir z,y € H. Man sagt dann G und H sind isomorph und schreibt G = H. Offenbar ist die Iso-
morphie von Gruppen eine Aquivalenzrelation. Da isomorphe Gruppen die gleichen Eigenschaften
haben, interessiert man sich in der Regel nur fiir Gruppen bis auf Isomorphie.

Nach und bilden die Automorphismen von G eine Untergruppe Aut(G) < Sym(G). Man
nennt Aut(G) die Automorphismengruppe von G.

Beispiel 1.3.25.

(i)

(v)

Es existiert stets der triviale Homomorphismus G — H, g — 1z und der triviale Automorphismus
idg: G — G, g — g (neutrales Element von Aut(G)).

Fir H < G ist die Inklusionsabbildung H — G, h — h ein Monomorphismus.
Fiir N QG gibt es den kanonischen Epimorphismus G — G/N, g — gN mit Kern N.

Fiir jede Kérper K und n € N ist det: GL(n, K) — K* ein Epimorphismus (Lineare Algebra).
Man nennt

SL(n, K) := Ker(det) = {A € GL(n, K) : det(A) = 1} < GL(n, K)

die spezielle lineare Gruppe vom Grad n iiber K.

Die Exponentialfunktion exp: (R, +) — R, a ~ e® ist ein Monomorphismus, denn e*** = e’

fiir a,b € R.

Satz 1.3.26. Firn € N ezistiert ein Homomorphismus sgn: Sy, — {£1} mit

(_1)l1+...+l575

sgn(o) =

fir o € Sy, mit Zyklentyp (l1,...,1ls).

Beweis. Wir definieren

sgn(o) == H U(j;:;‘(i) € {£1}

fir o € S,,. Fiir 0,7 € 5, gilt dann

)= [l = o) _ o) =t ) =

sgn(oT) = @ i

= sgn(o) sgn(r).
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Also ist sgn ein Homomorphismus. Fiir jede Transposition o = (s,t) mit s < ¢ gilt

s—t j—t s—1
S = .
gn(o) t—s Hj—sH t—1

s<j#t s#I<t

Die Faktoren sind genau dann negativ, wenn s < j < t bzw. s < ¢ < t gilt. Man erhélt sgn(o) =
—(=1)2t=s=1 = _1. Dasich jeder k-Zyklus o = (a1, ..., a) als Produkt von k — 1 Transpositionen o =
(a1,az)(az,as) ... (ag_1,as) schreiben lisst, gilt sgn(o) = (—1)¥~1. Daraus folgt die Behauptung. [

Definition I.3.27. Man nennt sgn Signum (oder Vorzeichen) und
A, :=Ker(sgn) ={oc € 5, :sgn(c) =1} 45,

die alternierende Gruppe vom Grad n. Die Elemente in A,, (bzw. Sy, \ Ay,,) heifen gerade (bzw. ungerade)
Permutationen. Beachte: Ein Zyklus gerader Lange ist ungerade.

Lemma 1.3.28. Genau dann ist ein Homomorphismus f: G — H injektiv, wenn Ker(f) = 1.

Beweis. Ist f injektiv, so gilt f(z) =1 = f(1) genau dann, wenn = = 1. Dies zeigt Ker(f) = 1. Sei
umgekehrt Ker(f) = 1 und z,y € G mit f(z) = f(y). Dann ist f(y~'z) = f(y) ' f(z) = 1 und
y~lz € Ker(f) = 1. Dies zeigt = y und f ist injektiv. O]
Satz 1.3.29.

(i) (Homomorphiesatzﬂ) Fiir jeden Homomorphismus f: G — H gilt

|G/Ker(f) = [(G).|

(11) (Korrespondenzsatz) Fir N <G induziert der kanonische Epimorphismus G — G /N eine Bijektion

zunschen der Menge der Untergruppen H < G mit N < H und der Menge der Untergruppen von
G/N.

(113) (1. Isomorphiesatz) Fir H < G und N <G gilt NIHN <G, HNN < H und

|HN/N = H/HNN.|

(i) (2. Isomorphiesatz) Fir N <G und N < H < G ist H <G genau dann, wenn H/N <G/N.
Gegebenenfalls ist

|G/H = (G/N)/(H/N).|

Bewezs.

(i) Sei z,y € G und

F: G/Ker(f) = f(G),
zKer(f) — f(z).

'In der englischsprachigen Literatur wird der Homomorphiesatz als ,first isomorphism theorem“ bezeichnet und die
Nummerierung der Isomorphieséitze erhoht sich entsprechend.
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Wegen

Ker(f) = yKer(f) B2y la e Ker(f) <= f(y) ' f(2) = [y '0) =1 = f(z) = f()
ist F' wohldefiniert und injektiv. Nach Definition ist F' auch surjektiv. Schlieflich ist
F(aKer(f) - yKex(f)) = FlzyKer(f)) = f(y) = f(@)f(y) = F(Ker(f))F (yKer(f)).
Also ist F' ein bijektiver Homomorphismus, d. h. ein Isomorphismus.

(ii) Sei f: G — G//N der kanonische Epimorphismus, H := {H < G: N < H} und K :={U < G/N}.
Fiir H € H ist sicher H/N = f(H) € K. Fiir U € K gilt umgekehrt N < f~1(U) < G, denn
f(N)=1<U. Also ist f~}(U) € # und man erhilt Abbildungen

p:H— K, P K= H,
H s f(H), U f71U).

Sei H € H und z € f~Y(f(H)). Dann existiert h € H mit f(z) = f(h). Es folgt f(h~lz) =
f(h)7f(z) = 1 und # = h(h~'x) € HKer(f) = HN = H. Dies zeigt f~'(f(H)) = H und
Yo = idy. Da f surjektiv ist, gilt auch f(f~1(U)) = U fiir alle U € K, d.h. ¢ 09 = idx. Daher
sind ¢ und % zueinander inverse Bijektionen.

(iii) Wir betrachten die Abbildung f: H — G/N, h — hN. Wegen f(zy) = 2yN = zNyN = f(z)f(y)
fir ,y € H ist f ein Homomorphismus. Fir h € H gilt f(h) =1 < AN =N <= he€ HNN.
Dies zeigt Ker(f) = HN N < H und ({i) liefert H/H NN = H/Ker(f) = f(H) = HN/N < G/N.
Aus folgt HN < G.

(iv) Nach ist H/N < G/N. Fir g € Gund h € H gilt
ghg '€ H < (gN)(hN)(gN)™' = ghg™'N € H/N.

Es folgt H <G <= H/N < G/N nach [Lemma 1.3.18] Sei nun H <G und f: G/N — G/H,
gN — gH. Fir z,y € G gilt

N =yN =y 2 € N< H = zH = yH.
Daher ist f wohldefiniert. Offenbar ist f ein Epimorphismus mit Ker(f) = {gN € G/N : gH =
H} = H/N. Also folgt (G/N)/(H/N) = (G/N)/Ker(f) = f(G/N) =G/H aus . O
Beispiel 1.3.30.
(i) Der Homomorphiesatz fir det: GL(n, K) — K* zeigt GL(n, K)/SL(n, K) = K*.

(ii) Fir n > 2 ist sgn: S, — {£1} surjektiv wegen sgn((1,2)) = —1. Es folgt S, /A, = {£1} und
|An| = nl/2.

(iii) Fir n,m € N mit n | m gilt mZ < nZ sowie (Z/mZ)/(nZ/mZ) = Z/nZ.
Satz 1.3.31. Fir jede zyklische Gruppe G existiert genau ein n € Ng mit G = Z/nZ.
Beweis. Sei G = (z) und f: Z — G, k> 2¥. Wegen f(a +b) = 2%t = 2% = f(a) f(b) fiir a,b € Z

ist f ein Epimorphismus mit

0Z falls |G| = oo,
nZ falls |G| =n

nach [Lemma 1.3.7 Die Behauptung folgt nun aus dem Homomorphiesatz. O

Ker(f):{k‘GZ:ﬂUk:l}:{
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Definition 1.3.32. Nach gibt es im Wesentlichen nur eine zyklische Gruppe fiir jede
Ordnung n. Diese bezeichnen wir mit C), (das ist kiirzer als Z/nZ).

Beispiel 1.3.33. Sei G eine Gruppe mit Primzahlordnung p. Fir x € G\ {1} gilt dann (z) = G nach
Lagrange. Also ist G = C,.

Satz 1.3.34.

(i) Fir teilerfremde n,m € N gilt | C), X Cpy, = Ch. ‘

(ii) Fir jedes d | n besitzt Cp, genau eine Untergruppe (und genau eine Faktorgruppe) der Ordnung d.
Diese ist zu Cy isomorph.

Beweis.
(i) Nach dem chinesischen Restsatz ist der Homomorphismus f: Z — (Z/nZ) x (Z/mZ), a
(a +nZ,a + mZ) surjektiv. Dabei gilt
Ker(f)={a€Z:aenZnmZ=%kgV(n,m)Z =mnZ} = mnZ.

Der Homomorphiesatz zeigt Cyy, = Z/mnZ = f(Z) = (Z/nZ) x (Z/mZ) = Cy, X Ch,.

(ii) Sei (z) = C,. Fiir d | n ist (™) eine Untergruppe der Ordnung d nach Sei umgekehrt
H < (z) mit |H| = d | n (Lagrange). Nach [Bemerkung 1.3.12|f) gilt 2"/*H = («H)//Hl = H
und z"/¢ € H. Dies zeigt H = (/). Wegen (z)/H = (zH) = Cpya ist auch die Behauptung
iiber Faktorgruppen klar. O
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.4 Gruppenoperationen

Definition I.4.1. Eine Operation von G auf einer nichtleeren Menge € ist eine Abbildung G x Q — §,
(z,w) — w mit folgenden Eigenschaften:

eVweN:lw=uw.
e Vz,yc G, we:¥(Yw)="w.

Man sagt dann: G operiert auf 2 oder  ist eine G-Menge. Fiir w € {2 nennt man
Co={w:geG}Cn

die Bahn von w und Gy, = {g € G : 9w = w} den Stabilisator von w in G. Man nennt |“w| die Linge
der Bahn. Gilt “w = Q fiir ein w € €, so heift die Operation transitiv.

Bemerkung I.4.2. Sei () eine G-Menge und f,: Q — Q, w— *wfirz € G. Firz,y € Gund w € Q gilt
dann (fz o fy)(w) = fo(Yw) = *(Yw) = "w = fuy(w). Insbesondere ist fy o fo-1 = fi =idg = fo-10 fa
und f, € Sym(Q2). Auferdem ist f: G — Sym(Q2), z — f, ein Homomorphismus.

Sei nun umgekehrt ein Homomorphismus f: G — Sym(2) gegeben. Dann erhélt man durch
e (f@)w)  (2eG weQ)

eine Operation (nachrechnen). Operationen sind also nichts anderes als Homomorphismen in die
symmetrische Gruppe. Die Operation heifst treu (bzw. trivial), falls Ker(f) =1 (bzw. Ker(f) = G) gilt.
Im ersten Fall ist G nach dem Homomorphiesatz zu einer Untergruppe von Sym({2) isomorph. Man
nennt G dann Permutationsgruppe auf €.

Lemma 1.4.3. Jede G-Menge §2 ist die disjunkte Vereinigung von Bahnen und G, < G fiir alle w € €.

Beweis. Wir zeigen, dass
a~f <= dgeG:9%a=0

cine Aquivalenzrelation auf Q definiert. Wegen Lov = av ist ~ reflexiv. Aus 9o = B folgt 9 'S =9 ' (9a) =
97 = la = a. Also ist ~ symmetrisch. Sei schlieflich 9o = § und "8 = v fiir g,h € G und
a,B,v € Q. Dann ist "a = "(9a) = "B = . Daher ist ~ transitiv und eine Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen sind genau die Bahnen. Insbesondere ist € die disjunkte Vereinigung der Bahnen
von G.

Fiir die zweite Behauptung beobachten wir 1 € G, # @. Fiir z,y € G, ist
eyt ey oy )y ey Y, T,
w= (Yw) = w="w=uw.

Dies zeigt zy~!' € G, und G, < G. O
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Beispiel 1.4.4.

(i)

(iii)

Jede Untergruppe H < G operiert treu auf G' durch Linksmultiplikation, d.h. *¢ := hg fiir g € G,
h € H (denn: 'g = g, "(¥g) = h(kg) = (hk)g = g und "g = g <= h = 1). Die Bahnen sind die
Rechtsnebenklassen von H in G. Analog operiert H von rechts durch g := gh™! (Achtung!) und
man erhélt die Linksnebenklassen als Bahnen.

G operiert auf sich selbst durch Konjugation *g := zgx~" fiir z, g € G. Die Bahnen heifien dabei
Konjugationsklassen und der Stabilisator von g € G ist der Zentralisator

Ca(g) :={x € G: gz = zg}.

Die Anzahl k(G) der Konjugationsklassen nennt man die Klassenzahl von G. Zwei Elemente in
der gleichen Konjugationsklasse nennt man konjugiert. Der Kern der Operation ist das Zentrum

ZG)={zeG:VYyeG:ay=yz} JG
von G und das Bild ist die innere Automorphismengruppe Inn(G) < Aut(G) (Aufgabe 1.22)).

Analog operiert G durch Konjugation auf der Menge der Untergruppen von G, d.h. *H :=
xHz™' < G fiir x € G und H < G. Die Bahnen heifen auch hier Konjugationsklassen und der
Stabilisator von H < G ist der Normalisator

Ng(H):={x € G:z2Hz ' = H}.

Dies ist die ,,grofste” Untergruppe, in der H normal ist (vgl. [Aufgabe 1.17). Die Bahnen der Lénge
1 entsprechen den Normalteilern. Allgemeiner operiert Ng(H) durch Konjugation auf H mit Kern

Ca(H) = () Ca(h) ANa(H).
heH

Satz 1.4.5 (CAYLEY). Jede endliche Gruppe G ist zu einer Untergruppe von S|q| isomorph.

Beweis. Nach operiert G treu durch Linksmultiplikation auf sich selbst. Dies liefert
einen Monomorphismus f: G — Sym(G). Nach dem Homomorphiesatz ist G zu einer Untergruppe
von Sym(G) isomorph. Wir zeigen schlieklich Sym(G) = Sq. Sei |G| = n und F: {1,...,n} = G
eine Bijektion. Dann ist die Abbildung A: S, — Sym(G), ¢ + F oo o F~! eine Bijektion mit
Umkehrabbildung 7 — F~! o710 F. Wegen

A(o7) = ForF~t = (FoF~ ) (FrF™') = A(o)A(7)

ist A ein Isomorphismus. O

Bemerkung 1.4.6.

(i)

Ist H < @G, so operiert G auf G/H durch Linksmultiplikation, d.h. 9(zH) := gaH (der Fall
H =1 entspricht . Fiir den entsprechenden Homomorphismus f: G — Sym(G/H) gilt
Ker(f) < H, denn fiir g € Ker(f) ist 1H = 9(1H) = gH. Die Operation ist aufserdem transitiv,
denn fiir jedes xH € G/H gilt *(1H) = zH.

Der Satz von Cayley hat keine praktische Relevanz, denn S|g) ist sehr viel grofer als G. In den
meisten Féllen kann man G aber mit Hilfe von in einer kleineren symmetrischen Gruppe
einbetten, in der man effizient rechnen kann. Zum Beispiel kann man die

43.252.003.274.489.856.000

Zusténde des 3 x 3 x 3-Zauberwiirfels als Untergruppe von Syg realisieren.
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(iii) Da S,, nur endlich viele Untergruppen besitzt, gibt es auch nur endlich viele Gruppen der Ordnung
n bis auf Isomorphie.

Satz 1.4.7. Fiir jede G-Menge Q und w € Q gilt | |w| = |G : G,|. | Insbesondere ist |Cw| ein Teiler von
|G|, falls |G| < co. Operiert G zusdtzlich transitiv, so ist || ein Teiler von |G|.

Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildung

F:G/G, — “w,
Gy — Fw
wohldefiniert und injektiv ist:

1 1 -1

G, =yG, <= y re G, YT, = = xw:y(y IO)):yw.

Offenbar ist I’ auch surjektiv. Dies zeigt die erste Behauptung. Die letzten beiden Aussagen folgen nach
Lagrange. O

Bemerkung 1.4.8. Ist A C Q ein Reprisentantensystem fiir die Bahnen von G auf €2, so gilt die

Q=) [“61= 1G: Gyl

dEA dEA

Bahnengleichung

nach [Lemma [.4.3| und [Satz [.4.7] Im Spezialfall der Konjugationsoperation erhélt man die Klassenglei-
chung

Gl =) |G Cala)],

TER

wobei R ein Reprisentantensystem fiir die Konjugationsklassen von G ist. Fiir x € Z(G) ist {x} eine
Konjugationsklasse und man erhélt x € R sowie Cg(x) = G. Dies zeigt

Gl =1Z(@)|+ > |G:Calx)l.
2€R\Z(G)

Beispiel 1.4.9. Sei 2 eine G-Menge mit |G| = 77 und || = 23. Nach der Bahnengleichung existieren
a,b,c € Ng mit 23 = a4+ 70+ 1lc. Es folgt a > 0, d. h. G hat stets einen Fixpunkt auf Q.

Definition 1.4.10. Fiir eine Primzahl p nennt man G eine p-Gruppe, falls |G| = p™ fiir ein n € Ny gilt.
Satz 1.4.11. Fir jede p-Gruppe G # 1 ist Z(G) # 1.

Beweis. Sei R ein Reprisentantensystem fiir die Konjugationsklassen von GG. Die Klassengleichung zeigt

0=|G|=1Z(G)|+ Y  |G:Ca(x)|=|2(G)| (mod p).
2ER\Z(G)

Insbesondere ist Z(G) # 1. O

Folgerung 1.4.12. Jede p-Gruppe der Ordnung p® ist abelsch.
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Beweis. Sei |G| = p?. Nach [Satz 1.4.11]ist |G : Z(G)| < p. Insbesondere ist G/Z(G) zyklisch und die
Behauptung folgt aus O

Satz 1.4.13 (FRATTINI-ArgumentEI). Sei Q eine G-Menge und H < G. Operiert H transitiv auf (), so
gilt G = HG,, fiir alle w € €.

Beweis. Sei g € G beliebig. Dann existiert ein A € H mit 9w = "w. Also ist h~'g € G, und
g=h(h~'g) € HG,. Umgekehrt ist sicher auch HG,, C G. O

Satz 1.4.14 (SyLow). Sei G eine Gruppe der Ordnung p®m fir eine Primzahl pt m und a € No. Dann

qilt:

(i) Fiir jedes b € {0,...,a} besitzt G eine Untergruppe der Ordnung p°. Insbesondere ist die Menge

der p-Sylowgruppen Syl (G) := {P < G : |P| = p®} nicht leer.

(ii) Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe enthalten.

(117) Je zwei p-Sylowgruppen sind in G konjugiert.
(iv) Fiir P € Syl,(G) ist |Syl,(G)| = |G : Ng(P)| =1 (mod p). Insbesondere ist [Syl,(G)| ein Teiler

von m.

Beweis (ROBINSON).

(i)

Wir argumentieren durch Induktion nach |G|. Im Fall b = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also
0 <b<a. Sei R C G ein Représentantensystem fiir die Konjugationsklassen von G. Nehmen wir
zunéchst an, dass |G : Cg(z)| Z 0 (mod p) fir ein € R\ Z(G) gilt. Dann ist |Cg(z)| = p®m/
mit m’ < m. Nach Induktion besitzt C(z) eine Untergruppe der Ordnung p® und somit auch G.
Wir kénnen also |G : Cg(z)| =0 (mod p) fir alle x € R\ Z(G) annehmen. Die Klassengleichung
zeigt dann
0=1G] = 2@+ 3 |G:Cal@) = [ZG)| (mod p),
2€R\Z(G)

d.h. |Z(G)| ist durch p teilbar. Im Fall Z(G) < G besitzt Z(G) nach Induktion eine Untergruppe
Z der Ordnung p. Sicher ist Z <l G und nach Induktion existiert P/Z < G/Z mit |P/Z| = p*~!
(Korrespondenzsatz). Offenbar ist dann P < G mit |P| = |P/Z||Z| = p’. Wir konnen also
Z(G) = G annehmen, d. h. G ist abelsch. Sei M < G eine groftmogliche echte Untergruppe. Ist
| M| durch p teilbar, so existiert nach Induktion ein Z < M mit |Z| = p und die Behauptung folgt
wie oben. Sei also |G/M| =0 (mod p*). Fir v € G\ M gilt G = M (x), da G abelsch und |M|

maximal ist. Wegen
[(z)/(x) " M| = [(x)M/M]| = |G/M|=0 (mod p*)

ist |{(x)| durch p® teilbar. Nach [Satz 1.3.34| besitzt (z) eine Untergruppe der Ordnung p® und damit
auch G.

Sei P € Syl,,(G) und Q < G eine p-Untergruppe. Wie iiblich operiert @ auf G /P durch Linksmul-
tiplikation (Bemerkung I.4.6][i)), wobei die Bahnenléngen Teiler von |Q| sind, also p-Potenzen.
Wegen |G/P| =m # 0 (mod p) existiert eine Bahn der Lénge 1, d. h. es existiert ein z € G mit
QzP = xP. Es folgt Q = Qula™' C QePz~' = zPx~' € Syl (G) (beachte [zPz~t| = |P|).

Lgeht eigentlich auf CAPELLI zuriick, siche [M. Brescia, F. de Giovanni, M. Trombetti, The true story behind Frattini’s
argument, Adv. Group Theory Appl. 3 (2017), 117-129]
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(iii) Folgt aus dem Beweis von (ii), indem man P, Q € Syl,(G) wihlt.

(iv) Nach operiert G durch Konjugation transitiv auf Syl (G). Der Stabilisator von P ist dabei
Ng(P). Die Bahnengleichung zeigt [Syl,(G)| = |G : Ng(P)|. Offenbar operiert auch P auf Syl (G).
Sei Q € Syl,(G) dabei ein Fixpunkt, d.h. P C Ng(Q). Nach existiert dann ein z € Ng(Q)
mit P = 2Qz~' = Q. Also ist P der einzige Fixpunkt von P auf Sylp(G). Die Bahnengleichung
liefert |Syl,(G)| =1 (mod p). O

Folgerung 1.4.15. Fiir P € Syl,(G) gilt P 4G <= Syl,(G) = {P}.

Beweis. Es gilt
PG <= Ng(P)=G <= [Syl,(G)] = 1. O

Satz 1.4.16 (CAUCHY). Fir jeden Primteiler p von |G| besitzt G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Wahle b =1 in |Satz I.4.14. O

Beispiel 1.4.17.

(i) Fiir |G] = 15 = 3 -5 ist |Syl3(G)| ein Teiler von 5 und 1 modulo 3 nach [Satz L4.14|[iv]). Dies
zeigt |Syls(G)| = 1. Analog zeigt man, dass G nur eine 5-Sylowgruppe besitzt. Also enthilt G

nur sieben Elemente der Ordnung 1, 3 oder 5. Daher existieren Elemente der Ordnung 15, d. h.
G = Cys.

(ii) Sei |G| =12 =2%-3. Wie in (i) ist dann |Syl;(G)| € {1,4}. Nehmen wir Syl;(G) = {Py,..., Py}
an. Nach Lagrange ist P; N P; = 1 fiir ¢ # j. Dies zeigt [PLU...U Pyl =144-2=9. Also ist nur
noch Platz fiir eine 2-Sylowgruppe. In jeden Fall hat G einen Normalteiler der Ordnung 3 oder 4.

(iii) Nach Sylow besitzt A4 Untergruppen der Ordnung 1, 2, 3,4, 12. Allerdings gibt es keine Untergruppe
der Ordnung 6 (Aufgabe 1.21]). Die Umkehrung von Lagrange ist also falsch.

(iv) Sei N <G und P € Syl,(N). Dann operiert G durch Konjugation auf Syl,(/N) und N operiert
transitiv nach Sylow. Das Frattini-Argument zeigt G = NNg(P).

Lemma 1.4.18. Sei N 4G und P € Syl,(G). Dann ist PN N € Syl,(N) und PN/N € Syl,(G/N).
Beweis. Wegen PN N < P ist PN N eine p-Untergruppe von N. Nach dem ersten Isomorphiesatz ist
PN < G und zeigt

IN:PNN|=|PN:P|#0 (mod p).

Also ist PN N € Syl,(N). Wegen PN/N = P/PN N ist PN/N eine p-Untergruppe von G /N und der
zweite Isomorphiesatz liefert
|G : P|

%0 (mod p).

Dies zeigt PN/N € Syl,(G/N). O
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Satz 1.4.19 (BURNSIDES LemmaED. Sei G eine endliche Gruppe und € eine G-Menge. Fiir g € G sei
flg) :={w € Q:g € G,}| die Anzahl der Fizpunkte von g auf Q. Dann ist

EPINC

geG

die Anzahl der Bahnen von G auf Q.

Beweis. Liegen a, 3 € Q in der gleichen Bahn, so gilt |G : Go| = |“a| = |“8| = |G : G| nach [Satz 1.4.7]
Nach Lagrange folgt |G| = |G| (beachte |G| < 00). Sei A C Q ein Représentantensystem fiir die
Bahnen von G auf 2. Dann gilt

Y M9 =Hgw eGxQ:w=w}=) |G| =) |96]|Gsl

geq we SeA

=Y |G : Gsl|Gs| =D |G| = |A[|G]. O

deA 0EA

Beispiel 1.4.20.

(i) Im Fall der Konjugationsoperation von G auf G erhélt man

geG

(ii) Sei G eine endliche Gruppe, die transitiv auf  mit [€2] > 1 operiert. Nach Burnsides Lemma ist 1
die durchschnittliche Anzahl an Fixpunkten von Elementen aus G. Andererseits gilt f(1) = |Q] > 1.
Es muss daher stets fixpunktfreie Elemente in G geben.

(iii) Wir wollen Halsketten mit sechs Perlen zdhlen, wobei Perlen in drei Farben zur Verfiigung stehen.
Naiverweise gibt es zuniichst 3% solche Halsketten, von denen jedoch einige identisch sind. Wir
ordnen die Halskette so an, dass die Perlen ein regelméfiges 6-Eck bilden. Rotation um 7/3 wird
die Halsketten nicht verandern. Ebenso konnen wir die Halskette im Raum drehen und dadurch
eine Spiegelung der 6 Eckpunkte realisieren. Zwei Halsketten sind also genau dann identisch, wenn
sie in der gleichen Bahn unter der Diedergruppe G := D3 liegen (siehe . Wir wenden
Burnsides Lemma auf die Menge © der 3¢ Halsketten an.

Sicher ist f(1) = 3%. Eine Drehung o € G um 7/3 ldsst nur die drei einfarbigen Halsketten fest,
d.h. f(o) = 3. Die Drehung 0? um 27/3 lisst die einfarbigen Halsketten und die Halsketten
mit alternierenden Farben fest. Davon gibt es f(0?) = 32 Stiick. Analog zeigt man f(c3) = 33.
AuBerdem ist f(o?) = f(072) = 3%, f(0®) = f(0™!) = 3 sowie 0% = 1. Sei nun 7 eine der drei
Spiegelung durch zwei Seitenmittelpunkte. Dann ist f(1) = 33. Ist schlieklich p eine der drei
Spiegelungen durch zwei Eckpunkte, so gilt f(p) = 3%.

(D &

Zwar schon vor Burnside bekannt, siche [P. M. Neumann, A lemma that is not Burnside’s, Math. Sci. 4 (1979), 133-141]
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Nach Burnsides Lemma gibt es

1

1
12(36+2-3+2-32+33+3-33+3-34):1(34(3+1)+32(1+3)+2+6)

=81+9+2=92

verschiedene Halsketten.
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.5 Abelsche Gruppen

Bemerkung 1.5.1. Mit direkten Produkten lassen sich neue Gruppen aus alten konstruieren. Wir
versuchen nun umgekehrt vorgegebene Gruppen als direkte Produkte zu schreiben.

Lemma 1.5.2. Fir NM QG mit NN M =1 gilt vy = yx fiir alle x € N und y € M. Dies gilt
insbesondere, wenn ggT(|N|,|M|) = 1.

Beweis. Fir x € N und y € M gilt
eN
——
zyr lyTle NN M =1,
~——
eM

d.h. zy = yx. Nach Lagrange ist [N N M| ein Teiler von ggT(|N|, |M]). Daher folgt die zweite Aussage
aus der ersten. O

Lemma 1.5.3. Seien Ny,..., N, <G mit G = Ny... Ny undNiﬁHj#szlfdri: 1,...,n. Dann
ist G =2 N1 X ... X Ng.

Beweis. Wir zeigen, dass die Abbildung

F: Ny x...x Ny — G,

(ml,...,xk)»—>x1...xk

ein Isomorphismus ist. Nach Voraussetzung gilt N; N N; € N; N Hl# N; =1 fiir ¢ # j. |Lemma 1.5.2
zeigt vy = yx fir v € N; und y € N;. Seien nun x;,y; € N; fir ¢ = 1,..., k. Dann gilt

F(zy,...,2p)F(y1,. . yk) = @1 ... TkY1 - - - Yk = T1122Y2 - - - Ty = F((x1, .., 26) (Y1, -+, Yk))-

Also ist F' ein Homomorphismus. Wegen G = Nj ... Ny ist F surjektiv. Sei (z1,...,x;) € Ker(F).
Angenommen es existiert 1 < [ < k mit z; # 1. Sei | maximal. Dann wére xl_l =x...21_1 €
Ny Ny...Np—1 =1. Also ist Ker(F') =1 und F ist auch injektiv. a

Definition 1.5.4. In der Situation von nennt man G die direkte Summe von Ny, ..., Ny
und schreibt G = N1 @ ... D Ng.

Bemerkung 1.5.5.
(i) Ist umgekehrt G = G1 X ... x G gegeben, so gilt G = N1 @ ... S Ni mit

Ni:={(g1,---,90) € G : gj = 1] # i}

fir = 1,..., k. Daher sind direkte Summen und direkte Produkte nur verschiedene Sichtweisen
des gleichen Sachverhalts (wie bei Vektorrdumen).
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(ii) Im Allgemeinen sind die Summanden einer direkten Summe nicht eindeutig bestimmt. Zum
Beispiel gilt

Va=((1,2)(3,4)) ®((1,3)(2,4)) = ((1,2)(3,4)) @ ((1,4)(2,3)) = ((1,3)(2,4)) @ ((1,4)(2,3))

(Aufgabe 1.16]).
(iii) Sicher ist N1 @ Ny = No & Nj. Sei

G = (Nl@NQ)EBNg

Da < nicht transitiv ist, ist nicht unmittelbar klar, ob N1 <G gilt. Wegen N1 N3 C NyNoN N3 =1
ist xy = yx flir £ € Ny und y € N3. Dies zeigt N3 < Cg(N1) < Ng(V1). Aukerdem ist Ny <IN1@® Ny
und daher N1 Ny < Ng(N7). Insgesamt ist

G = (N1N2)N3 < Ng(Ny),

d.h. Ny < G. Analog ist Ny < G. Sei schlielslich x = yz € Ny N NoN3 mit y € No und z € Nj.
Dannist z =y 'z € NsN NoN; =1 und 2 = y € N; N Ny = 1. Dies zeigt N; N NoN3 = 1 und
analog No N N1 N3 = 1. Also ist G = N1 @ No @ Nj3. Direkte Summen sind also kommutativ und
assoziativ.

Beispiel 1.5.6. Seien py,...,p, die Primteiler von |G|. Nehmen wir Syl, (G) = {P;} firi=1,...,n
an (Gruppen mit dieser Eigenschaft nennt man nilpotent). Nach [Folgerung 1.4.15(gilt Py, ..., P, < G.

Nach Lagrange ist P; N P; = 1 fiir ¢ # j. Nach [Lemma I.3.14] gilt daher [Py Ps| = | Pi||P2|. Wieder nach
Lagrange ist P3N Py P, = 1. Induktiv folgt leicht

|Py...Py| =|Pyi|...|Py) = |G]

und P, N ] ot P;=1. Alsoist G = Py @ ... ® P,. Insbesondere ist jede abelsche Gruppe die direkte
Summe ihrer Sylowgruppen.

Definition I.5.7. Fiir eine abelsche p-Gruppe G sei

QG) :={geG:g"=1},
U(Q) :={g": g € G}.

Wegen 1P = 1 und (gh~!)? = gPhP fiir g,h € G gilt Q(G),V(G) < G.

Beispiel 1.5.8. Es gilt Q(G ¢ H) = Q(G) & Q(H) und (G & H) = U(G) & U(H) sowie Q(Cpe) = C)
und G(Cpa) = Cpa-1 fiir a € N.

Satz 1.5.9 (Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen). Fiir jede endliche abelsche Gruppe G existieren
eindeutig bestimmte Primzahlpotenzen ¢ > ... > g, > 1 mit

G=Cy X...xCy,.

Beweis (MACCLUER). Nach ist G die direkte Summe ihrer Sylowgruppen. Da direkte
Summen kommutativ und assoziativ sind, konnen wir annehmen, dass G eine p-Gruppe ist. Sei H
eine zyklische Untergruppe von G mit moglichst grofer Ordnung p®. Durch Induktion nach |G| geniigt
es zu zeigen, dass H ein direkter Summand von G ist. Nehmen wir zunéchst an, dass ein Element
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z € G\ H der Ordnung p existiert. Dann ist H(z)/(x) = H/H N (x) = H/1 = H eine maximal
zyklische Untergruppe von G/(x) (da G abelsch ist, sind alle Untergruppen normal). Nach Induktion ist
G/(x) = H(z)/(x) & K/(z) fir ein K < G (Korrespondenzsatz). Sicher ist dann G = H(z)K = HK
und

HNK=HnNH{@x)NK=HnN(x) =1

Dies zeigt G = H & K. Wir kénnen also annehmen, dass alle Elemente der Ordnung < p von G in H
liegen. Da H zyklisch ist, gibt es nur p solche Elemente (Satz 1.3.34)). Der Kern des Endomorphismus
f: G — G, g — g¢P hat daher Ordnung p. Es folgt |f(G)| = |G|/p aus dem Homomorphiesatz. Nach
Cauchy hat auch f(G) genau p Elemente der Ordnung < p (aufer im Fall f(G) = 1). Wiederholte
Anwendung von f zeigt daher

L= [fYG)| = |G|/p* =G : H]
nach Wahl von H. Somit ist G = H zyklisch und die Existenz der Zerlegung ist bewiesen.

Fiir die Eindeutigkeit der Zerlegung sei
G=G1®...0G, = Cha X...X Cpan

mit a; > ... > a, > 1. Nach [Beispiel I.5.8 ist
UG =G ® ... DQUG,)| = |Cp x ... x Cp| = p".
Insbesondere ist n durch G eindeutig bestimmt. Aufserdem ist

B(G) =0(G1) & ... & B(Gn) = C

palfl X ... X Cpanfl.

Nach Induktion sind die a; > 1 eindeutig durch G bestimmt. Da man n bereits kennt, ist auch die
Anzahl der a; = 1 eindeutig bestimmt. O

Beispiel 1.5.10.

(i) Wir wissen bereits, dass 1, Co, C3 die einzigen Gruppen der Ordnung 1, 2 und 3 sind. Sei nun
|G| = 4. Nach |Folgerung 1.4.12ist G abelsch und daher entweder zu Cy oder Cy x Cy isomorph.
Zum Beispiel ist V; =2 Cy x Cy (Aufgabe 1.16)).

(i) Sei |G| = 6und P € Syly(G). Wie iiblich operiert G auf G/P mit Kern N < P (Bemerkung I.4.6]()).
Im Fall N =1 erhélt man einen Isomorphismus G — Sym(G/P) = S3. Sei nun P = N <G. Nach
Sylow besitzt G auch eine normale 3-Sylowgruppe Q. Aus [Beispiel 1.5.6] und [Satz 1.3.34] folgt
G=P®Q=(Cy x (3= (4. Also sind Cg und S5 die einzigen Gruppen der Ordnung 6 bis auf
Isomorphie. Insbesondere ist Dg = S5, denn Dg ist nicht abelsch.

(iii) Fiir jede Primzahl p gibt es genau drei abelsche Gruppen der Ordnung p? bis aus Isomorphie: Cp3,

Cp2 x Cp und C)p x C)p x C).

Bemerkung I.5.11. Nach kennen wir die Unter- und Faktorgruppen von zyklischen
Gruppen. Wir bestimmen nun die Isomorphietypen von Unter- und Faktorgruppen einer beliebigen
abelschen Gruppe.

Satz 1.5.12. Sei H < G = Cy, X ... x Cy, mit Primzahlpotenzen qi,...,q,. Dann existieren Teiler
ri|q firi=1,...,n mit H= C,, x...x C,, . Zu vorgegebenen (positiven) Teilern r; | q; existiert
umgekehrt ein H < G mit H = C,; x ... xCy,.
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Beweis. Induktion nach |G|: Da die (einzige) p-Sylowgruppe von H in der p-Sylowgruppe von G
liegt, diirfen wir annehmen, dass G und H p-Gruppen sind. Sei also G = Cpar X ... x Cpan und
H%Cpbl X...X Cpp, mit 0.B.d.Avag > ... >a, >1und by > ... > by, > 1. Wegen Q(H) C QG)

ist p = |Q(H)| < |QG)| = p™ und m < n. Nach [Beispiel 1.5.8] ist

Cpb1_1 X ... X Cpbm—l = G(H) < U(G) ~C

pa1—1 X ... X Cpan—l.

Induktion liefert b; < a; fiir ¢ = 1,...,m. Dies zeigt die erste Behauptung.

Fiir Teiler r; | ¢; existiert nach [Satz I.3.34|eine Untergruppe C,, < Cy,. Sicher ist dann C, x ... x C;,, <
Cy X ... x Cy, und die zweite Behauptung folgt. O

Bemerkung 1.5.13. Die analoge Aussage gilt auch fiir Faktorgruppen (Aufgabe 1.29)).

Beispiel 1.5.14. Die Gruppe Cg x C4 besitzt Untergruppen (sowie Faktorgruppen) vom Typ C1, Co,
Cy, Cs, C3, Cy x Cy, Cg x Oz, C2 und Cg x Cy. Es ist schwierig zu bestimmen, wie viele Untergruppen
von jedem Typ existieren. Zum Beispiel hat V; = C2 drei Untergruppen vom Typ Cs.
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.6 Auflosbare und einfache Gruppen

Definition 1.6.1. Eine endliche Gruppe G heifst
e cinfach, falls G genau zwei Normalteiler besitzt (ndmlich 1 und G # 1; vgl. Primzahl).
e auflosbar, falls Untergruppen 1 = Gy <... <G, = G existieren, sodass G;/G;—1 firi=1,...,n
abelsch ist.

Bemerkung 1.6.2. Beachte: Bei der Auflésbarkeit wird nicht G; < G gefordert.

Beispiel 1.6.3.
(i) Nach Lagrange sind die Gruppen C,, fiir p € P einfach.
(ii) Jede abelsche Gruppe ist auflosbar (setze n = 1).

(iii) Nach |[Aufgabe 1.20| besitzt Da, einen zyklischen Normalteiler vom Index 2. Also ist Dag,, auflésbar.

Insbesondere ist S3 = Dg auflosbar.

(iv) Sei G einfach und auflésbar mit 1 = Gy <... 4 G,, = G wie in [Definition 1.6.1] O.B.d. A. sei
Gn-1 < G (beachte G # 1). Wegen G,,—1 <G ist Gp,—1 = 1 und G = G,,/G,—1 ist abelsch.
Insbesondere ist jede Untergruppe von G normal und wegen der Einfachheit besitzt G keine
nicht-triviale, echte Untergruppe. Nach Cauchy ist |G| eine Primzahl. Die Gruppen C, (p € P)
sind daher die einzigen einfachen, auflésbaren Gruppen.

Satz 1.6.4. Eine endliche Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn Untergruppen 1 = Go<...4G, =G
existieren, sodass Gi/Gi—1 firi=1,...,n zyklisch ist.

Beweis. Da zyklische Gruppen abelsch sind, ist jede Gruppe mit der angegebenen Bedingung auflésbar.
Sei umgekehrt G auflésbar und 1 = Gy <... <G, = G mit abelschen Faktoren. Zwischen G;_1 und
G; fligen wir weitere Untergruppen ein, sodass die entstehenden Faktoren zyklisch sind. Nach dem
Korrespondenzsatz diirfen wir dafir G = G;/G;—1 annehmen, d.h. G ist abelsch. Nach
existieren zyklische Normalteiler Ny,..., Ny mit G = N1 @& ... ® N,. Wegen

N1Nl/NllelgNZ/(NZlelel):Nl/lgNl

hat die Reihe 1 < Ny < N1No < ... < Ni... N = G zyklische Faktoren. O

Satz 1.6.5. Sei G eine endliche Gruppe mit H < G und N < @G.
(i) Ist G auflosbar, so auch H und G/N.
(ii) Sind N und G/N auflosbar, so auch G.
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Beweis.

(i) Seil = Gpd...<4G,, = G mit abelschen Faktoren. Dannist 1 = GoynNHIG1NHQ...JG,NH = H
und

(Gi N H) /(G NH) = (G5 N H) /(G N H) N Giy) 2 (Gi N H)Gyo1/Giy < Gi/Gia
ist abelsch fiir i = 1,...,n. Analog ist 1 = GoN/N <GiN/N < ...< GuN/N = G/N und
(GiN/N)/(Gi-1N/N) = GiN/Gi_1N = G4(Gi_1N)/Gi_1 N = G:/(Gi N Gy N)
L3 G /(G N NGy 22 (G /Gio1) )/ ((Gi N N)Gyo1 /Git)
ist abelsch firi=1,...,n.

(ii) Seien 1 =Ny <...<dN, =N und 1 = Gy/N <...<9Gs/N = G/N mit abelschen Faktoren. Dann
st 1=Ny<J...dN, =N=Gy<...4G; =G. Wegen G;/G;—1 = (G;/N)/(Gi-1/N) sind auch

die Faktoren dieser Reihe abelsch. O
Beispiel 1.6.6. Nach besitzt jede Gruppe G der Ordnung 12 einen Normalteiler N

der Ordnung 3 oder 4. Offenbar sind dann N und G/N auflosbar, also auch G. Insbesondere ist Ay
auflosbar (vgl. [Aufgabe 1.16). Wegen |Sy : A4| = 2 ist auch Sy auflésbar.

Satz 1.6.7. p-Gruppen sind auflosbar.
Beweis. Sei G eine p-Gruppe mit |G| = p™. Induktion nach n: Fiir n = 0 ist G = 1 auflésbar. Sei nun

n > 1. Nach [Satz 1.4.11]ist Z(G) # 1. Als abelsche Gruppe ist Z(G) auflosbar. Nach Induktion ist
G/Z(G) auflosbar. Nach [Satz 1.6.5|ist auch G auflésbar. O

Lemma 1.6.8. Gruppen der Ordnung pq mit p,q € P sind auflosbar.

Beweis. Nach [Satz 1.6.7 kénnen wir p < ¢ annehmen. Fiir @ € Syl (G) ist |G : Ng(Q)| ein Teiler von
p und 1 modulo ¢ nach Sylow. Dies zeigt Q@ < G. Da Q und G/Q = C, auflésbar sind, ist auch G
auflosbar. O

Lemma 1.6.9. Sei G nichtabelsch und einfach. Fir H < G gilt dann |G : H| > 5.

Beweis. Nach|Bemerkung I.4.6|existiert ein Homomorphismus f: G — Sym(G/H) mit Ker(f) < H < G.
Da G einfach ist, gilt Ker(f) =1 und G ist zu einer Untergruppe von Sym(G/H) isomorph. Im Fall
|G : H| < 4 wire Sym(G/H) < Sy auflosbar und somit auch G. Widerspruch. O

Satz 1.6.10. Gruppen der Ordnung < 60 sind auflosbar.

Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel. Nach ist G einfach. Nach ist G keine

p-Gruppe. Fiir jede Sylowgruppe P von G gilt daher |G : P| > 5 nach [Lemma 1.6.9) Die Ordnungen
|G| =35=5-7und |G| =55 =5-11 sind nach [Lemma I.6.8| ausgeschlossen. Es verbleiben folgende

Ordnungen fir |G:
30, 40,42, 45, 56.

Wir betrachten nur den ersten Fall (Rest in [Aufgabe 1.30). Nach Sylow gilt Syls(G) = {P1,..., Ps}
wegen |G| =30=2-3-5. Wegen [Py U...U Ps| =1+ 6-4 = 25 ist nur noch Platz fiir héchstens zwei

3-Sylowgruppen. Nach Sylow folgt |Syl;(G)| = 1 im Widerspruch zur Einfachheit von G. O

40



Lemma 1.6.11. Fiirn € N wird A, von den 3-Zyklen erzeugt.

Beweis. Fiir n < 2ist A, =1 = (&). Sei also n > 3. Nach [Bemerkung I.3.8/ und [Satz I.3.26| lasst sich
o € A, als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen schreiben. Fiir das Produkt von zwei
Transpositionen gilt

1 falls {a,b} = {c,d},
(a,b)(c,d) =< (a,d,b) falls a = ¢, b +#d, O
(a,c,b)(a,c,d) falls {a,b} N{c,d} = 2.

Bemerkung 1.6.12. Fiir o, (ai,...,a;) € S, gilt

o(ar,...,ap)o "t = (o(ar),...,o(ar)). (I.6.1)
Satz 1.6.13. Fiirn > 5 ist A, einfach. Insbesondere ist S, nicht auflésbar.

Beweis. Sei 1 # N < A,,. Wir miissen N = A,, zeigen. Sei zunéchst n = 5. Nach ist

5!
|A5|:§:6O:22-3-5

und As besteht nach aus folgenden Elementen: Identitdt, 15 Elemente der Ordnung
2 (Zyklentyp (2,2)), 20 Elemente der Ordnung 3 (Zyklentyp (3)) und 24 Elemente der Ordnung 5
(Zyklentyp (5)). Nehmen wir an, dass |N| einen Primteiler p € {3,5} besitzt. Nach Sylow enthélt N
dann alle p-Sylowgruppen und somit alle p-Elemente von As. Dies zeigt |[N| =1+ |N \ {1}| > 1+ 20
und Lagrange liefert |N| € {30,60}. Also enthélt N sogar alle 3-Elemente und 5-Elemente. Dies zeigt
IN| > 44 und N = As.

Sei nun |N| eine 2-Potenz. Im Fall |N| = 4 hétte As nur eine 2-Sylowgruppe und nur drei Elemente
der Ordnung 2. Also ist |[N| = 2, sagen wir N = ((1,2)(3,4)). Dann erhdlt man den Widerspruch
(1,2,3)(1,2)(3,4)(1,2,3)"! = (1,4)(2,3) ¢ N. Dies zeigt N = A5 und Aj ist einfach.

Sei jetzt n > 6 und o0 € N\ {1}. Wéhle 1 <a <nmitb:=o0(a) #Zaund c€ {1,...,n}\{a,b,0(b)}.

Nach (I.6.1]) ist
N 3 o(a,b,c)o " (a,b,¢)™t = (b,a(b),0(c))(b,a,c) = T # 1.

Wiéhle d,e € {1,...,n} mit |{a,b,c,d,e}| =5 und
T € A,NSym({a,b,c,d,e}) =: H.
Ist f: {1,...,5} = {a,b,c,d, e} eine Bijektion, so ist A5 — H, o+ faf~! ein Isomorphismus. Nach
dem ersten Teil des Beweises ist H einfach. Nach dem ersten Isomorphiesatz ist 1 £ 7 € HNN < H und
es folgt (a,b,c) € H=HNN < N. Sei (a',V,) € Ay, beliebig und o € S, mit a(a) = d’, a(b) =1,
a(c) = . Durch eventuelle Multiplikation mit (d, ¢) kann man « € A,, erreichen. Nach ([.6.1)) gilt dann
(a',V,c) = ala,b,c)a™ € N.

Aus [Lemma [.6.11| folgt N = A,,. Also ist A,, einfach. Nach [Beispiel 1.6.3 ist A, nicht aufldsbar.
Die zweite Behauptung folgt aus O
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Bemerkung 1.6.14.

(i) Eines der groften mathematischen Projekte war die Klassifikation aller endlichen einfachen
Gruppen. Neben den Familien C), und A,, gibt es eine Reihe von Matrixgruppen (Gruppen vom
Lie-Typ wie

PSL(n, K) := SL(n, K)/Z(SL(n, K))

fiir einen endlichen Koérper K mit (n,|K|) ¢ {(2,2),(2,3)}) sowie 26 Ausnahmen (sporadische
Gruppen). Die grofte sporadische Gruppe ist die Monstergruppe mit

808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368.000.000.000 =~ 10°*
Elementen. Der Beweis der Klassifikation hat iiber 10.000 Seiten[ll

(ii) Burnside hat bewiesen, dass Gruppen der Ordnung p®q® fiir Primzahlen p und ¢ auflésbar sind
(Satz 11.14.33). FEIT und THOMPSON haben bewiesen, dass Gruppen ungerader Ordnung auflosbar
sind. Dieser Beweis hat ca. 250 Seiten.

(iii) Im Folgenden beweisen wir eine eindeutige ,,Primfaktorzerlegung® fiir Gruppen.

Definition 1.6.15. Eine Folge von Untergruppen 1 = Go <...<G,, = G nennt man Kompositionsreihe,
wenn die Faktoren G;/G;_1 fiir i = 1,...,n einfach sind.

Bemerkung 1.6.16. Jede endliche Gruppe G besitzt eine Kompositionsreihe: Dies ist klar, falls G = 1
(setze n = 0). Sei nun G # 1 und N <G ein groftmoglicher echter Normalteiler von G. Durch Induktion
nach |G| kénnen wir annehmen, dass N eine Kompositionsreihe 1 = Ny <... < N = N besitzt. Nach
dem zweiten Isomorphiesatz ist G/N einfach. Also ist 1 = Ny <... < N QG eine Kompositionsreihe
von G. Wir beschéftigen uns nun mit der Eindeutigkeit von Kompositionsreihen.

Satz 1.6.17 (JORDAN-HOLDER). Seien 1 = G Q... 4Gy = G und 1 = H;)<...<4Hy = G
Kompositionsreihen von G. Dann ist k =1 und es existiert ein m € Sy mit Gi—1/G; = Hyiy—1/Hrg)
firi=1,...,k. Man nennt Go/G1,...,Gr_1/G} die Kompositionsfaktoren von G.

Beweis. Induktion nach |G|: O.B.d. A. sei G # 1. Im Fall G; = H; folgt die Behauptung mit Induktion.
Sei also G # Hy. Wegen G1, H; <G ist auch G1H, = H1G1 <G. Da G /G einfach ist, folgt G = G1 H;.

Der erste Isomorphiesatz zeigt
G/Gy = H1G1/Gy =2 Hi/H1 NGy, G/H, =G1H|/H, = G1/G1 N H;j. (1.6.2)

Sei 1l = Ky <... <4 Ky = G1 N H; eine beliebige Kompositionsreihe. Nach Induktion sind dann die
Kompositionsreihen G < ... <Gy und K¢ <... < Ky 9 Gy gleich lang (d. h. k = s) und ihre Faktoren
sind (bis auf die Reihenfolge) isomorph. Nun sind auch die Kompositionsreihen 1 = K, <... Ky < H;
und 1 = H; <... < Hy gleich lang mit isomorphen Faktoren. Also ist £k = s = [ und nach haben
die Kompositionsreihen

! Aktueller Stand: [Solomon, The Classification of Finite Simple Groups: A Progress Report, Notices of the AMS 65
(2018), 646-651, https://www.ams.org/journals/notices/201806/rnoti-p646.pdf|
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Gy H;
Go G1 N Hy H,
G <...2Go, ‘ ‘ ‘
K, <...d Ky <A4G1 4Gy,
K, <...<dK,< H; < H,, Gy If?’ Hs
Hp <...<Hy
Gk K1 Hy
1
isomorphe Faktoren. O

Beispiel 1.6.18.

(i) Offenbar ist 1 < ((1,2)(3,4)) < V4 < Ay < Sy eine Kompositionsreihe von Sy (vgl.
be 1.16). Daher sind Cy, Cy, Co, C3 die Kompositionsfaktoren von Sy. Ersetzt man (1,2)(3,4)
durch (1,3)(2,4) oder (1,4)(2, 3), so erhdlt man weitere Kompositionsreihen.

(ii) Nach [Satz 1.6.13]ist 1 < A,, < S,, eine Kompositionsreihe von S,, fiir n > 5.
(iii) Nach [Satz 1.6.5sind die Kompositionsfaktoren einer auflosbaren Gruppe auflésbar und daher von

Primzahlordnung. Eine Gruppe ist also genau dann auflésbar, wenn alle Kompositionsfaktoren
Primzahlordnung haben. Insbesondere ist C, (bis auf Vielfachheit) der einzige Kompositionsfaktor
jeder nicht-trivialen p-Gruppe.

(iv) Fiir vorgegebene einfache Gruppen Gy, ..., G, existiert stets eine Gruppe mit Kompositionsfakto-
ren Gy, ...,Gy, namlich G X ... X G,. In der Regel gibt es aber viele nicht-isomorphe Gruppen
mit den gleichen Kompositionsfaktoren.
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.7 Ringe

Definition 1.7.1. Ein Ring ist eine Menge R mit Verkniipfungen + und -, sodass gilt:
e (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0,
e Va,b,ce R:a-(b-c)= (a-b)-c (assoziativ),
e Jle R:YVac€e R:1-a=a=a-1 (neutrales Element),
o Va,b,ceR:a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c)und (a+b)-c=(a-c)+ (b-c) (distributiv).

Ist - zusatzlich kommutativ, so nennt man R kommutativ.

Bemerkung 1.7.2.

(i) Wie tiblich schreiben wir ab statt a-b. Das Inverse von a € R bzgl. + nennen wir —a und schreiben
a—0b:=a+ (=b). Um Klammern zu sparen, verabreden wir ,Punktrechnung vor Strichrechnung",
d.h. ab+ ¢ := (ab) + c.

(ii) Fir a € Rist a0 = a(0+0) = a0+ a0 = 0 = Oa.

(iii) Im Fall 0 = 1 ist @ = al = a0 = O fiir alle a € R, d.h. R = {0} ist der Nullring. Dieser
uninteressante Ring wird im Folgenden vernachléssigt.

(iv) Ist - kommutativ, so gentigt es eines der beiden Distributivgesetze zu fordern. Im Gegensatz zu
Gruppen spricht man nicht von abelschen Ringen.

Beispiel 1.7.3.
(i) Die ganzen Zahlen Z und jeder Korper sind kommutative Ringe.

(ii) Fiir Ringe Ry, ..., R, ist auch das direkte Produkt Ry X ... X Ry, ein Ring mit den komponenten-
weisen Verkniipfungen (wie fiir Gruppen).

(iii) Fiir jeden Ring R und n € N ist der Matrizring R™*™ ein Ring bzgl. Addition und Multiplikation
von Matrizen[] Fiir n > 2 ist R"*™ nicht kommutativ.

Definition I.7.4. Sei R # {0} ein Ring.

e Man nennt a € R invertierbar (oder Einheit), falls b € R mit ba = 1 = ab existiert. Wie iiblich ist
dann b eindeutig bestimmt und man schreibt a~! := b. Die invertierbaren Elemente von R bilden
eine Gruppe R* C R\ {0}, die man Einheitengruppe von R nennt (nachrechnen)ﬂ

e Man nennt a € R\ {0} Nullteiler, falls b € R\ {0} mit ab = 0 oder ba = 0 existiert. Ein
kommutativer Ring ohne Nullteiler heifit Integrititsbereich.

e Ein Element a € R heikt Idempotent, falls a®> = a (Aufgabe I1.7)).

!Die aus der linearen Algebra bekannten Rechenregeln fiir Matrizen héingen nicht davon ab, ob R kommutativ ist.
?Manche Autoren schreiben U(R) (units) anstelle von R*
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e Man nennt a € R nilpotent, falls ein n € N mit a™ = 0 existiert (Aufgabe 11.43]).

Beispiel 1.7.5.

(i) Ein Ring R mit R* = R\ {0} heit Schiefkérper. Ein kommutativer Schiefkorper ist ein Korper.
In der Algebra II zeigen wir, dass jeder endliche Schiefkérper ein Kérper ist (Satz 11.8.7)).

(ii) Sei a € Z invertierbar und b € Z mit ba = 1. Dann folgt a € {£1}. Dies zeigt Z* = {£1}.
(iii) Fiir jeden Korper K und n € N ist (K"*")* = GL(n, K).

(iv) Fir Ringe R, S gilt (R x S)* = R* x S*.

)

(v) Jeder Korper ist ein Integritdtsbereich und jeder endliche Integritétsbereich ist ein Koérper (Aufgai
be 1.360)).

(vi) Z ist ein Integritétsbereich, aber kein Korper.

(vii) (§9) ist ein Nullteiler in K22,

Bemerkung 1.7.6. In jedem Integritdtsbereich gilt die Kirzungsregel ab = ac = b = c fiir a,b,c € R
und a # 0. Dies folgt aus a(b—¢) = 0.

Definition I.7.7. Sei R ein Ring.

(i) Ein Teilring von R ist eine Teilmenge S C R mit 1,a — b,ab € S fiir a,b € S.

(ii) Ein Ideal von R ist eine nichtleere Teilmenge I C R mit a — b, za,ax € I fir a,b € I und = € R.
Man schreibt dann I < R oder I <1 R, falls I ein echtes Ideal ist, d. h. I # R.

(iii) Ein I < R heikt mazimal, falls kein J < R mit I C J existiert.

Bemerkung 1.7.8.

(i) Jeder Teilring S C R wird mit den eingeschrankten Verkniipfungen selbst zu einem Ring (nach-
rechnen).

(ii) Jedes I <9 R ist eine abelsche Gruppe bzgl. + (nachrechnen). Insbesondere ist 0 € I.

Beispiel 1.7.9.
(i) R ist ein Teilring von R, aber {0} nicht (aufer R = {0}).
(ii) {0} und R sind Ideale von R.
(iii) Fir jeden Ring R ist das Zentrum
Z(R):={zx € R:rx=uxr Vr € R}

ein kommutativer Teilring.
(iv) Jeder Teilring eines Korpers ist ein Integritatsbereich. Zum Beispiel Z C Q.

(v) Durchschnitte, Summen und Produkte von Idealen sind wieder Ideale (Aufgabe 1.37)).
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(vi) Fir U C R ist

das von U erzeugte Ideal. Wir schreiben auch U = (z1,...,zy,) := ({z1,...,2n}). Ist R kommuta-
tiv, so gilt (z) = Rz = {az : a € R} fir x € R. Man nennt (z) dann Hauptideal. Zum Beispiel
sind {0} = (0) und R = (1) stets Hauptideale.

(vii) Sei {0} # I <Z und n € I NN minimal. Fiir m € I liefert Division mit Rest m = gn + r mit
0<r<mn Wegenr=m—qn € I folgt r =0und I =nZ = (n). Wegen d | n <= (n) C (d) ist
(n) genau dann maximal, wenn n € P.
Satz 1.7.10 (Faktorring). Fir jeden Ring R und I < R wird R/I :={a+ I :a € R} durch
(a+D)TO+I):=(atb)+1

zu einem Ring mit Nullelement O + I und Finselement 1+ 1.

Beweis. Nach [Satz 1.3.19|ist R/I bereits eine Gruppe bzgl. +. Die anderen Axiome beweist man wie in
Satz 1.2.231 O

Beispiel 1.7.11. Z/4Z ist ein kommutativer Ring, aber kein Integritiitsbereich, denn (2 + 47Z)? = 0.

Satz 1.7.12. Sei R ein kommutativer Ring und I QR. Genau dann ist R/I ein Kérper, wenn I mazimal
15t.

Beweis. Sei R/I ein Korper und J < R mit I C J. Wahle a € J\ I. Dann ist a + 1 # 0 in R/I
und es existiert b € Rmit ab+1 = (a+ I)(b+ 1) =1+ 1. Sei € I mit 1 = ab+ x. Dann ist
R=Rl1=Rab+ Rx CJ+ 1 =J und I ist maximal.

Sei umgekehrt / maximal in R und a+ 1 #0+ 1. Wegen I C (a)+ I IR folgt R=(a)+ 1. Seibe R
und z € I mit 1 = ba + . Dann gilt

b+Da+D)=ba+I=1—a+1=1+1

Also ist a 4 I invertierbar in R/I und R/I ist ein Korper. O

Folgerung 1.7.13. Firn € N ist Z/nZ genau dann ein Kérper, wenn n € P gilt.

Beweis. Nach ist nZ genau dann maximal, wenn n € P. O

Definition 1.7.14. Fiir p € P setzt man [, := Z/pZ.

Satz 1.7.15. Firn € N gilt (Z/nZ)* = {a+nZ : ggT(a,n) = 1}. Insbesondere ist

(Z/nZ)*| = p(n).

Beweis. Fiir a € Z gilt

ggT(a,n) =1 LB 5y cZiaz=1 (mod n)
= Jxe€Z:(a+nZ)(x+nZ)=ax+nl=1+nZ
<= a+nZe (Z/nZ)". O
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Bemerkung 1.7.16. Die Elemente aus (Z/nZ)* nennt man prime Restklassen modulo n.

Beispiel 1.7.17. Wir wollen das Inverse von 7 + 31Z in (Z/317Z)* bestimmen. Der euklidische
Algorithmus liefert 1 = ggT(7,31) =9-7 —2-31. Also ist (7+ 31Z)~! = 9 + 31Z.

Folgerung 1.7.18 (EULER-FERMAT). Fir a € Z und n € N mit ggT(a,n) =1 gilt a*™ =1 (mod n).
Insbesondere ist aP~t =1 (mod p) fiir p € P mit p1 a.

Beweis. Fir G := (Z/nZ)* gilt

a?™ 407 = (a+nZ)?"™ = (a4 nZ)I% =1 +nZ.

nach [Bemerkung 1.3.12] Die zweite Aussage folgt aus ¢(p) =p — 1. O

Beispiel 1.7.19 (RSA-Verfahren).

(i) Euler mochte Gauf eine geheime Nachricht n € N iiber einen unsicheren Kanal (z. B. Internet)
schicken. Dafiir wihlt Gauf verschiedene Primzahlen p,q > max{n,10'°°} und d € Z mit

geT(d, p(pq)) = 1. Nach [Satz 1.7.15 existieren e,k € Z mit de = 1 + kp(pq). Die Zahlen pq
und e bilden den offentlichen Schliissel von Gauf, wiahrend d geheim bleibt (p und ¢ werden

nicht weiter gebraucht). Nun verschickt Euler die verschliisselte Nachricht 7 = n® (mod pq). Zum
Entschliisseln benutzt Gauft die Formel

7t = pde = pltherd = n(n‘p(pQ))k =n (mod pq)

nach Euler-Fermat (wegen n < pq ist das Ergebnis eindeutig bestimmt). Ohne Kenntnis von p

und ¢ kann ein Angreifer weder ¢(pq) noch d berechnen (vgl. |[Aufgabe 1.12). Da man bislang
keinen effizienten Faktorisierungsalgorithmus (fiir pg) kennt, ist dieses Verfahren aktuell sicher.

Die meisten Internetseiten sind heutzutage auf diese Weise verschliisselt (https).

(ii) Anstatt 7% (mod pq) zu berechnen, kann Gauf auch die kleineren Potenzen

d=4p

N
Il

p (mod p) mit d, =d (mod p — 1),
4= pd  (mod q) mit d; =d (mod ¢ — 1)

puil
Il

bestimmen und anschlieflend den chinesischen Restsatz benutzen (vgl. [Beispiel 1.2.34). Zur
effizienten Berechnung von 7 benutzt man aukerdem die Bindrdarstellung von d. Zum Beispiel

Al = ((7%)%7) 0.

Dies benétigt nur fiinf (anstatt zehn) Multiplikationen.

Bemerkung 1.7.20. Im Gegensatz zu Z/nZ ist (Z/nZ)* in der Regel nicht zyklisch. Fiir jedes ungerade
a € Z ist beispielsweise a®> = 1 (mod 8). Dies zeigt (Z/8Z)* = Cq x Cs.

Definition 1.7.21. Ein (Ring)homomorphismus zwischen Ringen R und S ist eine Abbildung f: R — S
mit f(1g) = 1g und f(a T b) = f(a) T f(b) fir alle a,b € R. Wie iiblich definiert man Mono-, Epi-,
Endo-, Iso- und Automorphismen von Ringen. Auferdem sei Ker(f) :={x € R: f(x) = 0}.
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Bemerkung 1.7.22.

(i) Die Eigenschaft f(1) =1 verhindert, dass die Abbildung R — S, a — 0 ein Ringhomomorphismus
ist.

(ii) Jeder Ringhomomorphismus f: R — S ist ein Gruppenhomomorphismus (R, +) — (5, +). Nach
Lemma 1.3.28ist f genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0}. Durch Einschrankung erhélt man

einen Gruppenhomomorphismus (R*,-) — (5*,-).
Beispiel 1.7.23.
(i) Ist R ein Teilring von S, so ist die Inklusion R < S ein Monomorphismus.

(ii) Fir I < R existiert (wie fiir Gruppen) der kanonische Epimorphismus R — R/I, a — a + I.

Satz 1.7.24. Fir teilerfremde n,m € N gilt | (Z/nmZ)* = (Z/nZ)* x (Z]/mZ)*.

Beweis. Aus dem Beweis von kennen wir bereits den Gruppenisomorphismus

f:Z/nmZ — (Z/nZ) x (Z/mZ),
a+nmZw— (a+nZ,a+mZ).

Offenbar ist f sogar ein Ringisomorphismus und die Behauptung folgt aus . O
Beispiel 1.7.25. Es gilt (Z/127)* = (Z/AZ)* x (Z/3Z)* = Cy x Cj.

Bemerkung 1.7.26. Wir werden spéter die Struktur von (Z/p"Z)* fiir p € P bestimmen .
Satz 1.7.27. Firn € N gilt Aut(Cy,) = (Z/nZ)*.

Beweis. Sei (x) = C),. Fir a € Aut((x)) ist a(x) = z* mit a € Z. Wegen

n

L3717
n = alxr = "L’a = -
] = It Tt

ist a + nZ € (Z/nZ)*. Man erhilt somit eine Abbildung

®: Aut((z)) — (Z/nZ)*,
a— a+nZ.

Fiir 8 € Aut((z)) mit 3(x) = x° gilt

(a0 B)(x) = a(B(x)) = a(z’) = a(z)’ = 2.
Dies zeigt, dass ® ein Homomorphismus ist. Gilt a +nZ = 1 + nZ, so ist a(z') = a(z)’ = (%)’ = 2!
fir alle ¢ € Z, d.h. o = 1. Also ist ® injektiv. Hat man umgekehrt a + nZ € (Z/nZ)* gegeben, so sieht

man leicht, dass die Abbildung z° + 2@ einen Automorphismus von (z) definiert. Daher ist ® auch
surjektiv. O
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Satz 1.7.28.

(i) (Homomorphiesatz) Fir jeden Ringhomomorphismus f: R — S ist Ker(f) < R und f(R) ist ein
Teilring von S. Auferdem ist

| R/Kex(f) = f(R)|

ein Isomorphismus von Ringen.

(i1) (1. Isomorphiesatz) Sei S ein Teilring von R und I < R. Dann ist S + I ein Teilring von R,
I1<S5+1,5NI<4S und

[S/(Sn1)=(S+1)/1]

(i1i) (2. Isomorphiesatz) Seien I,J <R mit I C J. Dann ist J/I < R/I und

[(B/D/(/1) = R/ ]|

Beweis. Wir zeigen nur den Homomorphiesatz (fiir die Isomorphiesétze siehe . Es gilt
0 € Ker(f) # @. Fiira,b € Ker(f) und z € Rist f(a—b) = f(a)—f(b) =0—-0=0, f(za) = f(x)f(a) =
f(z)0=0und f(ax) = f(a)f(z) = 0f(z) = 0. Dies zeigt Ker(f) < R. Analog ist 1g = f(1g) € f(R)
und fiir f(a), f(b) € f(R) ist auch f(a) — f(b) = f(a —b) € f(R) sowie f(a)f(b) = f(ab) € f(R). Also
ist f(R) ein Teilring von S. Wir betrachten nun

F: R/Ker(f) — f(R),
a+ Ker(f) — f(a).

Fiir a,b € R gilt

a+Ker(f)=b+Ker(f) < a—-beKer(f) < f(a)— f(b)=f(la—b)=0
< f(a) = f(b) <= F(a+Ker(f)) = F(b+ Ker(f)).

Somit ist F' wohldefiniert und injektiv. Nach Definition ist F' auch surjektiv. Wegen F'(1 + Ker(f)) =
f(1) =1 und

F((a+Ker(f)) T (b+Ker(f))) = Fa™ b+ Ker(f)) = f(atb) = f(a) T f(b)
= F(a+ Ker(f)) ™ F(b+ Ker(f)),

fiir a,b € R ist F' ein Ringisomorphismus. O

Bemerkung 1.7.29. In der Kategorientheorie verallgemeinert man die Konzepte Gruppe, Ring,
Korper, Vektorraum, ... und muss dann den Homomorphiesatz nur einmal fiir Kategorien beweisen

(Kapitel I11.5]).

Satz 1.7.30 (Chinesischer Restsatz fiir Ringe). Sei R ein Ring und I,...,I, < R mit I; + I; = R fir
i # 7. Dann ist

R/(LN...N1I,) = R/I} x ... x R/I,,
a+nLn..NLy— (a+1I1,...,a+ 1)

ein Ringisomorphismus. Ist R kommutativ, so gilt zusdtzlich LhN... NI, =1;...1,.
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Beweis. Offenbar ist

f:R— R/I; x...x R/IL,,
a— (a+1I,...,a+ 1)

ein Ringhomomorphismus mit Kern 7 :=I; N...N I,,. Nach dem Homomorphiesatz miissen wir zeigen,
dass f surjektiv ist. Seien a1,...,a, € R gegeben. Sei 1 < i < n fest. Wegen I; + I; = R fiir j # i
existieren x; € I; und y; € I; mit x; + y; = 1. Die Idealeigenschaft zeigt

1=H(:cj+yj)=fi+HyjZi“i+?}i€]i+ﬂfj
J#i J#i J#
firi=1,...,n. Fir a:=a19y1 + ... + ap¥y, gilt dann
a+Il;=ay+ i =af + @i+ I = a;( + §;) + [ = a; + I,
firi=1,...,n. Alsoist f(a) = (a1 + I1,...,an + I,) und f ist surjektiv.

Sei nun R kommutativ. Multipliziert man das Produkt R =[], ,;(I; + I;) iiber alle Paare i # j aus, so
treten in jeden Summanden mindestens n — 1 verschiedene I; auf (treten ndmlich I und I; nicht auf,
so hitte man keinen Faktor aus I + I;). Aus der Kommutativitit von R folgt

Il...InQIlﬂ...ﬁIn:(Ilﬂ...ﬂIn)H(Iz»—i—Ij)g[l...In. O
i#j

Beispiel 1.7.31. Sei R = Z und I; = (d;) fiir ¢ = 1,...,n. Die Bedingung I; + I; = R ist dann
dquivalent zu ggT(d;, d;) = 1 nach |[Folgerung 1.2.11} Aufserdem ist

Ilﬁ...ﬂInZIl...In:(dl...dn):(kgV(dl,...,dn)).

atz 1.7.30| impliziert daher einen Spezialfall des klassischen chinesischen Restsatzes [.2.32]

Bemerkung 1.7.32. In Analogie zu Gruppen nennt man einen Ring R # {0} einfach, wenn {0}
und R die einzigen Ideale von R sind. In der Algebra II (oder Darstellungstheorie) zeigt man unter
gewissen Endlichkeitsbedingungen, dass jeder einfache Ring zu einem Matrixring iiber einem Schiefkérper
isomorph ist (siehe [Bemerkung I1.8.14)).
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1.8 Polynome

Bemerkung 1.8.1. Im Folgenden sei K stets ein Korper.

Definition 1.8.2.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Ein (formales) Polynom iiber K ist eine unendliche Folge o = (ag,a1,...) € K, bei der nur
endliche viele Glieder a; ungleich 0 sind. Wir schreiben a meist als formale Summe der Form
a:= 2 an X" =3 a,X", wobei X eine Unbekannte ist. Dabei gilt

Y an X" = by X" < an =by Vn > 0.
Einzelne X-Potenzen werden als Monome bezeichnet. Die Menge der Polynome iiber K wird mit

K[X] bezeichnet.

Indem wir @ € K mit dem konstanten Polynom (a,0,0,...) = aX" identifizieren, kénnen wir K
als Teilmenge von K[X] auffassen. Insbesondere ist 0,1 € K[X].

Der Grad von a = ) a, X" € K[X] ist degaw := sup{n > 0 : a,, # 0} mit der Konvention
degQ = sup @ = —oc.

Man nennt o = > a, X" € K[X]\ {0} normiert, falls aqegq = 1. Im Allgemeinen nennt man
Adeg o den fiihrenden Koeffizienten und ag das Absolutglied von o.

Beispiel 1.8.3.

(i)
(i)
(iif)

X2 +1eR[X].
Es gilt deg(a) = 0 genau dann, wenn o € K*.

Jedes a € K[X]\ {0} lasst sich durch Multiplikation mit a;ega normieren.

Satz 1.8.4. Durch

D an X"+ b X" =Y (an +ba) X",
S anx- Y bxm =3 (Z akbn,k) X"
k=0

n

wird K[X] zu einem kommutativen Ring mit Teilring K.

Beweis. Seien v =Y an, X", =1 b, X", v => c, X" € K[X]. Wegen

{neNp:a,+b,#0} C{neNy:a, #0}U{n e Ny:b, #0}

ist @ + 8 € K[X]. Die Axiome

(a+B)+y=a+ (B+), a+B=p0+a, a+0=a
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folgen direkt aus den entsprechenden Axiomen von K. Fir —a := Y (—a,)X" gilt sicher a + (—a) = 0.
Also ist K[X] eine abelsche Gruppe bzgl. +.

Fir n > deg(a) + deg(B) ist > j_o arby—r = 0. Daher ist a8 € K[X]. Der n-te Koeffizient von a(S37)

1st
n n—i

Z a; Z bjcn_,;_j = Z aibjck = Z(Z ajbi_j>cn_i.
J

=0 j=0 i+j+k=n =0 75=0

Dies zeigt a(8v) = (af)y. Wegen Y ) arbp—r = Y p_ bran— ist af = Ba. Die Gleichung a -1 = «
ist leicht zu sehen. Der n-te Koeffizient von «(8 + ) ist

n n n
Y ar(bak+ k) =Y arbp gk + > arcn
k=0 k=0 k=0

und (S + v) = aff + ay folgt. Die Addition und Multiplikation konstanter Polynome entspricht genau
der Addition und Multiplikation in K. Also ist K ein Teilring von K[X]. O

Bemerkung I.8.5. Offenbar ist K[X] auch ein K-Vektorraum, wobei die Skalarmultiplikation der
Multiplikation in K[X] entspricht. D