Diskrete Mathematik

Vorlesung im Sommersemester 2021

Benjamin Sambale
Leibniz Universitat Hannover

Version: 7. Marz 2026

2 1
Loz — Tag )

[
3 .2 _ .1
Y23 — Y23 — Y23




Inhaltsverzeichnis

Vorwortl . . . . . . o 2
Kombinatorikl 4
(1 Endliche Mengen| . . . . . . . . o 4
2 Permutationen und Partitionen| . . . . . . . . . . ... Lo 11
[ Rekursionen und Differenzenl . . . . . . . . . .. .. oL o 22
4 Formale Potenzreithenl . . . . . . . . . . . . 30
[5 Erzeugende Funktionen| . . . . . . .. ... oo 39
[6 Zahlen bis auf Symmetrie] . . . . . ..o 45
|Graphentheorie| 51
[ Fulersche Touren und Hamiltonsche Kreisel . . . . ... ... .. ... ... 51
8 Nachbarn und Zusammenhang|. . . . . . ... .. ... oo o 57
[9 Isomorphe Graphen|. . . . . . . . . . . .. 61
(10 Planare und bipartite Graphen| . . . . . . . . . . . ... oL 67
(11 Farben von Graphen| . . . . . . . . . . . 74
M2 BAWME . . . . o oo e 79
Autgaben| 86
Anhang 104
[Stichwortverzeichnis| 106
Vorwort

Dieses Skript entstand aus einer 4 4 2-Vorlesung im Sommersemester 2021 (14 Wochen) an der Leibniz
Universitdt Hannover. Die Veranstaltung richtete sich hauptséchlich an Bachelor-Studierende der
Mathematik sowie an Studierende im fachiibergreifenden Bachelorstudiengéngen (Lehramt). Es wurden
Kenntnisse der Algebra 1 vorausgesetzt.

Die diskrete Mathematik beschéaftigt sich mit Objekten, die in gewisser Weise endlich sind (z. B. endliche
Mengen, Graphen, endlich-dimensionale Vektorrdume). Sie unterschiedet sich in diesem Punkt von der
Analysis, wo kontinuierliche (nicht etwa ,indiskrete”) Objekte untersucht werden (z. B. reelle Zahlen,
Grenzwerte, unendliche Reihen, Integrale). Die diskrete Mathematik ist somit ein sehr umfangreiches
Gebiet, aus dem wir in dieser Vorlesung nur die Teilbereiche Kombinatorik und Graphentheorie studieren.
Einige Abschnitte des Skripts (insbesondere [Kapitel 3| und [Kapitel 8)) wurden in der Vorlesung nicht
besprochen.

Literatur:
e M. Aigner, Diskrete Mathematik, 6. Auflage, Vieweg Verlag, Wiesbaden, 2006

e R. Diestel, Graphentheorie, 5. Auflage, Springer Verlag, Heidelberg, 2017
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in der erweiterten Version des Skripts. Fiir weitere Fehlerhinweise bin ich den folgenden Personen sehr
dankbar: Luca Blaas, Karl Bohlke, Lars Kiihne, Lara Liitkemeyer, Luca Pawletzki, Inga Stolley, Jilia
Villora Marti und Alexander Witt.



Kombinatorik

Bemerkung. Kombinatorik ist die Lehre vom Abzéhlen diskreter Objekte:
e (leicht) Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge ist (Z)
e (mittel) Die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen auf {1,...,n} ist [n!/e].
e (schwer) Die Anzahl der Partitionen von 5n + 4 ist durch 5 teilbar.

e (sehr schwer) Jede Landkarte ldsst sich mit vier Farben farben, sodass benachbarte Léander
verschiedene Farben haben.

e (ungelost) Wie viele magische Quadrate der Grofe 6 x 6 gibt es?

1 Endliche Mengen

Definition 1.1.
e Leere Menge: @.
e Natiirliche Zahlen: N ={1,2,...}, Ng = {0,1,...}.
e Ganze Zahlen: Z ={...,-1,0,1,...}.
e Rationale Zahlen: Q = {# : a,b € Z, b # 0}.
o Reelle Zahlen: R (Analysis).
e Komplexe Zahlen: C = {a + bi: a,b € R}.

e Fiir eine Menge A sei |A| die Méachtigkeit von A. Man nennt A endlich, falls |A| < oo und
anderenfalls unendlich. Wir unterscheiden mit der Schreibweise |A| = oo keine Kardinalitéten
(abzéhlbar, tiberabzihlbar etc.). Zwei Mengen A und B heifen gleichmdchtig, falls eine Bijektion
A — B existiert.

e Sind A; (i € I) Mengen, so auch ihr kartesisches Produkt X ,.; A; = {(ai 1el)a; € Ai}. Im
Fall A = A; fiir alle i € I schreiben wir auch A’ := X _._, A. Fiir I = {1,...,n} schreiben wir
Ay x ... x Ay und A" = A x ... x A (n Faktoren).

el

e Sind A; (i € I) Mengen, so auch ihre disjunkte Vereinigung

| |4i = J{(a,i):aec A} C (| JA) x L.

icl el iel

Fir I = {1,...,n} schreiben wir A; Ll... L A,.



e Fiir eine Menge A ist 24 := {B C A} die Potenzmenge von A. Fiir k € Ny sei

<?> ={BCA:|B|=kC24

die Menge der k-elementigen Teilmengen von A.

Bemerkung 1.2. Fiir Mengen A und I kann man A’ mit der Menge aller Abbildungen I — A
identifizieren, indem man (a;);c; € A’ durch f: I — A mit f(i) := a; ersetzt.
Satz 1.3. Fliir endliche Mengen A, B, Ay,..., A, gilt
(i) |A1 X ... x Ap| = |A1]|...|An] und |A™| = |A|".
(i) |[ArU...UA,| = A1l + ...+ |Axn].
(i1i) A und B sind genau dann gleichmdachtig, falls |A| = |B).

(iv) [24] = 2141

Bewezs.

(i) Fir jedes Element (ai,...,a,) € A1 X ... x A, gibt es |A;| Moglichkeiten a; zu wéahlen, |As|
Moglichkeiten fiir as usw. Umgekehrt liefert jede solche Wahl genau ein Element von A1 X ... X A,.

(ii) Jedes Element in A; U ... U A, liegt in genau einer der Mengen {(a,i) : a € A;}. Dabei gilt
{(a,i) : a € Ai}| = |Aq.

(iii) Sei A = {a1,...,a,} und f: A — B eine Bijektion. Dann gilt B = {f(a1),..., f(a,)} mit
f(ai) # f(aj) fir ¢ # j. Dies zeigt |B| = n = |A|. Sei umgekehrt |A| = |B| und A = {a1,...,a,}
sowie B = {by,...,b,}. Dann ist f: A — B, a; — b; eine Bijektion.

(iv) Sei A ={ay,...,a,}. Fir B C Asei f(B) := (21,...,2,) € {0,1}" mit z; = 1 <= a; € B. Dann
ist f: 24 = {0,1}", B — f(B) eine Bijektion. Ausundfolgt

24| = [{0,1}"] = [{0,1}|" = 2" = 214, O

Definition 1.4.
e Fiir n € Ny ist n! := [[;_, k die Fakultdt von n. Beachte: 0! = 1 (leeres Produkt).

e Fir a € C und k € Ny definiert man den Binomialkoeffizienten

() -

e Firmn,ky,...,ks ENgmit n ="F% + ...+ kg sei

n . n!
ki,....ks)  kil... k!

der Multinomialkoeffizient von n und ki, ..., ks.




Bemerkung 1.5. Es gilt () =1 (leeres Produkt) und (}) =0 fiir k > n € Ny. Fiir k < n € Ny gilt

(Z) — _11-)'2‘-..(7 _kk g k!(nni k) <n i k:> - (kz,nn— k>

<Z>+<kn1> - (n_ktl)

(siehe [Bemerkung 1.14). Man kann die Binomialkoeffizienten daher mit dem pascalschen Dreieck
berechnen:

und

(o) () Lo
(o) ;) () 12 1
(o) (7) () (s) s o3l
(o) (1) () (s) W r 4+ 6 4 1

Bemerkung 1.6 (,Variation mit Wiederholung®). Fiir endliche Mengen A und B existieren nach
Satz 1.3/ genau |B4| = |B|l4! Abbildungen A — B.

Beispiel 1.7. Ein 4-stelliges Zahlenschloss besitzt 10* = 10.000 mdogliche Zustéinde (wihle A =
{1,2,3,4} und B ={0,1,...,9} in[Bemerkung 1.6). Wenn ein Dieb pro Sekunde einen Zustand priift,
braucht er durchschnittlich ca. 83 Minuten um das Schloss zu knacken[]

Satz 1.8 (,Variation ohne Wiederholung®). Fiir endliche Mengen A und B existieren genau (@) |Al!
injektive Abbildungen A — B.

Beweis. Im Fall |A| > |B| gibt es keine injektiven Abbildungen A — B und in der Tat ist (||§||) = 0.
Sei nun k := |A| < |B| =:nund A = {ay,...,a;}. Fir jede injektive Abbildung f: A — B gibt es n
Moglichkeiten fiir f(aq). Ist f(aq) festgelegt, so bleiben noch n—1 Méglichkeiten fiir f(a2) € B\{f(a1)}

usw. Die Anzahl der injektiven Abbildungen ist also n(n —1)...(n—k+1) = (nfj'k), = (Q)k!. O

Beispiel 1.9 (Geburtstagsparadoxon). Fiir Personen P, ..., P, betrachten wir die Abbildung
fAL...,n} —{1,...,365},

die i auf den Geburtstag von P; abbildet (Schaltjahre, Zwillinge etc. vernachléssigt). Nach[Bemerkung 1.6
gibt es 365™ solche Abbildungen, wovon (365)n! injektiv sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens

n
zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben ist daher

- 365\ n!
n ) 365"

(Laplace-Formel). Fiir n = 23 erhélt man bereits > 50%.

'Das war die 32.000-Euro-Frage bei der Fernseh-Show ,Wer wird Millionar* am 26.04.21.



Bemerkung 1.10.

(i) Der Fall |[A| > |B] in liefert das Dirichletsche Schubfachprinzip: Verteilt man n Objekte
in k < n Schubladen, so muss mindestens eine Schublade mehrere Objekte enthalten. Beispiel: In
Hannover gibt es zwei Personen mit der gleichen Anzahl von Haaren auf dem Kopf, denn niemand
hat mehr Haare als Hannover Einwohner hat (> 500.000).

(ii) Im Fall |A] = |B| ist jede injektive Abbildung A — B auch bijektiv (vorausgesetzt |A| < oo).
Bijektionen A — A heifsen Permutationen auf A. Bekanntlich bilden die Permutationen auf A die
symmetrische Gruppe Sym(A) bzgl. Komposition von Abbildungen. Das neutrale Element ist id 4
und das Inverse zu f € Sym(A) ist die Umkehrabbildung f~!. Wir setzen S, := Sym({1,...,n}).
Nach ist 4

svn(a)] = [8ia = (| )1l = 41

Beispiel 1.11.
G 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 12 3)’\1 3 2/’\2 1 3/)’\2 3 1)°’\3 1 2)’\3 2 1)/

Satz 1.12 (,Kombination ohne Wiederholung®). Fiir jede endliche Menge A und k € Ny gilt

G)l-(5)

Beweis. Sei K :={1,...,k}. Jede k-elementige Teilmenge B C A ist das Bild einer injektiven Abbildung
f: K — A. Haben zwei solche Abbildungen f und g das gleiche Bild, so ist f~! o g: K — K injektiv,
also in Sym(K). Jedes B entsteht daher durch genau |Sym(K)| = k! viele injektive Abbildungen. Die
Behauptung folgt nun aus[Satz 1.8] O

Beispiel 1.13. Beim Lotto ,,6 aus 49“ gibt es (469) = 13.983.816 Moglichkeiten und die Wahrscheinlichkeit

fiir einen 4er ist 6 143

() 665896 -

Bemerkung 1.14.

(i) Die Bijektion ( )

Identitat ("H) =
Teilmengen B € ( ) die a enthalten und ('A\éa}‘) Teilmengen B € (‘2), die a nicht enthalten.

— (| Al .): B — A\ B erklirt die Symmetrie (}) = (,,",). Ebenso lisst sich die
(Z) (k—l) kombinatorisch interpretieren: Fiir a € A gibt es genau (‘Ak\f‘i}‘)

(ii) Nach[Satz 1.3|und [Satz 1.12|ist

n _ ’2{1,...,71}‘ _ i (Z)

k=0

Dies ist ein Spezialfall des bekannten Binomialsatz (setze a =b=1)

n

(at+b)"=Y" (Z) a*" k| (a,be Q).

k=0




Lemma 1.15 (Polynom-Methode). Zwei Polynome o, 8 € C[X] sind identisch, wenn sie an unendlich
vielen Stellen x € C fdbereinstimmen.

Beweis. Nach Voraussetzung hat a — § unendlich viele Nullstellen. Nach Algebra 1 muss a — § das
Nullpolynom sein (anderenfalls wére die Anzahl der Nullstellen durch den Grad beschrankt). O

Satz 1.16 (VANDERMONDE-Identitit). Fir n,k € Ny und ay,...,a, € C gilt

()= 2 () ()

(k17~-~ukn)€N8

kit t+kn=k
Beweis. Wir beweisen die Behauptung zunéchst nur fir aq,...,a, € N. Seien Aq,..., A, Mengen mit
|A;| = a; fur i = 1,...,n. Wir bestimmen ‘(Al"",;"'A”) auf zwei Weisen. Nach [Satz 1.12|ist einerseits

‘Alu...uAn ‘_ [ArU. . UAR  far+... +ay
k N k N k '

Jede k-elementige Teilmenge von A; U ... U A, setzt sich andererseits zusammen aus k;-elementigen
Teilmengen von A; firi=1,...,nund k1 +...+k, = k. Fiir jede dieser Teilmengen gibt es | (’21) = (ZZ)

Moglichkeiten. Dies zeigt
AjU...UA, . a1 Qanp
= 2 )G

(kla---ykn)eNg
ki+...4+kn=Fk

Wir halten nun aq,...,a,_1 € N fest und ersetzen a,, durch eine Unbekannte X. Dann sind beide
Seiten der Gleichung Polynome in X, die an unendlich vielen Stellen z € N iibereinstimmen. Nach
der Polynom-Methode sind die Polynome gleich und die Gleichung gilt auch, wenn man fiir X eine
komplexe Zahl a, einsetzt. Man kann jetzt ai,...,a,_2,a, festhalten und das Argument mit a, 1
wiederholen usw. O

Beispiel 1.17. Der Spezialfall n = 2 und a; = as = k in [Satz 1.16] liefert

Y= ) - ()"

Satz 1.18 (,Variation mit Wiederholung® IT). Seien A = {a1,...,a,} und B endliche Mengen und
ki,...,k, € Ng mit |B| = k1 + ...+ ky. Dann existieren genau (k1 l.?'kn) Abbildungen f: B — A mit
\f~Yai)| = ks fiiri=1,...,n.

Beweis. Sei |B| =k und f: B — A mit |[f~Y(a;)| = k; fiir i = 1,...,n. Nach [Satz 1.12| gibt es (/)
Moglichkeiten fiir f~!(ay). Ist f~!(ay) festgelegt, so verbleiben noch (k;fl) Moglichkeiten fiir f~!(asz)
usw. Also gibt es

k\ (k- ki k—ki— o=k K=k (k—ki— . — k) k
ki )\ ke ) e T El(k — k)l (k— kr — ko)l k! \Eiy..., ke

Moglichkeiten fiir f. O




Beispiel 1.19.

(i) Ein Anagramm ist eine Permutation der Buchstaben eines Wortsﬂ Nach [Satz 1.18 gibt es
(3 9 191 1 1) = 30.240 Anagramme von RAMANUJAN (wéhle A = {a,n,r,m,u,j}, B=1{1,...,9},
k1 =3, ky=2,k3=...=kg =1). Zum Beispiel JANUARMAN oder MANJURANA.

(ii) Es gibt (1071%?1072) = 2.753.294.408.504.640 Moglichkeiten 32 Skatkarten an drei Spieler zu verteilen
(wihle A = {1,2,3,4}, B={1,...,32}, k1 = ko = k3 = 10 und k4 = 2 in [Satz 1.18). Méchte man
die Spieler nicht unterscheiden, so reduziert sich die Anzahl um den Faktor 3! = 6. Die Anzahl
der moglichen Spielverldufe ist sehr viel grofer und héchstwahrscheinlich nicht genau bekannt.

Bemerkung 1.20. Nach |[Bemerkung 1.6/ und [Satz 1.18]ist

nF =1, n}f= > <k1kkn>

(k1o skon ) END

k1+...4kn=k
Dies ist ein Spezialfall des Multinomialsatz
k k ki ke
(a1 4 ...+ a)" = Z i g Jott-an (a1,...,a, € C)
(k1yeenkin ) ENE Ly im
ki+...+kn=Fk

(Aufgabe 6f). Fiir n = 2 erhélt man den Binomialsatz.

Definition 1.21. Fiir eine beliebige Menge A bezeichnet man die Elemente aus NOA als Multimengen tiber
A. Man kann eine Multimenge M := (mg)qea als ,,Teilmenge* von A interpretieren, wobei jedes a € A
genau m, mal vorkommt (im Fall m, < 1 fiir alle a € A ist M also eine echte Menge). Dementsprechend
setzt man |M| := > ., mq. Wir werden Multimengen oft in der Form {a,a,b,c,c,c,...} notieren,
wobei wie bei Mengen die Reihenfolge der Elemente keine Rolle spielt.

Satz 1.22 (,Kombination mit Wiederholung®). FEine n-elementige Menge besitzt genau

©)-C5)

k-elementige Multimengen (n,k € Ny).

Beweis. O.B.d. A. sei A={1,...,n}. Man kann dann die k-elementigen Multimengen iiber A mit den
Tupeln (ay,...,a;) € A* mit a; < ... < a;, identifizieren. Sei A, die Menge dieser k-Tupel und sei
By, = (Y"1 Dann sind die Abbildungen

f: A — By,
(a1,...,a5) = {a1,a0+1,... ;a0 + k — 1}

g:Bk—)Ak,
{bl,...,bk}r—)(bl,bg—l,...,bk—kﬁ—f-l)

zueinander inverse Bijektionen. Aus |[Satz 1.12|folgt |Ax| = |f(Ak)| = ("H;*l). O

2Galileo verdffentlichte seine Entdeckung der Saturnringe (Altissimvm planetam tergeminvm observavi) als Anagramm
SMAISMRMILMEPOETALEVMIBVNENVGTTAVIRAS, welches jedoch niemand entziffern konnte.




Beispiel 1.23.
(i) Die 3-elementigen Multimengen von {1,2} sind {1,1,1}, {1,1,2}, {1,2,2} und {2,2,2}.

(ii) Beim gleichzeitigen Werfen von drei identischen Wiirfeln gibt es ((g)) = (g) = 56 mogliche
Ereignisse, die allerdings nicht alle gleichwahrscheinlich sind.

Bemerkung 1.24.
(i) Fir 1 <k <n gilt

n+1 _(n+k\ (n+k-1 n n+k—-1\ [((n+1 n n
k N k N k—1 k C\\k -1 k))
(ii) Zusammenfassung:
‘ mit Wiederholung ohne Wiederholung
n¥ nn—1)...(n—k+1)
n+k—1 n
("% ) (;)

Bemerkung 1.25. Fiir endliche Mengen A und B ist bekanntlich |[A U B| = |A| + |B| — |[AN B|.
Offenbar gilt auch

Variation

Kombination

|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—-|ANB|—-|ANC|—|BNnC|+|AnBNC]|.

O®

Dies lasst sich wie folgt verallgemeinern.

Satz 1.26 (Inklusions-Exklusions-Prinzip). Fir endliche Mengen Ay, ..., A, gilt

n

[ALU. L UAR =D (DR 3" 4 N0 Al

k=1 1<i1<..<ig<n

Beweis. Wir zahlen wie oft ein Element a € A1 U...U A, auf der rechten Seite berticksichtigt wird.
Dafiir sei 0.B.d.A. a € Ay N...NA; und a ¢ A; fiir i > [. Dann wird a genau dann gezihlt, wenn
{i1,...,ix} € {1,...,1} gilt. Im k-ten Summanden wird a also (—1)*+! (li)—rnal gezahlt. Insgesamt wird
a auf der rechten Seite genau

En:(—l)""“ (,i) =1- i(—l)’“(,i) —1-(1-1)'=1

k=1 k=0

Mal gezahlt. Dies zeigt die Behauptung. O

10



Definition 1.27. Wie {iblich heifsen a,b € N teilerfremd, falls 1 der einzige gemeinsame positive Teiler
von a und b ist, d.h. ggT(a,b) = 1. Man nennt

¢(n) :=|{1 <a<n:ggT(a,n) =1} (n € N)

die eulersche @-Funktion.

Satz 1.28. Sein = pi'...p.* die Primfaktorzerlegung von n € N. Dann gilt

k

p(n) =@ —pi ).

i=1

Beweis. Firi=1,...,ksei Aj:={1<a<n:p;|a}. Dannist A:={1 <a<n:ggT(a,n)#1} =
AiU...UAL Furl1 <igp <...<qy <kist

. . n
Ailﬂ...ﬂAil:{]pil...pil2]21,...,7}.
DPiy - - - Dy

Mit [Satz 1.26] folgt
k
n
o) ={L,....,n}\ A} =n—[Al=n+> (-1)) Y = ——r
=1 1<ir<...<i;<k Piy - Piy
1 1 _
:n<1——)...(1—*>:(p(fl—p?l_l)...(pzk—pzk 1). O
p1 Pk

Beispiel 1.29. ¢(100) = ¢(2% - 52) = (22 — 2)(5% — 5) = 2- 20 = 40.

Bemerkung 1.30. In der Algebra beweist man [Satz 1.28] meist mit dem chinesischen Restsatz.

2 Permutationen und Partitionen

Definition 2.1.

e Sei A eine Menge und o € Sym(A). Man nennt a € A Fizpunkt von o, falls o(a) = a. Besitzt o
keine Fixpunkte, so nennt man o fixpunktfres.

e Fiir z € R sei [2] € Z mit |z — [z]| < § oder [z] = z + % (,Runden®).

Satz 2.2 (MONTMORT). Die Anzahl der fixzpunktfreien Permutationen in Sy betragt [n!/e], wobei
e = 2,718 ... die eulersche Zahl ist.

Beweis. Firi=1,...,nsei F; :={c €S, : 0(i) =i}. Die Anzahl f, der fixpunktfreien Permutationen
von Sy ist dann f,, =[Sy, \ (F1U...UF,)|=nl—|F1U...UF,|. Fir 1 <i; <...<i; <nist

IF, N N EF,| = ISym({L,...,n}\ {i, ..., ix})| = (n — kL.
[Satz 1.20 zeist

RS 1D DR CSU I g S (Z) (k) =ty (_kll)k.
k=1 k=1 — &

1<t <...<ip<n 0

11



Nun ist

n! = (—1D)k 1 1 1 1
‘e In }" 2. ’ n+l (n+1)(n+2) n+1- 2
k=n+1
und f, = [n!/e] O
Beispiel 2.3.
. . . . . 1 2 3 4 1 2 3 4 3 4
(i) Die fixpunktfreien Permutationen von S4 sind o 14 30\ 3 41 2) 9 1>,

1 2

4 3

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
(2341)’(2413)’(3421)’(3142)’(4312)’(4123)'
(ii) Beim vorweihnachtlichen Wichteln schenken sich n Personen gegenseitig etwas, indem sie vorher
Lose ziehen, auf denen steht, an wen das Geschenk zu richten ist. Dies beschreibt eine Permutation

auf {1,...,n}, die genau dann fixpunktfrei ist, wenn keine Person ihr eigenes Los zieht. Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Person ihr eigenes Los zieht, betragt daher 1 — % ~1— % ~ 63%.

(iii) Die im zweiten Weltkrieg benutzte Verschliisselungsmaschine Enigma permutiert die 26 Buchstaben
des lateinischen Alphabets. Um die Verschliisselung vermeintlich sicherer zu machen, wurden nur
fixpunktfreie Permutationen eingesetzt. Dies war jedoch eine entscheidende Schwachstelle, die es
den Alliierten ermdglichte, die Enigma zu entschliisselnE]

Beispiel 2.4 (Sekretirinnenproblem). Es werden n Bewerber auf eine offene Stelle nacheinander zum
Vorstellungsgespriach geladen. Direkt nach jedem Gespréch soll dem Bewerber mitgeteilt werden, ob
er genommen oder abgelehnt wurde. Im ersten Fall ist das Verfahren beendet und es werden keine
weiteren Bewerber beriicksichtigt. Mit welcher Strategie findet man einen méglichst guten Bewerber?

Man lehne zunéchst die ersten k& < n Bewerber konsequent ab und wéahle unter den verbleibenden n — k
den ersten, der besser als die ersten k& Bewerber ist (moglicherweise muss man alle Bewerber ablehnen,
womit die Strategie gescheitert ist). Die Reihenfolge der Bewerber beschreibt eine Permutation o € S,,,
wobei (1) die Position des besten Bewerbers ist und o(2) die Position des zweitbesten usw. Sei

m:=min{i <n:0(i) < o(1)}.
Die obige Strategie findet genau dann den besten Bewerber, wenn (1) > k und o(m) < k gilt. Die

Wahrscheinlichkeit, dass o(1) an Stelle I steht, betrégt 1/n. Die Wahrscheinlichkeit fiir o(m) < k ist
dann % Die Erfolgswahrscheinlichkeit der Strategie ist daher

]

"1 k
/ —dz = —(logn —logk).
kT n |

ko k+1 n
Die Funktion f(z) = £(logn — logz) hat Ableitung f'(z) = (logn —logz — 1) und nimmt daher ihr
Maximum bei = n/e an. Fiir k = [n/e] ist die Erfolgswahrscheinlichkeit also ca. f(n/e) =1/e ~ 37%

(fiir ,,groke’ n). Man kann zeigen, dass dies die beste Strategie ist. Fiir n = 20 ergibt sich k = 7 und ca.
38%.

3https://de.wikipedia.org/wiki/Enigma_(Maschine)#Kryptographische_Schw%C3%A4chen
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Definition 2.5. Fiir eine Menge A nennt man o € Sym(A) einen (k-) Zyklus (oder Zyklus der Ldinge
k), falls paarweise verschiedene a1, ...,a; € A existieren, sodass

L. aj
ajyq falls = a; mit i < k, Uf \0
a

o(x) =< ar falls z = ay, a4

2
T sonst. C’\ a3 jf’

Man schreibt dann o = (a1, ..., ax). Diese Schreibweise ist eindeutig bis auf ,Rotation®, d. h.
o= (ag,...,ax,a1) =...= (ag,a1,...,a5_1).

Der einzige 1-Zyklus ist id4. Um Formulierungen einheitlich zu gestalten, werden wir dennoch die
1-Zyklen (1),(2),...,(n) formal unterscheiden. Auferdem fassen wir id4 als Produkt aller 1-Zyklen
auf. Zyklen der Lange 2 heiken Transpositionen. Zyklen o = (a1,...,ax) und 7 = (by,...,b;) heifen
disjunkt, falls

{a,...,ax} N{b1,..., by} = 2.

Bemerkung 2.6.

(i) Es gilt (a1,...,ax)"" = (ag, ap_1,...,a1).

(ii) Disjunkte Zyklen o,7 € Sym(A) sind vertauschbar, d.h. o o7 = 7 0 0. Wir werden im Folgenden
das Verkniipfungssymbol o oft weglassen.

Lemma 2.7. Jede Permutation o einer endlichen Menge A ist eine Komposition von paarweise
disjunkten Zyklen o = o1 . ..oy der Linge > 1 und diese sind bis auf die Rethenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis. Existenz: Sei A, := {a € A : o(a) # a}. Wir argumentieren durch Induktion nach |A4,|. Im
Fall A, = @ ist 0 = id4 das leere Produkt. Sei also a € A, # @. Wegen |A,| < |A| < oo kdénnen

die Elemente a,0(a),0%(a),... € A, nicht alle verschieden sein. Sei also 0 < k < I mit 0*(a) = o'(a).
Dann ist 0/%(a) = a. Sei s € N minimal mit ¢*(a) = a. Dann sind a,c(a),...,0% ' (a) paarweise
verschieden und o1 = (a,0(a),...,0° *(a)) ist ein s-Zyklus mit s > 1. Fiir 7 := o] 'o € Sym(A,) und

1=20,...,5—1 gilt dann ' ‘ '
7(0'(a)) = 070" (a) = o'(a).

Dies zeigt Ar = Ay \ As,. Nach Induktion existieren paarweise disjunkte Zyklen o9, ..., 0, € Sym(A;)
mit Lange > 1 und 7 = 03... 0. Offenbar sind auch o, ..., o, paarweise disjunkt und o = oy ... 0.

Eindeutigkeit: Seien ¢ = 01...0r = 71 ...7 zweil Darstellungen mit paarweise disjunkten Zyklen

01, --.,0k Sowie 71, . .., 77. Induktion nach k: Fiir k = 0 ist ¢ = id4 und es folgt [ = 0. Sei jetzt £ > 1 und

a € A mit o1(a) # a. Dann existiert genau ein 7; mit 7;(a) = o1(a). Weiter ist o7(a) = 72(a) usw. Dies

zeigt o1 = 7;. Indem man beide Seiten mit afl multipliziert, erhélt man oo ...0k =71 ... Tj_1Tj41 ... 71
Die Behauptung folgt nun leicht mit Induktion. O

Bemerkung 2.8.
(i) Man kann die Schreibweise in disjunkte Zyklen

o= (at,...,as)(br,...,b)...

vollstdndig eindeutig machen, indem man a; = min{ay,...,as} < by = min{by, ..., b} < ...
fordert. Dies wird im Computeralgebrasystem GAP realisiert.
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(ii) Im Folgenden sagen wir, dass o € S,, einen Zyklus 7 enthdlt, falls 7 in der disjunkten Zyklendar-
stellung vorkommt. Dabei wollen wir die Fixpunkte als 1-Zyklen mitzahlen.

(iii) Bekanntlich (Lineare Algebra?) lésst sich jede Permutation auch als Produkt von Transpositionen
schreiben, allerdings sind diese in der Regel nicht disjunkt.
Beispiel 2.9.

U BRI

(i) (2,5,3,1)(3,1,6) = (1,6)(2,5,3) = (1,6)(2,5)(3,5) (Abbildungen werden von rechts nach links
ausgewertet).

(iif) 53 = {0, (1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3), (1,3,2)}.

Satz 2.10. Firl <k <n gilt:
(i) Die Anzahl der k-Zyklen von Sy, ist k(n#—'k)'
(ii) Ist zi(o) die Anzahl der k-Zyklen von o, so gilt

% S ai(o) = %

’ O'ESn

(11i) Die durchschnittliche Anzahl von Zyklen einer Permutation o € Sy, ist die n-te harmonische Zahl

"1
s=1

Bewezs.

(i) Jeder k-Zyklus permutiert eine k-elementige Menge {a,...,ar} C {1,...,n}. Fiir die Wahl dieser
Menge gibt es (Z) Moglichkeiten . Jeder k-Zyklus auf dieser Menge lésst sich eindeutig
in der Form (ay,ba,...,bg) mit {bo,...,bx} = {ag,...,axr} schreiben. Dies liefert (k — 1)! Zyklen,
denn die Ziffern bo, ..., by kann man beliebig permutieren. Insgesamt gibt es

n _onlk-1)! n!
<k> (k= 1)!= El(n—k)!  k(n—k)!

Zyklen der Lange k.

(ii) Sei Zy C S,, die Menge der k-Zyklen. Jeder k-Zyklus ist in (n — k)! vielen Permutationen enthalten,
denn man kann die n — k Ziffern aufierhalb des Zyklus beliebig permutieren. Es folgt

0 nl(n — k)! !
3" 2u(0) = [{(0v¢) € S x Zy o enthilt e} = Y (n — k)l = [ Zil(n — k)!w - %
ocESH CcEZy
(iii) Die durchschnittliche Zyklenanzahl ist
1 & 1 — ) o 1
Y S A= sz(U)EZE. 0
k=1

" o€S, k=1 " k=10€Sn,
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Bemerkung 2.11. Bekanntlich (Analysis) ist

v := lim (H, —logn) =0,577...
n— oo
die Euler-Mascheroni-Konstante. Fiir grofse n ist daher H,, =~ log(n) + . Man weifs bislang nicht, ob ~
rational ist.

Beispiel 2.12.
(i) Die durchschnittliche Zyklenanzahl von o € Sg ist Hg = 205 ~ 2,71 (Vergleich: log(8) + v = 2,67).

(ii) (Problem der 100 Gefangenen) Die Namen von 100 Gefangenen werden in 100 verschlossenen num-
merierten Umschldgen aufbewahrt. Die Gefangenen werden nacheinander gebeten 50 Umschléige
ihrer Wahl zu 6ffnen mit dem Ziel ihren eigenen Namen zu finden. Gelingt es jedem Gefangenen
seinen eigenen Namen zu finden, so erhalten alle die Freiheit. Sie diirfen sich vorher eine Strategie
iiberlegen, aber wihrend des Experiments nicht kommunizieren. Was ist eine gute Strategie? Ohne
Strategie (d.h. jeder 6ffnet 50 zuféllige Umschléage) betriagt die Erfolgswahrscheinlichkeit nur

27100 = (219)710 = 102471 < 1000710 = 107%.

Die Gefangenen werden durchnummeriert, sodass die Verteilung der Namen in die Umschlage
eine Permutation o € Sigg beschreibt. Ist der Gefangene mit Nummer a an der Reihe, so 6ffnet
er zunéchst Umschlag a und findet darin den Namen vom Gefangenen o(a). Danach 6ffnet er
Umschlag o(a) und findet darin den Namen von o2(a) usw. Auf diese Weise findet er seinen
eigenen Namen genau dann, wenn der Zyklus von o, der a enthélt Linge < 50 hat. Das Verfahren
ist also genau dann erfolgreich, wenn o keinen Zyklus der Lénge > 50 enthélt. Offenbar kann o
hochstens einen solchen Zyklus enthalten. Die Anzahl der Permutationen mit Zyklus der Lange
k > 50 ist daher

100 100
S ITUIS b e
o€S100 k=51 k=51 0€S100

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Strategie scheitert ist folglich

1 o1a 1004 100 |
100! > D o)=Y k S/ — d =1og(2 - 50) —log(50) = log(2) < 0,7
" k=510€5100 k=51 50

(vgl. [Beispiel 2.4). Die Erfolgswahrscheinlichkeit ist daher grofser als 30% (unabhéngig von der
Anzahl der Gefangenen)![]]

Definition 2.13. Die Anzahl der Permutationen von S,, mit genau k Zyklen nennt man Stirling-Zahl
erster Art und schreibt dafiir [Z] Fasst man die Identitét auf der leeren Menge als Produkt von 0
Zyklen auf, so erhalt man [8] = 1.

Bemerkung 2.14. Fiir n € Ny gilt
n
n
nl =S, =>" M
k=0

Dies wird in verallgemeinert.

“Youtube-Video von Veritasium: https://www.youtube.com/watch?v=iSNsgj10CLA
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Beispiel 2.15.

(i) Nach Definition ist [Z] =0, falls k = 0 < n oder k > n. Da id die einzige Permutation in S,
mit n Zyklen ist, gilt m = 1. Im Gegensatz zum Binomialkoeffizient ist also im Allgemeinen

(ii) Eine Permutation mit nur einem Zyklus ist ein n-Zyklus. Aus [Satz 2.10|folgt [}] = (n — 1)!.

(iii) Offenbar ist [nﬁl] die Anzahl der Transpositionen und damit auch die Anzahl der 2-elementigen
Teilmengen von {1,...,n}. Dies zeigt [ "] = (5)-

(iv) Nach [Bemerkung 2.14|ist [g] =4l - [ﬂ - [g] - [jﬂ =24—-6—6—1=11. Die entsprechenden Per-
mutationen sind (1,2,3), (1,3,2), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4), (1,4,3), (2,3,4), (2,4,3), (1,2)(3,4),
(1.3)(2.4). (1.4)(2.3).

Lemma 2.16. Fir k,n € N gilt

AR

Beweis. Sei o € S, mit genau k — 1 Zyklen. Durch Anfiigen des 1-Zyklus (n + 1) erhélt man eine
Permutation in Sy mit genau k Zyklen. Sei nun ¢ € S, mit genau k£ Zyklen. Dann lésst sich die
Ziffer n + 1 an n Stellen in der Zyklendarstellung von o anfiigen (Beispiel: 4 einfligen in (1,2)(3) ergibt
(4,1,2)(3), (1,4,2)(3), (1,2)(4,3)). Auf diese Weise erhdlt man n verschiedene Permutation in Sp41
mit genau k Zyklen. Offenbar entsteht jede Permutation von S, 11 mit genau k& Zyklen auf genau eine
der beiden Weisen. Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 2.17. Firn € Ny gilt X(X +1)...(X +n—1) =Y}, [}]X* € C[X].

Bewess. Induktion nach n: Fir n = 0 steht links das leere Produkt und rechts [8] =1.Seinun n > 2
und die Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Wir kénnen die Summation auf —oco... oo ausdehnen,
um Indexverschiebungen zu vereinfachen:

o0

X(X+1)...(X+n-1)=X+n-1) Y [ngl}x’fzz[ngl}xﬂwz:(n—m[”;l]xk

k=—o00

SO N ELED SRR Kl o) DS

Beispiel 2.18. Der Koeffizient von X” ! in X(X +1)...(X +n —1) ist

n i, n
= k =
k=1
in Ubereinstimmung mit [Beispiel 2.15

Definition 2.19.

e Eine Partition einer (endlichen) Menge A ist eine Menge von paarweise disjunkten, nichtleeren
Teilmengen {Ai,...,A;} € 24 mit A = A; U...U A. Die Menge aller Partitionen von A
bezeichnen wir mit P(A). Man nennt b(n) := |P({1,...,n})| die n-te Bellzahl.
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e Eine Partition von n € Ny ist eine Multimenge \ := {kq,...,ks} C Nmit n =k; + ...+ ks. Man
nennt ky, ..., ks die Teile von . Die Menge aller Partitionen von n sei P(n) und p(n) := |P(n)|.

Beispiel 2.20. Die Partitionen von {1, 2,3} sind

{1,2,3} = {1} U{2,3} = {2} U{1,3} = {3} U {1,2} = {1} U {2} U {3}.

Die Partitionen von 3 sind 3=142=1+ 1+ 1. Also ist b(3) = 5 und p(3) = 3.

Bemerkung 2.21.
(i) Beachte: b(0) =1 = p(0), denn die leere (Multi)menge ist eine Partition von @ (bzw. 0).

(i) Ist {A1,..., Ax} eine Partition einer endlichen Menge A, so ist {|A1],...,|Ak|} eine Partition von
|A|. Umgekehrt kann man aus jeder Partition von n € N eine Partition von {1, ..., n} konstruieren.
Dabher gilt b(n) > p(n) und b(n) > p(n), falls n > 3.

(iii) Wir werden Partitionen von Zahlen oft in der Form (ki,...,ks) mit k; > ... > ks oder in der
Form (1™,...,n™):=(1,...,1,...,n,...,n) mit my,...,m, € Ny schreiben.
~——— ~———
mi Mn

(iv) Die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation auf A bilden eine Partition von A. Die Gleich-
heitsrelation (=) liefert beispielsweise die Partition {{a} : a € A}.

Satz 2.22. Sei (1%1,...,n%) eine Partition von n. Dann besitzt jede n-elementige Menge genau

n!
(1har .. (nl)aa!l. .. ap!

Partitionen der Form {Ay, ..., Ax} mit {|A1],...,|Ak|} = (191, ..., n%).

Beweis. O.B.d.A.sei A={1,...,n}. Man kann jede Anordnung by, ...,b, der Zahlen 1,...,n in eine
Partition des gesuchten Typs verwandeln, indem man entsprechende Klammern { und } verteilt. Wir
kénnen dabei zunéchst die a; einelementigen Teilmengen klammern, danach die ay zweielementigen
Teilmengen usw.:

(b}, {bod, o i bisa ), ..

Von den n! moglichen Anordnungen by, ..., b, fiihren allerdings einige zur gleichen Partition. Man
kann einerseits die Elemente jeder [-elementigen Teilmenge beliebig permutieren, ohne die Partition zu
verdndern. Andererseits kann man die a; [-elementigen Teilmengen untereinander permutieren, ohne die
Partition zu veréndern. Je [} (I!)*a;! Anordnungen fiihren daher zur gleichen Partition. Dies zeigt
die Behauptung. O

Beispiel 2.23. Die Anzahl der Partitionen von {1,2,3,4} vom Typ (2,2) = (1°,2?) ist ﬁ;w =2 =3
Diese sind {{L,2},{3.4}}, {13}, {2,4}} und {{1, 4}, {2.3}}.

Definition 2.24. Ist o € 5, ein disjunktes Produkt von a; > 0 Zyklen der Lange ¢, so nennt man
(191)...,n%) den Zyklentyp von o. Nach ist dies eine wohldefinierte Partition von n. Die
Anzahl der Fixpunkte von o ist aj.
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Satz 2.25. Die Anzahl der Permutationen von S, mit Zyklentyp (1%, ... ,n%) ist

n!
191 .. . nangy!. .. apy!’
Beweis. Fasst man Zyklen als Teilmengen von {1,...,n} auf, so entspricht jede Permutation einer

Partition von {1,...,n}. Nach [Satz 2.22| entsprechen die Permutationen mit Zyklentyp (1%*,..., n%)

dabei genau
n!

[Ty (Bheray!
Partitionen. Es bleibt zu zéhlen wie viele Permutationen die gleiche Partition liefern. Da sich jeder
k-Zyklus eindeutig in der Form (by,...,b;) mit by := min{by,...,b;} schreiben lasst, liefern genau
(k — 1)! Zyklen die gleiche Menge {b1,...,br} (man kann die bo,..., by beliebig permutieren). Die
Anzahl der gesuchten Permutationen ist daher

n!

n! L !
[T (k) ay! 1};[1(( " [Tz ko ay!

Beispiel 2.26. Die k-Zyklen von S,, haben Zyklentyp (1"~* k'). Deren Anzahl ist

n! n!
1"=kEl(n — k)11 k(n —k)!

in Ubereinstimmung mit [Satz 2.10

Definition 2.27. Die Anzahl der k-elementigen Partitionen einer n-elementigen Menge nennt man
Stirling-Zahl zweiter Art und schreibt dafiir {Z}
Bemerkung 2.28.

(i) Da jede Permutation mit k Zyklen eine Partition mit k& Teilmengen definiert, ist {Z} < [Z] flir
alle k,n € N.

(i) Es gilt

Beispiel 2.29.
(i) Wie iiblich ist {J} = 1 und {}'} =0 fiir k = 0 < n oder k > n. Aukerdem ist {7} =1 ={"} und
nzl} = [n’r—ll] = (g)
(ii) Jede 2-elementige Partition von A hat die Form {B, A\ B} mit B € 24\ {@, A}. Dies zeigt
ny _ 1 2{1,,..,n} —9 I:|;3]2n—1 -1
{5} =3 |- 2) .

(iii) Nach |[Bemerkung 2.28|ist b(4) = {1} + {5} + {3} + {i} =1+2° — 1+ (5) + 1 =15.

(o=}
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Beweis. Sei A={1,...,n}und {A;,..., Ax_1} eine Partition von A. Dann ist {A1,..., Ax—1,{n+1}}
eine k-elementige Partition von {1,...,n 4 1}. Sei nun {A;, ..., Ax} eine Partition von A. Dann kann
man die Zahl n + 1 zu jeder der Mengen A, ..., A; hinzufiigen und erhalt auf diese Weise eine k-
elementige Partition von {1,...,n+1}. Offenbar entsteht jede k-elementige Partition von {1,...,n+1}
auf genau einer der beiden Weisen. Dies zeigt die Behauptung. O

Satz 2.31. Firn e Ny gilt X" =37 _{}}X(X-1)...(X —k+1).

Beweis. Induktion nach n: Fiir n =0 gilt X0 =1= {8}. Sei nun 7 > 1 und die Behauptung fiir n — 1
bereits bewiesen. Dann gilt

X" = XX = (X — k4 k) i {ngl}X(X—l)...(X—k:Jrl)

k=—o00

:Z{ngl}X(X1)...(Xk)+Zk{n;1}X(X1)...(Xk+1)
:Z{Z:i}X(X—1)...(X—k+1)+2k{n;1}X(X—1)...(X—k+1)
Z{Z}X{X—l)...(X—kJrl). 0

Beispiel 2.32. Setzt man X = 2 in [Satz 2.31] so folgt 2" = {} + {712+ {5}2 = 2(1 + {3}) und
{g} =271 1 fiir n > 1 in Ubereinstimmung mit [Beispiel 2.29]

Folgerung 2.33. Fir 0 <m <n gilt

Sl

k=0

Beweis. Ersetzt man X durch —X in [Satz 2.17, so ergibt sich (—1)"X(X —1)...(X —n+1) =

>rmo (=1 [F] X Mit folgt
X" :Z{Z}X(X—l)...(X—k+1) :kzijo{;‘} i(_l)k-l-m[Z]Xm
el

Die Behauptung folgt mittels Koeffizientenvergleich. O

Bemerkung 2.34. Man vergleiche das folgende Ergebnis mit [Satz 1.8

Satz 2.35. Fiir endliche Mengen A und B ezistieren genau {;g=}|B|! surjektive Abbildungen A — B.
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Beweis. O.B.d. A. sei B={1,...,k}. Jede surjektive Abbildung f: A — B liefert eine k-elementige
Partition {f~1(1),..., f71(k)} von A. Sei g: A — B mit {f~*(1),..., f 1 (k)} = {g71(1),...,97 (k)}.
Dann existiert eine Permutation o € Sy mit f~1(i) = g~ 1(o(7)) fiir i = 1,..., k. Dabei ist g durch f
und o eindeutig bestimmt. Ist umgekehrt o € S gegeben, so liefert g := o o f die gleiche Partition wie
f. Es gibt daher genau |Si| = k! Abbildungen, die die gleiche k-elementige Partition von A liefern. Die
Anzahl der surjektiven Abbildungen ist daher {"2'}1{!. O

Beispiel 2.36 (Sammelbilderproblem). Bei jedem Einkauf im Supermarkt bekommen Sie eine von n
verschiedenen Sammelkarten (zuféllig und gleichverteilt). Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Sie nach k Einkéufen alle Sammelkarten besitzen? Die k Einkdufe liefern eine Abbildung {1,...,k} —
{1,...,n}. Es gibt n* solche Abbildungen, von denen {s}n' surjektiv sind. Die Wahrscheinlichkeit ist

daher
TL! k
nk\nl’

Fir n = 20 erhilt man:

0,5

055 55 67 83 100 k

Satz 2.37. Firn € Ny ist

b(n+1) = zn: (Z) b(k).

k=0
Beweis. Sei A eine Partition von {1,...,n+ 1} und n+1€ A € A mit k:=|A| —1 > 0. Dann gibt es

(%) Moglichkeiten fiir A und A\ {A} ist eine Partition von {1,...,n}\ A. Fiir A\ {4} gibt es also
b(n — k) Moglichkeiten. Es folgt

bn+1)=Y" <Z> b(n — k) = zn: <Z>b(k). O

k=0

n

Beispiel 2.38.

b(5) = b(0) + 4b(1) 4 6b(2) + 4b(3) + b(4) “Z" 1 + 4+ 12 4+ 20 + 15 = 52.

Lemma 2.39. Fir k,n € Ny gilt
k
n _ 1 k—1 k n
(o =)

Beweis. Sei A :={1,...,n}, B:={1,...,k} und M die Menge der surjektiven Abbildungen von A
nach B. Nach |Satz 2.35| geniigt es | M| = Efzo(—l)k_l (l;)l” zu zeigen. Fir i =1,...,k sei

M;:={f: A= B:i¢ f(A)}.
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Fir 1l <i; < ... <14 < kist dann M; N...NM;, die Menge aller Abbildungen von A nach B\{i1,...,4}.
Insbesondere ist [M;, N...N M; | = (k — )" nach [Bemerkung 1.6| Das Inklusions-Exklusions-Prinzip
zeigt

k k
M| = [BA\ (M U...UMy)| = kuZ(_nl(’;)(k _n = Z(—nl(’j) (k- 1),
=1

=0

Die Behauptung folgt aus (I;) = (klil) O

Bemerkung 2.40. Aus folgt

nl = n'{Z} - i(—n”*k (Z) k"

Asymptotisch gilt die Stirling-Formel

d.h.

lim — =1
n—o00 \/2n(n/e)"

(ohne Beweis). Beispiel: 100! ~ 9,333 - 10157 und +/2007(100/¢)'%° ~ 9,325 - 10157,

Satz 2.41 (DoBiNskI-Formel). Firn € Ny ist

Beweis. Wegen {}'} = 0 fiir k > n gilt

k=0 k=0 1= k=0 1=0
oo k 00 00 00
D'k =D" (9 (o= (1) AR S
:ZZ N (k=1 :<Z T )(27)2527’
k=0 1=0 1=0 k=0 k=0

wobei in (x) die Cauchy-Produktformel fiir absolut konvergente Reihen benutzt wird (Analysis). O

Bemerkung 2.42. Man kennt keine einfache Formel fiir p(n). Hardy und Ramanujan haben aber

(n) eﬂ\/2n/3
p 4n\/§

7\/20000/3

: ol 4\ ~ 101106 e ~ 10106
bewiesen (vgl. [Folgerung 5.17)). Beispiel: p(10*) ~ 3,617 - 10-"® und 000075~ 3,633 - 10-°°.
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3 Rekursionen und Differenzen

Beispiel 3.1. Aus der Algebra kennen Sie den euklidischen Algorithmus zur Berechnung des grofiten
gemeinsamen Teilers von a,b € N:

xo := max{a, b}, x1 := min{a, b}, Tyl = Tp—1 (mod xy) (n>1).

Nach endlich vielen Iterationen ist z,, = 0 und x,,—1 = ggT(a,b). Fir k > 1 gilt 2541 < xp—1—Tpn < Tp_1.
Der Algorithmus braucht also besonders lang, wenn x,—1 = 1 und zx11 = xx_1 — x fir alle k£ > 1 gilt.
Dies sind in umgekehrter Reihenfolge die Glieder der Fibonacci-Folge:

Fo:=0, Fi:=1 Iy =F1+F,

fiir n € N. Fazit: Fiir a,b < F,, braucht der euklidische Algorithmus zur Berechnung von ggT(a,b)
hochstens n Iterationen (Satz von Lamé). Es ist daher von Interesse F), zu berechnen. Die ersten Werte
sind
n ‘ 0
F. |0

7 8 9 10
13 21 34 55

123 456
112 35 8
Wir erkennen, dass F,, schnell wichst. Wir wollen eine explizite Formel fiir F,, bestimmen (d.h. ohne
zuvor Fy, fir k < n berechnen zu miissen).

Definition 3.2 (Lineare Rekursionsgleichung k-ter Ordnung). Seien k € N, ¢, ..., ¢k, a1,...,a; € C
mit ag # 0 gegeben. Gesucht ist eine explizite Formel fiir die Zahlen zg,z1,... € C, die folgendem
Gleichungssystem geniigen:

Cn falls n < k,
€T =
" A Tp—1 + @2Tp—o + ... +aptp_r +c fallsn > k.

Im Fall ¢, = 0 nennt man die Rekursionsgleichung homogen und anderenfalls inhomogen.

Satz 3.3. Die Rekursionsgleichung erster Ordnung xog = cg, Tn, = axn—1 + c1 hat folgende Lisung

coa™ falls ¢c; =0,
Ty = 4 copa™ + a:__ll c1 fallsa # 1,
co + ney falls a = 1.
fiir n € Ny.
Beweis. Im Fall ¢; =0 ist @, = axp_1 = a®>Tp_9 = ... = a"xy = cpa”. Im Fall @ = 1 ist
Ty =Tp—1+C =Tp_9o2+cCl+Cc1=...=29+NC1 =cy+ Nncy.

Im Fall a # 1 argumentieren wir durch Induktion nach n. Die Behauptung gilt fiir n = 0. Sei nun die
Behauptung fiir n — 1 bereits bewiesen. Dann ist

n ant -1 , a'—a+a-—1 n o at—1
Ty = ALp—1 +C1 =Cga +a———cc1 +C1 =ca + —— 1 = Cpa~ +

a—1 a—1 a—lcl' =
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Bemerkung 3.4.

(i) Wir zeigen, dass man eine inhomogene Rekursionsgleichung wie in [Definition 3.2| stets in eine
homogene umwandeln kann. Analog zu unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1: a:=1—a; — ... —a; #0.
Hier erfiillen y,, := 2, — % das homogene System

e — 2 falls n < k
" 1Yn—1+ - .+ apyn_p fallsn > k.

Fall 2: o = 0.
Hier gehen wir zu der folgenden homogenen Rekursionsgleichung der Ordnung k + 1 tiber:

Ty = € (’iZO,...,k—l),
Tk = A1Ck—1 + @2Ck—2 + ... + axCo + Cg,
Ty = O1Tp—1 + A2Tp—2 + ... + QpTp_i + C (n>k)
=a1Tp-1 + a2Tp—2+ ...+ axZTp_k + (Tn—1 — @1Tp—2 — ... — A Tp_k—1)

= (a1 + Dap_1 + (a2 —a1)zp—2+ ...+ (@ — Ak—1)Tp—k — AxTp—k—1

(a = 0 wird nicht gebraucht). Wir konzentrieren uns daher im Folgenden auf homogene Rekursi-
onsgleichungen.

(ii) (Superposition) Gilt

Tp = A1Tp—1 + A2Tp—2 + ... + ATy,

Yn = Q1Yn—1 + A2Yn—2 + ... + AkYn—k

fir alle n > k, so erfiillt auch jede Linearkombination z, = Azx, + py, mit A\,up € C die
Rekursionsbedingung.

Lemma 3.5. Sei a € C[X] ein Polynom mit m-facher Nullstelle x € C. Dann ist m die kleinste
natiirliche Zahl mit o™ () # 0, wobei o™ die m-te Ableitung bezeichnet.

Beweis. Nach Voraussetzung ist « = (X — 2)™f mit § € C[X] und S(z) # 0. Die Leibniz-Regel fiir

Ableitungen zeigt
k

o =3 <’;> (X — 2)™) @ g,

=0

Aus ((X — x)m)(i) =m(m—1)...(m—i+1)(X —z)™ " folgt a®(z) =0 fiir k=1,...,m — 1 und
o™ (z) = m!B(z) # 0. O

Satz 3.6. Eine lineare homogene Rekursionsgleichung k-ter Ordnung sei wie in [Definition 3.2 gegeben.
Dann ezistieren paarweise verschiedene Zahlen (1, ..., s € C und Vielfachheiten mq,...,ms € N mit

X=X X = (X - Q)™M (X - )™
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Das Gleichungssystem

0 0-¢Y 0mi—1¢0 0 0-¢° gma—1¢0
Cll 14’11 1m171<11 Csl 1(81 lmsflcsl
. _ ke _ _ ke Cr—1
R e S € B L G e () [T (S DO
besitzt genau eine Losung (Y11, - Y1,mis Y2,1,Y2,2, - - - s Ys,ms) € C*. Die Lésung der Rekursionsgleichung

st

s m;
Ty = ZCnymn]_l. (3.1)
=1 j=1

Beweis. Die Existenz der (; folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra. Die Voraussetzung aj #
0 impliziert ¢; # 0 fiir ¢« = 1,...,s. Die Folgen z,, = (* erfiillen die Rekursionsgleichung ohne
Anfangsbedingungen, denn

C—ar " -k T =R (G) =0

fir n > k. Im Fall m; > 1 ist (; nach eine Nullstelle der j-ten Ableitung xU) fiir
j=1,...,m; — 1. Da die Ableitung linear ist, erfiillen auch z,, = (")) = n(n —1)...(n — 5)¢ —J
die Rekursionsgleichung. Nun lisst sich 2, = n/¢" als Linearkombination der (Ci")(j) schreiben (wobei
man (; als Skalar benutzt). Als Linearkombination dieser Folgen ist nach Superposition eine
Losung der Rekursionsgleichung. Indem man n = 0,...,k — 1 setzt, sicht man, dass nun auch die

Anfangsbedingungen x,, = ¢, erfiillt sind (beachte: 0° = 1).

Um die eindeutige Existenz der y;; zu zeigen, miissen wir beweisen, dass die Koeffizientenmatrix
A € CF*F des Gleichungssystems invertierbar ist. Wegen ¢; # 0 lisst sich (Czn)(j ) als Linearkombination
der Spalten von A schreiben. Durch elementare Spaltenoperationen kann man A daher in eine dquivalente
Matrix A mit Spalten (C?)(j) fir ¢ = 1,...,s und 5 = 0,...,m; — 1 umwandeln. Sei nun z =
(20,...,26-1) € CF mit 2A = 0. Dann sind (1,...,(s Nullstellen des Polynoms v := zg + 21X +
oo+ 2,1 X571 Im Fall m; > 1 ist ¢; eine Nullstelle der Ableitungen 4" fiir [ = 1,...,m; — 1.
Nach ist ¢; eine m;-fache Nullstelle von . Mit Vielfachheiten beisitzt v also mindestens
k Nullstellen. Andererseits ist degy < k — 1. Dies zeigt v = 0 und z = 0. Also sind A und A

invertierbar. O

Beispiel 3.7.

(i) Die Fibonacci-Zahlen sind Losungen einer homogenen Rekursionsgleichung zweiter Ordnung mit
x = X% — X — 1. Mit der p-g-Formel ermittelt man die Nullstellen

1 ) 1- 5
+2\[ (goldener Schnitt), )= 2‘[_

Das Gleichungssystem fiir y lautet (é ,}))y = ((1)) Die eindeutige Losung ist y = %(1, —1). Es
folgt die BINET-Formel

F, =

V5\7 — B\
\}5<1+2 5) _\}5(1 2 5) ‘

Da der zweite Summand kleiner als % ist, erh&lt man durch Runden die einfachere Formel

Fn = [\}5(1 +2\/5)n]'
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Zum Beispiel: Figg = 354.224.848.179.261.915.075. Fiir den euklidischen Algorithmus bedeutet
die Abschétzung log F), ~ log(y)n, dass die Laufzeit nur logarithmisch in der Eingabe wéchst. Es
handelt sich also um einen besonders schnellen Algorithmus.

Bemerkung 3.8.

(i) Aus der Algebra ist bekannt, dass man Gleichungen vom Grad > 5 im Allgemeinen nicht mehr
exakt 16sen kann. Die Nullstellen (; lassen sich dann ndherungsweise zum Beispiel mit dem Newton-
Verfahren berechnen. Die Losung der Rekursionsgleichung ist allerdings dufserst storanfallig bzgl.
Rundungsfehler.

(ii) Man kann Rekursionsgleichungen auch mit linearer Algebra l6sen: Die Gleichung z,, = ayz,—1 +
a2Tn_2 + ...+ apry_p lasst sich durch Matrizenmultiplikation ausdriicken

a, ag -+ Qg Tn—1 Tn
1 0 ce 0 Tn—2 Tn—1
0 1 0 Tn—k Tn—k+1
=:A
Dies zeigt
Tn Tk—1 Ck—1
— Anflﬁ»l : — Ankarl
Tn—k+1 Zo €0
Mit Induktion nach k und Laplace-Entwicklung zeigt man, dass y4 = X*¥ —a; X* 1 — ... —q
das charakteristische Polynom von A ist. Wie in [Satz 3.6 gilt X* — a; X*~1 — ... —q), =
(X =)™ ... (X — ()™, wobei (1, ..., (s die verschiedenen Eigenwerte von A sind. Nach linearer

Algebra existiert ein S € GL(k, C), sodass SAS™! = J die Jordansche Normalform ist. Wegen
A" = S71J78 muss man die Potenzen von J berechnen. Fiir einen einzelnen Jordanblock zum
Eigenwert A gilt

A 0\" N
n)\nfl
N e O
0 1 A :
(kﬁl)kn—k-i—l (721)>\n—2 n)\n—l AT

(man beachte die Ahnlichkeit der Eintriige zu den Ableitungen (\)\)). Damit ldsst sich die
Rekursionsgleichung 16sen. Man kann zeigen, dass x 4 auch das Minimalpolynom von A ist. Daher
ist A genau dann diagonalisierbar, wenn die Eigenwerte paarweise verschieden sind, d. h. s = k.
Ggf. ist J eine Diagonalmatrix und die Formel vereinfacht sich.

(iii) Bei der Losung von Differentialgleichungen in der Analysis treten Rekursionsgleichungen auf, bei

denen die ¢; auch von n abhéngen diirfen.

Beispiel 3.9. Die bekannten Formeln

a a

Zn:(a—;l), > @2n—-1)=d’ iz”:?l“—l
n=1 n=1

n=1
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lassen sich leicht mit Induktion beweisen. Dazu muss man sie aber zuerst erraten. Die Differenzenrechnung
ist ein Werkzeug zur Herleitung solcher Summenformeln.

Bemerkung 3.10. In der Analysis berechnet man Fldchen unter integrierbaren Funktionen f: R — R
mit Hilfe des Integrals f: f(z)dx bzgl. des Lebesgue-Maf. In der diskreten Mathematik betrachten

wir Funktionen f: Z — R und statten Z mit dem Zihlmafs m(A) = |A| fir A C Z aus. Das Integral
entspricht dann der Summe Zz;la f(n) (vgl Analog zum Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung lassen sich solche Summen mit (diskreten) Stammfunktionen bestimmen. Diese
wiederum erhélt man als Umkehrung der (diskreten) Ableitung.

Definition 3.11. Fiir f: Z — R definieren wir die (diskrete) Ableitung
A(f):Z — R, n— f(n+1)— f(n)

(dies erhélt man aus der analytischen Definition f/(z) = limy_,q W fiir h = 1). Eine (diskrete)
Stammfunktion von f ist eine Funktion F': Z — R mit A(F') = f.

Bemerkung 3.12. Im Gegensatz zur Analysis besitzt jede Funktion f: Z — R (genau) eine diskrete
Ableitung. Durch die rekursive Vorschrift

0 falls n = 0,
Fn):=¢F(n—-1)+ f(n—1) fallsn >0,
F(n+1)— f(n) falls n < 0

erhélt man stets eine diskrete Stammfunktion von f (allerdings gibt es oft keine geschlossene Formel
fir F(n)). Sind F und G diskrete Stammfunktionen von f, so gilt

F(n+1)—=Gn+1)=A(F)(n) — A(G)(n) + F(n) — G(n)
= f(n) = f(n) + F(n) = G(n) = F(n) - G(n)

fir alle n € Z, d.h. F und G unterscheiden sich (wie in der Analysis) nur durch eine Konstante. Eine
solche (unbestimmte) Stammfunktion driicken wir mit dem modifizierten Integralsymbol I f aus.

Beispiel 3.13. Fiir die konstante Funktion f = C gilt A(f) = 0 Fir f = idy gilt A(f) = 1. Wegen
$(n+1n—n(n—1)) =n= f(n) ist If = In = in(n — 1) (in der Analysis wére es 327%).

Satz 3.14 (Hauptsatz der Differenzenrechnung). Sei f: Z — R mit diskreter Stammfunktion F. Fir
a,beZ mita <b gilt dann

b

> f(n)=F(b+1) - F(a).

Beweis.

Bemerkung 3.15. Wie in der Analysis schreiben wir Ib f = F(b) — F(a). Nach [Bemerkung 3.12
héngt dies nicht von der Wahl der diskreten Stammfunktion ab.
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Beispiel 3.16.

Definition 3.17. Die Funktionen Z — R bilden mit den folgenden Operationen einen Ring sowie einen
R-Vektorraum:

(f+9)(n) = f(n)+9(n), (fg)(n):=f(n)gn), (Af)(n):=Af(n) (f,9:Z—=RneZAeR)

(die Komposition f o g ist hingegen nicht wohldefiniert). Zusétzlich definieren wir E(f): Z — R,
n— f(n+1).

Lemma 3.18. Fiir f,g: Z — R und X\ € R gilt A\f) = MA(f), A(f +g9) = A(f) + A(g) und

‘A(fg) = A(f)E(g9) + fA(9) ‘ (Produktregel).

Beweis. Fir n € Z gilt

AAS)(n) = Af(n+1) = Af(n) = AA(f)(n),
A(f+9)(n) =(f+9n+1)=(f+9)n) = fn+1) = f(n)+g(n+1)—g(n)

A(f)(n) + A(g)(n),
A(fg)(n ) ( +1)g(n+1) = f(n)g(n) = (f(n+1) = f(n))g(n +1) + f(n)(g(n + 1) — g(n))
(f)(n)E(9)(n) — f(n)A(g)(n). O

Bemerkung 3.19. Man macht sich leicht klar, dass unsere bisherigen Definitionen und Resultate auch
fiir Funktionen f: N — R gelten.

Lemma 3.20.
(i) Firk € Ny seipp: Z—R, n—n(n—1)...(n—k+1). Dann giltjpk = k%i_lpkﬂ.

(ii) Fir k € Ng sei qgx: N— R, n — i L

wrr e - Pann gilt Algr) = —kqe1-

(iii) Firce R\ {0,1} gilt Ic” =

Beweis. Fiir n € Z gilt

Apr+1)(n) = (n+ Dpg(n) = pr(n)(n — k) = (k+n(n =1)... (n =k + 1) = (k+ 1)px(n),
Algr)(n) = ngrr1(n) = g1 (n)(n + k) = —kqr(n),
A(c") =" — " = (c—1)c". O

Beispiel 3.21.

(a) Wegen IQ” = 2" ist 2" das diskrete Analogon der Exponentialfunktion. Wegen n? = n(n—1)+n =

p2(n) + p1(n) ist
1 2n3 — 3n?2 —|—n

O O —
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(b) [Lemma 3.20| liefert keine Formel fiir Iql. Fiir a € N ist

a+1 a
1 1

[ lams~l_y,
n n

1 n=1

= log(), siehe [Bemerkung 2.11)).

die a-te harmonische Zahl (man vergleiche mit der Analysis [ %

[ a6 = 19~ [ atpE(0).

Satz 3.22 (Partielle Integration). Fir f,g: Z — R gilt

Beweis.
A(f9 - [ A(9Ew) T atr9) - AE() = FAG).
Bemerkung 3.23. Fiir reelle Folgen (a,) und (b,) lasst sich auch in der Form
k k k—1 n
Zanbn = ag Z bn + Z(an - an+1) Z bl
n=1 n=1 n=1 =1

schreiben. Dies nennt sich abelsche Summation.

Beispiel 3.24. Fiir a € Nund c € R\ {0,1} gilt

az_lnc" son 1 TnA(c") _ 1 (aca - .TA(n)E(Cn)> = — (aca _ C_Tcn>
0 0 !

Satz 3.25 (FAULHABERsche Formel). Fira,k € N gilt

Zijnk:inil{i}a(a—l)...(a—n).

n=1

Dies ist ein Polynom in a vom Grad k + 1.

Beweis. Nach Batz 2.31] ist

Beispiel 3.26. Fiir k£ = 3 erhalt man die Nicomachus-Identitdt

a—1
;niizgnil{i}a(a—1)...(a—n):;a(a—l)—l—a(a—l)(a—@—l—ia(a—l)(a—Q)(a—iS)

e - () - ()

n—=

:a(“2_1)(1+2(a—2)+;(a—2)(a—3))

28



Sie ldsst sich auch geometrisch begrﬁndenﬂ

*o\g
23 33 43
53

k

Bemerkung 3.27. Der (fiihrende) Koeffizient von a**! in der Faulhaberschen Formel ist ﬁ{:} =51

Der Koeffizient von aF ist
1( k& 1 Zk: k41 k1
— _— P = — == -,
klk—-1 k+1 P 2 2 2
Der Koeflizient von a ist die k-te Bernoulli-Zahl

k

(0" [k
By, = ——n! .
b ; n+1 "n
Die Bernoulli-Zahlen treten auch fiir negative (gerade) k auf:
i 1 i 1t i 1 (2m)?(—1)* 1By,
—n? 6’ it 907 ik 2(2k)!

(ohne Beweis). Man kennt hingegen keine Formel fiir die Apéry-Konstante > 2 7715 =1,202.... Dies
sind Werte der Riemannschen (-Funktion ((s) :=>.°° , L definiert fiir reelle s > 1. Durch

n=1 ns
I &1 K\ (—D)F
()= o g 2 (Nasae  Gech

lasst sich ¢ nach C\ {1} fortsetzen. Man kann zeigen, dass ((—2a) = 0 fiir alle a € N gilt (das héngt mit
Bsa+1 = 0 zusammen, . Die Riemannsche Vermutung besagt, dass alle weiteren Nullstellen
von ( Realteil % haben. Dies ist eine der grofiten mathematischen Fragen der Gegenwart (man kann
wieder eine Million Dollar verdienen). Erstaunlicherweise ist die Riemannsche Vermutung zu folgender
diskreten Aussage dquivalent: Fiir alle n € N gilt

Z d < H, + e log(H,) (Lagarias—Krz’teriumﬂ
dn

5Quelle: math.stackexchange, siehe auch [hyrodium.tumblr.com
Ssiehe [J. C. Lagarias, An Elementary Problem Equivalent to the Riemann Hypothesis, Amer. Math. Monthly 109 (2002),
534-543|
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4 Formale Potenzreihen

Bemerkung 4.1. Aus der Analysis kennen Sie Potenzreihen als Funktionen der Form f: C — C,
z — Y 2 apz”. In der diskreten Mathematik interessiert man sich nicht fiir den Wert solcher
Funktionen, sondern nur fiir die auftretenden Koeffizienten a,. In diesem Abschnitt legen wir die
Grundlagen fiir die Anwendungen im néchsten Abschnitt.

Definition 4.2. Sei C[[X]] := CY = {(ag,a1,...) : a; € C}. Zwei Elemente a := (ag,...) und
B := (bo,...) von C[[X]] lassen sich wie folgt addieren und multiplizieren:

a+ B = (ag + by, a1 + b1,...) € C[[X]],
a-fi= (aobo,a1b0 + apby, ..., Zaibn_i, .. ) S CHXH
i=0
Wir setzen 0 := (0,0,...) € C[[X]] und 1 := (1,0,0,...) € C[[X]].

Lemma 4.3. Die Menge C[[X]] ist ein Integrititsbereich, d. h. fir o, ,~v € C[[X]] gilt

(@+p)+y=a+(B+7) a+B=p+a a+0=a
(@-f)-y=a-(6-7) a-f=p-a a-l=a
a-(B+v)=(a-8)+ (a-7) 36 e Cl[X]]:a+6 =0, af=0=a=0VvVE=0.

Beweis. Der Beweis funktioniert wie fiir Polynome (Algebra 1). Die ersten drei Aussagen folgen direkt
aus den entsprechenden Axiomen in C. Sei nun o = (ag,...), § = (bp,...) und v = (co,...). Fiir
0 = (—ag, —ay,...) gilt dann a + § = 0. Der n-te Eintrag von « - (5 - 7) ist

Z a; Z bjcn,,;,j = Z aibjck = Z(Z ajbi,j>cn,¢.
i=0  j=0 i+j+k=n i=0 j=0
Dies zeigt (- 5) -y =a - (7). Wegen Y ;" aibp—i = Y ;" s bian—; ist a- f = - a. Die Gleichung
a -1 = «a ist leicht zu sehen. Der n-te Eintrag von « - (8 + ) ist
> ailbnoi+en-i) =Y abpi+ Y aicn
=0 i=0 i=0
und o - (B +7) = (a- ) + (a - ) folgt. Sei schlieklich a5 = 0. Nehmen wir indirekt o # 0 # § an. Sei
:= min{n € Ny : a, # 0} und [ := min{n € Ny : b, # 0}. Der (k + [)-te Eintrag von af ist dann
f’:é a;bpyi—; = agpb; # 0. Dieser Widerspruch zeigt o« = 0 oder 3 = 0. O

Bemerkung 4.4.

(i) Man nennt C[[X]] Ring der (formalen) Potenzreihen. Seine Elemente schreibt man in der Form

Yompan X" =ao+ a1 X +asX?%+..., wobei X = (0,1,0,0,...) eine Unbekannte ist. Es gilt dabei

o0 o

D an X" = by X" < an = b, ¥n € Ny,

n=0 n=0
Bei der Multiplikation von Potenzreihen multipliziert man summandenweise und fasst anschliefend
gleiche X-Potenzen zusammen. Man nennt ag das Absolutglied von a.. Wenn der Summationsbereich
klar ist, schreiben wir kiirzer 3 a,, X™. Auferdem werden wir das Multiplikationssymbol - weglassen
und ,Punkt- vor Strichrechnung” benutzen, d.h. a8 + v := (a - 8) + 7. Das Inverse von a bzgl. +
sei —a.. Wie iiblich schreiben wir av — 8 anstatt o 4+ (—/3).
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(ii) Die Bedeutung des Wortes ,formal* liegt darin, dass wir im Gegensatz zur Analysis keine
Konvergenz beachten, da X stets eine Unbekannte und keine Zahl ist (daher auch die Verwendung
des Grofibuchstabens).

(i) Fir a € C[[X]] definieren wir aC[[X]] := {af : f € C[[X]]} (ein Hauptideal in C[[X]]). Zum
Beispiel ist X C[[X]] die Menge der Potenzreihen mit Absolutglied 0.

(iv) Man kann C[[X]] zu einem Koérper C((X)) erweitern, indem man Potenzreihen durch (formale)

Laurent-Reihen der Form Y >, a, X™ mit k € Z und a,, € C ersetzt (Aufgabe 19).

Beispiel 4.5.
(i) Jedes (formale) Polynom ist eine Potenzreihe.
(i) Es gilt

(1+2X +3X2 44X+ .. )1 - X +X? - X3+ .. )=1+2-1DX +(B3-2+1)X?
+(A4-3+2-1D)X3 4. =1+ X +2X>+2X3+ ...,

(1 —X)iX” = ixn—ixn = 1.
n=0 n=0 n=1

(iii) Die (formale) Exponentialfunktion ist

(e.o]
X" X2 x3
exp(X) ::ZF:1+X+7+?+”'ECHXH'
n=0

Definition 4.6. Man nennt a € C[[X]] invertierbar, falls ein § € C[[X]] mit af = 1 existiert.

Bemerkung 4.7.

(i) Sind a, 8,y mit a8 =1 = a~, so gilt a(f — ) = 0 und es folgt = ~, denn anderenfalls wire
1 =af =08 = 0. Also existiert hochstens ein 8 mit o5 = 1. Man nennt 5 das Inverse von « und
schreibt a~! := 3 oder 1/a. Allgemeiner setzen wir

a...a falls k>0,
——

k. k-mal
=31 falls k = 0,

(a=H)~™F falls k < 0.
fir k € Z.

(ii) Fir o, 8,7 € C[[X]] mit a8 = =y schreiben wir % = a, falls § # 0 (wie inist dies wohldefiniert).

Lemma 4.8. Sei o =) a, X" € C[[X]].
(i) Genau dann ist o invertierbar, wenn ag # 0 gilt.

(i) Ezistiert ein m € N mit o™ =1, so ist a € C.
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Beweis.

(i) Sei =D b, X" € C[[X]] mit o = 1. Dann ist apbp = 1 und ag # 0. Sei umgekehrt ag # 0. Wir
definieren by, by, ... € C induktiv durch by := 1/ag und

k
1
by i= —— a;bi_; € C
k ao ; k
fiir k£ € N. Es gilt dann
K 1 falls k =0,
Zaibkﬂ' =
P 0 falls k> 0.
Dies zeigt a8 = 1 fiir 5:= ) b, X".

(ii) Sei indirekt o ¢ C. Sei n € N minimal mit a,, # 0. Dann ist maJ" 'a, der n-te Koeffizient von
a™, also mag%lan = 0. Nach |(i)|[ist ag # 0 und es folgt der Widerspruch a,, = 0. O

Bemerkung 4.9. Sind «, 8 € C[[X]] invertierbar, so auch a~! und a3 nach In diesem Fall
ist (a™1)7! = a und (aB)~! = a~!B!. Die invertierbaren Potenzreihen bilden bzgl. Multiplikation
eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1. Man nennt sie Finheitengruppe von C[[X]] und schreibt

dafiir C[[X]]*. Nach [Lemma 4.8 gilt C[[X]]* = C[[X]] \ XC[[X]].
Beispiel 4.10.

(i) Nach [Beispiel 4.5[ist ﬁ =Y X" die (formale) geometrische Reihe. Allgemeiner gilt

1 —n—
a_X:Za n 1Xn

fir a € C\ {0} und

fir a € C[[X]] \ {1} und n € N.

(ii) Fiir verschiedene a,b € C\ {0}, sind X + a und X + b invertierbar und es gilt die Partialbruch-
zerlegung

1 1 ( 1 >
(X +a)(X+b) b—a\X+a X-+b

(rechte Seite auf Hauptnenner bringen).

Bemerkung 4.11. Fiir k£ € Ny sei oy, € X C[[X]] mit limy_,~ e = 0o. Dann lésst sich die unendliche
Summe Y72 ;o bilden, denn der Koeffizient von X™ héngt nur von endlich vielen ay, abﬂ Genauer
gilt: Sei o, =) ap, X". Dann ist

o0

S =3 (3 awn) X"

n=0 kENp
er<n

Ebenso ist [, (1 4+ aj) wohldefiniert. Im Folgenden werden alle unendlichen Summen und Produkte
diese Bauart haben.

"Formal kann man durch |a| := 27 BH{n€No:an#0} ¢ine Norm auf C[[X]] definieren und die unendliche Summe wie in der
Analysis als Grenzwert der Partialsummen definieren. Die Details stehen in meinem Kombinatorik-Skripth
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Beispiel 4.12.

(i) Fiir a € XC[[X]] gilt o* € X*C[[X]] und }_ o™ = L. Wir haben in der geometrischen Reihe
also X durch « ersetzt.

(ii) Die Koeffizienten von
I+X)1+XHA+XA+XY... =1+ X + X2 4+2X3 42X +

werden wir im néchsten Kapitel untersuchen.

Definition 4.13. Fir a = ) a, X" € C[[X]] und 8 € XC[[X]] definiert man die Komposition

aofB:=af) = Z anf".
n=0

Bemerkung 4.14. Fiir beliebige «, 3 € C[[X]] wiire das Absolutglied 3%, apbf von a(3) im All-
gemeinen nicht wohldefiniert. Zum Beispiel kann man in der geometrischen Reihe nicht X durch 1
substituieren.

Beispiel 4.15. Fiir a = 3" a, X" € C[[X]] gilt a(X?) = 3" a, X*" und «(0) = a.

Lemma 4.16. Fir o, (3,7,a1,... € C[[X]] gilt (falls wohldefiniert):

Xoa=a=aolX, (4.1)
(Z ozk) 0B =3 (aroB), (4.2)
(@B) oy = (aov)(B o), (4.3)
ao(foy)=(aof)on. (4.4)
Beweis. Gleichung (4.1]) ist trivial. Mit den Bezeichnungen aus [Bemerkung 4.11| gilt
(Z ak) off = Z(Z ak,n)ﬁn = Z(Z ak,nﬁn) =Y (axoB).
n=0 k=1 k=1 n=0
Gleichung (4.3) erhélt man durch
(af) oy = Zzakbn K" = ZZ ary") (bn-1y" %) = (@ 07)(B o).
n=0 k=0 n=0 k=0
In (4.4) diirfen wir o = X™ nach (4.2) annehmen. Mit (4.3)) folgt
ao(foy)=(Bo)" =p"oy=(acph)oy. -

Bemerkung 4.17. Im Allgemeinen ist co 8 # Soa, ao(f7) # (aof)(aoy) und ao(B+7) # aof+aory
(Aufgabe 26)). Die letzte Gleichung lésst sich fiir die Exponentialfunktion korrigieren.

Lemma 4.18 (Funktionalgleichung). Fir ai,as,... € XC[[X]] gilt (falls wohldefiniert)

exp <Z ak) = H exp(ayg). (4.5)

Insbesondere ist exp(kX) = exp(X)* fir k € Z.
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Beweis. Wegen Y ay, € XC[[X]] und exp(ay) € 1+ak+%i+. .. sind beide Seiten von (4.5)) wohldefiniert
(Bemerkung 4.11)). Fiir zwei Summanden «, § € XC[[X]] gilt

expla+ ) = 30 E L 3mS (M)

n=0 k=0
n knk

—ZZ,M_ =38 S expla) exp()

n=0 k=0
Induktiv erhélt man (4.5)) fiir endlich viele Summanden. Schlieklich gilt (4.5) auch fiir unendlich viele

Summanden, denn jeder Koeffizient h&ngt nur von endlich vielen Summanden ab. Zum Beispiel:

X+X2+...)2 3
exp(X—i—X2+X3+...):1+(X+X2+...)+( 5 ) +...:1+X+§X2+
X2 X22
:(1+X—|-2+...>(1+X2+(2)+...>...:exp(X)eXp(XQ)....

Fiir k € Np ist exp(kX) = exp(X +...+X) = exp(X)*. Wegen exp(kX) exp(—kX) = exp(kX —kX) =
exp(0) = 1 ist exp(—kX) = exp(kX)™' = exp(X)~*. Daher gilt die letzte Behauptung fiir alle
keZ. 0

Satz 4.19. Fir jedes a = Y a, X™ € C[[X]] mit ap = 0 und a1 # 0 existiert genau ein B € C[[X]]
mit B(a) = a(B) = X. Daher ist C[[X]]° := XC[[X]] \ X2C[[X]] eine Gruppe bzgl. o mit neutralem
Element X.

Beweis. Sei af = Yol garnX™ fir k € Ng. Wegen ag = 0 ist ay, = 0 fiir n < k und ay, = af # 0.
Wir definieren induktiv by := 0, by := i =# 0 und

-1
1"
by = _(17 Z ak,nbk:
nn 3,

fir n > 2. Fir g := 5> b,X" € C[[X]]° gilt dann

Zbka —ZZbkakn = 3 <Zn:bkak7n)X":X.

k=0n=0 n=0 k=0

Vertauscht man die Rollen von « und $, so erhélt man v € C[[X]]° mit v(8) = X. Nach [Lemma 4.16
gilt

a(f) =Xo(aof)=(yopB)o(aof)=yo(fea)of=y0Xof=7(B)=X.
Also ist 5 das Inverse von a bzgl. o. Insbesondere ist 8 eindeutig bestimmt und C[[X]]° ist eine
Gruppe. O

Bemerkung 4.20. In der Situation von nennt man 8 die Umkehrfunktion von «. Beachte:
B # a~! (wir werden keine Bezeichnung fiir die Umkehrfunktion einfiihren).

Beispiel 4.21.
i) Sei o die Umkehrfunktion von X + X2 + ... = L Dann gilt
(i) 25 g
«

X =

undesfolgta:HiX:X—X2+X3—
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(ii) Sei a =" a, X™ die Umkehrfunktion von X — X?2. Dann gilt
(a1 X +aeX?+...) — (a2X% 4+ 2a1a0X> + (a3 + 2a1a3) X +..) =a —a® = X.

Ein Koeffizientenvergleich ergibt a = X + X2 +2X34+5X*+. .. und allgemein a,, = ZZ;% Of Ok
Dies sind die Catalan-Zahlen.

Definition 4.22. Fir a = ) a, X" € C[[X]] nennt man

a = ioznanX"_1 e C[[X]]
n=1

die (formale) Ableitung von a. Sei aukerdem o9 := o und a®) = (a*~D)’ die k-te Ableitung fiir
ke N.

Beispiel 4.23. Es gilt 1’ =0, X’ = 1 sowie

, o Xn—l et Xn
exp(X) :Zn " :ZF = exp(X).
n=1 ’ n=0 ’

Bemerkung 4.24. Mit Ableitungen lassen sich die Koeffizienten von o = 3 a, X™ € C[[X]] berechnen:
a9(0) = a(0) = ag, &/(0) = a1, &’(0) = 2as, . ..,a™(0) = nla,. Daher gilt

PN (D)
a= Z L@X” (T'aylorreihe).

Lemma 4.25. Fir o, 3, a1, aq,... € C[[X]] gilt (falls wohldefiniert):

(Z ag ) = Z . (Summenregel),
(aB) =d'B+af (Produktregel),
g)l = o/ﬁﬁ—Qaﬁ’ (Quotientenregel),
(o B) =d'(B)F (Kettenregel).

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus [Bemerkung 4.11] gilt

(Z ak)I = (;gakﬂX”)/ = i inaka”_l = i(i nakan”_l) = Z -

n=0 k=1 k=1 n=0

In der Produktregel darf man nun o = X* und = X! annehmen. Dann ist
(Oéﬁ), _ (Xk-i—l)/ _ (k‘ + Z)Xk-i-l—l — k,Xk—le + le—le _ Oé/ﬁ + Bla'
Es folgt
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Durch Umstellen erhélt man die Quotientenregel. Induktiv zeigen wir nun (") = na" o/ fiir n € Np.
Dies ist klar fiir n = 0. Fiir n > 1 gilt

(an)l — (aanfl)/ — a/an 1 + O[(Oénil)/ — a/anfl + (TL o 1)040[11720/ — nanfla/'

Aus der Summenregel folgt

(@op) = (Y mp") = an(8") Znanﬁ" '8 =a'(B)8 0

Bemerkung 4.26. Die Produktregel impliziert auch die Faktorregel (Aa) = Ao/ fir A € C und
a € C[[X])].

Beispiel 4.27. Wir definieren den (formalen) Logarithmus durch die Mercator-Reihe

o0 nf X2 X3
log(1+ X) =X - —4+ — X]||.
og(1+ Z 5+ 5 ¥ €ClX]

n=1

Nach [Satz 4.19| besitzt o := exp(X) — 1 eine Umkehrfunktion und log(exp(X)) = log(1 + «) € C[[X]]°.
Wegen

1
log(1+X) =1-X +X*F ... = Y (-X)"=

folgt
o exp(X) 14«
og(exp(X)) = =—""=1_

aus der Kettenregel. Dies zeigt log(exp(X)) = X. Also ist log(1l + X) die Umkehrfunktion von
o = exp(X) — 1 wie in der Analysis. Aukerdem gilt log(1 — X) = — 5% X*

n=1 n

Lemma 4.28 (Funktionalgleichung). Fir ai,as,... € XC[[X]] gilt (falls wohldefiniert)

log<H 1—|—ak> Zlog + ag).

Beweis.

log<H(1 + ak)> log (H exp(log(1 + ak))) El exp(Z log(1 + ak)>)
= Z log(1 + ag). 0
Beispiel 4.29. Nach gilt

log(ﬁ> - log(ﬁ) Flog(1 — X) — log(1 — X) = 1og<ﬁ(1 - X)) “log(1 — X)

= log(1) — log(1 — X) = —log(1 — Z n

Definition 4.30. Fiir ¢ € C und o € XC[[X]] definieren wir

(14 )¢ := exp(clog(1l + a)).

Im Fall ¢ = 1/k mit k € N schreiben wir ¥/1+ a := (1 4 a)'/* und speziell V1 + o := /1 + a.
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Bemerkung 4.31.

(i) Fiir ¢ = k € Z stimmt (1 4+ «)* nach [Lemma 4.18 mit der gewdhnlichen Potenz iiberein. Fiir
¢,d € C gilt das Potenzgesetz

(14 a)°(1+ a)? = exp(clog(l + ) + dlog(1 + a)) = (1 + a)°™?

wie gewohnt. Fiir k € N ist demnach /1 + o’ =1 + o, d.h. ¢/1+ « ist eine k-te Waurzel von
1 + o mit Absolutglied 1. Sei auch # € C[[X]] mit ¥ = 1 + a. Dann hat ¢/T + o8~! Ordnung

< k in C[[X]]*. Aus folgt, dass /1 + af~! konstant ist, d. h. 3 = 3(0){/1 + a. Daher
ist /1 + « die einzige k-te Wurzel von 1 + a mit Absolutglied 1.

(ii) Der folgende Satz verallgemeinert sowohl den Binomialsatz (¢ € N) als auch die geometrische
Reihe (¢ = —1).

Satz 4.32 (NEwTONscher Binomialsatz). Fiir o € XC[[X]] und ¢ € C gilt

(14 a) = i <Z>ak

k=0

Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir « = X zu beweisen. Nach der Kettenregel gilt

1+ X)°
(14 X)) = (exp(clog(1 + X)) = 22 g 4 xyet
1+X
und induktiv folgt ((1+ X))*) =¢(c—1)...(c—k+1)(1 + X)**. Die Behauptung folgt nun aus der
Taylorreihe. O

Beispiel 4.33.
(i) Es gilt
2 (1/2\ o 1 1o, 1 _5 5,
1+X = Xi=14+_X--X"+—-X"—-=X"+£....
* kzo(k> L S T 27

(ii) Sei ¢ € Cmit ¢" =1 und a := (1+X)%—1 € XC[[X]]. Dann gilt coa = (1+(1+X)—1)—1 =
(1+ X)¢* =1 und induktiv ao...oa = (1 + X)¢" —1 = X, d.h. die Ordnung von « in der

Gruppe C[[X]]° teilt n. Im Gegensatz zu besitzt C[[X]]° also ,interessante Elemente
endlicher Ordnung.

Definition 4.34. Fiir n € Ng sei X™!:= (1 — X)(1 — X?)...(1 — X"). Fiir 0 < k < n nennt man

n X 1—X7 1 xnk+l
<k> COXkIXnoRL o XETTT 1 X

e C[[x]]
Gaufschen Binomialkoeffizienten. Fir k < 0 oder k > n sei <Z> = 0.

Bemerkung 4.35. Wie immer ist () = (%) = 1und (}) = (") fiir alle n € Np und k € Z. Auferdem
gilt () = % =14+ X+...+X" ! und

4\  (1-XxH(1-X?)
<2> C 1-X%)(1-X)

1-—X3

—(1+ X3 ——
I+ X)7—

=(14+X)A+X+XH=1+X +2X2+ X3+ x4

Das nichste Lemma zeigt induktiv, dass <Z> stets ein Polynom ist.
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Lemma 4.36. Firn € Ng und k € Z gilt

(e =2+ () = (e ()

Beweis. Fur k > n+1 oder k£ < 0 sind alle Terme 0. Fiir K = n 4+ 1 oder k£ = 0 sind beide Seiten 1. Fiir
1<k <ngilt

1— ank+1 xn 1— Xn+1 xn
Xk<n>+<kn >:(Xk +1)

k Xkl xn—k+tl] | _ Xk Xk-1lxnt+tl—k|

_/n+ 1IN\ n+1  ontl-k n n
_< k >_<n+1—k>_X <n+1—k>+<n—k;>

Bemerkung 4.37. Man vergleiche die Rekursionsformelnf]
n+1 n n n
k S \k-1 k)’
n+1 n+1 n n
k B k-1 k))

Man kann also ((Z)), [Z], {Z} und <Z> mit einem modifizierten pascalschen Dreieck berechnen.

Satz 4.38 (GAussscher Binomialsatz). Firn € Ny und o € C[[X]] gilt

n—1 n . (k)
(1+aXx?) = "Nakx (),
e -3 )

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 0 sind beide Seiten 1. Fiir n > 1 gilt

n oo

H(1+an) =(1+aX") Z <Z>akX(§)

k=0 ¥ <Z>ak§;;+ > <Z>ak+1XnkX%£lk
=S <Z>akx<s> Y X”“’“<k " 1>akX<';>

Z<”Z 1>akx<z>. =

Bemerkung 4.39. Es gibt auch eine Vandermonde-Identitét fiir <Z>

8Alle Formeln lassen sich vereinheitlichen: [J. Konvalina, A unified interpretation of the binomial coefficients, the Stirling
numbers, and the Gaussian coefficients, Amer. Math. Monthly 107, (2000), 901-910]
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5 Erzeugende Funktionen

Definition 5.1. Die erzeugende Funktion einer Zahlenfolge ag,aq,... € C ist die Potenzreihe
oo
> an X" € C[[X]).
n=0

Diese scheinbar belanglose Umformulierung hat erstaunliche Konsequenzen.

Beispiel 5.2.
(i) Die erzeugende Funktion der konstanten Folge 1,1,... ist (1 — X)~L.

(i) Ist o € C[[X]] die erzeugende Funktion von ag, a1, ..., so ist a(—X) die erzeugende Funktion von
ap, —ai,ag, . ...
(iii) Ist « die erzeugende Funktion von ag, aq, ..., so ist &’ die erzeugende Funktion von ay, 2as, 3as, . . ..

Zum Beispiel ist (1} X)/ = (I_IX)Q (Quotientenregel) die erzeugende Funktion von 1,2,3,. ...

(iv) Die erzeugende Funktion der Binomialkoeffizienten ist (1 + X)" = 2%, (1) X*.

(v) Jede k-elementige Multimenge A C {1,...,n} entspricht genau einer Zerlegung k = ki + ... + k,
wobei k; € Ny die Vielfachheit von i in A angibt. Dies zeigt

1 9] n oo oo
s () =02 )e=3((3)x
k=0 k=0 (k1,....kn)ENE k=0

ki+...+kn=Fk

fir n € N (vgl. [Satz 4.32{ und |Aufgabe 12)).

vi) Die erzeugende Funktion der Stirling-Zahlen || ist durch [Satz 2.17| gegeben:
k

X(X+1)...(X+n—1):§[Z]X’“.

(vii) Fiir die erzeugende Funktion a := > F,, X" der Fibonacci-Folge (Beispiel 3.1)) gilt

a=X+Y FX"=X+> (Fia+ F)X" =X + X%+ Xo.

Also ist
X

TI-X - X2
Man kann damit einen alternativen Beweis der Binet-Formel fiihren (Aufgabe 20)).

(viii) In [Beispiel 4.21| haben wir die erzeugende Funktion @ der Catalan-Zahlen C,, iber die Gleichung
a — o? = X eingefiihrt. Mit der p-g-Formel fiir quadratische Gleichungen erhélt man

(%

o= %(1 —Vi- 4x) e C[[X])° (5.1)

(die zweite Losung liegt nicht in C[[X]]°). Kontrolle:

1 1
a—a2:§(1— 1—4X)—Z(1—2\/1—4X+1—4X) — X.
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Satz 5.3 (CATALAN). Firn € Ny gilt

1 2n
C = .
n+1 n+ 1 ( n >
Beweis. Nach dem Newtonschen Binomialsatz ist

Y C.xm %(1 - m) - %(1 -3 <1/2> (—4)"X”>.

n

Ein Koeflizientenvergleich zeigt

n+1 . —-1)- . _
Cn+1—(—1)”;(nli21>4"+1—(—1)”22 2(1/2) 2(1/2(711)1).!.. 2(1/2 — n)
o 1-3'5-...-(271—1)_ 1 2:4-...-2n 1-3-5-...-(2n—1)
Cn+1 n! Con+1 n! ' n!
1 @)1 <2n) .
n+l1(n)? n+1\n/

Satz 5.4. Es gilt

0| pmxm =] 1_71“ (EULER),
n=0 k=1

(i7) > b(n) xon _ exp(exp(X) — 1).

n!
n=0

Beweis.

(i) Wegen (1 — X*)=1 = "% (X*)" € 1 + X*C[[X]] ist das unendliche Produkt wohldefiniert
(Bemerkung 4.11)). Die Partition (1%1,...,n%) von n € Ny erfiillt a1 4+ 2a2 + ...+ na, = n. Daher
ist p(n) die Anzahl aller Tupel (ay,...,a,) € Nj mit a; + 2a2 + ...+ na, = n. Dies ist genau der
n-te Koeflizient von

A+ X+X24+ X34 A+ X+ X224 X2 )+ X34+ X324 X334 ) =]
k=1

1
1— Xk

(ii) Sei o := exp(exp(X) —1) = > 9 X". Dann ist ag = exp(exp(0) — 1) = exp(0) = 1 = b(0). Die
Kettenregel liefert

o0

Z Intl yn — of = exp(X) exp(exp(X) — 1)

[
~— nl
_ = vk YK vk — n
- () (YY) - X e
k=0 k= n=0 k=0
Daher ist an41 =Y _¢ (1) ak fiir n > 0 und die Behauptung folgt aus [Satz 2.37 O
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Bemerkung 5.5. Man kann Partitionen A = (A1,...,Ag) (mit \y > ... > X\¢) von n € N durch
Young-Diagramme (auch Ferrers-Diagramme genannt) visualisieren. Zum Beispiel:

(5,3,22,1%) = | ]

Durch Spiegelung an der Diagonalen erhélt man das Young-Diagramm der konjugierten Partition
N = (M,...,A]) von n. Zum Beispiel:

(5,3,22,1%) = [ [ 1= (7,4,2,1%

Im Allgemeinen gilt A, = [{j : \; > 4}| firi = 1,...,1. AuRerdem ist A" = A. Man nennt A symmetrisch,
falls X' = A.
Satz 5.6. Seien n, k € Ny.

(i) (EULER) Die Anzahl der Partitionen von n in ungleiche Teile ist gleich der Anzahl der Partitionen
i ungerade Teile.

(i) Die Anzahl der Partitionen von n in k Teile ist gleich der Anzahl der Partitionen mit gréfitem

Teil k.
(#1i) (SYLVESTER) Die Anzahl der symmetrischen Partitionen vonn ist gleich der Anzahl der Partitionen
in ungleiche, ungerade Teile.
Beweis.

(i) Ist u(n) die Anzahl der Partitionen in ungleiche Teile, so gilt

(1-X%)(1 - XY
1-X)1-Xx2)

Y um) Xt =1+ X)1+X*)(1+X?%)... =
1
(1—X)(1—X3)(1—X5)...
=14+ X+ X2+ )0 +X34+ X5+ ...,

Auf der rechten Seite steht die erzeugende Funktion von der Anzahl der Partitionen in ungerade
Teile.

(ii) Die Abbildung A — )\ liefert eine Bijektion zwischen den angegebenen Mengen.
(iii) Die folgende Abbildung liefert die gewtiinschte Bijektion:

{symmetrische Partitionen von n} — {Partitionen in ungleiche, ungerade Teile},
(Al,...,)\k) — (2)\1 — 1,2)\2 —3,2)\3 —5,...)
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Beispiel 5.7. Fiir n = 8 erhélt man

Partitionen in ungleiche Teile: (8), (7,1), (6,2), (5,3), (5,2,1), (4,3,1
Partitionen in ungerade Teile: (7,1), (5,3), (5,13), (3%,12), (3,1%), (1%)
Partitionen in ungleiche, ungerade Teile: (7,1), (5,3)

Symmetrische Partitionen: (32,2), (4,2,12)

Partitionen in 4 Teile: (5,13), (4,2,12), (3%,1%), (3,22,1), (29
Partitionen mit groftem Teil 4: (42), (4,3,1), (4,2%), (4,2,12), (4,1%)

Bemerkung 5.8. Sei pi(n) die Anzahl der Partitionen von n in Teile < k (nach ist dies auch
die Anzahl der Partitionen in hochstens k& Teile). Der Beweis von [Satz 5.4] zeigt

Zpk =(1+X+X24.. )(1+X2+X4+...)...(1+X’“+X2k+...):ﬁ.

Wir studieren nun die Anzahl py;(n) = p; x(n) der Partitionen von n mit hochstens & Teilen und jeden
Teil < I. Dies sind genau die Partitionen, deren Young-Diagramm in ein Rechteck der Grofe k x [ passt.
Der verbleibende Teil des Rechtecks um 180° gedreht ergibt eine Partition von kl —n vom gleichen

Format:
ﬂ B H

g;)pk,z(n)Xn = <k ;: l>-

Beweis. Induktion nach k 4 [. Fiir K = 0 oder [ = 0 sind beide Seiten gleich 1. Sei also k,I > 1. Sei
A = (A1, A2,...) € P(n) mit hochstens k Teilen und jeden Teil < . Ist A\ = [, so ist (A2, A3, ...) €
P(n —I) mit hochstens k — 1 Teilen. Anderenfalls ist jeder Teil von A hochstens [ — 1. Dies zeigt
Pei(n) = pri—1(n) + pr—11(n —1). Fir P(k,1) == pr(n)X™ gilt daher

Dies zeigt pii(n) = pri(kl —n)

Satz 5.9. Fiir k,1 >0 gilt

P(k,l) = P(k,l — 1)+ X'P(k — 1,1).

Die Behauptung folgt nun durch Induktion und [Lemma 4.36] O

Bemerkung 5.10. Wegen pj;(kl) = 1 und py(n) = 0 fiir n > kl ist (}) ein Polynom vom Grad
k(n — k) mit positiven Koeffizienten. Aus py;(n) = pii(kl — n) folgt auferdem, dass die Koeffizienten
,symmetrisch® sind. Setzt man X = 1 in [Satz 5.9] so erhélt man auf der linken Seite die Anzahl der
Partitionen, die in das k x [-Rechteck passen. Die rechte Seite wird fiir X = 1 zum gewohnlichen
Binomialkoeffizienten, denn

_Xn _ yvn—k+1
<“>_ X X XY (L XR
T 1=xk  1=-Xx 1 .
k s (I+... +Xk1) 1

Der Gaufssche Binomialsatz wird fiir X = 1 also zum gewohnlichen Binomialsatz.
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Beispiel 5.11.

5
<2> = p23(0) + ...+ p23(6) XS =1+ X +2X2 +2X3 4 2X* 4 X5 + X6,

Satz 5.12 (ERDOS-TURAN). Seien n,d € N. Die Anzahl der Permutationen von Sy, deren Zyklenlingen
nicht durch d teilbar sind, ist

Ln/d]

n'H

kd—l

Beweis (POLYA). Die Anzahl der Permutationen vom Typ (11,... nl) ist

n!
10 ... nlnlll o)

nach [Satz 2.25| Die gesuchte Anzahl, geteilt durch n!, ist daher der Koeflizient von X" in

0o oo k k © vk 0 ydk
I35 5C0) = v ea( £ 0) =on(E - 2 5)

d 1-X
v p— d—1 ) oo
o (e 5 (0 e

Darin tritt X" genau dann auf, wenn n = gd +r mit 0 < r < d und ¢ = |n/d| (Division mit Rest).
Der Koeffizient ist dann

_ a1 _
(_1)q<(1 qd)/d) ) T k:dkd L -

k=1 k=1

Beispiel 5.13. Eine Permutation hat genau dann ungerade Ordnung, wenn sie nur aus Zyklen ungerader
Lange besteht. Die Anzahl der Permutationen in S,, mit ungerader Ordnung ist daher

n:

12. 32 . (n —2)%.n falls n ungerade

(vgl. |Aufgabe 22)). Speziell fiir n = 5 zdhlt man 4! = 24 5-Zyklen (Satz 2.10)), 35— = 20 Permutationen

vom Zyklentyp (3,12) und die Identitdt. Also insgesamt 24 + 20 + 1 = 45 = 32 - 5.
Satz 5.14 (EULERs Pentagonalzahlensatz).

ﬁ(1 XM =1+ i(—l)k(X
k=1 k=1

—1-X-—X?4 X4 XT_XxP2_Xx154

3k2 4k - fo v B2tk
X =2 ): Z(_l)X 2

k=—o00

43



Beweis (FRANKLIN). Sei n € N und A,, die Menge der Partitionen von n in ungleiche Teile. Fiir
A € A, sei |\ die Anzahl der Teile von A. Der n-te Koeffizient von (1 — X)(1 — X?)... ist dann
ZAeAn(_l)l/\‘ (vegl. Beweis Von. Sei zuniichst n # (3k2 4 k) /2 fiir alle k € N. Wir konstruieren
eine Permutation F' auf A,, mit [F(\)] = |\| £1 fiir alle A € A,,. Dann folgt

Z (- = Z (—DHIFNI = — Z (- =0
AEA, AEA, AEA,

wie gewiinscht. Sei A = (A1,..., ) €Ay mit Ay > ... > N und s:=max{1 <i<[: )\ =X\ —i+1}.
Wir definieren

F(\) = {()\1 =1, s — L, Agh1,- -5 AL S) falls s < A,

()\1 +1,.. .,)\)\l + 17/\>\l+17 .. .,)\1_1) falls s > A;.
.? F .i!:'

Dies funktioniert nur in zwei Féllen nicht: Im ersten Fall ist A = (2k — 1,2k —2,..., k) und

2k—1
. 2k k 3k% —k
- ()-()-

i=k

Im zweiten Fall ist A = (2k,2k — 1,...,k+ 1) und

2k
. 2k +1 E+1 3k% +k
o= 3= () ()=

i=k+1

Beides war ausgeschlossen. Also ist ' wohldefiniert und |F()\)| = [A| £ 1 fiir alle A € A,,. Wegen F? = id
ist F' eine Permutation.

Ist nun n = (3k? 4 k) /2, so kann man F immer noch auf A,, \ {1} definieren, wobei p eine der beiden
oben genannten Partitionen ist. Man erhéilt dann

PO R C R SN e N CE LD DI GV e
A€y A€\ {p} A€A\{p}

wie gewiinscht. O

Bemerkung 5.15. Aus den Sétzen [5.4] und folgt

> p(n) X"
n=0

[e.e]

3 (—1)F x5 =

k=—00

und

i (—1)kp(n— 3k22+ k:) _ 0

k=—n

fir n € N, wobei p(k) := 0 fiir k£ < 0. Man erhélt eine Rekursionsformel:

p(0) =1,
p(n)=pn—1)+pn—2)—pn—>5)—pn—"7)+... (n e N).
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Beispiel 5.16. Es gilt

p(1) =p(0) =1,

p(2) = p(1) +p(0) = 2,

p(3) =p(2) +p(1) =3,

p(4) = p(3) +p(2) =342 =15,

p(5) =p4) +p(3) —p(0)=5+3—-1="1,
p(6) =p(5) +p4) —p(1) =7+5—-1=11

(vgl. https://oeis.org/A000041).

Folgerung 5.17. Fir alle n € Ny gilt p(n) < F,+1, wobei F,, die n-te Fibonacci-Zahl.

Beweis. Da man aus jeder Partition von n durch Anfiigen einer 1 eine Partition von n + 1 herstellen
kann, gilt p(n) < p(n + 1) fir alle n € Np. Aus |Bemerkung 5.15|folgt daher p(n) < p(n — 1) + p(n — 2).
Wegen p(0) =1 = F; und p(1) = 1 = F; erhdlt man induktiv p(n) < F41. O

Bemerkung 5.18. Ramanujan hat

5| p(bn +4),
7| p(Tn +5),
11| p(11n + 6)

fiir alle n € Ny bewiesen ]

6 Zahlen bis auf Symmetrie

Bemerkung 6.1. Viele Zahlprobleme vereinfachen sich, wenn man Symmetrien beriicksichtigt. Sym-
metrien werden durch Gruppen modelliert. Wir wiederholen ein paar Fakten aus der Algebra.

Definition 6.2. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge () ist eine Abbildung G x ) — €,
(g,w) — 9w mit folgenden Eigenschaften:

e VweN:lw=uw,
e Vg, h € GVw € Q:9(hw) = 9hw.

Fiir w € Q nennt man “w = {w : g € G} C Q die Bahn von w und G, := {g € G : 9w = w} < G den
Stabilisator von w in G. Existiert nur eine Bahn, so heift die Operation transitiv. Man nennt |“w| die
Linge der Bahn.

Beispiel 6.3.

(i) Fir jede Menge A operiert G := Sym(A) auf A durch %a := o(a), denn id(a) = a und ?("a) =
o(r(a)) = (o7)(a) = “7a fir a € A und 0,7 € G. Diese Operation ist transitiv, denn fiir
verschiedene a,b € A liegt die Transposition (a,b) in G und (@b)g = b. Dies zeigt “a = A fiir alle
a € A. Die Lange eines Zyklus o € Sym(A) ist gleichzeitig die Lange einer Bahn von (o).

9Fin Beweis der ersten beiden Aussagen steht in meinem Kombinatorik-Skriptl
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(ii) Fiir jeden K-Vektorraum V operiert G := GL(V) auf V durch fv := f(v) fiir f € GL(V) und
v € V. Dies folgt aus Wegen G < Sym(V). Die Bahn des Nullvektors ist “0 = {0}. Insbesondere
ist die Operation nur transitiv, falls V' = {0}.

(iii) Sei 2 := {1,...,n} die Menge der Eckpunkte eines regelmifigen n-Ecks A C R? mit n > 3.
Bei geeigneter Anordnung beschreibt der n-Zyklus ¢ = (1,...,n) € S,, eine Drehung von A
um den Winkel 27 /n. Auf diese Weise operiert die zyklische Gruppe (o) transitiv auf 2. Die
Permutation 7 = (1,n)(2,n — 1) ... € S, beschreibt eine Spiegelung von A (ist n ungerade, so
verlauft die Spiegelachse durch den Fixpunkt (n + 1)/2; ist n gerade, so hat 7 keine Fixpunkte).
Die Symmetrien o und 7 erzeugen gemeinsam die Diedergruppe Day, := (o, 7) < S,,. Bekanntlich
besteht Do, aus allen Produkten der Form o' 7i2g% . . .. Wegen o" = 72 =1 und 70 = o~ 7 ldsst
sich jedes Element eindeutig in der Form o mit0<i<n—1lund0< 7 <1 schreiben. Dies
zeigt |Day,| = 2n.

Bemerkung 6.4.

(i) Fur g € G ist die Abbildung w +— 9w eine Bijektion auf € mit Umkehrabbildung w — 971w, denn
909 w) =99y =lw=w=... =9 (%w). Daher bestimmt jedes g eine Permutation in Sym(2).
(ii) Wir zeigen, dass
a~f <<= dgeG:9%a=p

eine Aquivalenzrelation auf Q definiert. Wegen 'a = «v ist ~ reflexiv. Aus 9o = f3 folgt 9715 =
97 (90) = 9 9 = o = a. Also ist ~ symmetrisch. Sei schlieRlich 9o = 8 und "8 = ~ fiir
g,h € G und a, B,y € Q. Dann ist Ma = "(9a) = "3 = 5. Daher ist ~ transitiv und eine
Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind genau die Bahnen. Insbesondere bilden die Bahnen
eine Partition von ).

(iii) Sei H < G. Dann operiert H auf G durch "z := zh™! firh€ Hund 2 € G, denn 'z = 217! =z

und
I(ha) =9(ah™) = (@h™ g™t =a(h ) = a(gh) "t ="

fir g,h € H. Die Bahnen sind die Linksnebenklassen xH = {zh : h € H} fir x € G. Sei
G/H :={zH :x € G} und |G : H| :=|G/H| der Indez von H in G. Fir z € G ist die Abbildung
H — xH, h — xh bijektiv mit Umkehrabbildung g — x~!g. Also haben alle Linksnebenklassen
von H die Méchtigkeit |H|. Es folgt der Satz von Lagrange | |G| = |G : H||H]|. ‘ Insbesondere sind
|H| und |G : H| Teiler von |G|, falls |G| < occ.

Satz 6.5 (Bahn-Stabilisator-Satz). Fir jede Operation von G auf einer Menge Q0 gilt

]Gw| = |G : G|

fiir alle w € Q.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Abbildung F': G/G,, — “w, G, — “w eine Bijektion ist. Wegen

1 1 1 T

121G, =yG, <= y 1€ G, = YV Tw=w = Yw =Y w)="w

fir x,y € G ist F wohldefiniert und injektiv. Die Surjektivitidt folgt aus der Definition der Bahn. [

Bemerkung 6.6.

(i) [Satz 6.5{ und Lagrange zeigen, dass die Bahnenlédngen stets Teiler der Gruppenordnung sind, falls
|G| < 0.
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(ii) Ist A ein Reprédsentantensystem fiir die Bahnen von G auf €, so erhélt man die Bahnengleichung

Q=191 ="1G: Gjl.

JSTAN LISTAN

(ili) Sei |G| = 77 und |Q2] = 23. Nach der Bahnengleichung existieren a, b, ¢ € Ny mit 23 = a+ 7b+ 11c.
Es folgt a > 0, d. h. G hat stets einen Fixpunkt auf €.

Satz 6.7 (BURNSIDEs Lemma). Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer Menge Q2 operiert. Fir
g€ G sei f(g) :=|{weQ:ge Gy} die Anzahl der Fizpunkte von g auf Q. Dann ist

|é,‘Z:f(g)

geG

die Anzahl der Bahnen von G auf €.

Beweis. Liegen o, € Q in der gleichen Bahn, so gilt |G : Go| = |“al = |“8| = |G : Gjs|. Nach
Lagrange folgt |G| = |G| (beachte: |G| < 00). Sei A C €2 ein Représentantensystem fiir die Bahnen
von G auf €. Dann gilt

> ) =Klgw) € GxQ:9w=w} = |Gl =D [9]|Gs]
geG weN [J<VAN

= 1G:GsllGs| = Y |G| =A@l

JSFAN 0eA
Dies zeigt die Behauptung. O

Beispiel 6.8.

(i) Sei G eine endliche Gruppe, die transitiv auf € mit |2] > 1 operiert. Nach Burnsides Lemma ist 1
die durchschnittliche Anzahl an Fixpunkten von Elementen aus G. Andererseits gilt f(1) = || > 1.
Es muss daher stets fixpunktfreie Elemente in G geben. Dies verallgemeinert

(ii) Wir wollen Halsketten mit sechs Perlen zéhlen, wobei Perlen in drei Farben zur Verfiigung stehen.
Naiverweise gibt es zunichst 3° solche Halsketten, von denen jedoch einige identisch sind. Wir
ordnen die Halskette so an, dass die Perlen ein regelméfiges 6-Eck bilden. Rotation um /3 wird
die Halsketten nicht verdndern. Ebenso kénnen wir die Halskette im Raum drehen und dadurch
eine Spiegelung der 6 Eckpunkte realisieren. Zwei Halsketten sind also genau dann identisch, wenn
sie in der gleichen Bahn unter G := D5 liegen. Wir wenden Burnsides Lemma auf die Menge (2
der 35 Halsketten an.

Sicher ist f(1) = 3°. Eine Drehung ¢ € G um /3 lisst nur die drei einfarbigen Halsketten fest,
d.h. f(¢) = 3. Die Drehung o2 um 27/3 liisst die einfarbigen Halsketten und die Halsketten
mit alternierenden Farben fest. Davon gibt es f(0?) = 32 Stiick. Analog zeigt man f(o3) = 33.
AuRerdem ist f(o*) = f(072) = 32, f(¢®) = f(67') = 3 sowie ¢ = 1. Sei nun 7 eine der drei
Spiegelungen durch zwei Seitenmittelpunkte. Dann ist f(7) = 33. Sei schlieflich p eine der drei
Spiegelungen durch zwei Eckpunkte. Dann ist f(p) = 3%.

D &
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(iii)

Nach Burnsides Lemma gibt es

1 1
ﬁ(36+2-3+2.32+33+3-?§"'+3-34) = 1(34(3+1)+32(1+3)+2+6)
=81+9+2=092
verschiedene Halsketten.

Auf wie viele Weisen kann man die sechs Flichen eines Wiirfels W C R3 firben, wenn n Farben
zur Verfiigung stehen? Naiv: n®. Drehungen im Raum verdndern W nicht wesentlich. Spiegelungen
aber schon. Wir suchen daher die Anzahl der Bahnen unter der Drehgruppe von W.

Drehachse Winkel Anzahl Drehungen Anzahl Fixpunkte
gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte 0° 1 nd
gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte +90° 6 n?
gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte 180° 3 n?
gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte — 180° 6 n?
Raumdiagonale +120° 8 n?

24

Nach Burnsides Lemma ist die Anzahl der gefdrbten Wiirfel gegeben durch

n2
<n 4 3n2 +12n+8>

1
(n + 6n° + 3n* + 6n° + 8n?) = 24

24

Fiir n = 2 erhélt man folgende zehn Wiirfel:

ST b

Mochte man nur Wiirfel mit paarweise verschiedenen Seitenfarben, so hat man zunéchst n(n —
1)...(n —5) Moglichkeiten (Variationen ohne Wiederholung). Da nun jede nicht-triviale Drehung
fixpunktfrei ist, vereinfacht sich Burnsides Lemma zu syn(n — 1)...(n —5). Fiir n = 6 erhilt
man die 30 MACMAHON-Wiirfel:

TTTTYT
TTTTTT
TTTTTT
TiyreT
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TTTYTT

3M.53.72 .11 = 43.252.003.274.489.856.000

(iv) Es gibt

Zusténde des 3 x 3 x 3-Zauberwiirfels, von denen sich aber viele durch rdumliche Drehung und
Spiegelung ineinander iiberfithren lassen. Mit Burnsides Lemma reduziert sich die Anzahl auf

901.083.404.981.813.616

wesentlich verschiedene Zusténdem Damit konnte man 2010 zeigen, dass sich jeder Zustand durch
hochstens 20 ,,Ziige” 16sen lasst (god’s number, siche https://cube20.org/).

(v) Mit Burnsides Lemma kann man auch zeigen, dass es
5.472.730.538

wesentlich verschiedene (ausgefiillte) 9 x 9-Sudokus gibtm

Bemerkung 6.9. Im Folgenden verfeinern wir Burnsides Lemma, um zum Beispiel Halsketten mit
bestimmtem Wert zu zihlen (die Perlenfarben sollen dabei nicht mehr unbedingt gleichwertig sein).
Dafiir betrachten wir eine Operation von G auf Q (,Perlen”) und eine weitere endliche Menge A
(,Farben“). Dann operiert G auf A? = {f: Q — A} (,Halsketten) durch (9f)(w) := f(¢  w) fiir g € G,
weQund f € A?, denn (1f)(w) = f(w) und

1

COR) ) =CHE " w = W) = £ w) = £ W) = () (w)

fir g,h € G. Fiir eine Funktion w: A — No (,Wert”) definieren wir w(f) := > cqw(f(a)), w; :=
lw=1(3)] fiir i € Ny und

W(X):=> wX'eCX].
1=0
Sei
(A% i= {f € A% w(f) = &)
(,Halsketten vom Wert k“). Wegen

wl@f) =Y w(EH) =3 w(f @)= wf(a)=w(f)

a€el) a€e ae

fiir g € G operiert G auch auf (A®);,. Schlielich sei (121(9) 222(9) ) der Zyklentyp von g als Element

von Sym(Q) (vel. [Batz 2.25).

Satz 6.10 (POLYA). Mit den Bezeichnungen aus|Bemerkung 6.9 ist die Anzahl der Bahnen von G auf

A der Koeffizient von X* in
(A% 1fi
1 ad .
@ > [ wixh=). (6.1)

geGi=1

Wgiehe [Sambale, Endliche Permutationsgruppen, Springer, 2017]
Hsiche [Russell-Jarvis, Mathematics of Sudoku IT, Mathematical Spectrum 39 (2006), 54-58|

49


https://cube20.org/

Beweis. Sei fi(g) die Anzahl der Fixpunkte von g € G auf (A®);. Nach Burnsides Lemma miissen wir

zeigen, dass
Z%)(wer > ilg)) x* = G 2 2 filg)X*

geG geG k=0
mit (6.1]) iibereinstimmt. Es gentigt also

> Jilg Xt = wxhH=©
k=0 i=1

fiir g € G zu beweisen. Seien Aq,..., Ay C Q die Bahnen von g mit Lingen [1,...,l;. Dann sind
l1,...,ls auch die Zyklenléngen von g und es folgt

s

o0 o0
[Tw &)@ =[[(wo +wi X" +wp X+ )=>" > wpy.wp, X
i=1 i=1 k=0 (ki,..,ks)ENS

kili+...+ksls=k

Also miissen wir

fi(g) = o wpy . w,

(klv---vks)ENS
kil1+...+ksls=k

nachweisen. Jeder Fixpunkt f € (A%); von g ist auf A; fiir jedes 7 konstant. Fiir die Wahl von f(4)
mit w(f(9)) = k; gibt es wy, Moglichkeiten. Dabei gilt

E=w(f) =YY w(f() =kl +...+kds

i=1 d€A;

Dies zeigt die Behauptung. O

Beispiel 6.11.

(i) Wir betrachten noch einmal die Halsketten mit sechs Perlen aus drei Farben (rot, blau und griin).
Die roten Perlen seien 3€ wert, die blauen 2€ und die griinen 1€. Wie viele Halsketten im Wert
von 12€ kann man herstellen? Sei  :={1,...,6}, A :={r,b,¢} und w(r) := 3, w(b) := 2 und
w(g) := 1. Dann ist W(X) = X + X2 + X3 und wir suchen die Anzahl der Bahnen von G := D
auf (A?)15. Das triviale Element von G hat Zyklentyp (1%). Die Rotation ¢ um 7/3 hat Zyklentyp
(61). Analog erhiilt man z3(0?) = 2 = 23(c?) und 22(03) = 3. Fiir die Spiegelungen 7 € G durch
Seitenmittelpunkte ist zo(7) = 3 und die verbleibenden drei Spiegelungen durch Eckpunkte haben
Zyklentyp (12,2%). Gleichung hat nun die Form

1

= (W(X)6 +2W(XO) + 2 (X3)2 + W (X2) + 3W (X2)3 + 3W(X)2W(X2)2)

= . =X xTyx16 46X 412X 4 13x18
+18X 12 + 13X +12X10 4 X9 44X + X7 4+ X6

Es gibt also 18 Halsketten im Wert von 12€.
(ii) Polya hat mit [Satz 6.10| die Anzahl von Isomeren von Alkoholen und Paraffinen bestimmt.
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Graphentheorie

Bemerkung. Graphentheorie kénnte man als Diskretisierung von Geometrie beschreiben. Im Gegensatz
zur Geometrie interessieren wir uns nicht fiir Winkel, Flacheninhalte oder Kriimmungsverhalten, sondern
nur fiir die Relation, in denen Objekte miteinander stehen (benachbart, verbunden u. &.).

7 Eulersche Touren und Hamiltonsche Kreise

Definition 7.1.

e Ein (Multi)graph Q = (g, Q) besteht aus einer endlichen nichtleeren Menge Qg von Ecken
und einer (Multi)menge Qp C (QQE) von K anten Ist Qk eine Menge, so nennt man 2 einfach.

e Ecken a, 8 € Qp heifien benachbart, wenn {a, f} € Q. Allgemeiner nennt man Ecken «, 5 € Qp
verbunden, falls ein Weg o« = a,..., 0, = f € Qp mit {a;,q;41} € Qg firi =1,...,m—1
existiert (m — 1 ist die Linge des Wegs). Dies beschreibt eine Partition auf Qg, deren Teile man
(Zusammenhangs)komponenten von €2 nennt.

e Gibt es nur eine Komponente, so heifst 2 zusammenhdngend und anderenfalls unzusammenhdngend.
Bemerkung 7.2. Wie {iblich werden wir Multigraphen durch Diagramme veranschaulichen. Auf dem
Computer lassen sich Graphen als DOT-Datei beschreiben und mittels Graphviz| visualisieren.

Beispiel 7.3.
(i) Der folgende Multigraph € hat Eckenmenge Qp = {1,...,9}.

© ©
b T
® ®

Zwischen 4 und 9 liegt eine doppelte Kante (wir sagen auch Mehrfachkanten dazu). Also ist
nicht einfach. Die Ecken 1 und 5 sind verbunden, aber nicht benachbart. Die Komponenten von 2
sind {1,2,3,4,5,9}, {6} und {7,8}.

(ii) Der triviale Graph T, = ({1,...,n},®) ohne Kanten und der wvollstindige Graph V, :=

Ta: Vy

2Tm Gegensatz zu vielen Biichern lassen wir keine Schleifen zu, also Kanten der Form {w,w}.
13In der Literatur wird der vollstindige Graph meist mit K, bezeichnet.
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(iii) Eine Gerade G, := ({1,...,n},{{i,i+1}:9i=1,...,n —1}) mit n > 2 Ecken.

gs: —— o o o o

(iv) Ein Kreis Ky, := ({1,...,n},{{i,i+1}:i=1,...,n — 1} U{1,n}) mit n > 3 Ecken (wir sagen
auch n-Fck um die Anzahl der Ecken zu betonen).

ng == Vg:

(v) Ein Stern S, .= ({1,...,n},{{i,n}:i=1,...,n—1}) mit n > 4 Ecken.

84:

(vi) Fiir jeden (einfachen) Graphen € existiert der komplementire Graph Q¢ = (Qp, (QQE) \ Qk).
Offenbar ist 7, = V¢.

(vii) Fiir Multigraphen 2 und A ist auch die (disjunkte) Vereinigung QUA = (QpUAg, Qx UAK) ein
Graph mit |QUA| = |Q] + |A|. Offenbar ist jeder Multigraph die Vereinigung seiner Komponenten.

(viii) Fiir Induktionszwecke werden wir oft Ecken oder Kanten eines Multigraphen €2 entfernen. Beim
Entfernen von Ecken werden auch die anliegenden Kanten entfernt. Konkret definieren wir

(Qp, Qi \ A) falls A C Qp,
Q\A:= Qp\A
(QE\A,QKQ( E2 )) falls A C Q.

Bemerkung 7.4 (Konigsberger Briickenproblem). Folgende von Euler beantwortete Frage ist die
Geburtsstunde der Graphentheorie: Konigsberg wurde damals durch sieben Briicken iiber die Pregel
unterteilt; etwa so:

Ist es moglich eine Stadtfithrung zu organisieren, bei der jede der Briicken genau einmal iiberquert
wird?

Definition 7.5. Sei () ein Multigraph.

e Der Grad deg(a) einer Ecke o € Qp ist die Anzahl der Kanten (gezahlt mit Vielfachheiten), die
« enthalten. Haben alle Ecken denselben Grad k, so heifst £ k-reguldr.
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e Ein Weg w = (a1, ..., a,) € QF heiflt geschlossen, falls oy = o, (Start = Ziel). Ein geschlos-
sener Weg w heifit eulersche Tour, falls w jede Kante von Qg genau einmal benutzt, d.h. die
Multimengen {{a1,as},...{an—1,a,}} und Qg sind gleich (Ecken diirfen beliebig oft in w
auftreten).

e Man nennt 2 eulersch, falls €) eine eulersche Tour besitzt.

Lemma 7.6 (Handschlaglemma). Fiir jeden Multigraphen S gilt 3 ,.q  deg(a) = 2|Qk|. Insbesondere
ist die Anzahl der Ecken mit ungeradem Grad gerade.

Beweis. Jede Kante {«, 5} liefert einen Beitrag zu deg(«) und einen Beitrag zu deg(f). Dies zeigt die
Formel. Die zweite Aussage folgt aus

H{a € Qp : deg(a) ungerade}| = Z deg(a) =2|Qx| =0 (mod 2). O

OZEQE

Bemerkung 7.7. Ein unzusammenhéngender Multigraph €2 ist genau dann eulersch, wenn er eine
eulersche Komponente A besitzt mit = AT, fiir ein n > 1 (denn jede eulersche Tour findet innerhalb
einer Komponente statt). Wir kénnen uns daher auf zusammenhéngende Multigraphen konzentrieren.

Satz 7.8 (EULER-HIERHOLZER). Ein zusammenhdngender Multigraph ist genau dann eulersch, wenn
alle Ecken geraden Grad haben.

Beweis. Sei w = (o, ..., ay,) eine eulersche Tour in Q. Angenommen «; wird k-mal auf w besucht. Da
w geschlossen ist, ,verbraucht man dafiir 2k verschiedene Kanten (je eine fiir ,Ankunft und , Abfahrt“).
Da auf diese Weise alle Kanten an «; benutzt werden miissen, ist deg(ay) = 2k eine gerade Zahl. Nun
ist offenbar auch (ag, ..., an,as) eine eulersche Tour und deg(asy) muss gerade sein usw.

Seien nun deg(«) gerade fiir alle a € Qp. Sei w = (ayq, ..., ay) ein moglichst langer Weg in €2, bei dem
jede Kante hochstens einmal benutzt wird. Da man w nicht verlangern kann, wurden alle Kanten an
oy, benutzt. Wird «,, zwischendurch besucht, d.h. a,, = «; fiir 1 < i < n, so verbraucht man dabei
zwei Kanten von «,. Da deg(ay,) gerade ist, muss a; = ay, gelten, d.h. w ist geschlossen. Nehmen
wir an, dass w keine eulersche Tour ist. Dann wurde mindestens eine Kante, sagen wir {«, 5} nicht
in w benutzt. Da £ zusammenh#ngend ist, konnen wir diese Kante so wihlen, dass o zu w gehort,
0.B.d. A. a = a,,. Dies widerspricht aber der Feststellung, dass bereits alle Kanten an «,, verbraucht
wurden. Also ist w eine eulersche Tour und €2 ist eulersch. O

Beispiel 7.9. Das Konigsberger Briickenproblem ist unlésbar, da hier alle Ecken ungeraden Grad
haben. Selbst wenn man auf die Geschlossenheit der eulerschen Tour verzichtet, kann es keine Losung
geben, denn dafiir diirften hochstens zwei Ecken ungeraden Grad haben (némlich Start- und Zielecke;
verbindet man diese Ecken mit einer zusétzlichen Kante, so erhélt man eine eulersche Tour). Aus
diesem Grund ldsst sich andererseits das Haus vom Nikolaus zeichnen ohne Absetzen des Stifts und
ohne Kanten doppelt zu ziehen:

Die beiden unteren Ecken mit ungeradem Grad dienen als Start- und Zielecke.
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Definition 7.10. Sei 2 ein Multigraph.

e Ein geschlossener Weg der Léange > 3 heifst Kreis, falls er jede Ecke héchstens einmal besucht
(offenbar wird dann auch jede Kante hochstens einmal besucht). Die entsprechenden Ecken bilden
also einen KC,,.

e Ein Kreis heifst hamiltonsch, falls er jede Ecke von © (genau) einmal besucht. Man nennt
hamiltonsch, falls € einen hamiltonschen Kreis besitzt.

Bemerkung 7.11. Da bei Kreisen jede Kante hochstens einmal benutzt wird, hingt die Existenz von
Kreisen nicht von méglichen Mehrfachkanten ab. Bei der Frage, ob ein Graph hamiltonsch ist, kann
man sich daher auf einfache zusammenhéngende Graphen beschrénken.

Beispiel 7.12.

(i) Selbstverstandlich ist der Kreisgraph K,, hamiltonsch und ebenso der vollstdndige Graph V), fir
n > 3, denn er ,enthélt* K,. Andererseits kénnen G, und S,, nicht hamiltonsch sein, denn sie
besitzen iiberhaupt keine Kreise.

(ii) Wir betrachten den zusammenhéngenden, 3-reguliren Petersen-Graph 2

/

R

<

Angenommen 2 besitzt einen hamiltonschen Kreis. Durch Umformen hat dieser die Form

Im ,Inneren“ des Kreises verlaufen fiinf weitere Kanten, denn €2 besitzt insgesamt 15 Kanten
(2|1Q2k| = >_deg(a) = 3-10). Da jede Ecke Grad 3 hat, sind die inneren Kanten paarweise disjunkt.
Durch diese Bedingung entsteht immer ein Dreieck oder Viereck:

SRGASRS

Man priift aber leicht, dass €2 weder Dreiecke noch Vierecke besitzt. Also ist €2 nicht hamiltonsch.

(iii) (Springerproblem) Ein Springer (auch Pferd genannt) steht als einzige Figur auf einem Schachbrett.
Kann der Springer durch hintereinander folgende Ziige jedes der 64 Felder genau einmal besuchen
und anschlieiend wieder auf seinem Startfeld landen? Gesucht ist also ein hamiltonscher Kreis in
einem Graphen mit 64 Ecken.
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(iv) (Problem des Handelsreisenden) Ein Geschéftsmann mochte 10 Stddte besuchen. Durch Ver-
kehrshindernisse (Gebirge, Seen, Grenzen, ... ) gibt es nicht zwischen allen Stddten eine direkte
Verbindung. Gibt es eine Route, bei der der Geschéiftsmann jede Stadt genau einmal besucht und
schlieRlich zum Heimatort zuriickfindet? Noch schwieriger wird es, wenn man die Reisezeit (oder
den Kraftstoffverbrauch) minimieren mochte. Man muss dann den Kanten des Graphen Gewichte
zuweisen.

Satz 7.13 (ORE). Sei Q ein Graph mit mindestens drei Ecken. Fir je zwei verschiedene Ecken
a,f € Qp gelte {a, B} € Qk oder deg(a) + deg(B) > |Qg|. Dann ist Q hamiltonsch.

Beweis. Sei €2 ein Gegenbeispiel mit moglichst vielen Kanten, d. h. nach Hinzufiigen einer beliebigen
Kante sei ) kein Gegenbeispiel mehr. Da der vollstdndige Graph hamiltonsch ist, existieren verschiedene
a, € Qp mit {a, B} ¢ Qx, also deg(a) + deg(B) > |Qg|. Der Graph Q' := (Qg, Qx U {{a, 5}}) erfiillt
ebenfalls die Voraussetzung und muss nach unserer Annahme hamiltonsch sein. Es gibt aufserdem einen
hamiltonschen Kreis (i, ..., an, a1), der die Kante {«, 5} benutzt, 0. B.d. A. a1 = o und ay = . Sei
S, die Menge der Nachbarn von « in {2 und sei

Sgi={a; i <n,{ai11,B8} € Qk}.

Dann ist o ¢ S, U Sg und daher [S, U Sg| < Q2| = n. Wegen {«, 8} ¢ Qk hat jeder Nachbar von 8
die Form ;41 mit @ < n. Dies zeigt |So| + |Sg| = deg(a) + deg(B) > n. Also existiert a; € S, N Sp.

Dann wiére aber (o, v, i—1, ..., Q2, Qit1, ..., 0p, @) ein hamiltonscher Kreis in €.
a B o B
Qp Qa2 Qn >< Q2
. ’ . ’
\ ’ \ ’
Al ’ Al ’
A ’ A ’
\ . \ .
Qi1 — Oy dit1 o

Beispiel 7.14. Der Graph 2

hat sechs Ecken und ist 3-regulér. Nach Ore ist €2 hamiltonsch.

Bemerkung 7.15.

(i) Der Kreisgraph K5 zeigt, dass die Umkehrung vom Satz von Ore falsch ist. Im Gegensatz zu
eulerschen Touren ist es schwer zu entscheiden, wann ein Graph hamiltonsch ist. Diese Frage
ist sogar NP-vollstdndig, d. h. sie ist genauso schwer wie eine Reihe bekannter Probleme. Die
Entdeckung eines Algorithmus mit polynomialer Laufzeit wiirde das Millenniumsproblem ,P =
NP 16sen, wofiir ein Preisgeld von einer Million Dollar ausgeschrieben ist.
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(ii) Fir das Springerproblem findet man explizite Losungen bei Wikipedia, aber keine abstrakte
mathematische Begriindung, warum eine Losung existieren muss (die Bedingung von Ore ist nicht
erfillt).

Definition 7.16. Sei Q ein Multigraph mit Qg = {a1,...,a,}. Sei a;; die Anzahl der Kanten
{oi,a;} € Q. Man nennt A(2) := (a;;) € C**" die Adjazenzmatriz von €.

Satz 7.17. Sei Q ein Multigraph mit Qp = {a1,...,an}. Die Anzahl der Wege der Ldange | von «;
nach o ist gleich dem Eintrag von A(Q)! an Position (i, j).

Beweis. Die Wege der Lange | = 1 entsprechen genau den Kanten {a;,a;} € Q. Daher gilt die Aussage
fiir I = 1. Sei nun I > 2 und A(Q)'~! = (bs). Durch Induktion nach ! kénnen wir annehmen, dass b;; die
Anzahl der Wege der Lange [ — 1 von o; nach «; ist. Jeder solche Weg léasst sich auf a;; verschiedene
Weisen nach «; fortsetzen. Daher ist Z?Zl bitar; die Anzahl der Wege der Lange [ von «; nach «;. Dies
ist auch der Eintrag von A(Q)"1A(Q) = A(Q)! an Position (4, j). O

Beispiel 7.18. Sei v :=(1,...,1) € R™. Dann ist vv' = n und J := v'v € R™" ist die Matrix, die nur
Einsen enthilt. Fiir & > 1 ist J¥ = (v'0)F = vtvo'...v = n*~1J. Fiir den vollstindigen Graphen gilt
A:=A0V,)=J —1,. Da J mit 1, vertauschbar ist, lasst sich die binomische Formel anwenden:

l l

Al — Z <Ii>(_1)l—kjk — (=11, + JZ(_l)l—k (li)nk_l

k=0 k=1
1
= (-1, + ((n = D! = (1))
Die Anzahl der Wege der Lange [ zwischen zwei Ecken «, 5 in V), ist daher %((n — D= (=1)Y) falls
a# Bund =1((n — 1)1 + (1)) falls o = B.

Bemerkung 7.19. Nach Konstruktion ist die Adjazenzmatrix A(f2) reell und symmetrisch. Daher sind
alle Eigenwerte reell und A(€) ist diagonalisierbar (Hauptachsentransformation).

Satz 7.20. Seien \i,...,\, € R die Figenwerte (mit Vielfachheiten) der Adjazenzmatriz eines
Multigraphen Q. Dann ist )\ll + ...+ AL die Anzahl aller geschlossenen Wege der Linge | in €.

Beweis. Sei A := A(2). Die Anzahl der (geschlossenen) Wege der Lénge [ von «; nach «; ist der
Diagonaleintrag (i,4) von A! nach [Satz 7.17, Daher ist die Spur tr(A') die Anzahl aller geschlossenen
Wege der Liinge I. Sei S € GL(n,R) mit SAS~! = diag(A1,...,A,) =t D. Dann ist

tr(A) = tr(S7ID!S) = tr(D'SS™) = tr(DY) = A, 4+ ... + AL, O
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8 Nachbarn und Zusammenhang

Bemerkung 8.1. Angenommen auf einer Party haben je zwei Personen genau einen gemeinsamen
Freund. Wir zeigen, dass es einen ,Gastgeber” geben muss, also eine Person, die mit allen befreundet ist.

Satz 8.2 (Freundschaft-Theorem). Sei Q ein Graph, in dem je zwei verschiedene Ecken genau einen
gemeinsamen Nachbarn haben. Dann existiert eine Ecke, die zu allen anderen Ecken benachbart ist.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an, d.h. jede Ecke ist zu mindestens einer anderen FEcke nicht
benachbart. Aus der Voraussetzung folgt, dass {2 zusammenhéngend ist. Wir zeigen zunéchst, dass
Q regulér ist. Seien «, 5 € Qg verschieden und nicht benachbart. Seien 4, ..., die Nachbarn von
a. O.B.d. A. sei 72 der gemeinsame Nachbar von « und § und ~; sei der gemeinsame Nachbar von
a und 7. Fir ¢ = 2,...,d sei §; der gemeinsame Nachbar von § und ~;. Im Fall §; = ~; hétten «
und f die beiden Nachbarn 7 und ~,. Im Fall §; = J; mit ¢ # j wéren 7; und 7; zwei gemeinsame
Nachbarn von ¢; und «. Also besitzt 8 mindestens die Nachbarn s, 2, . .., d4. Dies zeigt deg(8) > d.
Aus Symmetriegriinden gilt auch d > deg(3). Jede Ecke, die nicht zu a benachbart ist, hat also Grad d.
Da ~; fiir 7 # 2 nicht zu 8 benachbart sind, gilt auch deg(y;) = d fiir 7 # 2. Schlieflich existiert nach
Voraussetzung eine Ecke ¢, die nicht zu 9 benachbart ist. Aus deg(e) = d folgt deg(v2) = d. Daher ist
Q d-regulér.

Insbesondere ist 2?21 deg(v;) = d?. In dieser Summe wird jedes 3 # a genau einmal gezihlt, wihrend
a selbst genau d-mal gezihlt wird. Es folgt n = d?> — d + 1. Sei A die Adjazenzmatrix von €. Nach
Voraussetzung besitzt jede Zeile von A genau d Einsen. Daher ist v = (1,...,1) ein Eigenvektor von A
zum Eigenwert d. Aus ergibt sich

d 1 1
a2 |t (=Dl +J,
.
1 1 d

wobei J = (1);; wie in [Beispiel 7.18 Die Eigenwerte von J sind n (mit Eigenvektor v) und 0 mit
Vielfachheit n — 1 (da J Rang 1 hat). Daher sind n+d — 1 = d? und d — 1 die Eigenwerte von A? (mit
den gleichen Eigenvektoren). Also besitzt A neben d noch Eigenwerte der Form ++/d — 1. Sagen wir die
Vielfachheit von v/d — 1 (bzw. —v/d — 1) ist r (bzw. s). Dann gilt r + s = n — 1. Bekanntlich (lineare
Algebra) ist 0 =tr(A) =d +rvd—1—sV/d—1,alsor # sund vd — 1 = s%‘lr. Da das Quadrat einer
gebrochenen rationalen Zahl keine ganze Zahl sein kann (betrachte Primfaktorzerlegung), muss s — r
ein Teiler von d sein, sagen wir m := v/d — 1 € N. Dann gilt

l=m?+1=d=(s—r)ym=0 (modm).

Dies zeigt m < 1, d <2 und n = d?> — d + 1 < 3. Es verbleiben nur die Moglichkeiten € {V;, V3}.
Beide erfiillen aber die Behauptung. O

Beispiel 8.3. Die Graphen im Freundschaft-Theorem haben die Form von Windmiihlen:
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Satz 8.4 (ERDOS-GALLAIL). Fir ganze Zahlen di > dy > ... > d, > 0 sind die folgenden Aussagen
Gquivalent:

(1) Es existiert ein Graph mit n Ecken ey,. .., e,, sodass deg(e;) = d; firi=1,...,n gilt.
(2) >0 d; ist gerade und fir k=1,...,n gilt

n

k
d di <k(k—1)+ Y min{d;,k}.

i=k+1

Beweis (TRIPATHI-VENUGOPALAN-WEST).

(1)=(2): Sei Q ein Graph mit den gegebenen Eckengraden. Aus dem Handschlaglemma folgt > d; =
2|12k =0 (mod 2). Sei 1 < k < n und s die Anzahl der Kanten zwischen e, ..., e;. Dann ist
s < k(k—1)/2 und —2s + Zle d; ist die Anzahl der Kanten von ey, ...,e; nach egiq,...,e,.
Da der Graph einfach ist, konnen an jeder Ecke e; mit ¢ > k hochstens min{d;, k} solche Kanten
ankommen. Dies zeigt —2s + Zle di <30 g min{d;, k}. Es folgt

n

k n
Zdi <2s+ Z min{d;, k} < k(k—1) + Z min{d;, k}.
i=1

i=k+1 i=k+1

(2)=(1): Wir starten mit = 7, und fiigen sukzessiv Kanten hinzu bis (1) erfiillt ist. Im Fall d; =0
sind wir bereits fertig. Sei nun d; > 0. Induktiv nehmen wir an, dass {2 folgende Eigenschaften hat:

(a) deg(e;) =d; firi=1,...,7 —1, deg(e,) < d, und deg(e;) < d; fuiri=r+1,...,n.
(b) Es gibt keine Kanten zwischen e,41,.. ., ep,.

Wir werden schrittweise deg(e,) und r erhéhen.

Schritt 1: Fiir ¢ mit deg(e;) < d; ist {e,,e;} € Q.

Ist {e,, e;} keine Kante, so fiige man sie hinzu. Dies erhoht deg(e,) und deg(e;) jeweils um 1. Im
Fall deg(e,) = d, konnen wir r erhéhen, sodass (a) und (b) weiterhin gilt.

Schritt 2: e, ist zu eq,...,e,_1 benachbart.

Nehmen wir an, dass e, nicht zu e; mit i < r benachbart ist. Wegen deg(e;) = d; > d, > deg(e,)
existiert ein Nachbar f von e;, der nicht zu e, benachbart ist. Im Fall d, — deg(e,) > 2 konnen
wir die Kante {e;, f} durch die Kanten {e;, e, } und {e,, f} ersetzen. Dadurch wird deg(e,) um 2
erhoht, wiahrend deg(e;) und deg(f) gleich bleiben. Sei nun d, — deg(e,) = 1. Nach Voraussetzung
und ist

1+ Z (d; — deg(e;)) = Zdi - Zdeg(ei) =0 (mod 2).
i=1 i=1

1=r+1

Daher existiert £ > r mit deg(ex) < di. Nach Schritt 1 ist ey zu e, benachbart. Wir ersetzen
die Kanten {e,, e}, {e;, f} durch {e;, e}, {er, f}. Dabei wird deg(e,) um 1 erhéht, deg(ex) um 1
verringert und deg(e;) sowie deg(f) bleiben gleich.

Schritt 3: Fiir alle £ > r ist deg(ex) = min{r, di}.

Nehmen wir deg(ex) # min{r, dy} fiir ein k > r an. Nach Eigenschaft (b) kann ej nur zu ey, ..., e,
benachbart sein. Dies zeigt deg(er) < r. Wegen deg(ey) < dj, ist also deg(er) < min{r, d;}. Nach
Schritt 1 sind e, und e, benachbart. Wegen deg(er) < r existiert ein i < r, sodass ey nicht zu e;
benachbart ist. Wegen deg(e;) = d; > d, > deg(e,) existiert wie im vorherigen Schritt ein Nachbar
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f von e;, der nicht zu e, benachbart ist. Da e, ein Nachbar von e; ist (Schritt 2), konnen wir f # e,
wihlen. Wir ersetzen nun {e;, f} durch {e,, f} und {e;, ex}. Dies erhoht deg(e,) und deg(ex) um 1,
wahrend deg(e;) und deg(f) gleich bleiben. Wegen i < r bleibt auch Eigenschaft (b) erhalten.

Schritt 4: Fiir 1 <7 < j <r sind e; und e; benachbart.

Angenommen e; und e; sind nicht benachbart. Wegen deg(e; ), deg(e;) > deg(d,) existieren Nachbarn
f von e; und g von ej, sodass e, weder zu f noch zu g benachbart ist (der Fall f = g ist zugelassen).
Wir ersetzen {e;, f}, {e;, g} durch {e;, e;}, {er, f}. Dies erhoht deg(e,) und verringert deg(g) jeweils
um 1, wahrend deg(e;), deg(e;) und deg(f) gleich bleiben (aufer im Fall f = g).

Schritt 5: deg(e,) = d,.
Nach Schritt 2 und 4 sind ey, ..., e, paarweise benachbart. Aus Eigenschaft (b) und Schritt 3 folgt

n

idi <r(r—1)+ Z min(r, d;) = zr:deg(ei) < Zr:di
i=1 i=1 i=1

i=r+1
und deg(e,) = d,. Wir kénnen nun r erhéhen und den Prozess wiederholen. O
Beispiel 8.5. An der deutsch-osterreichischen Grenze sollen Mautstationen auf allen Verbindungsstrafsen

installiert werden. Da sich verschiedene Wege iiberschneiden kénnen, ist nicht unmittelbar klar, wie
viele Mautstationen man braucht.

Definition 8.6. Ein Multigraph 2 mit mehr als & Fcken heifit k-zusammenhdngend, falls €2 nach
Entfernen von k — 1 beliebigen Ecken (immer noch) zusammenhéngend ist. Der Zusammenhang k()
von {2 ist die grofste Zahl k > 0, sodass ) k-zusammenhéngend ist.

Bemerkung 8.7.

(i) Wie tiblich beeinflussen Mehrfachkanten den Zusammenhang nicht. Wir werden uns daher auf
einfache Graphen beschrinken.

(ii) Jeder Graph ist 0-zusammenhéngend. Die 1-zusammenhéngenden Graphen sind genau die zusam-
menhéngenden Graphen aufser 77.

(iii) Der einzige k-zusammenhingende Graph mit k + 1 Ecken ist V1.

Beispiel 8.8. Man zeigt leicht

k)| 0 n—1 min{kd} 1 2 1

Definition 8.9. Sei 2 ein Graph und A, C Qp.

e Ein Weg (aq,...,ax) in Q heifit A-I'- Weg, falls oy € A und oy, € I' (k = 1 ist zugelassen). Zwei
Wege (aq,...,ax) und (B, ..., 5;) heiben kreuzungsfrei, falls sie aufer Start und Ziel keine Ecken
gemeinsam haben, d. h. {ag,...,ap_1}N{Pa,..., 011} = .
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e Ein A-T-Separator ist eine Teilmenge A C Qp, sodass es keine A-I'-Wege in 2\ A gibt. Im Fall
A = {6} und I' = {7} sprechen wir von §-y-Separatoren.

Bemerkung 8.10.
(i) Disjunkte Wege sind offenbar kreuzungsfrei.
(ii) Sowohl A als auch T sind A-T'-Separatoren. Umgekehrt muss jeder A-I'-Separator ANT" enthalten.

(iii) Fiir § # « und jeden d-y-Separator A C Qg \ {d,7} gilt £(2) < |A[, denn Q \ A ist unzusammen-
hiangend. Umgekehrt existiert A C Qp mit |[A| = £(Q2), sodass 2 \ A unzusammenhéngend ist.
Fiir unverbundene Ecken 6,y € Qg \ A ist A ein -y-Separator.

Satz 8.11 (MENGER). Sei Q ein Graph und A,T" C Qp. Die minimale Machtigkeit eines A-I'-Separators
ist die maximale Anzahl paarweise disjunkter A-I'-Wege in ).

Beweis. Sei A ein minimaler A-TI'-Separator und & := |A|. Da jeder A-I'-Weg eine Ecke aus A benutzt,
kann es hochstens k paarweise disjunkte A-I'~Wege in ) geben. Fiir die umgekehrte Ungleichung
argumentieren wir durch Induktion nach [Qg|. Im Fall Qg = @ ist A = ANT und die A-I'“Wege in 2
haben die Form {0} mit § € ANT. Sei also a := {a, } € Qi. Durch Entfernen von a und Vereinigen
von « und f erhdlt man einen Graphen ', in dem o = (3 gilt. Nehmen wir an, dass 2 (und damit
auch ') keine k paarweise disjunkten A-T'-Wege besitzt. Nach Induktion existiert ein A-I'-Separator
A C O mit |A'| < k. Dabei gilt o« = 8 € A/, denn anderenfalls wire A’ auch ein A-T'-Separator in ).
Somit ist A’ U {«, 8} ein k-elementiger A-TI'-Separator in Q. Wir konnen also A = A’ U {«, 3} setzen
(insbesondere enthélt A nun benachbarte Ecken).

Wir untersuchen nun Q' := Q\ {a}. Da jeder A-I'-Weg in 2 iiber A verlduft, ist jeder A-A-Separator in
Y auch ein A-T-Separator in Q (beachte: «, 8 € A).

Jeder solche Separator besteht also aus mindestens k Ecken. Nach Induktion gibt es k paarweise
disjunkte A-A-Wege in Q. Aus Symmetriegriinden besitzt ' auch k paarweise disjunkte A-I'-Wege.
Da A ein A-T'-Separator in 2 ist, lassen sich diese Wege zu k paarweise disjunkten A-I'-Wegen in (2
verbinden. Widerspruch. O

Folgerung 8.12. |Z| Ein Graph ist genau dann k-zusammenhdngend, wenn es zwischen je zwei ver-
schiedenen Ecken mindestens k kreuzungsfreie Wege gibt.

Beweis. Sei ) ein Graph. Gibt es mindestens k kreuzungsfreie Wege zwischen je zwei verschiedenen
Ecken in €2, so ist [Qg| > k und Q\ A ist fiir alle A C Qg mit |A| < k zusammenhéngend. Also ist §2
k-zusammenhéngend.

Sei umgekehrt 2 k-zusammenhéngend und «, 8 € Qg verschieden. Angenommen es gibt weniger als k
kreuzungsfreie Wege zwischen v und . Nehmen wir zunéchst a := {«, 8} ¢ Qk an. Sei Q' := Q\{«, 5},

141n der Literatur globaler Satz von Menger genannt.
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A die Menge der Nachbarn von a und I' die Menge der Nachbarn von . Disjunkte A-I'-Wege in
entsprechen kreuzungsfreien a-3-Wegen in Q. Nach Menger gibt es einen A-I'-Separator A C €, mit
weniger als k& Elementen. Jetzt wiren aber o und S nicht in  \ A verbunden. Dieser Widerspruch
zeigt a € Q. In ' := Q\ {a} gibt es hochstens k — 2 kreuzungsfreie a-/3-Wege. Wie eben liefert der
Satz von Menger einen a-S-Separator A C Qg \ {«, 8} in ' mit hochstens k — 2 Elementen. Wegen
|Qg| > k existiert eine Ecke v ¢ A U {«,}. Nun ist A ein a-y-Separator oder ein (-y-Separator
in ¥, 0.B.d. A. nehmen wir den ersten Fall an. Dann ist A U {8} ein a-y-Separator in Q. Wegen
IAU{B}| = k — 1 widerspricht dies k() > k. O

9 Isomorphe Graphen

Bemerkung 9.1. In diesem Abschnitt betrachten wir ausschliefslich einfache Graphen €. Die Anzahl

aller Graphen mit Qg = {1,...,n} ist |2(92E )| —2(3). Allerdings sehen viele dieser Graphen gleich aus.
Zum Beispiel gibt es sechs Graphen mit vier Ecken und einer Kante.

Definition 9.2. Graphen 2 und A heiflen isomorph, falls eine Bijektion o: Qp — Ap mit

{z,y} € Qx = {o(x),0(y)} € Ak

existiert. Wir schreiben dann = A.

Bemerkung 9.3. Wie bei Gruppen oder Vektorraumen ist die Isomorphie von Graphen eine Aqui-
valenzrelation. Isomorphe Graphen unterscheiden sich nur durch die Bezeichnung der Eckpunkte und
haben daher die gleichen Eigenschaften (Anzahl der Komponenten, Multimenge der Eckengrade usw.).
Ob zwei gegebene Graphen isomorph sind, ist eine der wenigen Fragen, von denen man noch nicht weifs
wie schwer sie sind.

Beispiel 9.4. Die Graphen

sind isomorph, wahrend

I IR S

nicht isomorph sind (obwohl die Multimenge der Eckengrade iibereinstimmt).

Definition 9.5. Sei g(n) die Anzahl der Isomorphieklassen von Graphen mit n Ecken.



Bemerkung 9.6. Um g(n) zu bestimmen, geniigt es die Menge I'), aller Graphen Q mit Qp =

{1,...,n} =: N betrachten. Also g(n) < |T'y| = 2(5). Wir zihlen die Isomorphieklassen in I'y,. Dafiir
iiberlegen wir uns, dass S,, auf (J;[ ) operiert durch

a{avb} = {U(G),U(b)}

fir o € S,, und {a,b} € (gf ) Dies induziert eine Operation von 5,, auf 2(3). Daher operiert S,, auch
auf T, durch 7Q := (N, Q).

Beispiel: Q: —_— > O | |

Zwei Graphen in I'), sind genau dann isomorph, wenn sie in der gleichen Bahn von S, liegen. Zur
Berechnung der Anzahl dieser Bahnen benutzen wir Burnsides Lemma. Dafiir miissen wir zéhlen, wie
viele Fixpunkte o € S,, auf I'), hat. Sei ¢ die von ¢ induzierte Permutation auf (g ). Fiir o = (1,2,3)
wie oben ist beispielsweise

o= ({1,2},{2,3},{1,3}) ({1,4},{2,4},{3,4}).

Ein Graph Q € T';, bleibt genau dann unter o fest, wenn Q2 die Vereinigung von Bahnen von o ist.
Die Anzahl f(o) dieser Fixpunkte ist also 2°(%), wobei z(5) die Anzahl der Zyklen von & ist. Burnsides

Lemma zeigt
_ 1 =(3)
= > 279, (9.1)
oESy
Es ist leicht zu sehen, dass f(o) nur vom Zyklentyp von o abhéngt (vgl. |Aufgabe 36f). Aukerdem wissen
wir nach [Satz 2.25| wie viele Elemente von jedem Zyklentyp existieren. Man braucht in (9.1]) also ,nur®

tiber die Partitionen von n zu summieren. Man kennt trotzdem keine explizite Formel fiir g(n). Es gilt
g(50) =~ 1,9 - 1039 (siehe https://oeis.org/A000088).

Beispiel 9.7.

(i) Sicherist g(1) =1, g(2) =2 und ¢(3

TvT\g [/ >

(ii) Wir betrachten den Fall n = 4 in |Bemerkung 9. 6| Offenbar hat ¢ = 1 genau z(d) = =6
Zyklen (der Lénge 1) auf (2), d.h. f(o) = 25, Weiter hat 0 = (1,2) die Zyklen ({1,2}),
({3,4}), ({1,3},{2,3}) und ({1,4},{2,4}) auf (g]) und es folgt f(o) = 2% Analog zeigt man

£((1,2,3)) = 22, £((1,2)(3,4)) = 2* und f((1,2,3,4)) = 22. Nach [Satz 2.25| gibt es sechs
Permutationen vom Zyklentyp (2), acht vom Typ (3), drei vom Typ (22) und sechs vom Typ (4).
Mit (9.1) erhélt man

9(4) = %(f(l) +6/((1,2)) +8/((1,2,3)) +3f((1,2)(3,4)) + 6/((1,2,3,4)))

1
24(26+6 20 +8-22+3.21+6-2%) = 24(25(2+3+1)+3-23(2+1)):11.
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Représentanten dieser Graphen sind:

[ ] [ ] *r—O0 *——O0 —0

[ ] [ ] [ ] [ [ *—O o—O

NN L

(iii) Mit Polyas Satz konnen wir genauer die Graphen mit vorgegebener Anzahl an Ecken und Kanten
zéhlen. Sei dafiir A := (gf ) und A := {0,1}. Jeder Graph Q € T, entspricht einer Abbildung
f € AY mit f(a) = 1, falls a eine Kante von © ist und 0 sonst. Wie in (i) operiert S,, auf A*. Mit
den Bezeichnungen aus sei w: A — Ny, w(0) =0, w(l) = 1. Dann ist W(X) =1+ X.
Die Anzahl der Bahnen von S, auf (A%) ist genau die Anzahl der Graphen mit n Ecken und &
Kanten bis auf Isomorphie. Mit den Rechnungen aus (i) erhélt man das Polynom

4
1 = 1
1 i@ _ L 6 > 22
T }ES: ’| |1(1+X) 24<(1+X) F6(1 4+ X)2(1+ X?)
g 4 1=

F8(1+ X2 £ 3(1+ X)2(1 + X2)2 +6(1 + X2)(1+ X4)1)
= . =Xy XS4aoxt43X3 42X X + 1.
Es gibt also genau drei Graphen mit vier Ecken und drei Kanten bis auf Isomorphie (Gs U 77, S4,

Sf , siehe obige Abbildung). Die Symmetrie in den Koeffizienten erklart sich durch die Bijektion
0 Q°.

Definition 9.8. Die Automorphismengruppe Aut(£2) eines Graphen (2 besteht aus den Isomorphismen
von §2 auf sich selbst, d. h.

Aut(Q) := {0 € Sym(Qp) : {z,y} € Uk <> {o(2),0(y)} € Ak} < Sym(Qp).

Im Fall [Aut(£2)| # 1 nennt man Q symmetrisch und anderenfalls asymmetrisch.

Beispiel 9.9.
(i) Fiir jeden Graphen Q gilt Aut(Q) = Aut(Q°). Insbesondere ist Aut(7,) = Aut(V,) = S,.

(ii) Fiir n > 2 ist Aut(G,) eine zyklische Gruppe der Ordnung 2, wobei der nicht-triviale Automor-
phismus eine Spiegelung an der Mitte der Geraden beschreibt.

Gs: o—o—o—o

(iii) Fir n > 3 gilt Aut(K,) = Da,, denn jeder Automorphismus muss die Abstdnde der Ecken
erhalten und entspricht somit einer Symmetrie des regelméfigen n-Ecks (vgl. [Beispiel 6.3]).

(iv) Fiir n > 4 gilt S = 71UV, und Aut(S,) = S,_1.
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(v) Wir untersuchen die Automorphismengruppe des Graphen
3 4
6

Jedes a € Aut(€2) muss die beiden Ecken 3 und 4 vom Grad 3 permutieren, d.h. {a(3),a(4)} =
{3,4}. Der einzige gemeinsame Nachbar von 3 und 4 muss daher festbleiben, also a(6) = 6. Neben
6 hat nur noch Ecke 2 Grad 2. Dies zeigt a(2) = 2. Es folgt nun leicht o = id und Aut(f2) = {id},
d.h.  ist asymmetrisch. Dies ist der kleinste asymmetrische Graph mit mindestens zwei Ecken.
Uberraschenderweise sind aber fast alle Graphen asymmetrisch.

Q: 1 2

Satz 9.10 (ErRDOS-RENYI). Es gilt

g(n) ~ %2(75)-

Insbesondere sind fast alle Graphen asymmetrisch.

Beweis. Sei m := (g) Mit aus |Bemerkung 9.6| miissen wir

zeigen. Im Folgenden sei n daher stets ,groff genug®.

Sei 2 <k <nund X C 5, die Menge der Permutationen mit hochstens k& Fixpunkten. Fiir o € ¥ hat

dann ¢ hochstens (g) + ”T_k Fixpunkte (wobei Gleichheit nur gilt, wenn o ein disjunktes Produkt von

%‘k Transpositionen ist). Alle anderen Bahnen von ¢ haben mindestens Liange 2. Also ist

- 1 k n—k nn—1)—k(k—1)—n+k
2= () -5 - a0
= m — n(n—2);k(/€—2) <m-— w (ersetze k(k — 2) durch n(k — 2)).

Firl#o0€ S, \ X gilt 0 € ¥,,_2 und

z('&)ﬁm—i(m—<n22>—1)
nn—1)—(n—-2)(n—3)—2

pr— — = - 2.
m 1 m—n -+

Wegen [S;| < n! <" und S, \ Zx| < (})(n — k) = % < n™F folgt

S 2@ L S @ 3 2@

gESy TEX 1#£0€Sn\Zk
<om 4 anmfn(nfk)/Al + nn7k2m7n+2

Wir dividieren beide Seiten durch 2. Es geniigt dann zu zeigen, dass n"2-"("=k)/4 ynd pn—k92-n
gegen 0 streben, wenn man k geeignet wahlt. Wir logarithmieren zur Basis 2 und setzen anschliefend
k =n — 5[logn] (was fiir grofe n erlaubt ist). Dann ist

—o0

nlog(n) — n(n — k) N _nloi;(n)

4
(n — k)log(n) + 2 —n — 5log(n)* —n — —oo
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fir n — oo.

Fiir die zweite Behauptung sei ¢(n) die Anzahl der asymmetrischen Graphen mit n Ecken bis auf
Isomorphie. Die Bahnen dieser Graphen unter obiger Operation haben dann Lange n!. Alle anderen
Bahnen haben hochstens Lange n!/2. Dies zeigt

2" < nlt(n) + % (g(n) — t(n)) = " (gln) + t(n)).

Wir teilen durch g(n)n! und erhalten

om 1 ¢
1= lim §—0+IML£Q>§L
2 gt = 2T Gy

Also strebt % gegen 1, d. h. fast alle Graphen sind asymmetrisch. O

Beispiel 9.11. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig gewdhlter Graph mit 20 Ecken asymmetrisch
ist, betragt bereits
t(20) < 2191
9(20) — ¢(20)20!

—1> 0,998

(siehe https://oeis.org/A000088).

Satz 9.12 (FRUCHT). Jede endliche Gruppe ist die Automorphismengruppe eines Graphen.

Beweis. Fiir eine gegebene Gruppe G = {1 = g1, ..., gn} betrachten wir zunéchst den trivialen Graphen
mit Eckenmenge G. Zwischen jedem Paar von verschiedenen Ecken (g;, g;) fiigen wir den folgenden
Graphen ein, wobei g = gi_lgj:

. 1 1 .
9i Ty Yij 9j
Qij:
72 2
ij Yij
k k
Lij Yij
k+1
Yij
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Sei (2 der daraus resultierende Graph. Fiir n = 3 erhélt man zum Beispiel

92

3 _ .2 _ .1
Y23 — Y23 — Y23

R / \\
7

Fir g € G sei 0 € 5, mit gg; = g,(;) fur i = 1,...,n. Wegen g;é)gg(j) = g{lg_lggj = gi*lgj ist
Abbildung oy € Sym(Qg) mit

ag(9i) = 9o (i), O‘g(‘réj) = xfr(i)a(j)’ (ym) = ya(z)a( )

ein Automorphismus auf Q. Wegen ogn(9:) = ghgi = ag(on(g:)) fiir g,h,g; € G ist I': G — Aut(9),
g — oy ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Sei nun a € Aut(Q?) beliebig und o.B.d. A. n > 3. Dann haben die Ecken g; Grad 2(n — 1) > 3,

wihrend die Ecken a! ;; und yf Grad hochstens 3 haben Daher existiert ein o € Sy, mit a(g;) = gy(;) fiir

i=1,...,n. Fir i # j bildet a die Gerade gl—az yl] —gj auf ga(i)7$¢17(i)a(j)7yi(i)a(j)7ga(j) oder
auf g,;)—y U(j)a(i)— i(j)a(i)iga(j) ab. Offenbar muss a dann den gesamten Graphen €2;; auf Q, ;)0 (j)

oder auf §;(;),(;) abbilden. Der zweite Fall ist jedoch ausgeschlossen, denn a(xfj) =y

k
o(5)o(i

(yfjﬂ) = m(’j@%a(i) mit g = g; 'g; konnen nicht beide Grad 1 haben. Also ist a(Q;;) = Qg (i)o(j) und
gg(l.)ga(j) = gi_lgj fiir alle 7 # j. Dies zeigt a(g:) = go() = go(1)9: fiir i = 1,...,n. Es folgt a = g, )
und I ist surjektiv. Also gilt Aut(Q2) = G. O

Bemerkung 9.13. Der im Beweis konstruierte Graph ist selbstverstédndlich nicht minimal. Babai hat
gezeigt, dass jede Gruppe G ¢ {Cs3, Cy, Cs} die Automorphismengruppe eines Graphen mit hochstens
2|G| Ecken ist. Fir G € {C3,C4,C5} gibt es minimale Graphen mit Ordnung 9, 10 bzw. 15 (vgl.

Aufgabe 52)).
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10 Planare und bipartite Graphen

Beispiel 10.1. Drei Hiuser Hy, Ho, Hs sollen mit Strom, Gas und Wasser versorgt werden. Kann man
dies erreichen, ohne dass sich die Leitungen kreuzenﬁ

Definition 10.2. Sei €2 ein Multigraph. Man nennt €2

e planar, falls sich €2 in der Ebene zeichnen lésst, ohne dass sich zwei Kanten schneiden. Eine solche
Zeichnung heifst planare FEinbettung.

e bipartit, falls eine disjunkte Vereinigung Qp = AUT mit Qg N ((%) U (g)) = O existiert, d. h.
jede Kante verbindet A mit I.

Beispiel 10.3.

(i) Der vollstandige Graph Vy ist (auf den zweiten Blick) planar:

(ii) In der Definition von bipartit lassen wir A = @ (oder I' = @) zu. Ggf. ist Q trivial.

(ili) Fir n,m € N sei Q =V, ,, der vollstindige bipartite Graph mit Qg = {oq,...,an, b1, .., Bm}
und Qg = {{a;,5;} :1 <i<n,1 <j<m}. Die Frage in Beispiel 10.1|ist dquivalent zu: Ist V3 3

planar?

Bemerkung 10.4.

(i) Ein Multigraph  ist genau dann planar, wenn der entsprechende einfache Graph planar ist, denn
man kann Mehrfachkanten stets parallel zeichnen. Aufserdem ist €2 genau dann planar, wenn jede
Komponente von 2 planar ist. Wir werden uns daher auf meist zusammenhéngende einfache
Graphen beschrianken.

(ii) Der Satz von WAGNER-FARY besagt, dass man eine planare Einbettung eines einfachen Graphen
stets so zeichnen kann, dass alle Kanten gerade Linien sind. Offen hingegen ist die Vermutung
von HARBORTH, dass die Kantenldngen zusétzlich ganzzahlig gewahlt werden kénnen.

Satz 10.5. Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er nur Kreise gerader Linge enthdlt. Insbesondere
ist jeder Graph ohne Kreise bipartit.

15Probieren Sie auch das Spiel [Planarityl.
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Beweis. Sei Q) bipartit mit Zerlegung Qp = A UT. Jeder Weg besucht abwechselnd Ecken in A
und I'. Jeder geschlossene Weg muss daher gerade Lidnge haben. Sei umgekehrt 2 ein Graph mit
ausschliefslich Kreisen gerader Lange. O.B.d. A. sei €2 zusammenhéngend. Sei w € Qp fest. Fiir o € Qp
sei d(w, a) € Ng der Abstand zwischen w und «, also die Lange eines kiirzesten Wegs zwischen o und w.
Wir definieren

A:={a € Qp:d(w,a) ist gerade},
I'={a € Qp:dw,a) ist ungerade}.

Sicher ist Qp = A UT eine Partition. Angenommen es existieren o, f € A mit {a, 8} € Q. Seien

(w=a1,...,a9, = a) und (w = Pi,..., By = B) kiirzeste Wege und sei 7 maximal mit «; = f; (notfalls
i =1). Dann ist (o, ..., a0k, B, . - ., 5i) Kreis mit ungerader Lange 2(k + [ — i) + 1. Analog fiihrt der
Fall a, 8 € T" zum Widerspruch. O

Beispiel 10.6. Die Ecken und Kanten eines platonischen Korpers im R? (allgemeiner jedes Polyeders)
bilden einen (reguléren) planaren Graphen, indem man eine Seitenfliche unendlich ausdehnt (vgl.

Aufgabe 42)):

Allgemeiner unterteilt jede planare Einbettung eines (planaren) Graphen die Ebene in Flichen, wovon
eine unendlich grof ist (das ,,Auﬁere“) Der folgende Satz zeigt, dass die Anzahl der Fliachen nicht von
der planaren Einbettung abhangt.

Satz 10.7 (EuLERsche Polyederformel). Fir jede planare Einbettung eines zusammenhdngenden
Multigraphen Q0 mit e Ecken, f Fldichen und k Kanten gilt ‘ e+ f—k=2/

Beweis. Induktion nach k. Im Fall £k = 0 ist e = f = 1 und die Formel stimmt. Sei also & > 1.
Angenommen es existiert eine Ecke w € £ mit Grad 1. Der zusammenhéngende, planare Graph \ {w}
besitzt e — 1 Ecken, f Flichen und k — 1 Kanten. Nach Induktion ist die Formel korrekt. Da
zusammenhédngend ist, kénnen wir nun annehmen, dass alle Ecken Grad > 2 haben. Man findet dann
einen Kreis, indem man lange genug einen Weg verfolgt. Durch Entfernen einer Kante eines Kreises
entsteht ein zusammenhéngender, planarer Graph mit e Ecken, f —1 Flidchen und k — 1 Kanten. Wieder
gilt die Formel. O

Lemma 10.8. Sei Q) ein zusammenhdngender, planarer Graph mit e Ecken, f Flichen und k Kanten.
Dann gilt:

(i) Ist e > 3, so ist k < 3e — 6 mit Gleichheit genau dann, wenn alle Flichen Dreiecke sind.

(ii) Es existiert eine Ecke vom Grad < 5.

Djeser intuitive Sachverhalt ist eigentlich der tiefliegende Jordansche Kurvensatz.

"Merkregel: Schreibt man die Formel als alternierende Summe e — k + £, so sind die ,,Dimensionen* aufsteigend (Ecken
sind O-dimensional, Kanten 1-dimensional und Fliachen 2-dimensional). Als Verallgemeinerung betrachtet man in der
Topologie die Euler-Charakteristik.
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Beweis.

(i) O.B.d.A. sei k > 3. Jede Fldche wird von mindestens drei Kanten begrenzt und jede Kante
trennt hochstens zwei Flachen. Dies zeigt

k>=f= -(k+2—e¢e).

S R

Umstellen ergibt k& < 3e — 6 mit Gleichheit genau dann, wenn jede Fldche von drei Kanten
begrenzt ist.

(ii) Haben alle Ecken Grad > 6, so ist e > 6 und man erhélt den Widerspruch

;
6e< Y degla) P2k < 6 12. O

aEQp

Beispiel 10.9. Nach [Lemma 10.8|ist V5 nicht planar (e = 5, k& = 10). Nehmen wir nun an, dass

Q = V3 3 planar ist. Dann gibt es eine planare Einbettung mit f =2 +k —e =2 + 32 — 6 = 5 Fliichen.

Da 2 keine Dreiecke besitzt (Satz 10.5), wird jede Flache von mindestens vier Kanten begrenzt. Somit
5

brauchte man 54 > 9 Kanten. Also ist V3 3 ebenfalls nicht planar.

Definition 10.10. Sei 2 ein Graph.
e Ein Teilgraph von € ist ein Graph A mit Ap C Qg und Ax C Q.

e Indem wir eine neue Ecke w auf einer Kante {«, 8} € Qx hinzufiigen, entsteht ein neuer Graph
(QpU{w}, (O \ {{a,8}}) U{{a,w}, {B,w}}). Eine Unterteilung von €2 ist ein Graph, der durch
endlich viele solche Ersetzungen entsteht.

Beispiel 10.11. Eine Unterteilung des Vs:

Satz 10.12 (KurATOWSKI). Ein Graph ist genau dann planar, wenn er keine Unterteilungen von Vs
oder V3 3 als Teilgraphen enthdlt.

Beweisskizze. Ist Vs oder V33 eine Unterteilung eines Teilgraphen von €, so liefert jede planare
Einbettung von 2 auch eine planare Einbettung dieser beiden Graphen. Nach ist dies
ausgeschlossen.

Sei umgekehrt €2 nicht planar. Da Ecken vom Grad 1 keinen Einfluss auf die Planaritédt haben, kénnen
diese entfernt werden. Ebenso kann man Ecken vom Grad 2 entfernen, indem man die beiden beteiligten
Kanten direkt verbindet. Anschliefend gilt dega > 3 fiir alle & € Apg. Es folgt 3|Ag| < 2|Ak]|
aus dem Handschlaglemma. Nach konnen wir auferdem so lange Kanten entfernen, bis
|Ak| < 3|Ag| —5 < 2|Ag| — 5 gilt. Man fiithrt nun eine aufwendige Fallunterscheidung nach dem
k-Zusammenhang von 2 durch. O
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Beispiel 10.13. Der Petersen-Graph ist nicht planar, da er eine Unterteilung von V3 3 als Teilgraphen
enthélt:

./,/.

<N
\\’

Beispiel 10.14. Bei einem Ball wollen Frauen und Ménner gleichzeitig tanzen (nur gemischte Paare).
Ist es moglich, dass jede Frau mit einem befreundeten Mann tanzt? Dies kann nur funktionieren, wenn
jede Gruppe von n Frauen insgesamt mit mindestens n Mannern befreundet ist. Wir zeigen, dass diese
Bedingung sogar hinreichend ist. Dazu arrangieren wir die Manner und Frauen als bipartiten Graphen,
sodass die Kanten genau den Freundschaften zwischen Mann und Frau entsprechen. Im folgenden
Beispiel sind die Frauen die oberen Punkte. Die blauen Kanten bilden eine mdogliche Auswahl von
Tanzpaaren.

Definition 10.15. Sei 2 ein Graph.
o Fir AC Qpsei N(A):={ae€Qp:38€ A:{a,f} € Qx} die Menge der Nachbarn von A.

e Eine Paarung P von (Q ist eine Menge von paarweise disjunkten Kanten in €2, d. h. jede Ecke
kommt in héchstens einer Kante von P vor. Man nennt P perfekt, falls jede Ecke in (genau) einer
Kante vorkommt. Ggf. ist |Qg| = 2|P|.

e Eine Uberdeckung von € ist eine Teilmenge U C Qp, sodass jede Kante eine Ecke aus U enthélt.

Satz 10.16 (KONIG). Sei 2 ein bipartiter Graph. Die mazimale Mdchtigkeit einer Paarung von ) ist
die minimale Mdachtigkeit einer Uberdeckung von €.

Beweis. Sei 0 = AUT eine bipartite Zerlegung. Eine Paarung von 2 besteht aus paarweise disjunkten
A-T-Wegen. Eine Uberdeckung von € ist ein A-I'-Separator. Die Aussage folgt daher aus dem Satz von
Menger. O

Satz 10.17 (HALLs Heiratssatz). Sei Q ein bipartiter Graph mit Zerlegung Qp = AUT. Genau dann
existiert eine Paarung mit |A| Kanten, falls |N(A1)| > |Aq] fiir alle Ay C A gilt.

Beweis. Sei A = {01,...,0,}. Existiert eine Paarung P mit n Kanten, so hat diese die Form P =
{{6i,7i}:i=1,...,n}, wobei v1,...,7, € I' paarweise verschieden sind. Fir Ay = {d;,,...,0;, } gilt
dann v, ..., 7%, € N(A1) und [N(A7)[ > k = [A4].
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Sei nun |[N(A1)| > |Aq] fiir alle A; € A. Die Wahl Ay = {0;} zeigt deg(d;) > 1 fir i = 1,...,n. Durch
Induktion nach |Qg|, kénnen wir annehmen, dass die Bedingung |N(A1)| > |A1| durch Entfernen einer
beliebigen Kante verletzt wird. Wenn wir deg(d;) = 1 fiir ¢ = 1,...,n zeigen konnen, so ist Qx eine
Paarung mit n Kanten. Sei indirekt § € A mit Nachbarn ~;,72 € I". Die Graphen €; := Q\ {{0,7:}}
fiir i = 1,2 verletzen die Bedingung |N;(A1)| > |A1|, wobei N; die Nachbar-Funktion N auf €; ist.
Wahle A; € A mit ‘Nz(AZ” < ‘AZ’ fir i = 1,2. Es gilt NZ(AZ) = N(AZ) \ {’yz} und § € A1 N As.

A1 AQ
A: . . o 5 . .|

AT R S R

Dies zeigt N(Al N Ay \ {5}) - Nl(Al) N NQ(AQ) und Nl(Al) U NQ(AQ) = N(Al U Az) Mit dem
Inklusions-Exklusions-Prinzip erhédlt man den Widerspruch
IN(A1N A2\ {6})] < [N1(A1) N N2(A2)| = [N1(A1)] + [N2(A2)| — [N1(A1) U N2(Az)
= [N1(Ap)| + [N2(A2)] = [N(A1 UA)| < [A1] =14 [Ag] =1 — |A; U Ay
:‘AlﬂAQ\{(SH—l ]

Bemerkung 10.18. In der Situation von kann man eine Paarung als injektive Abbildung
f: A — T auffassen. Im Fall |A| = |T'| ist f bijektiv und die Paarung ist perfekt.

Folgerung 10.19. Seien M = A1 U...U A, = B1U...U B, zwei Partitionen einer endlichen Menge
M in gleich grofie Teile. Dann gilt A; N B; # @ fiiri=1,...,n bei geeigneter Anordnung.

Beweis. Wir betrachten den bipartiten Graphen Q mit Qp = {A;,..., A,} U{By,..., B,}. Dabei sei
{Ai, B} € Qg genau dann, wenn A; N B; # @. Fiir I C {1,...,n} gilt

U

i€l

| M]

n

= [Il[A1] = H]=— = [{[| B].

Daher sind mindestens |I| der Bj zu Ecken A; mit i € I benachbart. Nach dem Heiratssatz besitzt €2
eine perfekte Paarung. Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 10.20.

(i) Ein gut gemischtes Skatblatt wird auf acht Stapel mit je vier Karten ausgegeben. Dann ist es
stets moglich von jeden Stapel eine Karte zu ziehen, sodass die acht gezogenen Karten genau die
Werte 7,8, ..., Konig, Ass (in beliebigen Farben) repréasentieren. Dies folgt aus [Folgerung 10.19]
indem man die Karten zusétzlich sortiert auslegt, je ein Stapel fiir einen Wert in den vier Farben.

(ii) Gibt es unter sechs Personen stets drei, die sich alle kennen oder alle nicht kennen? Die Kennen-
Relation sei symmetrisch und durch die Kanten eines Graphen 2 mit sechs Ecken modelliert. Sei
a1 € Qp beliebig. Nach dem Schubfachprinzip existieren ao, ag, ay € Qf, sodass a1 entweder zu
allen oder keiner der drei Ecken benachbart ist. Indem man € durch sein Komplement ersetzt,
kann man annehmen, dass der erste Fall eintritt. Gibt es keine Kante zwischen as, ag, ay, so hat
man drei Personen, die sich nicht kennen. Anderenfalls existiert eine Kante, 0. B.d. A. {ag, as}.
Dann sind «g, a9, ag drei Personen, die sich kennen. Wir verallgemeinern:
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Definition 10.21. Sei Q ein Graph und A C Qg. Dann nennt man (A, Qx N (%)) den von A induzierten
Teilgraphen. Dies ist genau der Graph, der durch Entfernen von Qg \ A entsteht.

Satz 10.22 (RAMSEY). Sei k € N und Q ein Graph mit mindestens 4*~1 Ecken. Dann existieren k
Ecken in Q, die einen vollstdndigen oder trivialen Teilgraphen induzieren.

Beweis. Wir wihlen 01 € A; C Qg mit |Aq]| = 4k=1 = 92k=2 heliebig. Sei I' C A; die Menge der
Nachbarn von ¢; in Aj. Im Fall |T| > 2273 wihlen wir 6o € Ay C T C Ay \ {01} mit |Ay| = 22673,
Anderenfalls wihlen wir 6o € Ay € A\ (T'U {61}) mit |Ay] = 2273, Analog konstruieren wir
03 € Ag C Ay \ {02} usw. Am Ende erhélt man Aq,...,Agr_1 C Qp und §; € A; mit folgenden
Eigenschaften:

(1) |A;] > 221" fiir i =1,...,2k — 1,
(11) Ai+1 QAZ\{@} fﬁrizl,...,Qk—2,

(iii) ¢; ist entweder zu jeder oder zu keiner Ecke in A;;; benachbart fir i =1,...,2k — 2.
Nach dem Schubfachprinzip existieren 1 <4y < ... < ip_1 < 2k — 2, sodass fiir d;,,...,9; , der gleiche
Fall in eintritt. Wegen A;; O Ay, 2 ... D A;, | D Agg_1 induzieren 0;,,...,0; ,,02,—1 einen
vollstdndigen oder trivialen Teilgraphen. O

Bemerkung 10.23. Offensichtlich ist die Bedingung |Qp| > 4*~! innicht optimal (betrachte
k = 2). Bessere Abschétzungen erhdlt man durch folgende Verfeinerung: Die Ramsey-Zahl R(k,1) ist
die kleinste natiirliche Zahl, sodass jeder Graph mit mindestens R(k,[) Ecken Vi oder 7; als induzierten
Teilgraphen enthlt. Nach ist R(k,1) < 4max(hD-1" Offensichtlich ist R(k,l) = R(l,k)
(betrachte komplementéren Graphen) und R(1,!) = 1. Jeder Graph mit [ Ecken ist entweder vollstédndig
oder besitzt T3 als induzierten Teilgraphen. Dies zeigt R(2,1) = .

Lemma 10.24. Fir k,l > 2 gilt

R(k,1) < R(k —1,1) + R(k, 1 — 1) < <k+l_2>.

k—1
Sind R(k —1,1) und R(k,l — 1) beide gerade, so ist R(k,l) < R(k—1,1)+ R(k,l —1).

Beweis. Sei 2 ein Graph mit n := R(k — 1,1) + R(k,l — 1) Ecken. Sei w € Qp beliebig. Sei A C Qp die
Menge der Nachbarn von w und I' := Qg \ (AU {d}). Dann ist

Al + D] = |AUD] = Q5 \ {6} =n—1=R(k —1,) + R(k,1 — 1) — 1.

Es folgt |A] > R(k — 1,1) oder |I'| > R(k,l —1). O.B.d. A. sei |A| > R(k — 1,1). Besitzt A einen
induzierten Vj_1, so besitzt {2 einen Vi, da w zu allen Ecken in A benachbart ist. Anderenfalls besitzt
A (und damit auch ) einen induzierten 7;. Dies zeigt R(k,l) < n. Wegen R(1,l) = R(k,1) =1 =
(l_l) = (kal) folgt induktiv

0
k+1-3 k+1-3 k+1—2
< R(k — ~1)< = :
R(k,1) < R(k —1,1) + R(k,1 1)_( A >+< o ) ( L )

Nehmen wir nun an, dass R(k —1,1) und R(k,l — 1) gerade sind. Sei |Q2g| = n — 1. Das obige Argument
funktioniert nur dann nicht, wenn |A| = R(k—1,1) —1 und |I'| = R(k,1 —1) — 1 fiir alle w € Qp gilt. In
diesem Fall ist Q R(k — 1,1)-regulir und es folgt [Qx| = 3(n—1)(|R(k —1,1)| — 1). Nach Voraussetzung
ist dies aber keine ganze Zahl. Daher ist R(k,l) <n — 1. O
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Bemerkung 10.25. Aus |[Lemma 10.24| und dem Satz von Catalan folgt R(k, k) < (2(kk_—11)) = kCy.
Man kann zeigen, dass diese Abschatzung etwas besser ist als [Satz 10.22]

Beispiel 10.26. Aus[Lemma 10.24] oder [Beispiel 10.20| folgt R(3,3) < 6. Der K5 zeigt R(3,3) > 5 und

damit R(3,3) = 6. Da R(3,3) und R(2,4) = 4 gerade sind, folgt R(3,4) < 9 aus |[Lemma 10.24] Der
folgende Graph (,Wagenrad“ genannt) zeigt umgekehrt R(3,4) > 9:

Weitere bekannte Werte sind (ohne Beweis):

R(3,5) = 14, R(3,6) = 18, R(3,7) = 23, R(3,8) = 28,

Satz 10.27 (ERDOS). Fir k > 3 gilt R(k, k) > 25/2.

Beweis. Fiir k = 3 gilt R(3,3) = 6 > 2v/2. Sei also k > 4 und n := 2¥/2, Sei v die Anzahl aller Graphen
mit n (festen) Ecken, die V} als (induzierten) Teilgraphen besitzen. Fiir die Wahl der k& Ecken, die Vj
induzieren, gibt es (Z) Moglichkeiten. Man hat dann noch 2(3)-(3) Moglichkeiten die verbleibenden
Kanten zu wahlen. Also ist v < (Z)Q(g)*(g) (man z&hlt viele Graphen auf diese Weise doppelt). Die
Abbildung Q — QF zeigt, dass v auch die Anzahl der Graphen ist mit einem induzierten 7. Die Anzahl

aller Graphen mit n (festen) Ecken ist 2(3). Wegen k > 4 gilt k! > 2F (Induktion nach k). Dies zeigt

k! 2k

_ k(k—1)

2 n n I
= 21"'%_’“2(2) 2 = 21_52(2) < 2(2)_

2 < 2(Z>2<z>—<s> _onn =D (k1) sy onF (ko

Also muss es Graphen mit n Ecken geben, die weder Vj, noch 7}, als induzierten Teilgraphen enthalten. [

Bemerkung 10.28. Der Satz von Ramsey ldsst sich wie folgt verallgemeinern: Fiir r, s, € N existiert
ein n € N mit folgender Eigenschaft: Fiir jede n-elementige Menge M und jede Partition (M =

MU. ..UM existiert eine t-elementige Teilmenge A C M mit (‘;‘) C M, fireinie{l,...,s}

Satz 10.29 (TURAN). Sei Q ein Graph mit n Ecken ohne induzierten vollstandigen Teilgraphen Vj.
Dann gilt
k—2 n?

n
Ogl<—=. 1
Ol < =73

18Gjehe Skript  zur Logik und Mengenlehre
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Beweis[™ Induktion nach k: Da jeder Graph Vi enthélt, gilt k > 2. Im Fall k = 2 ist Q trivial und
Qx| = 0. Sei nun k& > 3. Wir kénnen annehmen, dass |[Qx| so grofs wie moglich ist, d.h. durch
Hinzufiigen einer Kante wiirde ein induzierten Vi entstehen. Unter dieser Annahme besitzt {2 einen
induzierten Teilgraphen A = Vj_4. Der Graph Q' := Q\ A erfiillt die Induktionsvoraussetzung, d. h.

k—2(n—k+1)>2
V| < .
%l = 3= 2

Jede Ecke a € €' hat hochstens k — 2 Nachbarn in Apg, denn anderenfalls wird Vi, von Ap U {«a}
induziert. Dies zeigt

Q| < [Ax| + Q| + (n = k+1)(k - 2)

:%((k‘—l)(k‘—Q)-i-k:1(n—k‘+1)2—|—2(n—k+1)(k_2))
:%%(k71)2+n2+(k’*1)2*Qn(k*1)+2(n—k+1)(k—1))

E—2 n?
T k-1 2 U

Beispiel 10.30. Im Gegensatz zum Satz von Ramsey ist die Abschétzung in [Satz 10.29 optimal: Sei €2
ein Graph und Qp = A U...U Ag_; eine Partition mit |[A;| = ... = |Ag_1| = s. Auberdem sei

Qi = {(6:,0;) : 6 € Ay, 65 € Aji # 5}

(€ ist also eine naheliegende Verallgemeinerung von Vy ;). Offenbar erfiillt Q2 die Voraussetzung von

Satz 10.29) mit n = s(k — 1) und |Qg| = (k51)32 = % : %2 Man nennt Q einen Turdn-Graphen.

11 Farben von Graphen

Beispiel 11.1.

(i) Wie viele Farben ben6tigt man, um eine politische Landkarte zu farben, sodass je zwei benachbarte
Lander unterschiedlich gefdrbt sind? Drei Farben reichen nicht:

)

Reichen vier Farbenﬂ Idee: Interpretiere die Hauptstddte der Linder als Ecken eines Graphen
und verbinde zwei solche Ecken, wenn die Lander benachbart sind.

(ii) Konnen alle Vorlesungen der LUH so gelegt werden, dass kein Studierender einen Terminkonflikt
hat? Idee: Jede Vorlesung ist eine Ecke eines Graphen. Verbinde zwei Vorlesungen, wenn sie
mindestens einen gemeinsamen Horer haben. Weise jeder Vorlesung ein Zeitfenster (Farbe) zu,
sodass ,benachbarte” Vorlesungen unterschiedlich gefarbt sind.

9alternative Beweise stehen in [Aigner-Ziegler, Das BUCH der Beweise, Springer, 2014]
20Probieren Sie dazu dieses Spiel: kongregate.com
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Definition 11.2. Sei C' eine Menge (von Farben). Eine Fdarbung eines Multigraphen Q ist eine
Abbildung f: Qg — C, sodass benachbarte Ecken unterschiedlichen Wert haben, d.h. fiir {«, 8} € Q
gilt f(a) # f(B). Die chromatische Zahl x(Q2) ist die kleinste natiirliche Zahl ¢, sodass eine Farbung
mit ¢ = |C| Farben existiert.

Bemerkung 11.3. Da Mehrfachkanten die chromatische Zahl nicht &ndern, kénnen wir uns wie
iiblich auf einfache Graphen beschranken. Sind €y, ..., €2, die Komponenten von €2, so gilt offenbar
X(Q) = max{x(9Q;) : i =1,...,n}. Daher geniigt es zusammenhéngende Graphen zu untersuchen.

Beispiel 11.4. Man zeigt leicht

Q ‘7;1 Vi Vit Gn Kon Kong1 Sn
x@ |1 n 2 2 2 32

Lemma 11.5. Fiir jeden Graphen Q0 gilt x(Q) < 3+ 1/2|Qk| + 1.

Beweis. Sei f: Qp — C eine Farbung mit |C| = x(€2). Fiir verschiedene Farben ¢,d € C muss es
mindestens eine Kante zwischen den Urbildern f~!(c) und f~!(d) geben, denn anderenfalls kénnte man
¢ = d setzen und mit x(£2) — 1 Farben auskommen. Daher gilt Qx| > \(g)| = x(2)(x(©2) —1)/2. Die
Behauptung folgt aus der p-¢-Formel fiir quadratische Gleichungen. OJ

Lemma 11.6. FEin Graph Q ist genau dann bipartit, wenn x () < 2.

Beweis. Sei ) bipartit mit Zerlegung Qg = A UTI'. Dann geniigt es eine Farbe fiir A und eine fiir I’
zu wahlen. Also ist x(€2) < 2. Sei umgekehrt x(2) < 2. Im Fall x(Q2) = 1 ist  trivial und bipartit.
Sei also x(2) =2 und f: Qg — C eine Farbung mit C' = {c,d}. Sei A :={w € Qg : f(w) = ¢} und
I' '={weQp: f(w) =d}. Dann ist Q bipartit mit Zerlegung Qg = AUT. O

Definition 11.7. Fiir einen Graphen (2 sei deg(Q2) := max{deg(w) : w € Q} der Mazimalgrad von §.

Satz 11.8. Fiir jeden Graphen Q gilt x(Q2) < deg(Q) + 1.

Beweis. Sei Qp = {aq,...,a,} und C = {1,...,deg(2) + 1}. Wegen deg(a;) < deg(2) < |C| kann
man

fley) :==min C\ {f(ej):1<j <i,{au, 05} € Qk}
fir  =1,...,n definieren. Offenbar ist f: Qp — C eine Farbung. O

Bemerkung 11.9. zeigt, dass die Abschitzung in im Allgemeinen nicht

verbessert werden kann. Allerdings kann man die Ausnahmen genau klassifizieren. Dazu benutzen wir
folgendes Argument. Sei €2 ein Graph mit deg(€2) < d, in dem bereits einige Ecken mit hochstens d
Farben gefarbt sind. Sei (o, ..., ay) ein Weg von ungefiarbten Ecken. Da aq hochstens d — 1 gefarbte
Nachbarn hat (g ist ungefirbt), lasst sich oy farben. Analog kann man ag, ..., a,—1 nacheinander
farben. Lediglich «, lasst sich moglicherweise nicht farben.

Satz 11.10 (BROOKS). Fir jeden Graphen  gilt eine der folgenden Aussagen:
(1) x(€) < deg(9).
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(2) Vy(q) ist eine Komponente von Q.

(3) x(2) =3 und Kapy1 ist eine Komponente von § fir ein n € N.

Beweis (ZAJAC). Nach [Satz 11.8 kénnen wir d := deg(Q2) = x(2) — 1 annehmen.

Schritt 1: d > 3.
Im Fall d <1 ist Vy41 eine Komponente von 2. Im Fall d = 2 ist jede Komponente von 2 eine Gerade
oder ein Kreis. Kommt kein Kreis ungerader Liange vor, so wére x(€) = 2. Also gilt

Sei nun 2 ein Gegenbeispiel mit moglichst wenigen Ecken.

Schritt 2: Fir jeden Teilgraphen A von Q mit |Ag| < |Qg] gilt x(A) < d.

Nach ist x(A) < deg(A)+1 <d+ 1. Nehmen wir x(A) =d+ 1 an. Da A kein Gegenbeispiel
ist und x(A) > 3, ist V441 eine Komponente von A. Somit ist Vgi1 ein Teilgraph von Q. Wegen
deg(€2) = d wire V411 dann aber sogar eine Komponente von ().

Schritt 3: € ist d-regular.
Sei o € Qp mit deg(a) < d. Nach Schritt 2 lasst sich  \ {a} mit d Farben farben. Wegen deg(«a) < d
lasst sich auch « farben, ohne eine neue Farbe zu benutzen. Dies widerspricht x(2) = d + 1.

Da V411 kein Teilgraph von (2 ist, existiert ein Weg (aq, a2, ag), sodass ag und as nicht benachbart
sind. Wir verliangern diesen Weg so weit es geht (aq, ..., as) ohne Ecken mehrfach zu benutzen. Dann
sind alle Nachbarn von a; in {a1,...,as-1}.

Fall 1: QE = {Ozl, N ,Oés}.

Wegen d > 3 existiert i ¢ {1,3}, sodass «; ein Nachbar von as ist. Nach Voraussetzung kénnen
wir o; und ag mit der gleichen Farbe farben. Anschliefend farben wir (au,as,...,@;—1,;) und
(s, g1, . .., 4, a) wie in |Bemerkung 11.9 beschrieben. Zum Schluss kénnen wir auch as farben, denn
a hat zwei gleichfarbige Nachbarn (a; und ag). Damit sind alle Ecken mit hochstens d Farben geféarbt.
Widerspruch.

Fall 2: Qp # {oq, ..., as}.

Sei ¢ minimal, sodass «; ein Nachbar von ay ist (alle Nachbarn von ay liegen in {aq,...,as-1}). Nach
Schritt 2 ldsst sich Q' := Q\ {a,...,as} mit d Farben farben. Auferdem ist Q zusammenhéingend.
Sei j maximal, sodass «; einen Nachbarn 8 in €' hat. Dann ist j < s. Da «a;4; keinen Nachbarn
in ' hat, konnen wir a1 mit der gleichen Farbe wie § farben. Nun wenden wir [Bemerkung 11.9|

auf den Weg (ajy2,. .., s, 4, Qit1, ..., ;) an. Anschliefend kénnen wir auch «; férben, denn «; hat
zwei gleichfarbige Nachbarn (o;11 und 3). Damit sind alle Ecken mit hochstens d Farben geférbt.
Widerspruch. O

Satz 11.11 (HEAWOOD). Fir jeden planaren Graphen 2 gilt x(2) < 5.

Beweis. O.B.d. A. sei Q zusammenhéngend. Induktion nach e := |Qg|. Fir e < 5 gilt x(Q) < x(V5) = 5.
Sei also e > 6. Wir betrachten eine planare Einbettung von €. Nach existiert w € Qf mit
deg(w) < 5. Fiir den planaren Graphen Q' = Q\ {w} gilt x(€') < 5 nach Induktion. Sei f: Q% — C =
{1,...,5} eine entsprechende Farbung. Seien o, ..., a;, € Q) die Nachbarn von w im Uhrzeigersinn
nummeriert. Im Fall [{f(«;) :i=1,...,n}| <4 konnen wir f(w) € C\ {f(a;) :4=1,...,n} wihlen.
Sei also n = 5 und 0.B.d.A. f(oy) = ¢ fiir i = 1,...,5. Sei Q43 der von den Ecken 8 € Q; mit
f(B) € {1,3} induzierte Teilgraph von . Analog definieren wir 4.

Fall 1: aq und a3 liegen in verschiedenen Komponenten A und I' von ;3.
Hier vertauschen wir die Farben 1 und 3 in A und setzen f(w) = 1. Dann gilt x(2) < 5.
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Fall 2: a1 und aj sind in €213 verbunden.
Sei (a1 = 1, ..., Br = ag) ein kiirzester Weg in Q3. Dann ist (51, ..., Ok, w, a1) ein Kreis, in dessen
Inneren entweder ao oder ay, as liegt. Insbesondere sind as und a4 nicht in Q294 verbunden. Wir kénnen
dann analog wie in Fall 1 argumentieren.

Satz 11.12 (Vierfarbensatz). Fir jeden planaren Graphen Q0 gilt x(2) < 4.

Beweis. Der Beweis von Appel und Haken aus dem Jahr 1976 war der erste Computerbeweis in der
Mathematik. Es mussten fast zweitausend Fille {iberpriift werden. 1996 hat man die Anzahl der Félle
auf 633 reduziert. Nach wie vor kennt man keinen Beweis, der ohne den Computer auskommt. O

Bemerkung 11.13.

(i) Der Vierfarbensatz impliziert die uns bereits bekannte Tatsache, dass V5 nicht planar ist
spiel 10.9).

(ii) Die Bestimmung der chromatischen Zahl eines (nicht unbedingt planaren) Graphen ist NP-
vollstdndig (man kann also wieder eine Million Dollar verdienen. .. ). Selbst die Frage, ob ein
planarer Graph chromatische Zahl 3 hat ist NP-vollstandig.

Definition 11.14. Sei (2 ein Graph und C' eine Menge von Farben. Eine Kantenfdrbung von € ist eine
Abbildung f: Qx — C mit f(A) # f(B), falls AN B # &. Eine Kante mit Farbe ¢ nennen wir auch
c-Kante. Die minimale Anzahl an Farben, die man fiir eine Kantenfarbung bendtigt, nennt man den
chromatischen Index x'(€).

Bemerkung 11.15.

(i) Offensichtlich ist x'(©2) > deg(Q2) fiir jeden Graphen Q.

(i1) Im Fall deg(Q2) < 2 ist jede Komponente von {2 eine Gerade oder ein Kreis. Man sieht dann leicht:
X' () <x() <3.

(iii) Der Satz von Ramsey lisst sich mit Farben interpretieren: Sei k¥ € N und n > 4~!. Wir fiarben
die Kanten von V,, beliebig mit rot und blau (ohne die Bedingung der Kantenfiarbung zu erfiillen).
Dann lassen sich stets k Ecken auswéhlen, die nur durch rote oder nur durch blaue Kanten

verbunden sind (wende [Satz 10.22| auf den ,roten* Teilgraphen an).
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(iv) Man kann die Kanten von § als Ecken eines neuen Graphen Q auffassen. Dabei seien zwei Ecken
in O benachbart, wenn die entsprechenden Kanten in {2 eine gemeinsame Ecke haben. Man nennt
Q den Kantengraphen von Q. Es gilt /() = x(€). Wegen deg(€) < 2deg(€2) — 2 erhilt man
X' (Q) < 2deg(©2) — 1 aus Um diese Abschétzung zu verschérfen, benutzen wir folgendes

Argument:

Seien e, f Farben einer Kantenfarbung. Sei (a1, ..., ;) ein Weg, dessen Kanten {o;, a1}
abwechseln mit e und f gefiarbt sind. Angenommen der Weg ldsst sich weder vorn noch hinten
verldngern, ohne die alternierende Farbung zu verlieren. Dann darf man die Farben e und f auf
dem Weg (au,...,ay,) vertauschen, ohne die Farbungseigenschaft zu verletzen.

Satz 11.16 (KONIG). Fir jeden bipartiten Graphen Q gilt x'(Q) = deg(Q).

Beweis. Wir miissen x’'(2) < deg(Q) =: d zeigen. Induktion nach Q. Ist Q trivial, so braucht man
keine Farbe. Sei daher A := {a, 8} € Qi und ' := Q\ A. Nach Induktion besitzt Q' eine Kantenfiarbung
mit d > deg(’) Farben. In Q' gilt deg(«),deg(3) < d. Daher ,fehlt* mindestens eine Farbe e an « (d. h.
es gibt keine e-Kante in ', die « enthélt). Analog fehle die Farbe f an 8. Im Fall e = f kénnen wir A
mit, e firben und sind fertig. Sei also e # f. Auferdem kénnen wir annehmen, dass a eine f-Kante
besitzt. Ausgehend von « konstruieren wir einen maximalen Weg (o = aq, . .., ay,) mit alternierenden f-
und e-Kanten (da e an « fehlt, lasst sich der Weg auch nicht am Beginn verlangern). Im Fall o, = [ ist
n ungerade, da  bipartit ist. Dann wére {o,_1, a,, } eine f-Kante, was nicht sein kann, da f an /3 fehlt.
Also ist a,, # 5. Wie in [Bemerkung 11.15] beschrieben darf man e und f auf dem Weg vertauschen.
Anschliefend fehlt f an o und an . Wir kénnen also {«, 8} mit f farben. O]

Satz 11.17 (VIZING). Fir jeden Graphen Q gilt x'(Q2) € {deg(€2), deg(2) + 1}.

Beweis. Wir zeigen x'(2) < deg(2) + 1 durch Induktion nach |Qk|. O.B.d.A. sei Qx # @ und
d :=deg(2) > 1. Sei A ={a,f} € Qx und ' := Q\ A. Nach Induktion existiert eine Kantenfarbung
¢: Q) — C mit |C| = d+ 1 Farben. Wie im Beweis von fehlt an jeder Ecke mindestens eine
Farbe. Angenommen die Farbe e fehlt an o und f fehlt an 5. Ein maximaler Weg mit alternierenden
e- und f-Kanten beginnend von o muss dann bei 8 enden, denn anderenfalls konnte man wie in
[Bemerkung 11.15|e und f auf diesem Weg vertauschen und anschliefsend A mit f farben.

Wir wéahlen eine moglichst lange Folge von verschiedenen Nachbarn § = fi,..., 8, von «, sodass
o({a, Bit1}) an B; fehlt fir i = 1,...,n — 1. Auf den Graphen ; := Q\ {{a, 8;}} definieren eine
Féarbung

oi(B) i {z({a,ﬂj+1}) falls 1 < j <i—1und B = {a, 8},

(B) sonst
fir  =1,...,n. In jeder dieser Farbungen fehlen die gleichen Farben an o wie in €.
B Br
Ba B
Q=0 a—703 Qs: a----f3
B B2
p1 b1
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Sei g eine an (3, fehlende Farbe. Der maximale Weg w mit alternierenden e- und g-Kanten in €,
beginnend von [, muss an « enden (nach dem ersten Teil des Beweises). Die letzte Kante auf diesem
Weg, sagen wir {a, v} tragt Farbe g. Da die Folge /31, ..., 8, nicht verlangern werden kann, muss v = f3;

mit 1< i <n gelten. Nun gilt g = pa({a, 5:}) = ¢({a, Bi1})-

e
ﬁn/‘\ ﬂn“———~\\
By C B Ty
Qn: [0 . 62 Qz (6% e 51
AN N
B2 B2
b1 B1

Nach Wahl von ;11 bedeutet dies, dass g in ¢ an §; fehlt. Somit fehlt g auch in ; an 8;. Wir kénnen
also den alternierenden Weg w’ mit g- und e-Kanten in €; aus /3; betrachten. Der erste Wegabschnitt
muss mit w iibereinstimmen (in umgekehrter Richtung). Bzgl. ¢1 = ¢ und ¢; fehlt jedoch Farbe g an
Br. Daher muss w’ in (3, enden. Nach dem ersten Teil des Beweises hiitte w’ jedoch in o enden miissen.
Widerspruch. O

12 Baume

Definition 12.1. Ein zusammenhingender Graph €2 heifft Baum, falls () keinen Kreis enthélt, d. h.
je zwei Ecken von  sind durch genau einen Weg verbunden. Ecken vom Grad < 1 heiffen dann
(treffenderweise) Bldtter.

Beispiel 12.2. Geraden und Sterne sind stets Baume. Dagegen sind 7, V,, und KC,, fiir n > 3 keine
Baume. Typische Bidume sind Stammbéaume:

Bemerkung 12.3. Nach [Satz 10.5|ist jeder Baum 2 ein bipartiter Graph. Insbesondere ist x(€2) < 2
und x'(2) = deg(f2) nach [Satz 11.16

Satz 12.4. Ein zusammenhdngender Graph Q@ mit n Ecken ist genau dann ein Baum, wenn |Qg| =n—1
gilt. Insbesondere hat jeder zusammenhdngende Graph mit n Ecken mindestens n — 1 Kanten.

Beweis. Induktion nach n: Fiir n = 1 ist die Behauptung klar. Sei also {2 ein Baum mit n > 2 Ecken. Sei
w=wi,...,w, ein Weg maximaler Lange ohne doppelte Ecken. Dann ist w ein Blatt, denn anderenfalls
kénnte man den Weg um eine Ecke verlangern. Nach Induktion ist © \ {w} ein Baum mit n — 1 Ecken
und n — 2 Kanten. Also ist |Qx|=n—1.

Sei umgekehrt 2 ein zusammenhéngender Graph mit n Ecken und k£ Kanten. Nehmen wir an, dass €2 einen
Kreis A enthélt. Dann kann man eine Kante von A entfernen, sodass {2 immer noch zusammenhéngend
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ist. Dies kann man so oft wiederholen, bis man einen Baum erhélt. Nach dem ersten Teil gilt also
k > n — 1, wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn €2 bereits ein Baum ist. O

Bemerkung 12.5.

(i) Aus dem Beweis von geht hervor, dass jeder Baum mindestens ein Blatt besitzt. Durch
Induktion nach der Eckenzahl folgt leicht, dass jeder Baum planar ist (in einer planaren Einbettung
lasst sich an jeder Ecke ein Blatt anfiigen). Dies erhélt man natiirlich auch aus Kuratowski, da Vs
und V3 3 Kreise enthalten.

(ii) Bekanntlich gibt es genau 2(3) = gn(n=1)/2 Graphen mit n vorgegebenen Ecken (ohne Beriicksich-
tigung von Isomorphie). Wir zahlen wie viele solche Graphen Béume sind.

Satz 12.6 (CAYLEY-Formel). Es gibt genau n™~2 Béume mit Eckenmenge {1,...,n}.

Bewei@ (PRUFER). O.B.d. A. sei n > 3. Fiir eine n-elementige Teilmenge M C N sei B(M) die
Menge aller Baume € mit Qg = M. Wir konstruieren zueinander inverse Bijektionen

f: B(M)— M"2,
g: M"2 — B(M)

durch Induktion nach n. Fir n = 3 ist Q € B(M) eine Gerade und wir definieren f(2) als Mittelpunkt
von €2 (die einzige Ecke vom Grad 2). Ist umgekehrt o € M = M"~2 gegeben, so definieren wir g(«)
als Gerade mit Mittelpunkt . Sicher ist dann f o g =1idy/m-2 und go f =idpy.

Sei nun n >4 und 2 € B(M) gegeben. Sei a € Qg = M das Blatt mit dem kleinsten Wert in M und
sei 3 der einzige Nachbar von o.. Wir definieren induktiv f(Q) := (53, f(Q \ {a})). Mit Induktion folgt,
dass M \ f(2) die Menge der Blitter von 2 ist. Sei umgekehrt (as,...,a,_2) € M" 2 gegeben. Wir
setzen o := min M \ {, ..., an—2}. Induktiv existiert bereits A := g(ag,...,an—2) € B(M \ {a})
und wir kénnen

glan,...,an—9) = (M,Ag U{a1,a}) € B(M)

definieren.

Um g o f zu berechnen, wihlen wir Q € B(M), das kleinste Blatt o € Qp, den Nachbarn £ von « und
A:=Q\{a} € B(M\{a}). Da M\ f(Q2) die Menge der Blatter von  ist, gilt min M \ f(Q2) = .
Induktiv gilt g(f(A)) = A und es folgt

g(F() =g(B, f(A)) = (M,Ax U{B,a}) = Q.

Sei umgekehrt (aq,...,q,2) € M2, a := min M \ {a1,...,a, 2} und A = g(as,...,q, 2) €
B(M \ {a}). Induktiv ist f(A) = (a2,...,an—2). Also sind M \ {«a,as,...,an_2} die Blétter von
A und M\ {aq,...,a,—2} sind die Blatter von g(aq,...,a,—2). Daher ist o das kleinste Blatt von
g(ai,...,an—2) und es folgt

f(g(ozl,...,an,Q)) = f(M, Ag U {al,a}) = (oq,f(A)) = (a1,...,Qp-2).

Somit sind f und g zueinander inverse Bijektionen. Insbesondere ist f bijektiv und |B(M)| = |[M"2| =
nn=2, O

2Lalternative Beweise stehen in [Aigner-Ziegler, Das BUCH der Beweise, Springer, 2014|
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Bemerkung 12.7. Mit der Bezeichnung aus obigen Beweis nennt man f(2) den Priifer-Code eines
Baums €.

Beispiel 12.8.
(i) Der Priifer-Code von

ist (2,3,3). Wie im Beweis behauptet kommen die Blétter nicht im Priifer-Code vor.

(ii) Sei umgekehrt der Priifer-Code (a1, ..., an—2) gegeben und M = {1,...,n}. Die Konstruktion
des entsprechenden Baumes geschieht nach folgendem Algorithmus: Fir £ = 1,...,n — 2 verbinde
man die Ecken «aj und

/8k = minM\ ({ﬁl, Ce 5kz—1} U {Oék, - ,Ozn,Q})

mit einer Kante. Anschliefend verbinde man die verbleibenden beiden Ecken in M\ {f1,..., Bn—2}.
Fiir den Priifer-Code (1,2,2,3,3,3) erhélt man:

6

ap | 12023 3 3 |
Gt 15 2 4—1—92—3—7

) 8

Bemerkung 12.9.

(i) Sei © ein Baum mit Qg = {1,...,n} und sei d; der Grad der Ecke ¢ € {1,...,n}. Bei der
Konstruktion des Priifer-Codes werden d; — 1 Nachbarn von i entfernt und jedes Mal i in f(€)
geschrieben. Anschliefend ist ¢ ein Blatt und taucht nicht mehr f(€2) auf. Also ist d; — 1 die
Vielfachheit von 4 im Priifer-Code. Nach hat  genau n — 1 Kanten und es folgt

>, di = 2(n — 1) aus dem Handschlaglemma. Die Anzahl der Baume mit vorgegebenen
Eckengraden d,...,d, ist somit
n—2
dy—1,... dy—1

(ii) Die Multimenge {d;—1,...,d,—1} beschreibt eine Partition von n—2 (wenn man Nullen weglésst)
und umgekehrt gibt es zu jeder Partition von n — 2 einen entsprechenden Baum. Isomorphe
Baume liefern offenbar die gleiche Multimenge {dy,...,dy,}. Die Anzahl der Isomorphieklassen
von Béumen der Ordnung n ist also mindestens p(n — 2).

nach [Satz 1.18]

(iii) Seien eq,...,es die Vielfachheiten in der Multimenge {di,...,d,} (also e; + ...+ es =n). Dann
kann man die Zahlen d,...,d, auf
n
€l1,...,€g

Weisen anordnen. Die Anzahl der Baume, deren Eckengrade die Multimenge {dy,...,d,} liefern
ist somit
n—2 n
dl—l,...,dn—l €1,...,€5 ’
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Fiir n =7 und {dy,...,d7} = {1,1,1,2,2,2,3} erhélt man

5 7 5171
<1, 1, 12) (3,3, 1> orara] — 0 2757 =120-70 =8.400

Satz 12.10. Die Anzahl der Biume mit n Ecken, von denen k Bldttern sind, ist {Z:i Z—,‘

Beweis. Fiir die Wahl der Blitter aq,...,ar € {1,...,n} von Q gibt es (Z) Moglichkeiten. Seien
Qt1,---,0n die verbleibenden Ecken. Der Priifer-Code von €2 entspricht dann einer surjektiven
Abbildung {1,...,n — 2} — {akyt1,...,a,}. Die gesuchte Anzahl von Badumen ist daher

(D uftr#r= (g

nach O

Beispiel 12.11. Nach [Satz 12.6 gibt es 5% = 125 Baume mit Eckenmenge {1,...,5}. Wir bestimmen
die Isomorphieklassen, indem wir die Partitionen von 3 durchgehen:

e Die Partition (1%) liefert die () = 10 mdgliche Gradfolgen (1,1,2,2,2),...,(2,2,2,1,1). Es gibt

daher
10 3\ Z 60
1,1,1)

solche Baume, die alle zur Gerade G5 isomorph sind (das sind die Baume mit genau zwei Blattern).

e Die Partition (2,1) liefert (1§3) = 20 mogliche Gradfolgen (1,1,1,2,3),...,(3,2,1,1,1). Dies

ergibt
3
20 =60
(%)

Baume, die alle zu

isomorph sind (das sind die Bdume mit genau drei Blattern).

e Die Partition (3) liefert (,°) =5 Gradfolgen (1,1,1,1,4),...,(4,1,1,1,1) und 5 Biume, die alle
zu S5 isomorph sind (das sind die Baume mit genau vier Bléattern).

Es gibt daher nur drei Baume mit fiinf Ecken bis auf Isomorphie (vgl. https://oeis.org/A000055).
Bemerkung 12.12. Im Unterschied zu [Satz 9.10| haben Erdés und Rényi auch bewiesen, dass fast
alle Baume symmetrisch sind. Dafiir zeigten sie, dass die meisten Baume Kirschen besitzen. Dies

sind zwei Blatter mit gemeinsamen Nachbarn. Vertauschung dieser Blétter liefert einen nicht-trivialen
Automorphismus.

Beispiel 12.13. In einem neu angelegten Wohngebiet sollen Straflenlaternen mit Strom versorgt werden.
Wie viele Moglichkeiten gibt es die Laternen mit méglichst wenigen Stromkabeln zu verbinden.
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Definition 12.14. Sei Q ein Multigraph mit Adjazenzmatrix A = (a;;) € Q"*"™ und Eckengraden

di,...,dp.
e Die Matrix
di  —ai2 R —ain
—ag)  da
L(Q) == (0ijdi — aij)ig = | 7
: —Qp—1n
—Gn,1 te —Onp.n—1 dp,

heilt Laplace-Matrixz von 2.
e Ein (einfacher) Teilgraph A von € heifst Spannbaum von €, falls A ein Baum ist und Qp = Apg.

Beispiel 12.15. Offenbar kénnen nur zusammenhéngende Multigraphen Spannbédume besitzen. Durch
Entfernen geeigneter Kanten (wie im Beweis von sieht man, dass jeder zusammenhéngende
Multigraph € einen Spannbaum besitzt. Die Anzahl der Spannbdume ist hochstens (‘Slszzlf_'l) nach
Insbesondere ist jeder Baum sein eigener Spannbaum. Die Spannbiume des vollstindigen

Graphen V), sind genau die n"~2 Biume mit n Ecken.

Satz 12.16 (KIRCHHOFFs Matrix-Baum-Satz). Sei 2 ein Multigraph mit Laplace-Matriz L. Sei L' die
Matriz, die durch Streichen der letzten Zeile und letzten Spalte aus L entsteht. Dann ist det(L') die
Anzahl der Spannbdume in €.

Beweis. Induktion nach |Qg|: Im Fall Q = 7, sind L und L’ Nullmatrizen und es gibt nur einen
Spannbaum falls n = 1. Wir interpretieren dann die Determinante der 0 x 0-Matrix L’ als 1. Sei
also Q # @. Wir nummerieren die Ecken von € so, dass die letzten beiden Ecken mit einer Kante
a verbunden sind. Die Spannbdume von 2, die a nicht enthalten, sind genau die Spannbdume von
Q2 = Q\ {a}. Deren Anzahl ist det(L(€’)") nach Induktion. Sei A der Graph, der aus  entsteht,
indem man a entfernt und die letzten beiden Ecken zusammenfiihr@ (dadurch kénnen Mehrfachkanten
entstehen). Jeder Spannbaum von 2, der a enthilt, ldsst sich nun eindeutig als Spannbaum von A
interpretieren. Nach Induktion besitzt Q also genau det(L(€)") 4+ det(L(A)") Spannbaume.

Sei L = (x;5) € Q™. Da die Determinante in der letzten Spalte linear ist, gilt

11 0 Tip—2 0
Ty o T1n—1
det L' = det : . : + det
Tp-21 -+ Tp-2p-2 0
Ipn—-1,1 ~°° Tn—1n—-1 — 1
Tp—11 *** Tp_in-2 1
11 v Tlp-2
= det(L(Y)’) + det :
Ip—2,1 " Tn-2n-2
= det(L(Y)") + det(L(A)")
mit dem Entwicklungssatz von Laplace. O

Bemerkung 12.17.

(i) Offenbar kann man im Matrix-Baum-Satz anstelle der letzten Zeile und Spalte genauso gut die
i-te Zeile und Spalte von L streichen.

2Zman spricht von Kantenkontraktion
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(ii)) Da L = L(Q) reell und symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte reell. Nach Konstruktion ist jede
Zeilensumme (und Spaltensumme) von L gleich 0. Daher ist (1,...,1) ein Eigenvektor zum
Eigenwert 0.

Satz 12.18. Sei Q ein Multigraph und seien A1, ..., A\, die Eigenwerte von L(Q) (mit Vielfachheiten),
sodass A, = 0. Dann besitzt ) genau %)\1 .o Ap—1 Spannbiume.

Beweis. Das charakteristische Polynom von L = L(€2) hat die Form
xi=det(X1, —L)=X(X = X)...(X = Xp_1) = (=1)" A . 00 X 4.

Wir addieren die Zeilen 1,...,n — 1 von X1, — L auf die n-te Zeile. Dadurch verdndert sich die
Determinante nicht. Da die Spaltensummen von L verschwinden, hat die letzte Zeile der neuen Matrix
die Form (X, ..., X). Wir extrahieren nun den Faktor X aus der letzten Zeile und erhalten eine Matrix
M(X), deren letzte Zeile (1,...,1) ist (die anderen Zeilen stimmen mit X1, — L iiberein). Es gilt
nun x = X det(M(X)). Den konstanten Term von det(M (X)) erhdlt man, indem man X = 0 setzt.
Der Koeffizient (—1)""!\;...\,—1 von X in y ist daher det(M(0)). Wir addieren nun die Spalten
1,...,n—1von M(0) zur letzten Spalte von M (0). Dadurch &ndert sich det(M (0)) nicht und die letzte
Spalte hat die Form (0, ...,0,n)". Der Entwicklungssatz von Laplace zeigt

(=1)" A\ A1 = det(M(0)) = ndet(—L') = n(—1)""' det(L).

Die Behauptung folgt aus dem Matrix-Baum-Satz. Ul

Beispiel 12.19.

(i) Ist © nicht zusammenhéngend, so hat die Laplace-Matrix bei geeigneter Nummerierung der
Ecken Blockdiagonalgestalt L = (6‘ %). Nun sind (1,...,1,0,...,0) und (0,...,0,1,...,1) zwei
linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert 0. Die algebraische Vielfachheit von 0 ist daher

mindestens 2. Nach [Satz 12.18| besitzt € keine Spannbéume in Ubereinstimmung mit [Beispiel 12.15
(i) Fiir Q =V, ist L = L(?) = nl,, — J, wobei wie iiblich J = (1); ;. Die Eigenwerte von L sind 0
mit Vielfachheit 1 und n mit Vielfachheit n — 1 (siehe Beweis von [Satz 8.2). Aus [Satz 12.18|folgt

also die Cayley-Formel.
(iii) Wir wollen nun die Strafsenlaternen aus [Beispiel 12.13|so verbinden, dass die Gesamtlénge der
benotigten Kabel mdoglichst klein ist.

Definition 12.20. Sei Q2 ein (einfacher) Graph. Eine Funktion w: Qx — R mit w(a) > 0 fiir alle
a € K nennen wir Gewichtsfunktion auf . Die Zahl w(2) := 3 o w(a) sei das Gesamtgewicht von
Q.

Satz 12.21 (KRuUskAL-Algorithmus). Sei ) ein zusammenhdngender Graph mit n Ecken und Gewichts-

funktion w. Der folgende ( greedgF_?I) Algorithmus konstruiert einen Spannbaum A von Q mit minimalem
Gesamtgewicht w(A):

(1) Setze Ak = @.
(2) Firi=1,...,n—1 tue:
e Bestimme A :={a € Qg \ Ak : (Ug, Ag U{a}) besitzt keinen Kreis}.

2deutsch: gierig
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o Wiahle a; € A mit w(a;) = min{w(a) : a € A}.
o Setze A = Ag U{a;}.

Beweis. Angenommen im i-ten Schleifendurchlauf gilt A = @. Dann muss A bereits zusammenhéngend
sein, denn anderenfalls kénnte man mit einer neuen Kante zwei Komponenten verbinden, ohne dass ein
Kreis entsteht. liefert den Widerspruch ¢ — 1 = |Ag| > n — 1. Also ist stets A # @ und q;
kann geeignet gewéihlt werden. Am Ende des Algorithmus ist |Ag| =n — 1. Jede Komponente I von
A hat hochstens |I'g| — 1 Kanten, da sonst ein Kreis vorhanden wére. Da n die Summe {iber |I'g| ist,
kann es nur eine Komponente geben, d.h. A ist tatsdchlich ein Spannbaum.

Es bleibt zu zeigen, dass w(A) minimal ist. Unter allen Spannbdumen mit minimalem Gesamtgewicht
wéhlen wir A, sodass |Ag N A’ | moglichst grof ist. Nehmen wir A # A’ an. Sei ¢ minimal mit a; ¢ A’
Nun muss I' := (Qg, A% U {a;}) einen Kreis besitzen. Eine Kante dieses Kreises, nennen wir sie b;,
gehort nicht zu Ag. Durch Entfernen von b; erhélt man den Spannbaum IV :=T'\ {b;} mit

w(A") <w() = w(A") + wla;) —w(b;).

Dies zeigt w(b;) < w(a;). Da ay,...,a;—1,b; Kanten des Spannbaums A’ sind, konnen sie keinen
Kreis enthalten. Da der Algorithmus a; anstelle von b; im i-ten Schleifendurchlauf gewéhlt hat, gilt
w(b;) > w(a;). Insgesamt ist also w(b;) = w(a;). Somit ist auch I ein Spannbaum mit minimalem
Gesamtgewicht w(I") = w(A’). Andererseits gilt |Ax NI | = |Ag N Al| + 1 im Widerspruch zur
Wahl von A'. O

Beispiel 12.22. Der folgende (blau gekennzeichnete) Spannbaum hat Gesamtgewicht 18:

2 7

4 2 3
1 6

) 1 7
2 1
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Aufgaben

Die folgenden Aufgaben stimmen nicht zwangsldufig mit den Hausiibungen iiberein.

Aufgabe 1. (Présenzaufgabe) Sei n € N. Finden Sie ,kombinatorische Beweise (d. h. mdglichst ohne
Induktion) fiir die folgenden Identitdten:

(a) 1+2+...+n—-1=(}).
(b) 14+34+5+...+2n—1=n?
() 12422+ ..+ (n—-12=%1%).
Hinweis: Bestimmen Sie die Michtigkeit von {(a,b,¢) € N3 : a,b < ¢ < n} auf zwei Weisen.
(@ 1)) +2(5) +...+n(}) =n2n1.
(e) 2°(5) +21 (1) + ... +2"(]) = 3™

Aufgabe 2 (3 Punkte). Zeigen Sie

@ - @ ST (Ln%J) N <(n721> g (M/;H) T <Z>

fir n € N, wobei [n/2] abrunden und [n/2] aufrunden bezeichnet.

Aufgabe 3 (3 Punkte). Sei M eine nichtleere endliche Menge. Zeigen Sie, dass M genauso viele
Teilmengen mit gerader wie mit ungerader Méchtigkeit besitzt. Bestimmen Sie die Anzahl dieser
Teilmengen.

Aufgabe 4 (3 + 3 Punkte). Seien ai,...,a5 € Z? verschiedene Punkte in der euklidischen Ebene mit
ganzzahligen Koordinaten. Zeigen Sie, dass i # j existieren, sodass der Mittelpunkt zwischen a; und a;
auch ganzzahlige Koordinaten hat. Wie viele Punkte briuchte fiir die analoge Aussage im euklidischen
Raum R3?

Hinweis: Schubfachprinzip.

Aufgabe 5 (3 + 3 + 3 + 3 Punkte). Beim Jonglieren werden Bélle abwechselnd mit der linken und
rechten Hand geworfen und gefangen. Der zum Zeitpunkt k € N geworfene Ball soll als Nachstes zum
Zeitpunkt k + a, geworfen werden. Die Zahl aj ist somit ein Mafs fir die Wurfhohe. Ist a; ungerade,
so wird der Ball von der linken in die rechte Hand geworfen oder umgekehrt. Der Spezialfall ai = 0
bedeutet, dass zum Zeitpunkt k kein Ball geworfen wird. Die Kunst des Jonglierens besteht darin es zu
vermeiden, dass zwei Bélle zur gleichen Zeit (mit der gleichen Hand) gefangen werden miissen. Wir
nennen die Folge a = (a1, aq9,...) € NON daher ein Jongliermuster, falls

k—i—ak#l—i-al
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fir alle k& # [ gilt. Die Hohe von a sei h(a) := max{ay : k € N} (realistischerweise ist die Wurfhohe
beschrénkt). Des Weiteren heifst a periodisch, falls ein p € N mit ap = apy, fiir alle k& € N existiert.
Ggf. schreibt man a = (aq,...,a,) und nennt das kleinste solche p die Periode von a. Das klassische
3-Ball-Jongliermuster (,Kaskade®) ist (3). Eine beliebte Variante ist (4,4, 1). Etwas schwieriger zu
jonglieren ist (5,1) (,,Shower®).

Zeigen Sie:

(a) Genau dann ist (a1,...,ap) € NJ ein periodisches Jongliermuster, wenn 1+ aq,...,p + a, ein
Reprisentantensystem fiir Z/pZ ist. Insbesondere sind dann auch die Shifts

(az,...,ap,a1),...,(ap,a1,a2,...,4p—1)
Jongliermuster mit der gleichen Periode.

(b) Die Anzahl der bendtigten Balle eines Jongliermusters (a1, ..., ap) ist %(al—k. ..+ap). Insbesondere
ist dies eine ganze Zahl.

(c) Bestimmen Sie alle periodischen 3-Ball-Jongliermuster mit Periode 3 und Héhe < 5 bis auf Shifts.

(LA) Beweisen Sie mit einem Video, dass Sie das Muster (5,0, 1) fiir mindestens 30 Sekunden jonglieren
konnen.

Bemerkung: Ron Graham (1935-2020) war einer der bekanntesten diskreten Mathematiker und gleich-
zeitig 6-Ball-Jongleur.

Aufgabe 6 (Prasenzaufgabe). Beweisen Sie ohne Induktion den Multinomialsatz

k
D U (R Lt
(K1, ) END Lyeeesfin
k14 Akn =k

fir a1,...,a, € Cund k € N.

Aufgabe 7 (2 + 3 + 3 Punkte). Beantworten Sie folgenden Fragen mit Begriindung:
(a) Wie viele Teilmengen von {1,...,12} enthalten mindestens eine gerade Zahl?

(b) Wie viele Moglichkeiten gibt es die Buchstaben von POSSESSES anzuordnen, sodass die fiinf S
nicht alle nebeneinander stehen?

(c) Auf wie viele Arten kann man einen Blumenstrauf mit 12 Blumen zusammenstellen, wenn Rosen,
Tulpen und Dahlien in beliebiger Anzahl zur Verfiigung stehen?

Aufgabe 8 (3 + 3 Punkte). Zeigen Sie

() -(C)

> () - ()

Hinweis: Zéhlen Sie Multimengen (man braucht keine Rechnung anzustellen).
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Aufgabe 9 (4 Punkte). Wie viele natiirliche Zahlen < 10° sind weder Quadratzahlen noch Kubikzahlen
noch durch 5 teilbar?
Hinweis: Inklusions-Exklusions-Prinzip.

Aufgabe 10 (LA, 1+ 2 + 2 Punkte).
(a) Berechnen Sie ¢(750).

(b) Bestimmen Sie das Urbild ¢~1(14).
Bemerkung: Eine offene Vermutung von CARMICHAEL besagt |o~!(n)| # 1 fiir alle n € N.

(c) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von 626.257.
Hinweis: ¢(626.257) = 624.640.

Aufgabe 11 (Préasenzaufgabe). Sei A, = {o € S,, : sgn(o) = 1} die alternierende Gruppe vom Grad
n > 2. Wie in Satz 2.10 sei z; (o) die Anzahl der k-Zyklen von o € S,.

(a) Berechnen Sie »_ ., z(o) fiir 1 <k <n.
Hinweis: Berticksichtigen Sie die Spezialfille k € {n — 1,n}.

(b) Zeigen Sie, dass o € A,, im Durchschnitt H,, + (5;11);” Zyklen besitzt.

Aufgabe 12 (2+4+3 Punkte). Eine Komposition von n € N mit ¢ Teilen ist ein Tupel (aq, ..., a;) € N
mit a1 + ...+ a; = n. Im Gegensatz zu Partitionen soll dabei die Reihenfolge der a; beriicksichtigt
werden. Sei ki(n) die Anzahl der Kompositionen von n mit ¢ Teilen.

(a) Bestimmen Sie alle Kompositionen von 7 mit drei Teilen.

(b) Zeigen Sie k¢(n) = (7;:11) fir alle 1 <t <mn.
Hinweis: 12 345]6 | 789 oder (a1,...,a;) — {a1,a1 +az,...,a1 + ... + a_1}.

(c) Berechnen Sie die Anzahl k(n) aller Kompositionen von n mit beliebig vielen Teilen. (Das ist
iberraschenderweise viel einfacher als p(n) zu berechnen.)

Aufgabe 13 (4 + 4 + 2 Punkte). Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie:
(a) Fir natiirliche Zahlen 0 < k < n gilt
n
L{;:| = Z aj...0p—f.
0<a1<...<ap_<n
Hinweis: Satz 2.17.

(b) InFp[X] gilt XP — X =X(X+1)...(X+p—1).
Hinweis: Polynom-Methode.

(c) Fiir 1 <k < pist [}] durch p teilbar.
Aufgabe 14 (LA, 2+ 2 + 2 Punkte).

(a) Schreiben Sie (1,2,3,4)(7,6,5,4,3) als Produkt von disjunkten Zyklen und als Produkt von
Transpositionen.
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(b) Berechnen Sie [Z]

(c) Bestimmen Sie alle Partitionen von 7.
Aufgabe 15 (Prasenzaufgabe). Gegeben seien a,b,cp,c; € C und gesucht ist eine Zahlenfolge = =
(zg,21,...) € CNo, die die folgende Rekursionsgleichung zweiter Ordnung erfiillt:
To = Co, T = ci, Ty = aTp—1+bTp—o (0 >2).
Seien A, 1 € C die Nullstellen von X? — aX — b. Zeigen Sie:

(a) Tm Fall A = p ist @, = co(1 — n)A™ + cyn A"~ fiir alle n € Ny.

(b) Im Fall X\ # p ist x, = Cl/\__‘:fo A" 4 )‘f\o:lfl w" fiir alle n € No.

Aufgabe 16 (4 + 4 + 4 + 4 Punkte).
(a) Berechnen Sie {Z} und b(6).

(b) Zeigen Sie
1
{n—; ] =nlH,

fiir n € N, wobei H,, die n-te harmonische Zahl ist.

e =2() ()

(c) Zeigen Sie

fur alle n > 2.

Hinweis: [Satz 2.25

(d) Finden und beweisen Sie eine analoge Formel fiir {, ", }.

Aufgabe 17 (4 Punkte). Ein Corona-Modell: Jede neu-infizierte Person steckt in der ersten Woche ca.
0,8 Personen an, in der zweiten Woche steckt sie ca. 0,1 Personen an (Quaranténe zeigt Wirkung) und
in der dritten Woche ist sie genesen oder tot. Sei ¢, die Anzahl aller Corona-Infizierten in Hannover in
Woche n. Die Werte von letzter und dieser Woche sind ¢y = 3372 und ¢; = 3316. Berechnen Sie ¢o;
(Zeitraum der Wiederholungsklausur).

Hinweis: Unterteilen Sie ¢, in ,alt* und ,neu” Infizierte.

Aufgabe 18 (LA, 4 Punkte). Sei w(n) die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stadt mit n Einwohnern
an jedem Tag des Jahres (ohne Schaltjahr) mindestens ein Einwohner Geburtstag hat. Bestimmen Sie
das kleinste n mit w(n) > 1.

Hinweis: Sie diirfen WolframAlpha/ oder ein Computeralgebrasystem benutzen.

Aufgabe 19 (Prisenzaufgabe). Sei K ein Korper. Eine Summe der Form > >° an X" mit a, € K

n=—0oo

fiir n € Z heiftt (formale) Laurent-Reihe, falls |{n < 0 : a, # 0}| < oco. Zeigen Sie, dass die Menge
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K ((X)) aller Laurentreihen mit den Verkniipfungen
D an X"+ b X" =) (an +by) X"
S anX 3 X" = 3 (3w ) X"

n=—oo k:—oo

zu einem Korper wird.
Hinweis: Vergessen Sie nicht die Wohldefiniertheit der Addition und Multiplikation zu priifen.

Aufgabe 20 (4 + 4 Punkte). Nach ist o :=1— X — X? € C[[X]] invertierbar.

(a) Berechnen Sie die ersten sieben Koeffizienten von é (also bis X°). Erkennen Sie ein Muster?

(b) Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von X wie in [Beispiel 4.10{ii) und entwickeln Sie die
auftretenden geometrischen Reihen geméfs |4.101).

Aufgabe 21 (4 + 4 Punkte). Die Bernoulli-Zahlen B,, € Q werden iiber ihre erzeugende Funktion
definiert:

oo

X B,
2 N Znxn
exp(X) —1 7;) n!

(a) Bestimmen Sie By und beweisen Sie
n—1 n
> ()m =0
k=0

fiir n > 2. Vergleichen Sie mit [Satz 2.37| (darauf gibt es keine Punkte).

(b) Beweisen Sie Ba, 1 =0 fiir n € N.
Hinweis: Vergleichen Sie o := ) %X’“ mit a(—X).

Aufgabe 22 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass Sa, genau (2n — 1)!! :=1-3-...-(2n — 1) fixpunktfreie
Permutationen der Ordnung 2 besitzt. Wie viele solche Permutationen besitzt So, 17

Aufgabe 23 (LA, 2 + 2 + 2 Punkte). Sei

e}

sin(X) := Z 2n+ X2”+1 e C[[x1],

n:O
)

cos(X) := Z

n=0

e C[[x]].

Zeigen Sie:
(a) (EULERsche Formel) exp(iX) = cos(X) + isin(X), wobei i = y/—1 € C.
(b) sin(2X) = 2sin(X) cos(X) und cos(2X) = cos(X)? — sin(X)2.
(c) (trigonometrischer Pythagoras®) sin(X)? + cos(X)? = 1.

Hinweis: Thre Losung sollte unabhéngig von Analysis sein.
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Aufgabe 24 (Prasenzaufgabe). In [Beispiel 4.21{(ii) wurden die Catalan-Zahlen durch C; := 1 und
C, = Z;ll CrC,,_y fiir n > 2 definiert. Zeigen Sie fiir n > 2:

(a) C, ist die Anzahl der Moglichkeiten n Elemente einer Gruppe zu klammern. Zum Beispiel Cy = 5:

r1(v2(zaza)),  wi((zexs)wa),  (w1m2)(w3ws),  ((m1w2)ms)rs,  (21(223))24

(b) C, die Anzahl der Moglichkeiten n — 2 Diagonalen in ein konvexes (n 4+ 1)-Eck zu zeichnen, die
sich nicht schneiden:

SAAAZAN)

Bemerkung: R. P. Stanleys Buch ,Catalan numbers” enthélt 214 Interpretationen von C,,.

Aufgabe 25 (4 Punkte). Berechnen Sie die ersten zehn Koeffizienten (bis X”) der Umkehrfunktion
von X — X3 € C[[X]]° (viele der Koeffizienten sind 0). Geben Sie die von 0 verschiedenen Koeffizienten
bei https://oeis.org/ ein.

Hinweis: Beispiel 4.21(ii).

Aufgabe 26 (4 + 4 Punkte).

(a) Konstruieren Sie Potenzreihen «, 3, € C[[X]], sodass

aof# foa, ao(f+n)Faof+aocy, ao (By) # (o f)(aoy).

(b) Wir haben in Satz 4.19 bewiesen, dass jedes Element in C[[X]]° eine Umkehrfunktion besitzt.
Es gibt allerdings noch weitere Potenzreihen mit Umkehrfunktionen. Konstruieren Sie «, 8 €

CIXT\ CIXT]° mit (B) = B(a) = X.

Aufgabe 27 (4 Punkte). Fiir k € Ny sei
(X) X(X-1)...(X-k+1)

k)T R € QL]

(wurde bereits im Beweis der Vandermonde-Identitit benutzt). Sei o € C[X] ein Polynom mit a(n) € Z
fiir alle n € Z. Zeigen Sie, dass sich «a eindeutig in der Form

a_i@f)

mit ay € Z schreiben ldsst. Folgern Sie o € Q[X].
Hinweis: Polynom-Methode.

Aufgabe 28 (LA, 2 + 2 + 2 Punkte). Als Ergénzung zu [Aufgabe 23| sei

tan(X) := iz;i))?)
arctan(X Z ( X2"+1.

91


https://oeis.org/

Zeigen Sie:
(a) sin(X)" = cos(X) und cos(X)" = —sin(X).
(b) arctanotan = X.
Hinweis: Prifen Sie zuerst tan € C[[X]]°. Danach ableiten.
(c) arctan(X) = %log(%f§) mit i =+/—1€C.

Hinweis: Priifen Sie, dass logci‘ﬁ) wohldefiniert ist.

Bemerkung: Es gibt unzahlige weitere trigonometrische Identitédten, aber nicht alle lassen sich iiber
formale Potenzreihen beweisen. Zum Beispiel besitzt cos keine formale Umkehrfunktion (dennoch kann
man die analytische Taylorreihe fiir arccos angeben).

Aufgabe 29 (Knobelaufgabe fiir die Exkursionswoche, 4* Punkte). Zeigen Sie, dass zu jeder natiirlichen
Zahl n € N eine Zahl a € N existiert, die durch n teilbar ist und nur aus den Ziffern 0 und 1 besteht.

Aufgabe 30 (Prisenzaufgabe). Beweisen Sie fiir alle a € C[[X]]:

Ky aX\2 1 _ o X
H(1+QX)_Z Xk Hlfan_Z Xkl -
k=0 k=0 k=1 k=0

Bemerkung: Diese Gleichungen setzen den Gaufschen Binomialsatz fort, so wie der Newtonsche
Binomialsatz den gewohnlichen Binomialsatz fortsetzt.

Aufgabe 31 (4 + 4 + 3 Punkte).

(a) Schreiben Sie die erzeugende Funktion der Quadratzahlen 0,1,4,9,16,... als Quotient von
Polynomen.

Hinweis: Orientieren Sie sich an [Belspiel 5.2}

(b) Sei a, die Anzahl der Moglichkeiten n Eurocent durch beliebig viele 1-, 2- und 5-Centmiinzen
zusammen zu stellen. Schreiben Sie die erzeugende Funktion von a,, als Produkt von geometrischen
Reihen.

(c) Interpretieren Sie die Koeffizienten der Potenzreihe []°° (1 4+ X?") kombinatorisch. Lisst sich
die Reihe einfacher ausdriicken?

Aufgabe 32 (3 + 3 + 3* Punkte). Seien n,d € N. Beweisen Sie:

(a) (GLAISHER) Die Anzahl der Partitionen von n, deren Teile nicht durch d teilbar sind, ist gleich
der Anzahl der Partitionen von n, in denen kein Teil d-mal (oder 6fter) auftritt.
Hinweis: Der Fall d = 2 entspricht Satz 5.6(1).

(b) (MACMAHON) Die Anzahl der Partitionen von n, bei denen jeder Teil mindestens zweimal auftritt,
ist gleich der Anzahl der Partitionen von n in Teile, die nicht die Form +1 + 6k haben.

(c) (SUBBARAO) Die Anzahl der Partitionen von n, bei denen jeder Teil genau zweimal, dreimal oder
fiinfmal auftritt, ist gleich der Anzahl der Partitionen von n in Teile der Form +2 + 12k, +£3 4+ 12k
oder 6 + 12k.
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Aufgabe 33 (LA, 4 + 2 Punkte).

(a) Seien k,n € N und F,, die n-te Fibonacci-Zahl, wobei Fy = 0. Zeigen Sie Fy, 1 = Fp, Fx—1+ Fp+1F)
und leiten Sie daraus die CATALAN-Identitit F? — Fy pF_j = (—1)"““Fk2 ab.

(b) Bestimmen Sie alle symmetrischen Partitionen von n = 15 und zeichnen Sie deren Young-
Diagramme.

Aufgabe 34 (Prisenzaufgabe). Beim Doppelkopf werden 48 Spielkarten gleichméfig auf vier Spieler
aufgeteilt. Allerdings ist jede Spielkarte genau zweimal vorhaben (also 24 paarweise verschiedene
Karten). Sei A die Anzahl der moglichen Verteilungen, wobei die vier Spieler unterschieden werden.
Wir betrachten Polynome in vier Unbekannten X, X9, X3, X4. Zeigen Sie:

(a) A ist der Koeffizient von X{?X22X12X}? in

3 XZ-Xj)M.

1<i<j<4

L2 i 1 48— 2a1 — ... — 2a4
o (24 —a; — ... —ag)lay!...ag) \12 — 2a1,...,12 — 2a4)

a1,a2,a3,a4=0

Hinweis: Y21 e joy XiXj = 5(X1 4+ Xo 4+ X34+ X4)? + 5(X7 + X3 + X3 + X7)

Bemerkung: Mit Computer berechnet man A = 2.248.575.441.654.260.591.964.

Aufgabe 35 (4 Punkte). Sei K ein Korper mit ¢ < oo Elementen und sei V' ein n-dimensionaler
Vektorraum iiber K. Sei <Z>q der Wert des Polynoms (}) an der Stelle X = g. Zeigen Sie, dass <Z>q die
Anzahl der k-dimensionalen Unterrdume von V ist.

Hinweis: Wie viele k-Tupel linear unabhéngiger Vektoren gibt es und wie viele davon erzeugen den
gleichen Unterraum?

Aufgabe 36 (2 + 4 Punkte). Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer Menge € # & operiert. Zeigen
Sie:

(a) Durch
r~y = geGilgrg ) =(y) (r,yeq)
wird eine Aquivalenzrelation auf G definiert. Sei z1, ...,z € G ein Reprisentantensystem fiir die
Aquivalenzklassen bzgl. ~. Fiir i = 1,..., k sei [z;] die Aquivalenzklasse von z;.

(b) Fiir x € G sei f(x) die Anzahl der Fixpunkte von z auf Q. Dann ist

.
@l > il f (i)
=1

die Anzahl der Bahnen von G auf (.
Bemerkung: Dies beschleunigt Burnsides Lemma (sofern man G gut genug kennt).
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Aufgabe 37 (3 + 3 + 3" Punkte). Wir mochten einen Tetraeder farben und haben dafiir n Farben zur
Verfligung. Wie viele Moglichkeiten gibt es

(a) die vier Ecken zu farben?
(b) die sechs Kanten zu farben?

(c¢) Ecken, Kanten und Seiten gleichzeitig zu farben?

Hinweis: Mit den Bezeichnungen aus [Aufgabe 36|ist |G| = 12 und k = 3.

Aufgabe 38 (LA, 4 Punkte). Ein Dreiklang besteht aus drei verschiedenen Ténen innerhalb einer
Oktave (c,cis,...,b,h). Da die meisten von uns kein absolutes Gehor haben, betrachten wir zwei
Dreiklange als identisch, wenn sie sich nur durch Transposition| unterscheiden. Demnach gibt es nur
einen Dur-Dreiklang ({c,e,¢}) und einen Moll-Dreiklang ({a,c,e}). Wie viele Dreikldnge gibt es
insgesamt?

Aufgabe 39 (Prisenzaufgabe). Man kann Polyas Satz verallgemeinern, indem man negative Werte
zuldsst, also Funktionen w: A — Z. Dann wird W(X) zu einem Laurent-Polynom (eine endliche
Laurent-Reihe, vgl. . Der Beweis von Poélyas Satz bleibt weiterhin giiltig. Zahlen Sie auf
diese Weise die Halsketten mit fiinf Perlen in den Farben rot, blau, griin, schwarz, bei denen genauso
viele rote wie blaue Perlen vorkommen.

Bemerkung: Polyas Satz ldsst sich auch mit Polynomen in mehreren Variablen formulieren.

Aufgabe 40 (3 + 2 Punkte). Sei €2 ein einfacher Graph mit [Q2g| > 1. Zeigen Sie, das Q zwei Ecken
vom gleichen Grad besitzt. Gilt die Aussage auch fiir Multigraphen?

Aufgabe 41 (3 + 4 Punkte). Sei  einfacher Graph. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:
(a) Ist Q zusammenhingend, so ist Q¢ unzusammenhiingend.

(b) Ist Q unzusammenhingend, so ist Q¢ zusammenhingend.

Aufgabe 42 (2 + 2 + 3 Punkte). Der n-dimensionale Wiirfelgraph W, hat Eckenmenge {0, 1}".
Zwei Ecken sind genau dann durch eine Kante verbunden, wenn sie sich an genau einer Koordinate
unterscheiden.

(a) Zeichnen Sie Ws.
(b) Berechnen Sie die Anzahl der Kanten von W,,.

(c) Sei e eine beliebige Ecke von W,,. Priifen Sie, ob W), \ {e} zusammenhéngend ist.

Aufgabe 43 (LA, 2 4+ 3 Punkte). Gegeben sei der triviale Graph € := 7,. Euler und Hamilton spielen
folgendes Spiel: Euler verbindet zwei beliebige Ecken von 2 mit einer Kante, wobei auch Schleifen an
einer Ecke zugelassen. Anschliefsend zeichnet er eine neue Ecke auf der neuen Kante ein. Nun geht
Hamilton genauso vor, dann wieder Fuler usw. Die Kanten diirfen sich dabei nicht schneiden und der
Grad jeder Ecke soll hochstens 3 betragen. Wer zuerst keine Kante mehr zeichnen kann, hat verloren.

(a) Zeigen Sie, dass das Spiel nach hochstens 3n — 1 Ziigen beendet ist.
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(b) Zeigen Sie, dass Hamilton im Fall n = 2 den Sieg erzwingen kann.

Aufgabe 44 (Prisenzaufgabe). Sei G = (X) eine endliche Gruppe mit Erzeugendensystem X. Die
Elemente von G sind die Ecken des Cayley-Graphen Q(G, X) von G. Zwei Ecken g, h € G bilden genau
dann eine Kante, wenn gh™' € X oder hg™! € X gilt.

(a) Zeigen Sie, dass (G, X) zusammenhéngend und regulér ist.
(b) Sei o € Dg die Drehung um 90° und 7 € Dg eine Spiegelung. Zeichnen Sie Q(Dsg, {0, 7}).
(c) Beweisen Sie, dass Q(Day,, {0, 7}) hamiltonsch ist, wobei nun o eine Drehung um 27 /n ist.

Bemerkung: Die Lovdsz- VermutungF_Il besagt, dass Q(G, X) fiir |G| > 2 stets hamiltonsch ist. Selbst fiir
G = D3y, und |X| = 3 ist dies noch offen.

Aufgabe 45 (3 + 3 Punkte).

(a) Hannover ist durch Leine und Thme &hnlich wie Konigsberg unterteilt:

¢ Damm

areme
Lewne
e
Og
u
Neues Rath
Maschpark

Sprengel Museum
Hannover

LIMMER

Priifen Sie, ob es einen geschlossenen Weg gibt, bei dem genau fiinf der sechs Briicken je einmal
iiberquert werden (die sechste Briicke soll nicht tiberquert werden, anderen Kanten diirfen beliebig
oft benutzt werden).

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der hamiltonschen Kreise in folgendem Graph:

»

Markthalle / Georgspl.

&, Landtag . % %
X %

— Sy P &Y

UageIbpIus~

2enstr.

24Lovasz erhielt 2021 den |[Abel-Preis| eine der héchsten Mathematiker-Auszeichnungen.
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Zwei hamiltonsche Kreise sollen als gleich angesehen werden, wenn sie sich nur durch den
Startpunkt oder die Laufrichtung unterscheiden.

Aufgabe 46 (1 + 2 + 3 Punkte). Sei W,, der Wiirfelgraph aus [Aufgabe 42
(a) Untersuchen Sie, wann W, eulersch ist?
(b) Geben Sie einen hamiltonschen Kreis in W3 an.

(c) Beweisen Sie, dass W, fiir alle n > 2 hamiltonsch ist.
Hinweis: Induktion nach n.

Aufgabe 47 (2 + 3 + 3* Punkte). Sei S,, der Sterngraph und A = A(S,,) seine Adjazenzmatrix.
(a) Zeigen Sie, dass A den Eigenwert 0 mit algebraischer Vielfachheit n — 2 besitzt.
(b) Bestimmen Sie die Anzahl aller geschlossenen Wege der Lénge [ in S, fiir [ € N.

(c) Berechnen Sie mit Hilfe von [(b)] die beiden fehlenden Eigenwerte von A.
Hinweis: Sie diirfen die Eigenwerte auch direkt ausrechnen, falls das leichter fallt.

Aufgabe 48 (LA, 3 Punkte). Zum Kindergeburtstag basteln wir Girlanden mit 8 Wimpeln| in 4
moglichen Farben. Aus optischen Griinden soll der erste Wimpel rot und der letzte blau sein. Aufterdem
sollen nie zwei gleichfarbige Wimpel aneinander grenzen. Wie viele solche Girlanden kann man basteln?
Hinweis: Zéhlen Sie Wege in einem Graphen.

Aufgabe 49 (Prisenzaufgabe). Wir beschriften die zehn Ecken des Petersen-Graph 2 mit den 2-

elementigen Teilmengen von {1,...,5} (zur besseren Ubersicht verzichten wir auf Kommas und Men-
genklammern):
25 /
~ 24
34
ﬁ 12 — 45
35
u e 15
Zeigen Sie:

(a) Zwei Ecken A und B von € bilden genau dann eine Kante, wenn AN B = &.

(b) Die natiirliche Operation von S; auf ({1’5’5}) induziert einen injektiven Gruppenhomomorphismus
a: S; — Aut(Q).

(c) Aut(Q2) = Ss.
Hinweis: Zeigen Sie |Aut(€2)| < 5! mit dem Bahn-Stabilisator-Satz.
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Aufgabe 50 (3 + 3 + 3*). Sei W,, der Wiirfelgraph und A := Aut(W,,). Wir interpretieren die Ecken
von W, als Vektoren in F3. Zeigen Sie:

(a) Fiir m € Sy ist ar: Fy = F5, (a1,...,an) = (@r(1),- -+ Gr(n)) €in Automorphismus von W,.
(b) Fir z € Fy ist 5,: F§ — FY, v — = + v ein Automorphismus von W,,.

(c) Fiir v € A existieren eindeutig bestimmte 7 € S,, und x € F4 mit v = a; o 5. Insbesondere ist
|A| = (2n)!! = 2™nl.

Bemerkung: Ersetzt man Fy durch {1, —1}", so ist A die Symmetriegruppe des Hyperwiirfels im R"
( Weylgruppe vom Typ (B,,)). Fiir den gewohnlichen Wiirfel (n = 3) erhélt man A = Sy x Cs.

Aufgabe 51 (3+ 4 + 3* Punkte).

(a) Bestimmen Sie die Anzahl der 3-reguliren Graphen mit sechs Ecken bis auf Isomorphie.
Hinweis: Komplement.

(b) Sei 0 < k < n. Beweisen Sie, dass es genau dann einen k-regulédren einfachen Graphen mit n
Ecken gibt, falls 2 | kn.

(c) Sei fr(n) die Anzahl der zusammenhéngenden k-reguldren Graphen mit n Ecken bis auf Isomorphie.
Einige Werte stehen auf Wikipedia. Auffallend dabei ist f7(16) + 1 = fs(16). Beweisen Sie diese
Gleichung (ohne f7(16) zu berechnen).

Aufgabe 52 (4 Punkte). Bestimmen Sie die Automorphismengruppe des Graphen:

7

6 —3——m—

T

9

5
\7
/
1
\
4

Aufgabe 53 (LA, 2 + 2 Punkte). Zeichnen Sie alle Graphen mit genau fiinf Ecken und fiinf Kanten
bis auf Isomorphie. Geben Sie fiir jeden dieser Graphen einen nicht-trivialen Automorphismus an.

Aufgabe 54 (Prisenzaufgabe). Sei 1 < k < n und N := {1,...,n}. Eine Matrix A € N™¥ heift
lateinisches Rechteck, falls in jeder Zeile und in jeder Spalte von A keine Zahl mehrfach auftritt. Im Fall
n = k nennt man A ein lateinisches Quadrat. Zeigen Sie, dass man jedes lateinische Rechteck zu einem
lateinischen Quadrat ergénzen kann, indem man n — k& Spalten hinzufiigt.

Hinweis: Betrachten Sie den bipartiten Graphen  mit Qg = {0,1} x N und

{(0,i),(1,5)} € Qx <= i kommt in der j-ten Zeile von A nicht vor.

Zeigen Sie, dass Q (n — k)-reguldr ist und wenden Sie den Heiratssatz an.
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Aufgabe 55 (2 + 2 Punkte). Untersuchen Sie, ob der folgende Graph bipartit ist und ob eine perfekte
Paarung existiert:

Aufgabe 56 (2 + 2 + 3 4 3* Punkte).
(a) Zeigen Sie, dass der Wiirfelgraph W,, bipartit ist.

Nehmen wir nun an, dass W, planar ist.
(b) Berechnen Sie die Anzahl der Flachen einer planaren Einbettung von W,.
(¢) Durch wie viele Kanten wird eine solche Fliache begrenzt?

(d) Zeigen Sie n < 3.

Aufgabe 57 (2+ 3 Punkte). Seien dy > ds > ... > d,, > 0 ganze Zahlen. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind:

(a) Es existiert ein Multigraph  mit Qg = {e1,...,e,} und deg(e;) = d; firi =1,...,n.
(b) >, d; ist gerade und dy < Y7, d;.

Hinweis: Fir (b)=(a) kann man mit Induktion argumentieren.

Aufgabe 58 (LA, 4 Punkte). Die konvexe Hiille P von endlich vielen Punkten im R3, die nicht in
einer Ebene liegen, nennt man einen (konvexen) Polyeder (zum Beispiel Quader, Pyramide, Prisma
etc.). Geometrisch wird P durch Ecken, Kanten und Seiten begrenzt. Man nennt P regulir, wenn alle
Seiten kongruente regelmafige Vielecke sind und jede Ecke gleich viele Seiten begrenzt. Wie in der
Vorlesung gezeigt, bilden die Ecken jedes Polyeders einen planaren Graphen, indem man eine Seite
saufbricht®. Zeigen Sie mit Eulers Polyederformel, dass es genau fiinf regulére Polyeder gibt (bis auf
Drehung, Verschiebung und Skalierung).

Bemerkung: Abschwichungen der Regularitdtsbedingung fiihren zu weniger bekannten, aber genauso
faszinierenden Objekten wie den Catalanischen Korpernl

Die folgenden Aufgaben wurden nicht im Rahmen der Vorlesung gestellt.

Aufgabe 59 (Diskreter Zwischenwertsatz). Sei f: Z — Z und a < b mit f(a) < 0 < f(b). Fir
a<k<bse f(k) — f(k—1) < 1. Dann existiert ein ¢ mit a < ¢ < b und f(c) = 0.
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Aufgabe 60. Sei A eine Teilmenge von {1,...,140} mit 71 Elementen. Gibt es stets a,b € A mit
la — b| = 10?7 Wie ist die Antwort im Fall |A| = 707
Hinweis: Schubfachprinzip mit 10 Schubfiachern.

Aufgabe 61. Sein € Nund A C {1,...,2n} mit |A| = n + 1. Zeigen Sie:
(a) A enthélt zwei teilerfremde Zahlen.

(b) Es existieren a,b € A mit a # b und a | b.

Aufgabe 62. Zehn Kinder stehen beim Sportunterricht in einer Reihe. Zeigen Sie, dass es drei Jungen
oder drei Méadchen gibt, die in gleichen Absténden voneinander stehen (z. B. an Position 3,5,7 oder
1,5,9). Geht das auch noch, wenn einer fehlt?

Bemerkung: Der Satz von VAN DER WAERDEN besagt allgemeiner: Werden die natiirlichen Zahlen in

zwei Klassen eingeteilt, so existieren fiir jedes k Zahlen a, d, sodass a,a + d,a + 2d,...,a + kd in einer
Klasse liegen ]

Aufgabe 63. Beim Fischer-Schach werden Figuren zufillig nach folgenden Regeln aufgestellt:
e Die acht weiflen Bauern belegen wie gewohnt die zweite Reihe.

e Die verbleibenden acht weifen Figuren (2 Tiirme, 2 Springer, 2 Laufer, Dame und Ko6nig) belegen
die erste Reihe.

e Die beiden weiffen Laufer miissen ein schwarzes und ein weifles Feld belegen.

Zwischen den weifsen Tiirmen muss der weifse Konig stehen.

Die schwarzen Figuren in den Reihen 7 und 8 stehen spiegelsymmetrisch (an der Horizontalen) zu
den entsprechenden weifsen Figuren.

Wie viele mogliche Ausgangsstellungen gibt es?

Aufgabe 64. Seien 0 < k£ <[ < n natiirliche Zahlen. Zeigen Sie, dass (Z) und (7) einen gemeinsamen
Teiler > 1 besitzen.

. . A —k
Hinweis: (1) (i) = (2) (12¢)-
Aufgabe 65. Jede Permutation o € S, lasst sich eindeutig als Produkt von disjunkten Zyklen

0:(al,...,ak)(bl,...,bl)...

schreiben, wenn man a; = max{ay,...,ar} < by = max{by,...,b;} < ... fordert (vgl. Bemerkung 2.8].
Dabei zdhlen wir auch die 1-Zyklen mit. Zeigen Sie, dass die Abbildung

v: S, — S,

1 2 ok k41 k+2 - k41 -
g
ai as - ap b by - Y

bijektiv ist. Man nennt ¥ FOATA- Transformation.

25Giehe |Zahlentheorie-Skript
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Aufgabe 66 (Minzproblem). Angenommen Sie besitzen beliebig viele Miinzen im Wert von a und b
Euro, wobei a,b € N teilerfremd seien. Zeigen Sie:

(a) Sie kénnen den Betrag ab — a — b Euro nicht exakt (ohne Wechselgeld) bezahlen.

(b) Sie konnen jeden ganzen Eurobetrag grofer als ab — a — b bezahlen.

Aufgabe 67. Untersuchen Sie, welche der Catalan-Zahlen C), ungerade sind.

Hinweis: Betrachten Sie o? — o = X modulo 2.

Aufgabe 68. Sei A := {(z,y,2) € R3 :|z], |y|,|2] <1} € R" der Einheitswiirfel und
G:={f € GL(R%) : f(A) = A} < GL(R?)

die Symmetriegruppe von A.

(a) Zeigen Sie, dass G transitiv auf der Menge der sechs Seiten von A operiert.

(b) Berechnen Sie |G| durch iterierte Anwendung des Bahn-Stabilisator-Satzes.

Aufgabe 69. Wie viele Moglichkeiten gibt es zwei gleichfarbige 4 x 2-Legosteine zusammenzustecken,
wobei der entstehende Winkel durch 90° teilbar ist.

Aufgabe 70 (ELKIES). In der folgenden Schachpartie ist Weif am Zug:

= N W A~ OO N

Zeigen Sie:

(a) Schlagt der weifse Konig den Bauern auf ¢2, so kann Schwarz den Sieg erzwingen.
Hinweis: Schwarz gewinnt sobald der Bauer auf a2 in eine Dame umgewandelt wird.

(b) Weifs kann ein Unentschieden erzwingen.
Hinweis: Solange sich der weifle Konig auf den Feldern c¢1 und ¢2 aufhélt, kann Schwarz nur den

Springer bewegen. Man untersuche den Graphen des Springerproblems (Beispiel 7.12)).

Aufgabe 71. Bestimmen Sie alle Baume mit genau zwei oder drei Blattern bis auf Isomorphie.
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Aufgabe 72. Zeichnen Sie alle nicht-isomorphen Bdume mit 10 Ecken, von denen keine Grad 2 hat.
Bemerkung: Diese Aufgabe wird im Oscar-pramierten Spielfilm ,,Good will hunting unvollsténdig gelost.
Siehe Youtube.

Aufgabe 73. Sei Q = (Qp, Qx) ein einfacher Graph. Wir definieren eine Relation < auf M := QpUQg
durch:

r<y <= v€Qp,y€ g, r €.
(a) Zeigen Sie, dass (M, <) eine geordnete Menge ist.

(b) Die Automorphismengruppe Aut(M) besteht aus allen Permutationen v € Sym(M) mit y(z) <
v(y) <= = <y fur alle x,y € M. Zeigen Sie Aut(M) = Aut(Q).

Aufgabe 74. Sei (M, <) eine geordnete Menge. Eine Teilmenge U C M heikt offen, falls fir alle u € U
undv e M gilt: v<u=—=wveU.

(a) Zeigen Sie, dass die offenen Mengen eine Topologie T" auf M bilden. Man nennt 7" die Alezandroff-
Topologie.

(b) Die Automorphismengruppe Aut(7") besteht aus allen Permutationen v € Sym (M), sodass U C M
genau dann offen ist, wenn (U) offen ist@ Zeigen Sie Aut(T') = Aut(M).

Bemerkung: Nach Frucht und [Aufgabe 73| existiert fiir jede endliche Gruppe G ein Graph, eine geordnete
Menge und ein topologischer Raum mit Automorphismengruppe G.

Aufgabe 75. Férben Sie folgende Flichen mit héchstens vier verschiedenen Farben, sodass benachbarte
Flachen verschieden geféarbt sind.

His
T

Aufgabe 76. Sei {2 ein Graph mit mindestens einer Kante. Der Kantengraph Q von  ist definiert
durch Q := (Qx,A), wobei {z,y} € A & xzNy # & fiir verschiedene z,y € Q.

(a) Bestimmen Sie die Kantengraphen Gn, K, und S, bis auf Isomorphie.

(b) Zeigen Sie, dass der Graph >—< kein Kantengraph ist.

(c) Sei Q ein Graph mit Q. Zeigen Sie, dass jede Zusammenhangskomponente von G ein Kreis
ist.
Hinweis: Untersuchen Sie die Grade der Ecken.

26Dies sind die Homdomorphismen aus der Analysis.
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Aufgabe 77. Zeigen Sie x(Q)x(Q¢) > n fiir jeden Graphen Q mit n Ecken.
Hinweis: x(2)x(Q) ist die Michtigkeit einer naheliegenden Menge. . .

Aufgabe 78. Eine rechteckige Flache sei durch gerade Linien in kleinere Flachen unterteilt. Wie
viele Farben benétigt man, um jede der kleinen Flédchen so zu farben, dass benachbarte Flichen
unterschiedlich geférbt sind?

Hinweis: [Satz 10.5l

Aufgabe 79. Angenommen der Vierfarbensatz ist falsch. Dann gibt es ein Gegenbeispiel €2, sodass
|Qg| + |k | minimal ist unter allen Gegenbeispielen. Zeigen Sie:

(a) Q ist einfach und zusammenhéngend.

(b) Jede Ecke von Q hat Grad > 4.

(c) § besitzt keine Bricken. Eine Briicke ist eine Kante k € Qg sodass 2\ {k} unzusammenhéngend
ist.

(d) Fiir a,b,c € Qg ist 2\ {a, b, c} stets zusammenhangend.

Aufgabe 80. Begriinden Sie, warum der Stammbaum aller in den letzten 1000 Jahren geborenen
Menschen kein Baum sein kann.

Aufgabe 81. Zeigen Sie, dass jeder Baum eine Ecke oder Kante besitzt, die von allen Automorphismen
festgehalten wird.
Hinweis: Induktion nach der Anzahl der Ecken.

Aufgabe 82.

(a) Bestimmen Sie den Priifercode des Baums

1—2—3—4

(b) Beschreiben Sie die Baume mit Priifercode (1,2,...,n —2) und (1,...,1).
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Anufgabe 83. Die Atomstruktur von Alkanen lésst sich durch Baume realisieren, deren Bliatter Wasser-
stoffatome (H) sind und alle anderen Ecken Grad 4 haben und Kohlenstoffatome (C) sind. Sei a,, die
Anzahl dieser Verbindungen mit n C-Atomen bis auf Isomorphie von Graphen. Es gilt a1 = a2 = a3 =1
(Methan, Ethan, Propan). Fiir n > 4 ist a,, > 1 (dieses Phénomen heiftt |Isomerie)). Berechnen Sie ag
und zeichnen Sie die entsprechenden Verbindungen.

Bemerkung: Die meisten der theoretisch moglichen Alkane sind nicht existenzfahig.

Aufgabe 84. Wir entfernen aus dem vollstandigen Graphen V), eine beliebige Kante und erhalten den
neuen Graphen (). Bestimmen Sie die Anzahl der Spannbdume von §2.

Aufgabe 85. Bestimmen Sie einen Spannbaum mit minimalem Gewicht in dem folgenden Graphen:

o O

3 2 7
1 6

C )

S 1 7
2 1

O O

Wie grofs ist das Gesamtgewicht?

Aufgabe 86. Sei G ein zusammenhéngender, gewichteter Graph mit paarweise verschiedenen Gewichten.
Zeigen Sie, dass G genau einen Spannbaum mit minimalem Gewicht besitzt.
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Anhang

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pin) |11 2 3 5 7 11 15 22 30 42
bn) |1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975
gn) |1 1 2 4 11 34 156 1044 12346 274668 12005168
en) [0 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4
e |1 0 1 2 9 44 265 1854 14833 133496 1334961
B, |1 —1/2 1/6 0 —-1/30 0 1/42 0 —1/30 0 5/66
C, |1 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796
F, lo 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55
Mlo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 |1

1|1 1

2 [1 2 1

3 /1 3 3 1

401 4 6 4 1

501 5 10 10 5 1

6 |1 6 15 20 15 6 1

701 7 21 35 3 21 7 1

8 |1 8 28 5 70 56 28 8 1

9 |1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 |1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

(Mlo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o[t 0o 0o 0o 0 0 0 0 0 0 0

1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3 |1 3 6 10 15 21 28 36 45 55 66

4 |1 4 10 20 35 56 84 120 165 220 286

5 |1 5 15 3 70 126 210 330 495 715 1001

6 |1 6 21 56 126 252 462 792 1287 2002 3003

7 |1 7 28 8 210 462 924 1716 3003 5005 8008

8 |1 8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440 19448

9 |1 9 45 165 495 1287 3003 6435 12870 24310 43758

10 |1 10 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620 92378
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HEK 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 |1
110 1
2 10 1 1
310 2 3 1
410 6 11 6 1
510 24 50 35 10 1
6 |0 120 274 225 85 15 1
710 72 1764 1624 735 175 21 1
8 |0 5040 13068 13132 6769 1960 322 28 1
9 |0 40320 109584 118124 67284 22449 4536 546 36 1
10 | 0 362880 1026576 1172700 723680 269325 63273 9450 870 45 1
{Xbl1o 1 2 3 4 5 6 78 9 10
0 |1
1 |0 1
2 |01 1
3 10 1 3 1
4 101 7 6 1
5 |0 1 15 25 10 1
6 |0 1 31 90 65 15 1
7 /0 1 63 301 350 140 21 1
8 |0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 |0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
10 |0 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1
(o 1 2 3 4 5
0 |1
1 ]1 1
2 |1 X+1 1
3|1 X?2+X+1 X2+ X+1 1
4 11 X34+X24+X+1 X*+X342X24+ X34+ X24+4X+4+1 1
X+1
5 |1 X4+X3+X%2+ X0+ X0+2X44+ X044 XP42X44+ X4 X34X24 1
X+1 2X342X24+X+1  2X342X%2+X4+1 X +1
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Cn, 39, O]
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deg(Q), [75]
I
A

abelsche Summation, [2§]
Ableitung,
k-te,
diskrete,
Absolutglied,
Adjazenzmatrix,
Apéry-Konstante,
Alexandroff-Topologie,
Alkan,
Anagramm,
Anzahl
k-Zyklen, [T4]
Partitionen, [16]
Partitionen in ungleiche Teile, [41]
Partitionen mit festem Typ, [17]
Partitionen mit groRtem Teil k,
Permutationen mit Zyklentyp, [17]
symmetrischer Partitionen, [41]
Appel-Haken,
asymmetrisch,
Automorphismengruppe,



B

Babali, [66]

Bahn,
Bahn-Stabilisator-Satz, [46]
Bahnengleichung, [47]
Baum, [79]

Bellzahl, [16]
Bernoulli-Zahl, [29]
Binet-Formel,
Binomialkoeffizient,
Binomialsatz, [7]
Blatt, [79]

Brooks, [75]

Briicke,
Burnsides Lemma, [47]

C
Carmichael,
Catalan, [40]

Catalan-Identitét,
Catalan-Zahl,
Cayley-Formel,
Cayley-Graph, [95]
chromatischer Index, [77]
Corona,

D
Diedergruppe, [46]
disjunkte Vereinigung,
Diskreter Zwischenwertsatz,
Dobinski-Formel,
Dreiklang, [94]

E

Ecke,

benachbart,

verbunden,
Einheitengruppe, [32]
Elkies, [I00]
Enigma, [12]
Erdés,
Erdss-Gallai,
Erd6s-Rényi, [64]
Erd6s-Turan, [43]
erzeugende Funktion, [39]

fiir b(n),

fiir p(n),
euklidischer Algorithmus,
Euler,
Euler-Charakteristik, [68]
Euler-Hierholzer, [53]
Euler-Mascheroni-Konstante,
Eulers Pentagonalzahlensatz,
eulersche ¢-Funktion,
Eulersche Formel,
Eulersche Polyederformel, [6§
eulersche Tour,
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Exponentialfunktion, [31]

F
Faktorregel,
Fakultt,
Faulhabersche Formel, 2§
Fibonacci-Zahl, 21} 03]
Fischer-Schach, [99]
Fixpunkt,
fixpunktfrei,
Foata-Transformation, [09]
Franklin, [44]
Freundschaft-Theorem, [57]
Frucht,
Funktionalgleichung

fiir exp(X),

fiir log(1 + X),
Farbung, [75]

G
Gaufscher Binomialkoeffizient,
Gauftscher Binomialsatz, [38]
Geburtstagsparadoxon, [f]
geometrische Reihe, 32]
Gerade,
Gesamtgewicht,
Gewichtsfunktion, [84]
Glaisher, [92]
Good will hunting, [T0T]
Grad
einer Ecke,
Graph,
asymmetrischer, [63]
bipartiter, [67]
chromatische Zahl,
chromatischer Index, [77]
hamiltonscher,
komplementirer, [52]
k-regulér, [52]
planarer, [67]
symmetrischer,
trivialer,
Vereinigung, [52]
vollstandig bipartit, [67]
vollstandiger, [51]
zusammenhingend,
Gruppe
symmetrische, [7]

H

Halls Heiratssatz, [70]
Halskette, [47}
Handschlaglemma,
Harborth, [67]
Hardy-Ramanujan, [2]]
Haus vom Nikolaus, 53]
Heawood, [76]



1
Inklusions-Exklusions-Prinzip, [I0]
Isomerie, [103
Isomorphie
von Graphen,

J
Jongliermuster, [36]
Hohe,
Periode,

Jordanscher Kurvensatz, [68|

K

Kante,
Kantenfirbung, [77]
Kantengraph, [78]
Kantenkontraktion, [83]
kartesisches Produkt, []
Kettenregel,
Kirchhoffs Matrix-Baum-Satz,
Kombination

mit Wiederholung, [0]

ohne Wiederholung, [7]
Komponente, [51]
Komposition,
Kreis,

hamiltonscher, [54]
Kruskal-Algorithmus, [84]
Kuratowski, [69]
Konig,
Konigsberger Briickenproblem,

L
Lagarias-Kriterium, 29]
Lagrange, [46]
Lamé,
Laplace-Matrix,
lateinisches Quadrat, [97]
Laurent-Reihe, [30] [89]
Lego, [100]
Linksnebenklassen, [46]
Logarithmus,
Lotto, [7]
Lovész-Vermutung, [05]
Lénge
einer Bahn,
eines Wegs,
eines Zyklus,

M
MacMahon, [92]
MacMahon-Wiirfel,
Maximalgrad,
Menge
endlich/unendlich, [4]
gleichmiéchtig, ]

Menger,
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Mercator-Reihe, [36]
Millenniumsproblem, [55]
Montmort, [T1]
Multigraph,
Multimenge, [9]
Multinomialkoeffizient,
Multinomialsatz, [, [87]
Miinzproblem, [I00]

N
Newtonscher Binomialsatz, [37]
Nicomachus-Identitét, 28]

O
Operation,
transitive, 5]
Ore,

P

Paarung, [70]
perfekte, [70]
Parition
Teile, [16]
Partialbruchzerlegung, [32]
partielle Integration,
Partition
einer Menge,
einer Zahl,
konjugierte, 1]
symmetrisch, [41]
Pascalsches Dreieck, [6]
Permutation, [7]
fixpunktfrei,
Petersen-Graph,
Polya, [49]
Polynom-Methode, [7]
Potenzmenge, [f]
Potenzreihe,
Inverse,
invertierbar,
Umkehrfunktion, [34]
Wurzel, [36]
Problem der 100 Gefangenen, [T5]
Problem des Handelsreisenden, [55]
Produktregel,
Priifer-Code,
Priifer,

Q
Quotientenregel,

R
Ramanujan, [45]

Ramsey, [72] [73]
Ramsey-Zahl, [72]

Rekursionsgleichung, 22]
(in)homogene,



Riemannsche ¢-Funktion, [29]

S
Sammelbilderproblem, 20]
Schach, [I00]
Schleife,
Schubfachprinzip, [0]
Sekretarinnenproblem,
Separator, [60]
Skatkarten, [9] [71]
Spannbaum, [83]
Springerproblem, [54]
Stabilisator,
Stammfunktion

diskrete,
Stern,
Stirling-Formel, [21]
Stirling-Zahl

erster Art, [I5]

zweiter Art,
Subbarao,
Sudoku, [49]
Summenregel,
Superposition, 23]

T
Taylorreihe, [35]
teilerfremd, [I0]
Teilgraph,

induzierter,

Transposition,
trigonometrischer Pythagoras,
Tripathi-Venugopalan-West, [58]
Turan, [73]
Turan-Graph, [74]

U
Uberdeckung,
Umkehrfunktion,
Unbekannte,
Unterteilung, [69]

A%
van der Waerden, [09]
Vandermonde-Identitit,
Variation
mit Wiederholung, [6]
ohne Wiederholung, [6]
Vierfarbensatz, [77]

Vizing, [7§|

W
Wagner-Fary, [67]
Weg, [51]
geschlossener, [53]
kreuzungsfrei, [59]

Weylgruppe, [97]
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Wiirfel, [} [15
Wiirfelgraph, [94]

Y
Young-Diagramm, [41]

Z
Zahl
ganze, [
harmonische, [T4]
komplexe, [4]
natiirliche,
rationale, [4]
reelle, [4]
Zahlenschloss, [0]
Zajac, [76]
Zauberwiirfel, [49]
Zusammenhang,
Zusammenhangskomponente, [51]
zusammenhéngend, [51]
Zyklentyp,
Zyklus,
disjunkt,
Zahlmag, 25|
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